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Ons0z 


GIRIS) Thomas Calculus’un 11.basimimin hazirlanmasinda énceki basimlarim tarzin ve 
giictinti yakalamaya calistik. Amacimiz, birgok kullanicimizi ve elestirmenimizi dikkatlice 
dinleyerek Thomas Calculus’un klasik basimlarmin en iyi 6zelliklerini tekrar ziyeret et- 
mek oldu. Aklimizdaki bu yiiksek standartlarla, alistirmalar yeniden kurduk ve baz zor 
konulari aydinlattik. George Thomas’in sézleri ile “Kitabi, olabilecegi kadar agik ve ke- 
sin olarak yazmaya calistik”. Ek olarak, daha mantikli ve standart miifredat program: ile 
ayni hizada olmasi igin igerigi yeniden yapilandirdik. Geriye bakmakla, mthendisler ve 
bilim adamlari igin kullanisli ve cekici bir calculus metni hazirlamakta bize yardimci ola- 
cak gok sey 6grendik. 

On birinci basimda metin, 6grenciye sadece calculus’un y6ntemlerini ve uygulamala- 
rint degil ayrica bir matematiksel diistinme yolu da tanitir. Alistirmalardan 6rneklere kav- 
ramlari gelistiren ve teoriyi okunabilir bir lisanla agiga ¢ikaran anlatima, bu kitap matema- 
tiksel  fikirleri diisinme ve iletme hakkindadir. Calculus, matematigin anahtar 
drneklerinden bir cogunu icerir ve fiziksel ve matematiksel konular hakkinda dogru ve 
mantikli bir yolla nasil diistintileceginin gergek baslangiglarini isaret eder 

Materyale hakim olmalari ve giictinti kullanmak icin gerekli matematiksel olgunluga 
ulasmalari igin 6grencilere yardim etmeyi deniyoruz. Derin bir bilgiden gelen kavrayislar 
gayrete degerdir. Bu kitab1 tamamlayan 6grencilerin , bilimde ve miihendislikte bir cok 
uygulamaya calculus kavramlarini uygulamak igin ihtiyag duyulan, matematiksel lisan ko- 
nusunda oldukga bilgi edinmis olmalar gerekir. Ayrica, diferansiyel denklemler, lineer ce- 
bir ve ileri analiz derslerine iyi bir sekilde hazirlanmis olmalari gerekir. 


Onbirinci Basimdaki Degisiklikler 


ALISTIRMALAR = Alistirmalar ve Grnekler calculus 6grenmede cok 6nemli bir rol oynarlar. 
Thomas Calculus’ un 6nceki basimlarinda yer alan ve o basimlarin muazzam giiciinti olus- 
tan alistirmalardan bir gogunu bu yeni basima dahil ettik. Her boliimde, hesaplamali prob- 
lemlerden uygulamali ve teorik problemlere ilerleyen alistirmalari konulara gore diizenle- 
dik ve grupladik. Bu diizenleme 6grencilere, calculus y6ntemlerini kullanma becerilerini 
gelistirme ve degerlendirmelerini derinlestirmenin yaninda calculus uygulamalarini ve 
mantikli matematiksel yapilarini anlamalart firsatini verir. 


OZEN Ozen seviyesi, 6nceki basimlarla karsilastirildiginda bastan sona daha tutarlidir. 
ikisi arasindaki fark1 ortaya koymak igin hem bicimsel ve hem de bicgimsel olmayan tartis- 
malari verdik. Ayrica, kesin tanimlari ve 6grencilerin anlayabilecegi ispatlari dahil ettik. 
Metin, materiyalin gayri resmi olarak anlasilabilecegi sekilde diizenlenmistir. Bu, 6gret- 


ix 


Onsiz 


mene énemli derecede bir esneklik salar. Ornegin, kapali ve sinirli bir aralikta siirekli 
olan bir fonksiyonun bu aralikta bir maksimumunun bulundugunu ispat etmedigimiz halde 
bu teoremi cok dikkatli bir sekilde ifade ettik ve takip eden ¢esitli sonuglari ispat etmek 
igin bunu kullandik. Bundan baska, limitlerle ilgili béliim, agikliga ve kesinlige karsi bii- 
yiik bir dikkatle 6nemli dlgiide yeniden diizenlenmistir. Onceki basimlarda olduégu gibi li- 
mit kavrami yine bir egriye tizerindeki bir noktada teget olan dogrunun egimini elde etme 
fikri ile motive edilmektedir. 


icERik 


Bu basimin hazirligi sirasinda, Thomas Calculus’un 6nceki basimlarinin kullani- 


cilari ve elestirmenlerimizin Onerilerine ve yorumlarina Gnemli dl¢iide dikkat sarf ettik. 
Bu, bazi bélimlerde biiytik revizyonlara ve degisikliklere yol a¢ti. 


Onbilgiler Béliim 1’i, temel fonksiyonlarin kisa bir incelemesi olarak tekrar yaz- 
dik. Bir gok egitimcinin bu béltimii atlamay1 segebilecek olmasina ragmen, béliim 
6grenciye kolay bir referans ve inceleme olanag1 sunar, notasyonu standart hale geti- 
rir ve altyapi materyali olarak nelerin kabul edildigine isaret eder. Ayrica birgok 6g- 
rencinin, bir hesap makinesine veya bilgisayara bir fonksiyonun grafigini vermesi 
konusunda tam olarak gitvenmedeki tuzaklar gibi, gsrmemis olabilecegi bazi yar- 
dimci materyal icerir. 

Limitler Bd6liim 2’de icerilenler, limitlerin epsilon-delta tanimlar, birgok teoremin 
ispati, sonsuzda limitler ve sonsuz limitlerdir (ve bunlarin bir grafigin asimptotlar 
ile iliskileri). 

Ters tiirevler Tiirev ve Gnemli uygulamalarin, biitiinltigii saglayan ters tiirev kav- 
rami ile sonucglanan B6liim3 ve Boliim 4’te verdik. 

integrasyon Cesitli sonlu toplam Srneklerini tartistiktan sonra Béliim 5’te, eSrinin 
altindaki alan, geleneksel cercevesi icinde belirli integrali tanittik. Tiirevleri ve ters tii- 
revleri birbirine baglayan Analizin Temel Teoremini isledikten sonra, integrasyon igin 
Degisken D6niisiimii’ntin yaninda belirsiz integrali tanittik. Bunlari, belirli integralin 
uygulamalan hakkindaki alisilmis b6liim takip eder. 

integrasyon Teknikleri integrasyonun, sayisal integrasyonu da igeren temel tek- 
nikleri B6liim 8’de verilmektedir. Bunlar, bir integral olarak dogal logaitmay1 ve 
onun tersi olarak tistel fonksiyonu tanimladigimiz transandant fonksiyonlarin taniti- 
muni takip etmektedirler. 

Diferansiyel denklemler Temel diferansiyel denklemlerin ¢éziimleri hakkindaki 
materiyalin 6nemli kism1, simdi tek bir béliimde, Béliim 9’da diizenlenmistir. Bu dii- 
zenleme, bu konularin kavranmasi acisindan egitimcilere 6nemli dlc¢tide esneklik 
saglar. 

Konikler Bircok kullanicinin istegi tizerine, konik kesitler hakkindaki Béliim 10 
tamamen yenilendi. Bu béliim ayrica, parabollerin, hiperbollerin ve sicloidlerin pa- 
rametrizasyonlarini vererek parametrik denklemler hakkindaki materyali tamamlar. 
Seriler B6liim 11’de, dokuzuncu basimda géziiken, serilerin yakinsaklik testleri- 
nin daha biitiin bir gelisimini yeniden diizenledik. Ayrica, boliimtin sonuna (atlana- 
bilecek olan) Fourier serilerini tanitan kisa bir bélitim ekledik. 

Vektorler Temel cebirsel ve geometrik fikirlerin tekrarindan kaginmak i¢in, iki ve 
tig boyutlu vekt6rlerin islenmesini tek bir béliimde Béltim 12’de birlestirdik. Bu ta- 
nitimi, diizlemde ve uzayda vektér-degerli fonksiyonlar hakkindaki bir béliim takip 
etti. 

Reel sayllar = Calculus’a uyglanmasindan dolay1 Reel sayilar teorisi hakkinda kisa 
ve yeni bir ek yazdik 


SEKIL 6.11, sayfa 402 


(a) bélgesinin y-ekseni etrafinda 
déndiiriilmesi ile tiretilen cismin 


hacminin bulunmasi 


SEKiL 6.13, sayfa 403 
Burada tiretilen dénel 
cismin dik-kesiteri 
diskler degil 
pullardir. 


Onséz Xi 


SANAT  Sekillerin ve resimlerin calculus 6grenmede kritik bilesenler olduklarmi fark et- 
tik. Bu nedenle kitaptaki biitiin sekillere yeni bir bakisi ele aldik. Var olan sekilleri diizen- 
lerken ve yenilerini olustururken, sekillerin resmettigi, iliskilendirildikleri kavramlarin 
berrakligini gelistirmeye calistik. Bu, 6zellikle derinligi, katmanlar1 ve déndiirmeleri daha 
iyi belirtmeyi basarabildigimiz tig-boyutlu grafiklerde gok aciktir (asagidaki sekillere ba- 
kin). Ayrica, renklerin tutarli ve pedagojik bir kullanimini saglamay1 denedik ve tamam- 
lanmis parcalarin diizeltilmesine kendini adamis bir ekip bir araya getirdik. 


(a) 


>< 


(x, R@)) 


ON BiLGiLER 


GIRIS Bu béliim analize baslamak icin bilmeniz gereken temel konulari tekrar eder. Bu 
konular reel say sistemi, dtizlemde kartezyen koordinatlar, diiz cizgiler, paraboller, cem- 
berler, fonksiyonlar ve trigonometridir. 


ee i i Reel Sayilar ve Reel Dogru 


Bu bdéliimde reel sayilarin, esitsizliklerin, araliklarin ve mutlak degerlerin tekrari yapil- 
maktadir. 


Reel Sayilar 


Analizin biiyiik bir bélimii reel say1 sisteminin 6zellikleri izerine kurulmustur. Reel say1- 
lar, ondalik say1 olarak ifade edilebilen sayilardir; 6rnegin 


—0.75000... 


0:33333 is. 


V2 = 1.4142... 


Sayilarin sonlarindaki tig nokta ... ondalik basamak dizisinin sonsuza kadar devam ettigi- 
ni gésterir. Her ondalik agilim bir reel say1y1 temsil eder, bazi sayilarin iki temsili olsa da- 
hi. OrneZin .999... ve 1.000... sonsuz ondalik acilimlari | reel sayisim temsil ederler. 
Benzer ifade ondalik agilimi .999 ... seklinde olan her say1 icin gecerlidir. 

Reel sayilar goemetrik olarak reel dogru diye adlandirilan bir say1 dogrusunun tize- 
rindeki noktalar seklinde gésterilebilirler. 


| | 
2 -l 


l i i 1 i | I i > 
0 1 1V2 2 3p 4 
3 


i 
3 
4 


R sembolii ya reel say1 sistemini ya da buna esdeger olarak reel say: dogrusunu ifade eder. 

Reel say1 sisteminin 6zellikleri tig kategoride incelenir: cebirsel, siralanma ve tamlik 
6zellikleri. Cebirsel 6zellikler reel sayilarin, bilinen aritmetik kurallar altinda baska reel 
sayilar tiretecek sekilde toplanabilecegini, ¢ikartilabilecegini, garpilabilecegini ve (srfir ile 
olmamak tizere) béliinebilecegini s6yler. As/a 0 ile bélemezsiniz. 


Béliim 1: On Bilgiler 


Reel sayilarin siralanma 6zellikleri Ek 4 te verilmistir. Asagidaki kullanisl kurallar 
onlardan elde edilebilir, => sembolii “gerektirir” anlamindadur. 


Esitsizlik Kurallan 

a, b ve c reel sayilar ise, 

lo a<beat+e<bte 
axb>a-c<b-c 
a<xbvec>0> ac < be 


a<xbvec<0=> be < ac 
Ozel durum: a < b => —b < —a 


5. a>0>ts0 


a lie ad 


6. ave b’nin her ikisi de pozitif veya negatifse a<b => r < _ 


Bir esitsizligin bir sayi ile garpimi kurallarina dikkat edin. Bir pozitif say1 ile garpmak esit- 
sizligi korur; bir negatif say1 ile garpmak esitsizligi tersine gevirir. Ayrica, ayn isaretli 
sayilar icin ters almak esitsizligi tersine gevirir. Ornegin 2 < 5 dir fakat -2 > —5 ve 
1/2 > 1/5 dir. 

Reel say1 sisteminin tamlhik 6zelligini tam olarak tanimlamak daha derin ve daha zor- 
dur. Ancak, ézellik, limit kavrami icin gereklidir (Béliim 2). Kabaca, hicgbir “bosluk” veya 
“delik” kalmayacak gsekilde, reel say1 dogrusunu “tamamlamaya” yetecek kadar reel say1 
bulundugunu sdyler. Reel say1 sisteminin tamlik 6zelligi olmasaydi analiz teoremlerinin 
cogu gecersiz olurdu. Bu konu daha ileri seviyede derslerin konusudur, fakat Ek 4, nelerin 
icerildigi ve reel sayilarin nasil kuruldugu hakkinda ip ucglar1 vermektedir. 

Reel sayilarin tic 6zel alt kiimesini ayirtyoruz. 


Doégal sayilar, yani 1, 2, 3, 4,... 
Tamsayilar, yani 0, +1, +2, +3,... 
Rasyonel sayilar, yani m ve n tamsay1 ve n # 0 olmak iizere m/n gibi bir kesir sek- 


linde yazilabilen sayilar; 6rnegin, 


1 4244 200. yg gg a 
3 9 9 9? 7B 1 


Rasyonel sayilar esas olarak ondalik agilimlari ya 


(a) sonlanan (sonsuz bir sifir dizisiyle son bulan), érnegin 


3 = 0.75000... = 0.75 veya 
(b) tekrarlanan (stirekli olarak tekrarlanan bir say1 dizisiyle biten),6rnegin 
23 -— Ustteki gizgi 
ii = 2.090909... = 2.09 tekrarlanan 


basamaklari gésterir. 
seklinde olan sayilardir. 
Sonlanan bir ondalik agilim, sondaki sifirlar tekrar ettiginden, tekrarlanan ondalikla- 
rin bir 6zel halidir. 


1.1 Reel Sayilar ve Reel Dogru 3 


Rasyonel sayilar ktimesi reel sayilarin tiim cebirsel ve siralanma 6zelliklerine sahip- 
tir, ancak tamlik 6zelligi yoktur. Ornegin, karesi iki olan bir rasyonel say yoktur; yani 
rasyonel dogruda \/2 nin bulunmasi gereken yerde bir “bosluk” vardir. 

Rasyonel olmayan reel sayilara irrasyonel sayilar denir. Ondalik agilimlarimin ke- 
silmeyen ve tekrarlanmayan olmalartyla belirlenirler; 6rnegin 7, V2, W5 ve logig 3. 
Her ondalik agilim bir reel say1y1 temsil ettiginden su agik olmalidir, sonsuz tane irrasyo- 
nel say vardir. Reel dogru tizerindeki herhangi bir noktaya yeterince yakin, hem rasyonel 
hemde irrasyonel sayilar bulunur. 

Kime gésterimi, reel sayilarin 6zel bir alt kiimesini belirlemede cok kullanislidir. Bir 
kiime bir nesneler toplulugudur, ve bu nesneler kiimenin elemanlari dir. S bir ktime ise, 
“ae S” gésterimi “a, S’nin bir elemanidir” anlamindadir ve a¢ S gésterimi “a, S’nin bir 
elemani degildir” anlamindadir. S ve T kiimeler ise, SU 7 bunlarin birlesimi dir veya S 
ye ya da T ye (veya herikisine) ait biitiin elemanlardan olusur. SM 7 kesisimi hem S ye ve 
hem de 7’ye ait biitiin elemanlardan olusur. Bos kiime © eleman bulundurmayan kiime 
dir. OrneSin, rasyonel sayilar ve irrasyonel sayilarin kesisimi bog kiimedir. 

Bazi kiimeler, elemanlari parantezler icginde /istelenerek tanimlanabilir. Mesela, 6’dan 
kiicgtik dogal sayilar (veya pozitif tam sayilar ) kiimesi A 


A = {1,2, 3,4, 5} 
seklinde gésterilebilir. Biitiin tamsayilar ktimesi 
{0, +1, +2, +3,...} 


seklinde yazilir. 
Bir ktimeyi tanimlamanin baska bir yolu, kiimenin biitiin elemanlarini tireten bir 
kurali parantezler igine almaktir. Ornegin, 


A = {x|x bir tamsayidir ve0 < x < 6} 


kiimesi 6’dan ktigiik pozitif tam sayilar kiimesidir. 


Araliklar 


iginde en azindan iki sayi varsa ve elemanlarindan herhangi ikisinin arasinda bulunan 
biitiin reel sayilari iceriyorsa, reel doSrunun bir alt kiimesi aralik adini alir. Ornedin, 
x > 6 seklindeki biitiin x’lerin kiimesi bir araliktir, -2 = x = 5 seklindeki biittin x’lerin 
oldugu gibi. Icinde sifir olmadiindan; sifirdan farkl biitiin reel sayilarin kiimesi bir aralik 
degildir, ktimede (Grnegin) —1 ile 1 arasindaki biitiin reel sayilar bulunmamaktadir. 

Geometrik olarak, araliklar reel dogrunun yanisira, reel dogru tizerindeki 1sinlara ve 
dogru pargalarina karsilik gelirler. Dogru pargalarina karsilik gelen sayi araliklarina sonlu 
araliklar, isinlara kars1 gelenlere ise sonsuz araliklar denir. 

Sonlu araliklar, iki ug noktalarin: da iceriyorlarsa kapah, tek ug noktalarini igeriyor- 
larsa yari-agik, iki u¢ noktalarim da igermiyorlarsa agik olarak adlandirilirlar. Ug nokta- 
larma simir noktalari da denir, bunlar araligin sinirlarimi olustururlar. Araligin diger nok- 
talari ise ig noktalar dir, birlikte araligin i¢ini olustururlar. Sonsuz araliklar, sonlu bir u¢ 
nokta igeriyorlarsa kapalidirlar, aksi halde agiktirlar. Butiin reel dogru R, hem acgik hem 
kapali olan sonsuz bir araliktir. 


Esitsizliklerin Coziimti 


x’in bir esitsizligini saglayan aralik veya araliklari bulma islemine esitsizligi ¢6zme denir. 


4 Baliim 1: On Bilgiler 


TABLO 1.1 Aralik Cesitleri 


Notasyon Agiklama Tip Resim 
Sonlu: (a, b) {xja <x <b} Agik eS §$§> 
[a, 5] {xja<x<=b} — Kapah ———_______—_—_—_—_—-__— 
[a, b) {xja=x <b} Yari-acik =P a ae 
(a, b] {x|ja<x=b} Yari-acik << —— 
Sonsuz: (a, 00) {x|x > a} Acik SS —S—S=——. 
[a, 0) {x|x = a} Kapali ND 
(—00, b) {x|x < b} Acitk SSS 
(—00, 5] {x|x =< b} Kapali ———— == _—— 

(—09, oo) R (biitiin reel 
sayilar kiimesi) Hem acik ———_——LS—<—S——_ 
hem kapali 

ORNEK 1 Asagidaki esitsizlikleri ¢6ziin ve ¢6ziim kiimelerini reel dogruda gésterin. 


0 1 4 
(a) 
$l 1 
30 1 
7 
(b) 


(c) 


SEKIL 1.1 Ornek 1 deki esitsizliklerin 
¢éztim ktimeleri 


(a) 2x -1<x+3 


Coziim 


(a) 


2x -1<x+3 
2x<x+4 


<4 


(b) -F< 2x41 «725 


i= 


Iki tarafa da 1 ekleyin. 


Iki taraftan da x cikarin. 


Céziim kiimesi (— 0°, 4) araligidir (Sekil 1.1a). 


(b) 


x 
3 <r 1 


—x < 6x +3 
0< 7x + 3 
= 3) <6 6 


3 
7x 


Iki tarafi da 3 ile carpin. 
Iki tarafa da x ekleyin. 


Iki taraftan da 3 cikarin. 


7 ile béliin 


1.1 Reel Sayilar ve Reel Dogru 5 


Céziim kiimesi (—3/7, 00) araligidir (Sekil 1.1b). 
(c) 6/(x— 1) = S esitsizligi ancak x > 1 icin gecerli olabilir, ciinkii teki tiirlii_ 6/(« — 1) 
tanimsiz veya negatiftir. Dolayistyla, iki tarafi da (x — 1) ile ¢arparsak esitsizlik ko- 


runacaktir. 
6 
x- 1 aia 
62: 5x = 5 Iki tarafi da (x — 1) ile garpin 
11 = 5x Iki tarafa da 5 ekleyin. 
11 

2 > x veya x= = 

Coziim kiimesi (1, 11/5] yari-agik araligidir (Sekil 1.1c). a 
Mutlak Deger 


Bir x sayisinin |x| ile gdsterilen mutlak degeri 
X; x=0 
Ix]= 9 _ 
x, x<0 


formilti ile tanimlanir. 


ORNEK2 = Mutlak Degerleri Bulmak 
S38, OO. [S| =a) 5,. «| la\| =| al 7 


Geometrik olarak x’in mutlak degeri, reel say1 dogrusu tizerinde x’ten 0’a olan 
uzakliktir. Uzakliklar daima pozitif veya 0 olduklarindan, her x reel sayisi igin | x | = 0 
3|—> oldugunu goriiriiz. Ancak ve yalniz x = 0 ise | x | = 0 dir. Ayrica, 


= ‘i ad |x —y |= reel dogru iizerinde x ve y arasindaki uzaklik 


dir (Sekil 1.2 ). 
Va sembolii daima a’nin negatif olmayan karek6kinii belirttigi igin, 


1 4 tanimi da 
|x| = Vx? 


x| in baska bir 


SEKIL 1.2 Mutlak degerin dzellikleri 


asagida verilmistir (Alistirmalarda bu Va? = |a| oldugunu unutmayin. a = 0 oldugunu kesin olarak bilmeden sakin Va? =a 
ézellikleri ispat etmeniz istenmektedir). yazmayin. 


Mutlak degerin 6zellikleri asagida verilmistir (Alistirmalarda bu 6zellikleri ispat et- 
meniz istenmektedir). 


Mutlak Degerin 6zellikleri 


1. |-a|=|a| Bir say1 ve onun ters isaretlisinin mutlak degerleri 
aynidir. 
2. |ab| =|al|d| Bir carprmin mutlak degeri mutlak degerlerin 
garpimidir. 
a| _ |a| Bir bélimiin mutlak degeri mutlak degerlerin 
3. |Z} =a ener 
b| |b béliimiidiir. 


4, |at+ b| S|a|+|d| Ucgen esitsizligi. [ki sayinin toplamimin mutlak 
degeri, mutlak degerlerinin toplamindan kugtik 
veya ona esittir. 


6 Baliim 1: On Bilgiler 


lF a >|< a >| 
° L > 
-a x 0 a 
Kk 


SEKIL 1.3 |x| < a ifadesi xin —a ile a 
arasinda olmasi demektir. 


|-a | # -| a| olduguna dikkat edin. Ornegin, |—3| = 3’diir oysa -|3| = —3’diir. a ve b nin 
isaretleri farkliysa | a + b| mutlak degeri | a | + | 5 | den kiigiiktiir. Diger biitiin durum- 
larda|a+b|ve|a|+|b| esittir|—3 + 5| gibi ifadelerde mutlak deger cizgileri paran- 
tezler gibidir: mutlak degeri almadan dnce igini hesaplariz. 


ORNEK3 —Ucgen Esitsizligini Aciktamak 


|-3 + 5|=|2| = 2 <|-3]+ |5| = 8 
jo a S| = |8| = |3/4r [5] 
|-3 — 5| =|-8| = 8 =|-3] + |-5| ] 


| x | < a esitsizligi, x’in sifira olan uzakligini pozitif a sayisindan daha kiiciik oldugu- 
nu soyler. Dolayistyla Sekil 1.3 te gériilecegi gibi x sayisi, —a ile a arasinda bulunmak zo- 
rundadir. 

Asagidaki ifadelerin hepsi mutlak deger taniminin sonuclaridir ve mutlak deger bu- 
lunduran denklemleri veya esitsizlikleri cézerken oldukga faydalidirlar. 


Aralhiklar ve Mutlak Degerler 

a herhangi bir pozitif say1 ise, 

5. |x|=a ancakveancak x= <a ise 

|x|<a ancak veancak -a< x <a ise 

|x| >a ancak ve ancak x >aveyax <-a ise 


|x| a ancak veancak -a=x<a ise 


Se OF A Ss 


|x| 2a ancak ve ancak x =a veyax S-—a ise 


= sembolii, matematikgiler tarafindan “ancak ve ancak” veya “ gerekir ve gerek- 
tirir’” anlaminda siklikla kullanilir. Ayn zamanda “ifade eder ve ifade edilir” anlamindadir. 


ORNEK4 — Mutlak Degerli bir Denklemi Cézmek 
|2x —3| =7 denklemini céziin. 


Ciziim  Ozellik 5 ten, 2x —3 = +7 dir, su halde iki olasilik vardir: 
Mutlak degersiz 


2x—3=7 2x—3=—7 esdeger denklemler 
2x = 10 2x =—4 Her zamanki gibi ¢éziin. 
x=5 x=-2 
|2x — 3| = 7’nin céziimleri x = 5 ve x =—2’dir. 7 


ORNEK5 = Mutlak Deger Iceren Bir Esitsizligi Cézmek 


s — 2 <1 esitsizligini ¢éziin. 


1 2 
(a) 
—————__ . .—- x 
1 
(b) 


SEKIL1.4 Céziim kiimesi (a) [1, 2] ve (b) 
(—00, 1] U [2, 00) Ornek 6. 


1.1 Reel Sayilar ve Reel Dogru 7 


Coziim 
2 2 i te 
5 7 =< leo =-l <5 7 <1 Ozellik 6 
2 
2=-6< x ~< 4 5 gikarin 
1 a 
= —— ile garpin 
e3>y>2 zie a 
1 1 sd 
S 3 ae fa > terslerini alin. 


Esitsizlikler hakkindaki degisik kurallarin burada nasil kullanildigina dikkat edin. Bir 
negatif say1 ile carpmak esitsizligi tersine gevirir. Her iki tarafi da pozitif olan bir esitsiz- 
likte iki tarafin terslerini almak da aynidir. Asil egitsizlik ancak ve ancak 
(1/3) <x < (1/2) ise saZlanir. Céziim kiimesi (1/3, 1/2) acik araligidir. : 


ORNEK 6 Esitsizlikleri géziin ve céziim kiimesini reel dogruda gésterin. 


(a) |2x-3|=1 (b) |2x-—3| =1 
Coziim 
(a) |2x a 3| =1 
-l1=2x-3<=1 Ozellik 8 
2=2x=s4 3 ekleyin 
ls=x=2 2 ile béliin 


Coéziim kiimesi [1, 2] kapali araligidir (Sekil 1.4a). 
(b) |ax-3|=1 


2x-321 veya 2x-3=-l1 Ozellik 9 
x-324 veya x-3=-4 2 ile béliin 
x=2 veya x=1 > ekleyin 
Céziim kiimesi (— co, 1] U [2, ©) (Sekil 1.4b). | 
Ondalik Gosterimler Esitsizlikler 
1. Tekrarlanan basamaklarin tizerine bir gizgi koyarak, 1/9’u tekrar- 3. 2<x< 6 ise, x hakkinda asagida verilen esitsizliklerin hangileri 
lanan bir ondalik olarak yazin. 2/9, 3/9, 8/9 ve 9/9’un ondalik dogru, hangileri yanlistir? 
gosterimleri nedir? a 0<x<4 b O<x-2<4 
2. Tekrarlanan basamaklarin tizerine bir gizgi koyarak, 1 /\1’i Cleese 3 d. 1 < : < 1 
tekrarlanan bir ondalik olarak yazin. 2/11, 3/11, 9/11 ve 2 6 2 
11/117in ondalik gésterimleri nedir? ae 7 <3 f. |x-4) <2 


g. -6<-x<2 i, 62" =S =2 


8 Baliim 1: On Bilgiler 


4. -1 <y—5 <1 ise, y hakkinda asagida séylenenlerden hangileri 


dogrudur? 
a 4<y<6 b -6<y< -4 
ae y>4 d. y<6 
et2peode2 f2<2<3 

1 1 1 
BE<y <q h. |y—5| <1 


5-12 alistirmalarinda, esitsizlikleri ¢éztip ¢éztim ktimelerini ¢izin. 


5. —2x > 4 6. 8 — 3x =5 
i 5x —-3-= 7 = 3x 8. 3(2 — x) > 2(3 + x) 
1 7 6—-—x 3x — 4 
9, 2x P= N+E 10. r < 5) 
4 1 x+5 12 + 3x 
11. 5 (x 2W< 3 6) 12. 5) < a 


Mutlak Deger 


13-18 alistirmalarindaki denklemleri géziin. 


13. |y| = 3 14. jy - 3) =7 15, |2¢ + 5|=4 
_ 34 2 S_yfa 
16. |1 — ¢|=1 17. |(8—38|=5 18 [5 ] 1 


19-34 alistirmalarmdaki esitsizlikleri, ¢6ziim kiimelerini araliklar 
veya araliklarin birlesimi olarak ifade ederek céztin. Ayrica, her 
céztim kiimesini reel dogruda gésterin. 


19. |x| <2 20. |x| <2 21. |t- 1] <3 

22. |f+2| <1 23. |(3y-7|<4 24 |2y+ 5] <1 
z 3 1] 1 

25. |= i| <1 26.529 1/22 278-4) <5 
6 1 

2. /2-4| <3 29. |2s)=4 30,\|s + 3/25 

31. [1 —x|>1 32. [2 — 3x|>5 33/024] 21 
3r 2 

34. | 1] >2 


ikinci Dereceden Esitsizlikler 


35-42 alistirmalarindaki esitsizlikleri ¢éztin. Céziim kimelerini 
araliklar veya araliklarin birlesimi olarak ifade edin ve cizin. Uygun 
durumlarda Va? = |a| sonucunu kullanin. 


35. x7 <2 36.4 <x 37.4<x7° <9 
Bp <x <i 39. (x-12 <4 40. (x +32 <2 
41. x27 -x <0 42. x7 -x-220 


Teori ve Ornekler 

43. |-a | =a gibi bir tuzaga diigmeyin. Hangi a reel sayilart 
igin bu esitlik dogrudur? Hangileri igin yanlistir? 

44. |x-—1|=1-x denklemini ¢éziin. 

45. Ucgen esitsizliginin bir ispati Ucgen esitlizinin asagidaki is- 
patindaki numaralanmis adimlari agiklayacak nedenleri s6yleyin. 


la + bl? = (a + bP (1) 
= a? + 2ab + b? 
<= a? + 2Ia||b| + b? (2) 
= al? + 2|al|b| + [5] (3) 
= (jal +16)» 

la + | = la] + [>| (4) 


46. Her a ve b sayisi igin |ab| = |a||b| oldugunu gésterin. 

47. |x| < 3 ve x > —1/2 ise, x hakkinda ne séyleyebilirsiniz? 

48. |x|+ |y| <1 esitsizligzini cizin. 

49. f(x) = 2x + 1 ve 6>0 herhangi bir pozitif say: olsun. 
|x—1|<6’nin| f(x) — f(1) | < 26 yi gerektigini gésteriniz. Bu- 
rada f(a) notasyonu 2x + 1 ifadesinin x = a icin degeridir. Bu 
fonksiyon notasyonu Boliim 1.3’te agiklanmaktadir. 


50. f(x) = 2x + 3 ve € > O herhangi bir pozitif sayi olsun. 
|x-O|< + iken | f(x) — f(0) | < € oldugunu gésteriniz. Burada 
f(a) notasyonu 2x + 3 ifadesinin x = a icin degeridir. (Bélim 
1.3’e bakin) 

51. Herhangi bir a sayisi icin | -a | =| a | oldugunu ispat edin. 

52. a herhangi bir pozitif sayi olsun ancak ve yalniz x > a veya 
x <-aigin|x| > |a| oldugunu ispat edin. 

53. a. b sifirdan farkl herhangi bir reel say: ise | 1/b | = 1/| b | 


oldugunu ispat edin. 
| _lal oldugunu is- 
b| |d| 


54, Matematik Indiiksiyon yéntemini kullanarak (Bak Ek 1) herhangi 
bir a sayisi ve herhangi bir pozitif n tamsayisi igin | a” | =| a |” 
oldugunu ispat edin. 


b. herhangi a # 0, b #0 reel sayilar igin 


pat edin. 


1.2 Dogrular, Cemberler ve Paraboller 9 


e pie Dogrular, Cemberler ve Paraboller 


b EE ° P(a, b) 

Pozitif y-ekseni 3b 
I 
eed ! 
2 
I 
es I 
Negatif x-ekseni Orijin | 
eel 

L ms ! ! ! ! >x 


-: 

3 2 -1 O 
ait 

Negatif y-ekseni aL 


35 


Pozitif x-ekseni 


SEKIL1.5 Diizlemde Kartezyen 
koordinatlar, orijinde dik kesisen iki eksene 


oturtulmustur. 
y 
A 
(1, 3) 
3e e 
ikinci dértte Birinci dértte 
bir bélge 2¢ bir bélge 
(—, +) (+, +) 
e 1¢ e 
(-2, 1) (0, (0) (2, 1) 
(1, 0) 
|. ! 7 1 $—> x 
—2 -l 0 1 2 
(-2, -1) 
e _1¢ 
e. Dordiincii dértte 
Ugiincti dértte bir bélge 
bir bélge (+, -) 
(-,-) 26 oe 
(1, -2) 


SEKIL1.6 xy-koordinat veya Kartezyen 


diizlem de isaretlenmis noktalar. Eksenler 


uzerindeki biitiin noktalarin koordinat 


ciftleri vardir fakat genellikle tek bir reel 


say1 ile gésterilirler, ( béylece x-ekseni 


tizerindeki noktasi (1, 0) ile 1 


isaretlenmistir). Dértte bir bélgelerin 


koordinat isaret modellerine dikkat edin. 


Bu béliimde, diizlemde koordinatlar, dogrular, uzaklik, cemberler ve paraboller tekrar- 
lanacaktir. Ayrica, artim kavrami da tartisilacaktir. 


Diizlemde Kartezyen Koordinatlar 


Onceki béliimde dogru iizerindeki noktalari, koordinatlar dedigimiz reel sayilar ile belirle- 
dik. Diizlemdeki noktalar, sirali reel say1 ikilileri ile belirtilebilir. Baslarken, 0 noktalarin- 
da kesisen birbirine dik iki koordinat dogrusu ¢izeriz. Bu dogrulara diizlemde koordinat 
eksenleri denir. Yatay x-ekseninde, sayilar x ile gésterilir ve saga dogru artarlar. Dikey 
y—ekseninde ise, sayilar y ile gésterilir ve yukar dogru artarlar (Sekil 1.5). Béylece “yu- 
kartya” ve “saga” yonleri pozitif yonlerdir, buna karsilik “asagiya” ve “sola” y6nleri ne- 
gatif yOnlerdir. Koordinat sisteminin orijini O, ayni zamanda 0 ile de gésterilir, dtizlem- 
de x ve y’nin her ikisinin de sifir oldugu noktadir. 

P diizleme herhangi bir nokta ise, tam olarak bir sirali reel say1 ikilisiyle su sekilde ko- 
numlandirilabilir. P den iki koordinat eksenine dik dogrular gizilir. Bu dogrular eksenleri 
ve koordinatl: noktalarda keserler (Sekil 1.5). (a, 6) strali ikilisi P noktas1 ile eslenir ve 
bu ikiliye P’nin koordinat gifti denir. Birinci say1 “a” P’nin x-koordinati (veya apsisi) 
dir; ikinci say1 “b” P’nin y — koordinati (veya ordinati ) dir. y-ekseni tizerindeki her nok- 
tanin x—koordinati 0 dir. x—ekseni tizerindeki her noktanin y—koordinati 0 dir. Orijin (0, 0) 
noktasidir. 

Bir (a, 5) strali ikilisi ile baslayarak, islemi tersine ¢evirebiliriz ve dtizlemde bu ik- 
iliye karsi gelen bir P noktasina ulasiriz. Cogu kez P’yi sirali ikili ile tanimlar ve P(a, b) 
yazariz. Bazen “(a, b) noktas1” olarak da adlandiririz ve (a, b)’nin reel dogru tizerinde bir 
agik araligi degil de diizlemde bir noktay1 gésterdigi séztin gelisinden anlasilacaktir. Sekil 
1.6 da koordinatlari ile isaretlenmis birkacg nokta gésterilmistir. 

Bu koordinat sistemine dik koordinat sistemi veya Kartezyen koordinat sistemi 
denir (16.yy Fransiz matematikci René Descartes’den sonra). Bu koordinat veya 
Kartezyen diizlemin koordinat eksenleri, diizlemi dértte bir (quadrant) denen, Sekil 1.6 
gésterildigi gibi saat y6nitiniin tersine numaralanan, dort bélgeye ayirir. 

x ve y degiskenlerine bagli bir denklemin veya bir esitsizligin grafigi, koordinatlan 
denklemi veya esitsizligi saglayan diizlemdeki biittin P(x, y) noktalarinin kiimesidir. Koor- 
dinat diizleminde veri ¢izerken veya degiskenlerinin birimleri farkli olan formiillerin 
grafiklerini gizerken, iki eksen iizerinde ayn: élce3i kullanmak zorunda de@iliz. Ornegin, 
bir roket motoru icin zaman- itme giziyorsak, zaman ekseninde | sn’yi gésteren isareti, ori- 
jinden, itme ekseninde | lb’yi gésteren isaretle ayni uzakliga koymak igin bir neden yoktur. 

Genellikle degiskenleri fiziksel biiyiikliikler temsil etmeyen fonksiyonlarin grafik- 
lerini cizerken, geometrilerini ve trigonometrilerini incelemek icin dtizlemde sekiller ¢iz- 
erken, eksenler tizerindeki 6lgegi ayni almaya g¢alisiriz. Boylece, bir dikey uzaklik birimi 
ile yatay uzaklik birimi ayni g6ziiktr. Bir 6lgtimcii haritasinda veya dl¢ekli gizimde 
oldugu gibi, ayni uzunlukta oldugu kabul edilen dogru pargalari 6yleymis gibi géziikecek- 
tir ve es oldugu kabul edilen acilar es géziikecektir. 

Bilgisayar ekranlar1 ve hesap makinesi ekranlar ayri bir sorundur. Makine ile tiretilen 
grafiklerde dikey ve yatay dl¢ekler genellikle farklidir ve buna bagli olarak uzakliklarda, 
egimlerde ve acilarda bozukluklar vardir. Cemberler elips gibi, dikdértgenler kare gibi, 
dik agilar dar aci veya genis aci gibi, vs. gértinebilir. Bu ekran ve bozukluklari Béltim 1.7 
de genis ayrintilari ile tartisryoruz. 
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y 
* C(5, 6) 
6F 
B,5 
5b (2, 5) 
4r Ay =- 
3b Ax =0 
2 
Ay =8 
1F 
D(5, 1) 
| | L | 9 
0 1 2 3 4 5 
-IF 
2 
3F A(4, -3) 
(2,-3) \ 


Ax = -2 


SEKIL 1.7 Koordinat artrmlar: pozitif, 
negatif veya sifir olabilir (Ornek 1). 


TARIHSEL BiyoGrarFi* 


René Descartes 
(1596-1650) 


y 
Ai L 
Ay’ 
Pxp,y 
Ax Olry,)! 
(ilerleme) 
, | 
P. = ------69’ 
Ax’ 
>x 
0 


SEKIL1.8 P,QP> ve P;'O'Ps' iiggenleri 
benzerdir dolayisiyla kenarlarinin oran1, 
dogru tizerindeki herhangi iki nokta igin 
aynidir. Bu ortak deger dogrunun egimidir. 


Artimlar ve Dogrular 


Bir parcacik dtizlemde bir noktadan digerine hareket ederken, koordinatlarindaki 
net degisikliklere artim denir. Baslangig noktasinm  koordinatlari _bitis 
noktasiminkilerden cikartilarak hesaplanirlar. x, x, den x ye degisirse x teki artim 


Ax =X2-X1 
ORNEK 1 4 (4, -3) noktasmdan B(2, 5) noktasina gidilirken x- ve y-koordinatlarindaki 
artimlar 
Ax=2-4=-2, Ay=5-(-3)=8 
dir. C(5, 6)’dan D(5, 1)’e koordinat artimlari 
Ax=5-5=0,  Ay=1-6=-5 


dir. Bakiniz Sekil 1.7. a 
Diizlemde P)(x1, ¥,) ve P(x2, 2) noktalari verilmisse, Av = x. —x, ve Ay =y2—-—y 
artirimlarina sirastyla P,; ve Py arasindaki ilerleme ve yiikselme denir. Boyle iki nokta 
daima, bu noktalardan gecen tek bir dogru belirler. Dogruya P,P, dogrusu adi verilir. 
Diizlemde dikey olmayan herhangi bir dogrunun, dogru tzerinde secilen her 
P,(x1, 1) Ve P2(x2, y2) noktas1 i¢gin gecerli olan bir 6zelligi 


— yiikselme - Ay _ 3271 
ilerleme Ax 2-1 


oraninim ayn olmasidir (Sekil 1.8). Bunun nedeni, benzer ticgenlerde karsilikli kenarlarin 
oranlarinin ayni olmasidir. 


TANIM = Egim 


ns yiikselme - Ay _327¥1 
ilerleme Ax X2-X1 


sabitine dikey olmayan P,P, dogrusunun egimi denir. 


Egim bir dogrunun yontinii (yukan, asag1) ve dikligini belirler. Egimi pozitif olan bir 

dogru saga dogru yukari ¢cikar, egimi negatif olan bir dogruysa saga dogru asagi iner 
(Sekil 1.9). Egimin mutlak degeri ne kadar biiytik olursa, yiikselme veya algalma o kadar 
hizh olur. Dikey bir dogrunun egimi tanimsizdir. Dikey bir dogru igin Ax ilerlemesi sifir 
oldugundan, m egim oranini hesaplayamayiz. 
Bir dogrunun yonii ve dikligi bir acryla da 6lciilebilir. x ekseninden gecen bir dogrunun 
eSim acisi, x ekseninden dogruya saat y6niiniin tersine olan en kiictk acidir (Sekil 1.10). 
Yatay dogrunun egim acisi 0° dir. Dikey dogrunun egim acisi ise 90° dir. @ bir dogrunun 
egim acisiysa,0 =< @ = 180° dir. 


Tarihi portreler ve Calculus’un temel dgeleri ve konular hakkinda daha fazla bilgi icin 
www.aw-be.com/thomas sayfasin ziyaret ediniz. 
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Dikey olmayan bir dogrunun egimi m ile dogrunun egim agisi ¢ arasindaki iliski 
Sekil 1.11’de gésterilmektedir: 


m=tand 


Dogrularin denklemleri basittir. x-eksenindeki a noktasindan gegen dikey dogru tiz- 
erindeki biitiin noktalarin x koordinatlan a’dir. Yani, x = a dikey dogrunun denklemidir. 
Aynt sekilde, y = b de y-eksenini b noktasinda kesen yatay dogrunun denklemidir. (Sekil 
1.12 ye bakiniz). 

Egimini ve tizerindeki bir P;(x;, y,) noktasinin koordinatlarm biliyorsak, dikey ol- 
mayan bir Z dogrusunun denklemini yazabiliriz. P(x, y) L tizerindeki herhangi bir baska 
noktaysa P, ve P noktalarini 


YH 
m~ xx 
SEKIL1.9 L,’in e®imi egimini hesaplamak i¢in kullanabiliriz, dolayistyla 


Ay _6—(-2) _8 
Ax 3-0 3 
dir. Yani, x 3 birim arttikga, y 8 birim artar. 
L,’in egimi ise y=y, + me -x) 
SS 
Ax 4-0 4 
dir. Yani, x 4 birim arttikga, y 3 birim 


y-y=ma-xX) veya yyy +max-x) 


i io 


denklemi (x,, y,) noktasindan gecen ve egimi m olan dogrunun nokta-egim 


denklemi dir. 
azalir. 


ORNEK2 (2, 3) noktasindan gecen ve egimi —3/2 olan doZrunun denklemini yazin. 


Céziim Nokta-e%im denkleminde x, = 2, y; = 3 ve m =-3/2 yerlestirir ve 


y=3-S(x-2) veya ya-Sxt6 


SEKIL 1.10 Egim acilari x-ekseninden saat ; eas 5 a 
an fied Ba cae a elde ederiz. x = 0 icin y = 6 dir. Dolayisiyla dogru y-eksenini y = 6 da keser. a 
yOniintin tersine dlciiltir. 


ORNEK3 — {kinoktadan gecen bir dogrunun denklemi 


(—2, —1) ve (3, 4) noktalarindan gegen dogrunun denklemini yazin. 


>< 


Coziim Dogrunun egimi 


_-1-4_ -5 _ 
—2-3° —5 


1 


m 


dir. Bu egimle birlikte nokta-egim denkleminde verilen iki noktadan birini kullanabiliriz: 


(x1,¥1) = (—2, -1) ille (x1, y1) = (3, 4) ile 
y= —-1+1+(« - (-2)) y=4+4+1-(x —- 3) 
>xX 
y=-l+x+2 y=4+x-3 
P y=xtl y=xt1 
SEKIL1.11 Dikey olmayan bir dogrunun St # 
egimi, egim a¢isinin tanjanti dir. Ayni sonug 


Her iki sekilde de dogrunun denklemi y = x +1 dir (Sekil 13). a 
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Bu dogru boyunca, 
6 x=2 
5 _— 
4 Bu dogru boyunca, 
y=3 


SEKIL1.12 (2, 3) ten gecen dikey ve yatay 
dogrularin standart denklemleri x = 2 ve 
y=3 tir. 


(-2, -1) 


SEKIL 1.13 Ornek 3 teki dogru. 


>< 


SEKIL1.14 ZL dogrusunun x-kesimi a ve 
y-kesimi 5 dir. 


Dikey olmayan bir dogrunun y-eksenini kestigi noktanin y koordinatina dogrunun 
y-kesim noktasi denir. Ayn sekilde, x-kesim noktasi da yatay olmayan bir dogrunun 
x-ekseninden gectigi noktanin x koordinatidir (Sekil 1.14). Egimi m ve y-kesim noktas1 b 
olan bir dogru (0, b) noktasindan gecer ve denklemi 


y=b+m(x—0) veya, daha basit olarak, y = mx + b 
dir. 


y=mx+b 


denklemine egimi m ve y-keseni b olan dogrunun egim-kesim noktasi denklemi 
denir. 


Denklemi y = mx seklinde olan dogrularin y-kesim noktalar 0’dir ve dolayistyla orijinden 
gecerler. 


Ax + By=C_ (A ve B’nin ikisi birlikte 0 olmamak tizere) 


denklemine, x ve y’nin genel lineer denklemi denir, ciinkii grafigi her zaman bir dogruyu 
temsil eder ve her dogrunun denklemi (egimi tanimli olmayan dogrular da dahil) bu sekil- 
dedir. 


ORNEK4 — EGjimive y-kesimini bulmak 


8x + 5y = 20 dogrusunun egimini ve y-kesim noktasini bulun. 


Céiziim Egim-kesim noktasi sekline sokmak igin denklemi y’ye gore ¢ézelim: 


8x + S5y = 20 
Sy = —8x + 20 
| 
ya = +4 
Egim m=-8/5 dir. y-kesim noktasi b = 4’tiir. : 


Paralel ve Dik Dogrular 


Paralel dogrularin egim agilar aynidir. Yani egimleri aynidir (dikey birer dogru degillerse). 
Tersine, egimleri ayni olan dogrularin egim agilari aynidir ve dolayistyla paraleldirler. 

Dikey olmayan L, ve L, dogrulari birbirine dikse, m,; ve my egimleri mm, = —1 
esitligini saglar, yani her egim digerinin garpmaya gore negatif tersidir: 


Bunu goérmek icin, Sekil 1.15’teki benzer iicgenleri inceleyerek m, = a/h ve m) = —-h/a 
olduguna dikkat edin. Dolayistyla, m,m = (a/h) (-h/a) =—1 dir. 


SEKIL1.15 AADC iicgeni ACDB 
tiggenine benzerdir. Dolayisiyla @; ayn 
zamanda ACDB ii¢geninin ist agisidir. 
ACDB icgeninin kenarlarindan 

tan b, = a/h oldugu goriliir. 


>< 


P(x, y) 


(x- AP + -—k? =a" 


0 


SEKIL 1.17 xy-diizleminde merkezi 
(A, k)’da olan a yarigapli bir gember. 


>X 
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Diizlemde Uzaklik ve Cemberler 
Diizlemdeki noktalar arasindaki uzaklik, Pisagor formiiliinden gelen bir formiille hesa- 
planir (Sekil 1.16). 


Y Uzakhk 
d= |x) - 2,7 + |r - ri) 
= V = a 1 (0, - y,)dir, Ox», V>) 


y 


vw 


yy C(x» 4) 


SEKIL 1.16 P(x, ¥)) ve O(X, yo), arasindaki 
uzaklig1 hesaplamak igin, PCO ti¢genine 


Pisagor Teoremini uygulayin. 


Diizlemdeki Noktalarin Arasindaki Uzakhk Formiilii 
P(x1, V1) ve O(%, 2) arasindaki uzaklik asagidaki gibidir: 


d= V(Ax)? + (Ay)? = Va — x)? + Qn — v1)? 


ORNEK5 —Uzaklik Hesaplamak 


(a) P(-1, 2) ile O(3, 4) arasindaki uzaklik 
VG - (DY + 4-2 = V4? + QF = V20 = V4-5 = 25. 
(b) Orijinden P(x, y) noktasina olan uzaklik 
V(x — 0)? + (y — 0)? = Vx? + y?. : 


Tamm olarak; a yarigapli bir gember, bir C(h, k) merkezine uzakliklar a olan biitiin 
P(x, y) noktalarinin kiimesidir (Sekil 1.17). Uzaklik formiiliinden, ancak ve yalniz 


Vix — he + (y — bP = a4, 


ise, P noktasi cember tizerindedir. Dolayistyla 


(x-hY +(y-kP =a? (1) 


dir. 


(1) denklemi (A, k) merkezli ve a yarigapli bir gemberin standart denklemidir. Yarigap1 
ve merkezi orijinde olan birim ¢ember’ in denklemi 


x+y =1%dir. 
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SEKIL1.18 (x—h)?+(y—kY = 2 
cemberinin igi ve disi 


ORNEK 6 


(a) Merkezi (3, 4)’te olan 2 yarigapli cemberin standart denklemi 
(x-37 + (y-4) =2?=4 


tur. 

(b) (x—-1P +(y + 5 =3 

cemberinde, h=1, k=—5 ve a=V3 "tir. Merkezi (h, k) = (1, —5) noktasidir ve yaricgap1 
a=V3 tir. 7 


Bir cemberin denklemi standart seklinde degilse, cemberin merkezini ve yarigapin1 
denklemi 6nce standart sekle sokarak bulabiliriz. Bunu yapmak igin gereken cebirsel yon- 
teme kareyi tamamlama denir (Ek 9 a bakin). 


ORNEK7 Bir Cemberin Merkezini ve Yaricapin Bulmak 
Asagidaki gemberin merkezini ve yarigapini bulun. 


x+y t+4x-6y-3=0 


Coziim x ve y’nin karelerini tamamlayarak denklemi standart sekline d6nditiriiriiz: 


v+y’+4x-6y-3=0 Verilen denklemle baslayin. 
2 = Terimleri bir araya getirin. Sabiti 
x + 4x) + (yy — 6y) =3 ya & 
( ) ” v) sag tarafa gegirin. 
4\ _6\? 
( + 4x + (4) ) + (° = 6y + (58) ) = x’in katsayisimin yarisinin karesini 
2 2 denklemin iki tarafinda da ekleyin 
Aynisim y igin yapin. Sol taraftaki 
4 = —6 2 parantez icindeki ifadeler artik 
3+ i) Bs 2 tam karelerdir. 
(x? + Ay + 4) + (y? = 6y + 9) =34+44+9 Her kareyi karesi alrmmis lineer 
acilimlar olarak yazin. 
(x + 2)? + (y — 3)? = 16 
Merkez (—2, 3) ve yaricap a = 4 tir. a 


(x—h) + (y—h? < a 


esitsizligini saglayan noktalar, merkezi (h, k) ve yarigap1 a olan cemberin igi denilen bél- 
geyi olustururlar (Sekil 1.18). Cemberin digi 


(x— hy +(y—ky > a? 


Paraboller 


Genel parabollerin geometrik tanimi ve 6zellikleri bélim 10.1 de incelenmektedir. Bu- 
rada parabollere y = ax” + bx + c seklindeki esitliklerin grafikleri olarak bakacagiz. 


SEKIL1.19 y =x? parabolii 
(Ornek 8) 


Orijinde 
tepe 
noktas1 


SEKIL 1.20 y = ax’ paraboliiniin acildigi 
yonii belirlerken a sayisi bir dlctt 
fakt6riidiir. a sifir’a yaklastikga parabol 
genisler, | a | btiyiidtikce parabol daralir. 
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ORNEK8 = y = x? Parabolii 


y = 2° egitliZini gdz dniine alin. Koordinatlar: bu esitliZi saglayan bazi noktalar 


(0, 0), (1, 1), (3. 3), (-1, 1), (2,4), ve (2, 4)’tiir. Bu noktalar (ve esitliZi saglayan 


bitiin digerleri) parabol denen diizgtin bir egri olusturur (Sekil 1.19). a 


y =ar 


seklindeki bir denklemin grafigi, ekseni (simetri ekseni) y-ekseni olan bir paraboldiir. 
Paraboliin tepe noktasi (parabol ve eksenin kesistigi nokta) orijinde bulunur. a > 0 ise 
parabol yukari, a < 0 ise agai dogru acilir. | a | deSeri ne kadar biiyiikse, parabol o kadar 
dar olur (Sekil 1.20 ). 

Genel olarak y = ax’ + bx + c esitliZinin grafigi, y = x° paraboliiniin grafiginin 
kaydirilmis ve uyarlanmis seklidir. Grafiklerin kaydirilmasini ve uyarlanmasin daha de- 
tayli olarak Boéliim 1.5 te inceleyecegiz. 


y= ax’ + bx + c, a#0'1n Grafisi 


y =ax’ + bx+c,a #0 denkleminin grafigi bir paraboldiir. a > 0 
ise parabol yukar, a < 0 ise asagi dogru agilir. Ekseni 


b 


ee (2) 


dogrudur. Paraboliin tepe noktasi eksen ve paraboliin kesistigi noktadir. Tepe 
noktasinin x-koordinati x = —b/2a’dir; y-koordinati ise parabol denkleminde 
x =—b/2a konularak elde edilir. 


a= 0 ise y = bx + c dogru denklemini elde ettigimize dikkat edin. (2) denklemi ile 
verilen eksen, kareye tamamlama veya Boliim 4.1 de incelenen bir teknikle bulunabilir. 


ORNEK9 Bir parabolii cizmek 


y= ~5x? —x+4  denkleminin grafigini gizin. 


Céziim Denklem, y= ax’ + bx +c ile karsilastirtlirsa 


oldugu goériiliir. a < 0 oldugundan parabol asagiya dogru agilir. (2) denkleminden, eksen 


b (-1) 
2a 2(-1/2) 


=] 


dikey dogrusudur. 
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Kése (., 2) ai » x =—l igin 
1 9 
y-kesim noktas1 y= 5 ( 1)? (-1)+4= 3 
simetrik nokta Kesim noktas1 y = 4 
(2 » / ea dir. Tepe noktasi (1, 9/2) dir. 
i aan ale : ; x-kesim noktalar1 y = 0 oldugu yerdedir: 

ll bE p)=-5 —x 

y Be 2 Ste ; 

5 x7-x+4=0 

rs 2 


Kesim noktalari 
x =-4vex = 27de 


SEKIL 1.21 Ornek 9 daki parabol. 


ALISTIRMALAR 1.2 


x7 +2x-8=0 
(x — 2)(x + 4) =0 
x = 2, x= -4 


Bazi noktalari isaretler, ekseni (silik olarak) cizer ve agilma y6ntinii kullanarak grafigi 
tamamlariz (Sekil 1.21). 


Artimlar ve Uzaklik 
ilk dort alistirmada, bir parcacik koordinat diizleminde A’dan B’ye il- 
erlemektedir. Pargacigin koordinatlarindaki Av ve Ay artimlarim ve 
A’dan B’ye olan uzakligi bulun. 

1. A(—3,2), B(-1, -2) 2. A(-1,-2), B(—3, 2) 

3. A(—3.2, -2), B(-8.1,-2) 4. A(V2,4), B(0, 1.5) 


5-8 alistirmalarindaki esitliklerin grafiklerini tanimlayin. 


6. x? + =2 
8. x7 +" =0 


5.x +y= 1 


Ly =3 


Egimler, Dogrular ve Kesim Noktalari 


9-12 alistirmalarindaki noktalari isaretleyin ve (varsa) egimlerini bu- 
lun. Ayrica AB dogrusuna dik dogrularin ortak egimlerini bulun. 


9. A(-1,2), B(-2,-1) 
11. A(2,3), B(-1,3) 


10. A(-2, 1), B(2,-2) 
12. A(-2, 0), B(-2, -2) 


13-16 alistirmalarinda, verilen noktalardan gegen (a) dik dogru ve (b) 
yatay dogru igin bir denklem yazin. 


14. (V2, -1.33) 


16. (—7, 0) 


13. (-1, 4/3) 
15. (0, -V2) 
17-30 alistirmalarinda tanimlanan dogrunun denklemini yazin. 


17. —1 egimiyle (1, 1) noktasindan gecer. 


18. 1 7 2 egimiyle (2, —3) noktasindan gecer. 

19. (3, 4) ve (-2,5) noktalarmndan ge¢er. 

20. (—8, 0) ve (-1, 3) noktalarindan gecer. 

21. Egimi —5 i 4 ve y-kesim noktas1 6’dir. 

22. Egimi | / 2 ve y-kesim noktas1 —3’tiir. 

23. 0 egimle (—12, —9) noktasindan gecer. 

24. Egimi yoktur ve (1 / 3, 4) noktasindan gecer. 

25. y-kesim noktasi 4 ve x-kesim noktasi —1 dir. 

26. y-kesim noktasi —6 ve x-kesim noktas1 2’dir. 

27. (5,—1) noktasindan ge¢er ve 2x + 5y = 15 dogrusuna paraleldir. 


28. (-V2, 2) noktasindan gecer ve 4/3¢ 4 sy = V3 dogrusuna 
paraleldir. 


29. (4, 10) noktasindan gecer ve 6x — 3y = 5 dogrusuna diktir. 
30. (0, 1) noktasindan gecer ve 8x — 13y = 13 dogrusuna diktir. 


31-34 alistirmalarinda, dogrunun x- ve y-kesim noktalarim bulun ve 
bu bilgiyi kullanarak dogruyu ¢izin. 


31. 3x + 4y = 12 32. x + 2y = -4 
33. V2x — V3y = V6 34, 15x —y = -3 


35. Ax + By = C,; ve Bx —Ay = C, (A #0, B #0) dogrulari arasindaki 
iliskinin bir 6zelligi var midir? Cevabinizin nedenlerini agiklayin. 


36. Ax + By = C, ve Ax + By = C) (A #0, B #0) dogrulari arasindaki 
iliskinin bir 6zelligi var midir? Cevabinizin nedenlerini aciklayin. 


Artimlar ve Hareket 


37. Bir pargacik A(—2, 3) noktasindan harekete baslar ve koordinatlan 
Ax = 5 ve Ay =-6 artimlariyla degisir. Parcacigin yeni konumunu 
bulunuz. 


38. Bir parcacik A(6, 0) noktasindan harekete baslar ve koordinatlan 
Ax =-6 ve Ay = 0 artimlarryla degisir. Parcacigin yeni konumunu 
bulunuz. 


39. A(x, yv)’den B(3, —3)’ye giderken, bir pargacigin koordinatlan 
Ax = 5 ve Ay = 6 olarak degisir. x ve y’yi bulun. 


40. Bir pargacik A(1, 0) noktasindan baslayarak orijin etrafinda saat 
yoéniiniin tersine bir gember gizer ve A(1, 0)’a geri déner. Koordinat- 
larindaki net degisiklik nedir? 

Cemberler 


41-46 alistirmalarinda verilen C(h, k) merkezli ve a yaricgapli gembe- 
rin denklemini bulun. Cemberi xy-dtizleminde cizin ve merkezini gra- 
figinizde belirtin. Ayrica, varsa gemberin x ve y kesim noktalarimt 
koordinat ikilileriyle birlikte gésterin. 


41. C(0,2), a=2 42. C(-3,0), a =3 
43. C(-1,5), a=V10 9 44. C(I, 1), a = V2 
45. C(-V3,-2), a=2 46. C(3, 1/2), a=5 
47-52 alistirmalarmda denklemleri verilmis olan gemberleri ¢izin. 
Merkezlerini ve varsa x ve y kesim noktalarimt koordinat ikilileriyle 
birlikte belirtin. 
47. x? +y? + 4x -—4y+4=0 
48. x7 + y? — 8x + 4y + 16 =0 
49. x7 + y? —3y-4=0 

x? + y? — 4x — (9/4) = 0 
51. x7 + y?- 4x + 4y =0 
52. x7 + y? + 2x = 3 
Paraboller 


53-60 alistirmalarindaki parabolleri gizin. Her birinde tepe noktasin1, 
ekseni ve kesim noktasimt belirtin. 


53. y=x? - 2x —3 54, y= x? + 4c + 3 
55. y = —x* + 4x 56. y= —-x* + 4x — 5 
57. y = -x* — 6x — 5 58. yp = 2x7 —x +3 
89. y= Sx tx t4 60. y=—Fx tt 4 
Esitsizlikler 


61-68 alistirmalarindaki esitsizlikler ve esitsizlik ciftleriyle tanimla- 
nan bélgeleri acgiklayin. 


61. x? +)? >7 

62. x+y? <5 

63. (x — 1? +y? = 4 

64. x7 + (y- 2 =4 
65.07 + yy? > 1, rt+y<4 

660° +y2? = 4, (x +27 +)? 34 
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67. x7 + y? + 6y <0, y>-3 
68. x7 + y?- 4x + 2p >4, x>2 


69. Merkezi (-2, 1) ve yarigap1 V6 olan cemberin i¢ginde bulunan nok- 
talar1 tanimlayan bir esitsizlik yazin. 


70. Merkezi (-4, 2) ve yarigap1 4 olan gemberin disinda bulunan nok- 
talar1 tanimlayan bir esitsizlik yazin. 

71. Merkezi (0, 0) ve yarigap1 V2 olan cemberin icinde veya listiinde 
bulunan ve (1, 0)’dan gecen dikey dogrunun isttinde veya 
saginda kalan noktalari tanimlayan bir esitsizlik gifti yazin. 


72. Merkezi (0, 0) ve yarigap1 2 olan gemberin disinda ve merkezi 
(1, 3) olan ve orijinden gegen cgemberin iginde kalan noktalan 
tanimlayan bir esitsizlik cifti yazin. 


Kesisen Dogrular, Cemberler ve Paraboller 

73-80 alistirmalarinda, iki denklemi cizin ve grafiklerin kesistikleri 
noktalan bulun. 

73. y=2x, x+y? =1 

M4. x+y=1, w@-1P%+y?=1 

75. y-x=1, y=x 
76.xt+y=0, y=-(x- 1)? 
Tl y= —-x*, y=2x?- 1 


BP= gk. YaG= Ty 


Mx +y=1, w~@-1P+y’=1 
80. 07° + y2=1, x t+yH=l 
Uygulamalar 


81. Yalitim Sekildeki egimleri dlcerek, derece/’ ft olarak (a) alci du- 
vardaki, (b) fiberglas yalitimdaki ve (c) tahta kaplamadaki sicaklik 
degisimlerini bulunuz. 


80° 


70° 


= \. tei kaplama ASV VEN Kenar 
\-arasinda__| 


50° Oda) ae 
igindeki | 
hava 


40° 72E 


Ts1 (°F) 


Disanidaki | 
i hava 0°F 
30° sareseanae | 


20° 


10° 


go HU 


Duvar icindeki uzakhk (in¢) 


Alistirma 81 ve 82 deki duvarda sicaklik degisimleri. 
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82. 


83. 


84. 


85. 


86. 
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Yalittm  Alistirma 81’deki sekle gére, malzemelerden hangisi 
en iyi, hangisi en k6tii yalitkandir? Aciklayin. 


Su alti basinc1 Su altindaki bir dalgig tarafindan hissedilen p 
basinci dalgicin derinligi d’ye, p = kd + 1 (k bir sabit) seklinde 
bir denklemle baglidir. Yiizeyde basing | atmosferdir. 100 metre- 
deki basing ise 10.94 atmosfer civarindadir. 50 metredeki basinc1 
bulun. 


Yanstyan isik Bir isik demeti ikinci bélgeden x + y = 1 dogrusu 
boyunca gelir ve x ekseninden yansir (Sekle bakiniz). Gelis agisi 
yansima acisina esittir. Yansryan isigin izledigi dogrunun den- 
klemini yaziniz. 


| 
Yansima 
| acisi 


Alistirma 84’deki isik demetinin yolu. 
Gelis ve yansima agilari dikey eksene 
gore dlciiliirler. 


Fahrenheit ve Santigrad FC diizleminde, Fahrenheit ve santi- 
grad sicakliklari arasindaki iliskiyi veren 


= 
C=Gir= 22) 


denklemini ¢izin. Ayni garfik tizerinde C = F' dogrusunu belirtin. 
Santigrad 6lcen termometrenin Fahrenheit dlcen bir termometrey- 
le ayni sayisal degeri gésterdigi bir sicaklik var midir? Varsa, bu 
sicakligi bulun. 


Washington Cog Tren Yolu insaat miihendisleri bir yol 
yataginin egimini yiikseldigi veya algaldigi mesafenin yatayda 
aldig1 mesafeye orani olarak dlcerler. Genellikle yiizde olarak 
yazilan bu orana da yol yataginin mertebesi derler. Bir kiy1 
boyunca, ticari tren yollarmin mertebesi genellikle %2’den azdir. 
Daglarda ise %4’e kadar cikabilir. Otoyollarin mertebesi genel- 
likle %5’ten azdur. 

New Hampshire’daki Washington Cog Tren Yolu’ nun en dik 
kisminin mertebesi bir istisna olarak %37.1’dir. Yolun bu 
kisminda, vagonun 6ntindeki koltuklar arkasindakilerden 14 ft 
daha yiiksektir. On ve arka koltuklarin arasindaki uzaklik nedir? 


Teori ve Ornekler 


87. 


Kenarlarinin uzunluklarim hesaplayarak, késeleri A(1, 2), B(5, 5) 
ve C(4, —2) noktalarinda bulunan ti¢genin ikizkenar oldugunu 
fakat eskenar olmadigini gosteriniz. 


88. 


89. 


90. 


91. 


92. 


93. 


94, 


95. 


K6seleri A(0, 0), B(1, V3) ve C(2, 0) noktalarinda olan tic- 
genin eskenar oldugunu gésterin. 

A(2, —1), B(,3) ve C(-3, 2) noktalarmin bir karenin késeleri 
oldugunu gésterin ve dérdtincti késeyi bulun. 

Asagida gosterilen dikd6értgenin kenarlar1 eksenlere paraleldir. 
Uzunlugu genisliginin tig katidir ve gevresi 56 birimdir. A, B ve C 
noktalarinin koordinatlarim1 bulunuz. 


>< 


A D(Q, 2) 


Uc farkl paralelkenarin késeleri (-1, 1), (2, 0) ve (2, 3) nokta- 
larindadir. Bunlari ¢izin ve herbirinin d6érdiincii késesini bulun. 


Orijin cevresinde saat yoniintin tersine 90°’lik bir dénme, Sekilde 
gosterildigi gibi (2, 0) noktasim (0, 2) noktasina ve (0, 3) nok- 
tasim (—3, 0) noktasina gotirtir. Asagidaki noktalar bu dénme 
altinda hangi noktaya giderler? 
a. (4, 1) b. (—2, —3) 
d. (x, 0) e. (0, y) 

g. (10, 3) noktasina gelen nokta hangisidir? 


c. (2, —5) 
f. (x,y) 


y 
A 
(0, 3) 
(0, TY (4, 1) 
e 
> XxX 
(-3, 0) (2, 0) 
(-2, -3) ee 
e 
(2, -5) 


Hangi k degeri igin 2x + ky = 3 dogrusu 4x + y = 1 dogrusuna dik- 
tir? Hangi k degeri igin bu dogrular paraleldir? 


(1, 2) noktasindan ve x + 2y = 3 ve 2x — 3y = —1 dogrularinin 
kesisim noktasindan gecen dogruyu bulun. 


Bir dogru parcasinin orta noktasi Koordinatlari 


xy +x Vit y2 
2. 2 


olan noktanin P(x;, y;) noktasin1 O(, v2) noktasina baglayan 
dogru parcasinin orta noktasi oldugunu gosterin. 
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96. Bir noktadan bir dogruya olan uzakhk Bir P(x, yo) noktasindan Bu adimlar kullanarak, asagidaki her durum icin P’den L’ye olan 
bir L: Ax +By = C dogrusuna olan uzakligi asagidaki adimlar izle- uzakligi bulun. 
yerek bulabiliriz (Boliim 12.5’te daha hizli bir yéntem verilmekte- a. P(2,1), Liy=x+2 
dir): b. P(4,6), L:4x + 3y = 12 
1. P’den gecen ve L’ye dik olan M dogrusunun denklemini bulun ce. P(a,b), L:x =-1 
2. M ve L dogrularinin kesistikleri O noktasinin koordinatlarint d. P(x, yo), L:Ax + By=C 


bulun. 


3. P ve Q arasindaki uzakligi bulun. 


ee ra Fonksiyonlar ve Grafikleri 


7 Girdi EF Cikti fa) 


(Tanim) (Deger) 


SEKIL1.22 Bir fonksiyonun “makine” 
diyagram1 


Fonksiyonlar, analizde ele alinan temel 6gelerdir ¢tinkti onlar gergek diinyay1 matematik- 
sel terimlerle tanimlamanin anahtaridir. Bu béliimde fonksiyon kavrami, fonksiyonlarin 
grafikleri ve gésterimleri tekrarlanmaktadir. 


Fonksiyonlar; Tanim ve Deger Kiimeleri 


Suyun kaynadigi sicaklik deniz seviyesinden yiikseklige baglidir (ytikseldikge kaynama 
noktas1 diiser). Bir yatirrma édenen faiz, yatirimin ne kadar stireyle tutulduguna baglidir. 
Bir cemberin alan gemberin yarigapina baglidir. Dogru bir yolda, bir baslangi¢ noktasin- 
dan hareket eden bir cismin kat ettigi yol, cismin hizina baglidir. 

Her durumda, y olarak adlandirabilecegimiz bir degisken btiyiikligiin degeri, x olarak 
adlandirabilecegimiz baska bir degisken biiytikligiin degerine baglidir. y’nin degeri x’in 
degeriyle kesin olarak belirlenebildiginden dolayi, y’ye x’in bir fonksiyonu deriz. y degeri 
genellikle, x degigkeninden nasil hesaplanacagin sdyleyen bir kural veya bir formiille ver- 
ilir. Ornegin, A = 7? denklemi, r yaricapindan, bir gemberin A alanim hesaplayan bir ku- 
raldir. 

Analizde, herhangi bir formiilii olmayan, belirlenmemis bir fonksiyona basvurmak 
isteyebiliriz. “y, x’in bir fonksiyonudur” demenin sembolik yolu 


y=f@ (Cy, frte x’e esittir”) 


yazmaktir. 

Bu gésterimde, f sembolii fonksiyonu temsil etmektedir. Bagimsiz degisken adi verilen 
harfi f’nin girdi degerini ve bagimli degisken x ise f’nin x’teki degerine karsilik gelen, 
cikti degerini gdstermektedir. 


TANIM Fonksiyon 


Bir D kiimesinden bir Y ktimesine bir fonksiyon, D’deki her x elemanina Y'de 
tek bir f(x) elemani karsilik getiren bir kuraldir. 


Bitiin olasi girdi degerlerinin kiimesi D’ye fonksiyonunun tanim kiimesi denir. x, D 
lizerinde degisirken bittin f(x) degerlerinin ktimesine fonksiyonun deger kiimesi denir. 
Deger kiimesi Y’deki her elemani igermeyebilir. 

Bir fonksiyonun tanim ve deger kiimeleri nesnelerden olusan herhangi kiimeler ola- 
bilirler. Ancak, analizde bunlar ¢ogu kez reel say1 ktimeleridir (13-16 Béliimlerde birgok 
degisken dahil edilecektir). 

Bir f fonksiyonu, tanim kiimesinden bir x degeri verdigimizde deger kiimesinde bir 
f(x) ciktisi olusturan bir makine gibi diistintin (Sekil 1.22). Bir hesap makinesinin islem 
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D=tanim kiimesi Y = deger kiimesini 
iceren kiime 


SEKIL1.23 Bir D kiimesinden bir Y 
kiimesine bir fonksiyon D’deki her 
elemana Y’deki tek bir elemani esler. 


tuslari, bir fonksiyonun bir makine olarak érnegini verir. Ornegin, bir hesap makinesi tize- 
rindeki Vx tusu, negatif olmayan bir x degeri girip VV x tusuna bastiginizda_ bir cikti de- 
geri verir (karek6k). Ekranda géztiken ¢ikti deger genellikle x’in karek6kiintin bir ondalik 
yaklasimi dir. Bir x < 0 sayisi girerseniz, hesap makinesi bir hata bildirecektir giinkt: 
x <0 fonksiyonun tanim ktimesinde degildir ve bir girdi olarak kabul edilemez. Bir hesap 
makinesi tizerindeki \V x tusu, sadece ondalik ¢iktilarla sinirlanmis oldugundan ve sadece 
sonlu sayida girdisi bulundugundan, f(x) = Vx ile tanimli tam matematiksel f fonksiyo- 
nu ile ayni degildir. 

Bir fonksiyon bir ok diyagrami olarak da resmedilebilir (Sekil 1.23). Her ok, D tanim 
kiimesinin her elemanini Y kiimesinde birtek elemana ba§glar. Sekil 1.23 te oklar, f(a) nin 
aile, f(x)’in x ile vs. eslendigini gésterir. 

Bir fonksiyonun tanm kiimesi konu geregi kisitlanabilir. Ornegin, A = pa ile veri- 
len alan fonksiyonunun tanim kiimesi, 7 yarigapinin sadece pozitif olmasina izin verir. Bir 
y= f(x) fonksiyonunu bir formiille tanimlryorsak ve tanim kiimesi agik¢a belirtilmemisse 
veya konu geregi kisitlanmamissa, tanim ktimesi, formiiltin reel y-degerleri verecegi en 
biyiik x-degerleri kiimesi olarak kabul edilir ve dogal tanim kiimesi adini alir. Tanim kii- 
mesinin bir sekilde kisitlanmasim istiyorsak bunu belirtmemiz gerekir. y = x fonksiyonu- 
nun tanim araligi biitiin reel say1 kiimesidir. Tanim kiimesini, 6rnegin, pozitif x degerleri- 
ne kisitlamak istiyorsak, “y =x*, x > 0” yazmamuz gerekir. 

Bir formiliin uygulandig1 bir tanim ktimesini degistirmek genellikle deger ktimesini 
de dedistirir. y = x* fonksiyonun deger kiimesi [0, 00)’dur. y = x’, x = 2 fonksiyonunun de- 
ger araligi ise, 2’ye egit veya ondan biiyik sayilarin karelerini alarak elde edilen biitiin sa- 
yilarin kiimesidir. Kiime notasyonu ile, deger kiimesi {x* |x = 2} veya {y | y = 4} veya 
[4, c0)’dur. 

Bir fonksiyonun deger ktimesi reel sayilardan olusuyorsa fonksiyona reel-degerli de- 
nir. Bir reel degiskenin reel degerli fonksiyonu olan birgok fonksiyonun tanim ve deger 
kiimeleri, araliklar veya araliklarin birlesimidir. Araliklar acik, kapali, yari agik, sonlu ve- 
ya sonsuz olabilirler. 


ORNEK1 — Tanim ve Deger Kiimelerini Belirlemek 


Verilen fonksiyonlarin tanim ve deger ktimelerini saglayin. 


Fonksiyon Tanim araligi (x) Deger araligi (y) 
y=x (—00, 00) [0, 00) 

y= 1x (—0o, 0) U(0, co) (—oo, 0) U (0, oo) 
Kava [0, 00) [0, 00) 


y=V4-x (—00, 4] [0, 00) 
y=VI1-x? [-1, 1] [0, 1] 


Cizim y= x" formiilii her x reel sayisi icin reel bir y-degeri verir, dolayisiyla tanim 
kiimesi (—00, 00) dur. y = x? nin deger kiimesi [0, 00) dur ciinkii herhangi bir reel sayinin 
karesi negatif olmayan bir sayidir ve negatif olmayan her y sayisi kendi karek6kiintin kare- 
sidir, y = Oigin y=(Vy Y dir. 

y = 1/x formiilii x = 0 harici her x igin reel bir y-degeri verir. Hig bir sayiyi sifir ile béle- 
meyiz. y = 1/x ’in deger kiimesi, yani 0 hari¢ biitiin reel sayilarin carpmaya gore terslerinin 
kiimesi, y= 1/(1/y) oldugundan, sifirdan farkl biitiin reel sayilar kiimesidir. 


ll 
a 


BR BLO RF OF A 
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y= Vx formiilii ancak x = 0 ise reel bir y-degeri verir. Negatif olmayan her say1 bir 
baska sayinin karek6kii oldugu icin (yani, kendi karesinin karek6kiidiir), y = Vin 
deger kiimesi [0, co) 


y= V4-x’teise, 4— x negatif olamaz. Yani, 4—x = 0 veya x = 4 olmalidir. For- 
mil, x = 4 icin reel y- degerleri verir. V4 — x ’in deger kiimesi [0, CO), yani biitiin 


negatif olmayan_sayilar kiimesidir. 
y = V1 — x* formiilii [-1, 1] kapali araligindaki her x icin reel bir y-degeri verir. 


Bu araligin diginda, 1 — x? negatiftir ve karek6kii reel bir say: degildir. 1 — x*’nin ve 
karekékiiniin degerleri 0 ile 1 arasinda degisir. V1 — x? ’nin deger kiimesi [0, 1] dir. m 


Fonksiyonlarin Grafikleri 


Bir fonksiyonu géz 6niinde canlandirmanin bir baska yolu fonksiyonun grafigidir. Tanim 
kiimesi D olan bir fonksiyon / ise grafigi, Kartezyen dtizlemde koordinatlari f igin girdi- 
cikti ciftleri olan noktalardan olusur. Kiime notasyonu ile grafik 


{(x, f(x)) | xe D} 


kiimesidir. 

f(x) =x +2 fonksiyonunun grafigi, koordinatlari y = x + 2 esitligini saglayan (x, y) 
noktalarinin ktimesidir. Grafigi, Sekil 1.24’te cizilmistir. 

Bir f fonksiyonunun grafigi, onun davranisi hakkinda kullanish bir resimdir. (x, y) 
grafik tizerinde bir nokta ise y = f(x) degeri x-noktasinda grafigin yiiksekligidir. Yuiksek- 
lik, f(x)’in isaretine bagli olarak pozitif veya negatif olabilir (Sekil 1.25). 


>< 


SEKIL 1.24 f(x)=x+2’in grafigzi SEKIL1.25 (x, y) noktasi f’in grafigi 
y =x +2 denklemini saglayan (x, y) tizerinde ise y = f(x) degeri x noktasinda 
noktalarinin kiimesidir. grafigin yiiksekligidir (veya f(x) negatif ise 


x noktasinin altindaki yiikseklik). 
ORNEK2 Bir Grafik Cizmek 
[—2, 2] araliginda y = x* fonksiyonunun grafigini cizin 
Coziim 


1. Fonksiyon kuralin, yani bu durumda y = x’ esitligini saglayan xy-ikililerinin bir 
tablosunu yapin. 
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| Bilgisayarlar ve grafik ¢gizen hesap 
makineleri grafikleri bu sekilde ¢izerler 


- igaretlenmis noktalari bir araya 
getirerek - ve ayni soru akla gelir. 


350 


10 20 30 40 50 


Zaman (giin) 


SEKIL1.26 Bir meyve sinegi niifusunun 
zamana karsi grafigi (Ornek 3). 


>t 


2. Koordinatlari tabloda gériilen (x, y) 3. Isaretlenmis noktalarda diizgiin bir 
noktalarii isaretleyin. Hesaplama egri gecirin. Egriyi denklemiyle 
bakimindan kolaylik igin kesirler adlandirin. 
kullanin 

y y 
4) gh (24) 
3 b= 
3 9 
ob 9) 


y =2° grafiginin asagidaki egrilerden biri gibi goriinmedigini nereden biliyoruz? 


Bu soruyu cevaplamak icin daha fazla nokta isaretleyebiliriz. Ancak bunlari nasil 
birlestirecegiz? Temel soru hala karsimizdadir: Isaretledigimiz noktalar arasindaki 
grafigin neye benzedigini kesin olarak nasil bilecegiz? Sorunun cevabi, Béliim 4’te 
gortilecegi gibi, analizde yatmaktadir. Orada isaretlenen noktalar arasindaki egrinin 
seklini bulmak igin firev kullanacagiz. O zamana kadar, noktalari isaretlemek ve on- 
lar elimizden geldigi kadar iyi birlestirmekle yetinecegiz. 


ORNEK3 Bir Fonksiyonu Grafiginden Hesaplamak 


Sekil 1.26. da bir meyve sinegi ntifusunun p grafigi verilmistir. 

(a) 20 ve 45 giin sonraki niifuslar bulunuz. 

(b) 0 = ¢ = SO zaman araliginda ntifus fonksiyonunun deger ktimesi (yaklasik olarak) 
nedir? 

Coziim 


(a) Sekil 1.26 dan (20, 100) noktasinin grafik tizerinde oldugunu g6ririiz, dolayisiyla, 20 
de p niifus degeri p(20)=100 dir. Benzer sekilde p(45) yaklasik olarak 340 tir. 
(b) 0 S¢ S50 araliginda niifus fonksiyonunun deger ktimesi yaklasik olarak [0, 345] 


dir. Ayrica sunu gézleyebiliyoruz, zaman ilerledikge ntifus giderek p= 350 deger- 
ine yaklasir gibi géztikmektedir. a 
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Bir Fonksiyonu Sayisal Olarak Temsil Etmek 


Bir fonksiyonun, cebirsel olarak bir formille (alan fonksiyonu) ve gérsel olarak bir gra- 
fikle ( Ornekler 2 ve 3 ) nasil temsil edilebildigini gérdiik. Bir fonksiyonu temsil etmenin 
bir baska yolu, bir degerler tablosundan sayisal gésterimdir. Sayisal gésterimler daha cok 
miihendisler ve uygulamali konularda calisan bilim adamlari tarafindan kullanilir. Bir gra- 
fik, uygun bir degerler tablosundan Ornek 2 de gésterilen yontem kullanilarak, muhteme- 
len bir bilgisayar yardimtyla, elde edilebilir. Sadece tablo noktalarinin grafigine dagimik- 
¢izim denir. 


ORNEK4 — Tablo Degerleri ile Tanimlanmis Bir Fonksiyon 


Muzik notalari, hava iginde kaydedilebilir basing dalgalaridir. Tablo 1.2 deki veriler bir 
akor borusu tarafindan tretilen bir miizik notasinin, saniye olarak zamana kars1 kaydedil- 
mis basing kaymasini vermektedir. Tablo, zaman tizerinde basing fonksiyonunun bir gés- 
terimini vermektedir. Once daginik bir grafik cizer ve sonra tablodaki (¢, p) veri noktalari- 
ni birlestirirsek Sekil 1.27 de gésterilen grafigi elde ederiz. 


p (basing) 
TABLO 1.2  Akor Borusu Verileri nN 
Zaman Basing Zaman Basing i L 
0.00091 —0.080 0.00362 0.217 oa LF 
0.00108 0.200 0.00379 0.480 sal >t (sn) 
0.00125 0.480 0.00398 0.681 Be r 
0.00144 0.693 0.00416 0.810 0.64 
0.00162 0.816 0.00435 0.827 
0.00180 0.844 0.00453 0.749 SEKIL 1.27 isaretlenen noktalardan gecen diizgiin bir dogru 
0.00198 0.771 0.00471 0.581 Tablo 1.2 ile temsil edilen basing fonksiyonunun bir grafigini 
0.00216 0.603 0.00489 0.346 verir. 
0.00234 0.368 0.00507 0.077 
0.00253 0.099 0.00525 —0.164 
0.00271 —0.141 0.00543 —0.320 
0.00289 —0.309 0.00562 —0.354 
0.00307 —0.348 0.00579 —0.248 
0.00325 —0.248 0.00598 —0.035 
0.00344 —0.041 
| 
Dikey Dogru Testi 


Cizdiginiz her egri bir fonksiyonun grafigi degildir. Bir f fonksiyonu tanim araligindaki 
her x igin tek bir f(x) degerinden baskasin1 alamaz, dolayisiyla higbir dik dogru bir 
fonksiyonun grafigini bir kereden fazla kesemez. Yani bir gember bir fonksiyonun grafigi 
olamaz, gtinki bazi dik dogrular gemberi iki kere keser (Sekil 1.28a). a bir f fonksiyonu- 
nun tanim ktimesinde ise, x = a dikey dogrusu /’nin grafigini tek bir (a, f(a)) noktasinda 
kesecektir. 

Halbuki_Sekil 1.28a’daki gember x’in iki fonksiyonunun grafigini_igermektedir; 
f(x) = V1 — x? fonksiyonu ile tanimli iist yarigember ve g(x) = —V1 — x? fonksi- 


yonu ile tanimli alt yarigember (Sekiller 1.28b ve 1.28c). 
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y y y 
A A A 
-l 1 
al 1 “ = 0 1 0 a 
@2+y=1 b)y=V1I- xX @©y=-V1i-# 


SEKIL1.28 (a) ember bir fonksiyonunun grafigi degildir; dik dogru testini saglamaz. (b) tist yaricember bir f(x) = V1 — x? fonksiyonun 


grafigidir. (c) alt yarigember bir g(x) = — 


>X 


3 2 -1 0 I -2.°°3 


SEKIL1.29 Mutlak deger 
fonksiyonunun tanim ktimesi 
(—©o, Co) ve deger kiimesi [0, co). 


SEKIL 1.30 Burada gésterilen 
y = f(x) fonksiyonunu ¢gizmek 
icin, tanim araligindaki farkli 
kisimlara degisik formiiller 
uygulariz (Ornek 5). 


1 — x? fonksiyonun grafigidir. 


Parcali Olarak Tanimlanan Fonksiyonlar 


Bazen bir fonksiyon tanim araliginin farkli bélgeleri igin degisik formiillerle verilebilir. 
Bunlardan biri grafigi Sekil 1.29’da verilen mutlak deger fonksiyonu dur: 


Xx, x=0 
Elaine 
Xx, x<0 


Asagida bu tip fonksiyonlara birkag 6rnek verilmektedir. 


ORNEK5 — Parcali Olarak Tanimli Fonksiyonlarin Grafiklerini Cizmek 


—x, x <0 
f(x) = x, 0Osxsl 
iL: x1 


fonksiyonu biitiin reel dogru tizerinde tanimlidir, ancak degerleri x’in konumuna bagli 
olan farkh formiillerle bulunur. f’nin degerleri: x <0 iken y= - x ile, 0 =x <1 iken 
y =x’ ile ve x > 1 iken y= 1 ile verilir. Halbuki fonksiyon, tanim kiimesi biitiin reel sayilar 
kiimesi olan sadece bir fonksiyondur. (Sekil 1.30). a 


ORNEK 6 —_ En Biiyiik Tamsay! Fonksiyonu 


Herhangi bir x sayisindaki degeri x’ten kiigtk veya x’e egit en btiytik tamsay1 olan fonksi- 
yona en biiyiik tamsayi fonksiyonu veya tamsayi taban fonksiyonu denir. [ x ] veya ba- 
z1 kitaplarda [ x ] veya [[ x ]] ile gésterilir. Sekil 1.31’de grafigi gériilmektedir. 

[2.4] = 2, [1.9] = 1, |0| = 0, |-1.2] = —2, 

[2| = 2, |0.2| = 0, |-0.3| = -1 |-2| = -2. r 


SEKIL 1.32 En kiiciik tamsay1 
fonksiyonu y = | x |°in grafigi 


y =x dogrusunda veya dogrunun 
tistiinde bulunur ve béylece x igin 
bir tamsay1 tavani olusturur. 
(Ornek 7). 


y =fe) 
(1, 1) (2, 1) 


L >XxX 


0 1 


SEKIL 1.33 Soldaki dogru pargas1 
(0, 0) noktasim: icgerir fakat (1, 1) 
noktasini igermez. Sagdaki dogru 
parcasi ise her iki ug noktasini da 
igerir (Ornek 8). 
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SEKIL 1.31 En biiyiik tamsay1 
fonksiyonu y = | x | *in grafigi 

y =x dogrusunda veya dogrunun 
altinda bulunur ve bdylece x igin bir 
tamsay1 tabami olusturur (Ornek 6). 


ORNEK 7 —_ En Kiiciik Tamsay! Fonksiyonu 


Herhangi bir x sayisindaki degeri x'ten biiytik veya x’e egit en kiigtik tamsayi_olan fonksi- 
yona en kiigiik tamsay1 fonksiyonu veya tamsayi tavan fonksiyonu denir. | * | ile gés- 
terilir. Sekil 1.32’de grafigi gériilmektedir. Bu fonksiyon, x’in pozitif degerleri igin Grne- 
Sin, bir saat icin $1 alan bir park yerinde x saat kalmanin ederini gésteriyor olabilir. rT 


ORNEK8 —Parcali Olarak Tanimli Fonksiyonlar icin Formiiller Yazmak 


Sekil 1.33 te, grafigi iki dogru pargasindan olusan y = f(x) fonksiyonu icin bir formiil 
yaziniz. 


Céziim (0, 0)’dan (1, 1)’e ve (1, 0)’dan (2, 1)’e olan dogru parcalar icin formiiller bulur 
ve bunlar1 Ornek 5 teki gibi birlestiririz. 


(0, 0)’dan (1, 1)’e olan dogru parcasi: (0, 0) ve (1, 1) den gecen dogrunun egimi 
m = (1 —0)/(1 — 0) = 1 dir ve y-kesim noktasi b = 0 dir. Egim-kesim noktasi denklemi 
y =x dir. (0, 0)’dan (1, 1)’e olan ve (0, 0) noktasin1 icgeren fakat (1, 1) noktasin1 igermeyen 
dogru pargasi, 0 =x <1 yari-agik araligina kisitlanmis y = x fonksiyonunun grafigi dir, 
yani fonksiyon 


y=x, OSx< 1 


dir. 

(1, 0)’dan (2, 1)’e olan dogru parcasi: (1, 0) ve (2, 1) den gecen dogrunun egimi 
m = (1 —0)/(2— 1) = 1 dir ve (1, 0) noktasindan gecer. Dogruya karsi gelen nokta-egim 
denklemi 


y=0+1(x-1) veyay=x-1 


dir. (1, 0)’dan (2, 1)’e olan ve her iki ug noktasin da igeren dogru pargasi, | = x = 2 ka- 
pali araligina kisitlanmis y = x — 1 fonkstyonunun grafigi dir, yani fonksiyon 


y=x-1, 1lsxs2 
Parcali formiil Grafigin iki pargasi icin elde edilen formiiller birlestirilerek 


f(x) = iS 


0Os=x<i1 
= 1lsx52. | 


elde edilir. 
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ALISTIRMALAR 1.3 


Fonksiyonlar 


1-6 alistirmalarinda her fonksiyonun tanim ve deger kiimelerini bu- 
lunuz. 


1. f(x) = 142? 2. f(x) =1- Vx 
1 1 
3. F(t) = — 4. F(t) = 
a, Fey, 
5. g(z) = 4 — 2? 6. g(z) = u 


7 ve 8 alistirmalarinda verilen grafiklerden hangileri x’in bir fonksi- 
yonunun grafigidir, hangileri degildir? Cevabinizi aciklayin. 


7a. y by 
A 
>X >X 
0 0 
8 ay by 
A A 
> X >X 
0 0 
9. y = V(1/x) — 1 fonksiyonunu g6z éniine alin. 


-y 
a. x negatif olabilir m1? 
b. x =0 olabilir mi? 
c. x, 1’den biiyiik olabilir mi? 
d. Fonksiyonun tanim ktimesi nedir? 
10. y = V2 -— Vx fonksiyonunu géz dniine alin. 
a. x negatif olabilir mi? 
b. Vx 2’den biiyiik olabilir mi? 


c. Fonksiyonun tanim kiimesi nedir? 


Fonksiyonlarin Formiillerini Bulma 


11. Eskenar bir tiggenin alanini ve gevresini, tiggenin kenar uzunlugu 
olan x’in bir fonksiyonu olarak ifade edin. 


12. Bir karenin kenar uzunlugunu késegen uzunlugu olan d’nin bir 
fonksiyonu olarak ifade edin. Daha sonra karenin alanini késegen 
uzunlugunun bir fonksiyonu olarak yazin. 

13. Bir kiibiin kenar uzunlugunu késegen uzunlugu olan d’nin bir 
fonksiyonu olarak ifade edin. Sonra kiibiin alanini ve hacmini 
k6segen uzunlugunun bir fonksiyonu olarak yazin. 

14. Birinci bélgedeki bir P noktas1 f(x) = Vx fonksiyonunun 
grafigi tizerindedir. P’nin koordinatlarim, P’yi orijine baglayan 
dogrunun egiminin fonksiyonu olarak yazin. 


Fonksiyonlar ve Grafikler 

15-20 alistirmalarindaki fonksiyonlarin tanim ktimelerini bulun ve 
grafiklerini ¢izin. 
15. f(x) = 5 — 2x 
17. g(x) = V|x| 18. g(x) = V—x 

19. F(t) = t/|t| 20. G(t) = 1/t| 

21. Asagidaki denklemlerin grafiklerini ¢izin ve neden x’in fonksi- 


yonlarinin grafikleri olmadiklarini aciklayin. 
2 


16. f(x) = 1 — 2x — x? 


a. |y| = x by? =x 


22. Asagidaki denklemlerin grafiklerini ¢izin ve neden xin fonksi- 


yonlarinin grafikleri olmadiklarini aciklayin. 
a. |x| + |y| = 1 b. |x +y|= 1 


Parcali Olarak Tanimlanan Fonksiyonlar 


23-26 alistirmalarindaki fonksiyonlarin grafiklerini ¢izin. 


Osx=1 


23. f(x) = ee . 


| i ee 
1-=x% Os=x=1 
24. - : 
g(x) eon laeeo 
4 = %: <1] 
28. Fa) = { a 
2x, x>l1 
1 ZO 
26. G(x) = { ce 8 
x, Osx 


27. Cizilmis olan grafiklerin formiillerini bulun. 


y 


a oy b. 
d, 1) 
1 2 —- 
ott 
| | | 
> x o—b_4—4 > 
0 2 Oo] 1 2 3 4 


29. a. y 


(-1,1) | d, 1) 
1 
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Teori ve Ornekler 


37. Kenarlari 14 ve 22 ing olan bir kartonun késelerinden esit kareler 
kesip, kenarlari katlayarak acik bir dikdértgen kutu yapmayi plan- 
lryorsunuz. Kutunun hacmi V’yi x’in bir fonksiyonu olarak ifade 
edin. 


38. Asagida verilen sekil hipotentisti 2 birim uzunlugunda bir ikizke- 
nar dik tiggenin icine yerlestirilmis bir dikd6értgeni géstermektedir. 
a. P’nin y koordinatini x cinsinden ifade edin (Ise, AB dogrusu 
igin bir denklem yazarak baslayabilirsiniz). 


b. Dikd6rtgenin alanini x cinsinden ifade edin. 


y 
nN 


30. a. 


>< 
2 
>< 


0 T T 
2 


31. a. f(x) =x/2 ve g(x) = 1+(4/x) fonksiyonlarm grafiklerini 
x 


5) > Act é esitsizligini saglayan x deger- 39. Bir Koni Problemi (a) da gésterildigi gibi yarigapi 4 ing olan 


dairesel bir kagit pargasi ile baslayiniz. Yay uzunlugu x olan bir 
dilim kesip atiniz. Geriye kalan parganin kenarlarim, (b) de gés- 
terildigi gibi yarigap r ve ytiksekligi / olan bir koni elde etmek 
icin birlestiriniz. 


birlikte cizin ve 
lerini bulunuz. 
b. (a) da bulduklarinizi cebirsel olarak dogrulayin. 
32. a. f(x) =3/(x-1) ve B(x) = 2/(x + 1) fonksiyonlarim grafiklerini 


birlikte cizin ve ; 


ze ere ere 
w fe esitsizligini saglayan x 
degerlerini bulunuz. 


b. (a) da bulduklarinizi cebirsel olarak dogrulayin. 


En Biiyuik ve En Kiicik Tamsayi Fonksiyonlar1 


33. x’in hangi degerleri igin 


a. |x| = 0? bi [x)= 0? 4in 
34. Hangi reel x sayilan. |x| = [x] esitligini saglar? 
35. Biitiin reel x’ler igin [—x] = —|x| saZlanir mi? Nedenini 
agiklayiniz. (b) 
36. 
Koninin taban cevresinin neden 87 — x oldugunu agiklayiniz. 
|x|, x=0 be gud : : - 
f(x) = r yarigapini x’in bir fonksiyonu olarak ifade ediniz. 
[x], = 0 


h yiiksekligini x’in bir fonksiyonu olarak ifade ediniz. 


Pe. Se 


fonksiyonunun grafigini gizin. f(x)’e neden x’in tamsayi kismi denir? ae errr . : ae 
Bp ree eee piayrenede y de Koninin V hacmini x’in bir fonksiyonu olarak ifade ediniz. 
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40. Endiistriyel Maliyet Dayton Enerji ve Isik Sti’nin Miami 
Nehri Uzerinde nehrin 800 ft genis oldugu bir noktada bir Enerji 
isletmesi vardir. Nehrin kargsi kiyisinda 2 mil asagidaki sehrin bir 
yerine yeni bir kablo désemenin maliyeti, nehir boyunca foot 
(ayak) basina_ $180, kry1 boyunca foot basina $100 dir. 


Ik 2 mil >| 


Enerji ve Isik 
(Olgekli degil) 


a. Kablonun tesisten, karsi kenarda tesisin tam karsisindaki P 
noktasindan x ft uzakliktaki bir Q noktasina dogrudan 


41. 


42. 


gittigini kabul edin. Kablonun déseme maliyetini x uzaklgi 
cinsinden veren bir C(x) fonksiyonu yazin. 


b. En ucuz maliyetli Q noktasinin yerinin P den uzakligi 2000 ft 
den daha m1 az veya 2000 ft den daha mi fazla oldugunu be- 
lirlemek igin bir degerler tablosu olusturun. 

Bir egrinin grafiginin x-eksenine gore simetrik olmasi igin gerek 

ve yeter sart (x, v) noktasi grafik tizerinde ise (x, —y) noktasinin 

da grafik tizerinde olmasidir. x-eksenine gore simetrik olan bir 
egrinin neden bir fonksiyonun (y = 0 fonksiyonu disinda ) grafigi 

olmadigini aciklayin . 


Bir sihirbazhk hilesi Suna benzeyen bir sihirbazlik hilesi duy- 
mus olabilirsiniz: Herhangi bir say secin. 5 ekleyin. Ikiyle car- 
pin. 6 cikarin. Ikiye béliin. 2 gikarin. Simdi bana sonucu séyleyin, 
ben de size se¢tiginiz say1y1 sdyliyeyim. Bir say1 secin ve bunu 
deneyin. 

Seg¢tiginiz say1y1 x olarak alip, sonucunuzu bir f(x) formiilii 


haline getirecek sekilde adimlar: izlerseniz, bunun nasil yapildigi- 
ni anlayabilirsiniz. 


[5 ie a Fonksiyonlari Tanimlamak; Matematik Modeller 


Analizde sikga karsilasilan birkag 6nemli fonksiyon tipi vardir. Burada onlari tanimlayip 


kisaca 6zetleyecegiz. 


Lineer Fonksiyonlar 


m ve b sabitler olmak tizere f(x) = mx + b seklindeki bir fonksiyona li- 


neer fonksiyon denir. Sekil 1.34 te b=0 icin f(x) = mx dogrularindan bazilari gériilmek- 
tedir, yani bu dogrular orijinden gecerler. m = 0 egimi icin sonug sabit foksiyondur (Sekil 


1.35). 


SEKIL 1.34 y = mx dogrularmin egimleri m 


dir ve hepsi orijinden ge¢erler. 


SEKIL 1.35 Bir sabit fonksiyonun 
egimi m = 0 dir. 
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Kuvvet Fonksiyonlar! Bir a sabiti igin f(x) =x" seklindeki bir fonksiyona kuwvet fonksiyo- 
nu denir. Dikkate alinmasi gereken birkag 6nemli durum vardir. 


(a) a =n, bir pozitif tam say1. 
n=1,2,3,4,5 icin f(x) =x’ in grafikleri Sekil 1.36 da gésterilmektedir. Bu fonksiyonlar 
x’in biitiin reel degerleri icin tanimlidir. n kuvveti bitytidtikce egrilerin (—1, 1) araliginda 
x-eksenine dogru yassilastigina, ayrica |x| > 1 icin daha dik yiikseldigine dikkat edin. 


Her egri (1.1) noktasindan ve orijinden gecer. 


>X 


SEKIL1.36 n=1, 2,3, 4,5 icin f(x) =x’’in grafikleri —o < x < % igin tanmmlidir. 


(b) a=-l veya a=-2. 
f(x) =x! =1/x ve g(x) =x? =1/x* fonksiyonlarnin grafikleri Sekil 1.37 de gésterilmis- 
tir. Her iki fonksiyonda her x # 0 igin tanimlidir (asla sifir ile b6lemezsiniz). y = 1/x’in 
grafigi, orijinden uzaklastikca eksenlere yaklagan xy = 1 hiperboliidiir. y = 1/x?’nin grafi- 
gi de koordinat eksenlerine yaklasir. 


y 
A 


Tanim Kiimesi: x # 0 
DeSer Kiimesi: y # 0 


Tanim Kiimesi: x 4 0 
Deer Kiimesi: y > 0 


(a) (b) 


SEKIL1.37. (a) a=—lve (b) a= -2 icin f(x) =x" fonsiyonlarmin 
grafikleri. 
ed DO oe 2 
(Cc) a= 23°72 Ye 3 
f(x) = x2 = Vx ve g(x) = 3 = Wr fonksiyonlari sirastyla karek6k ve kiipk6k 
fonksiyonlaridir. Karek6k fonksiyonunun tanim kiimesi [0, 00) dur, fakat kiipkok fonksi- 


yonu biitiin reel x’ler igin tanimlidir. Grafikleri, Sekil 1.38 de y = x? ve y=x iin gra- 
fikleri ile birlikte verilmistir (x°/* = (x!/*)? ve x°/3 = (x'/3)? oldugunu hatirlayin). 
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Tanim Kiimesi: 0 <x < 
Deger Kiimesi: 0 < yp < 


Tanim Kiimesi: -2 < x < 2% 
Deger Kiimesi: -co < yp < 


y 
A 
yea? 
il ba. 
! >Xx 
0 1 
Tanim Kiimesi: 0 < x < % Tanim Kiimesi: -0 < x < % 
Deger Kiimesi: 0 S y < 2 Deger Kiimesi: 0 S y < 
F 1 1 3 ae 2 : ee 
SEKIL1.38 a = 23°72: V3 - isin f(x) =x“ fonksiyonlarinin grafikleri. 


Polinomlar 7, negatif olmayan bir tam say1 ve do, @1, do, ... , a, Sayilar1 (polinomun kat- 
sayilari denir) reel sabitler olmak tizere 


POG Fag Pech ae ay 


ile tanimli p fonksiyonuna polinom denir. Bittin polinomlarin tanim_ kiimeleri 
(—oo, 00) dur. [Ik katsayi a, # 0 ve n > 0 ise n’ye polinomun derecesi denir. m # 0 ile li- 
neer fonksiyonlar 1. dereceden polinomlardir. Genellikle p(x) = ax’ + bx + c seklinde 
yazilan 2. derece polinomlara quadratik fonksiyonlar denir. Benzer sekilde 3. dereceden 


p(x) = ax? + bx? + cx +d polinomlari kiibik fonksiyonlar dir. Sekil 1.39 da ii¢ polino- 
mun grafikleri gértilmektedir. Polinomlarin grafiklerinin nasil gizildigini Béltiim 4’te 
ogreneceksiniz. 


+ 11x —1 y= 2+ IXe- DY 


(a) (b) (c) 


SEKIL1.39 Ug Polinom fonksiyon grafigi. 
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Rasyonel Fonksiyonlar Bir rasyonel fonksiyon iki polinomun bélimiti veya oranidir: 


pve gq polinomlar olmak iizere f(x) = a 


Bir rasyonel fonksiyonun tanim ktimesi, g(x) # 0 kosulunu saglayan bitiin x reel 
sayilarinin kiimesidir. Ornegin, 


_ 2x? - 3 
f(x) = Ix + 4 


fonksiyonu, tanim kiimesi {x | x # —4/7) olan bir rasyonel fonksiyondur. Grafigi, Sekil 
1.40a da diger iki rasyonel fonksiyon grafikleri Sekil 1.40b ve Sekil 1.40c ile birlikte 
gésterilmistir. 


y es 5x7 + 8x —3 
3x7 +2 


y = dogrusu 


Ly yy 


(a) 


SEKIL1.40 Ug rasyonel fonksiyon grafigi. 
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OLCEKLi DEGIL 


(b) 


Cebirsel Fonksiyonlar Bir cebirsel fonksiyon, polinomlardan, cebirsel islemler kullanilarak 
(toplama, cikarma, garpma, bélme ve kék alma), polinomlardan elde edilen bir fonksiyon- 
dur. Rasyonel fonksiyonlar cebirsel fonksiyonlarin bir 6zel halidir. Sekil 1.41 de tig cebir- 
sel fonksiyonun grafikleri gértilmektedir. 


Trigonometrik Fonksiyonlar Trigonometrik fonksiyonlar1 Béliim 1.6 da inceleyecegiz. 
sintis ve cosiniis fonksiyonlarimin grafikleri Sekil 1.42 de gésterilmistir. 


Ustel Fonksiyonlar Taban a > 0 pozitif bir sabit ve a # 1 olmak iizere f(x) = a* seklindeki 
fonksiyonlara iistel fonksiyonlar denir. Bitiin tstel fonksiyonlarin tanim ktimeleri 
(—©o, 00) ve deger kiimeleri (0, C©) dur. Dolayisryla, bir tistel fonksiyon higbir zaman 0 
deSerini almaz. Bazi tistel fonksiyon grafikleri Sekil 1.43 te gésterilmistir. Ustel fonksi- 
yonlarin analizi Boliim 7 de yapilmaktadir. 


Logaritmik Fonksiyonlar Bunlar,a#1 pozitif bir sabit olmak tizere f(x) = log,x seklindeki 
fonksiyonlardir. Ustel fonksiyonlarin ters fonksiyonlar‘dirlar ve bu fonksiyonlar Béliim 7 
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y 
nN 


>< 


— 1 — ~5 
y= By — 4) y= x( x) 


>x >Xx 
-10 


(a) (b) 


SEKIL1.41 Uc cebirsel fonksiyon grafigi. 


(a) f(x) = sin x (b) f(x) = cos x 


SEKIL 1.42 Siniis ve cosiniis fonksiyonlarmin grafikleri. 


12- 
10- 


N = a oo 
T 


! ! 
-1 -05 O 05 1 
(ay =2%,y=3,y = 10° 


SEKIL1.43 Ustel fonksiyonlarmin grafikleri. 


de incelenmektedir. Sekil 1.44 te degisik tabanli dért logaritmik fonksiyon grafigi 
gortilmektedir. Her birinde tanim kiimesi (0, 0O) ve deger kiimesi (—0o, 00) dur. 


Transandant Fonksiyonlar Bunlar cebirsel olmayan fonksiyonlardir. Trigonometrik, ters 
trigonometrik, tistel ve logaritmik fonksiyonlar ve (Béltiim 7 de incelenen hiperbolik 
fonksiyonlar gibi) birgok baska fonksiyon igerirler. Transandant fonksiyona bir 6rnek bir 


>< 


y = logyx 
\ 


y = logsx 


y = logigx 


SEKIL1.44 Dért logaritmik fonksiyon 
grafigi. 


SEKIL1.45 Catenary veya sarkan kablo 
grafigi (Catena Latince’de “zincir” 
demektir) 


>X 
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catenary dir. Grafigi bir kablo seklini alir, iki destek arasinda asili ve kendi agirligtyla 
serbestge sarkan bir telefon hatti veya TV kablosu gibi (Sekil 1.45). 


ORNEK 1 Fonksiyonlari Tanimak 


Asaégida verilen her fonksiyonu inceledigimiz fonksiyon tiplerinden biri olarak tanimlayin. 
Sunu unutmayin, bazi fonksiyonlar birden fazla kategoriye girebilir. Ornegin, f(x) = 27 
hem bir kuvvet fonksiyonu ve hem de ikinci dereceden bir polinomdur. 


(a) fx) =1+x—5x5  ) =P © Ae) =27 


(d) y(t) = sin(# = 4) 


Coziim 


(a) f(x) =1l+x- tx? 5. dereceden bir polinomdur. 


(b) g(x) = 7 taban 7 olan bir tistel fonksiyondur. x degiskeninin kuvvet olduguna dikkat 
edin. 


(c) A(z) =z’ bir kuwvet fonksiyonudur. (Taban z degiskenidir) 


(d) y(t) = sin (' = 4) bir trigonometrik fonksiyondur. . 


Artan ve Azalan Fonksiyonlar 


Soldan saga dogru hareket edildiginde bir fonksiyonun grafigi tirmaniyorsa veya yiik- 
seliyorsa fonksiyon artan dir deriz. Soldan saga dogru hareket edildiginde grafik asag1ya 
iniyorsa veya alcaliyorsa fonksiyon azalan dir deriz. Artan fonksiyonlarin ve azalan 
fonksiyonarin formel tanimlarim: béltim 4.3 te veriyoruz. O béltimde, bir fonksiyonun ar- 
tan oldugu araliklarin ve azalan oldugu araliklarin nasil bulundugunu 6reneceksiniz. 
Asagida Sekil 1.36, 1.37 ve 1.38. den 6rnekler verilmistir. 


Fonksiyon Arttigi yer Azaldigi yer 

=x 0=x< ow -~o<x=0 

yex —0o0 <x < 00 Hicbiryer 

y= 1/x Higbiryer —co<x<O0ve0<x< © 
gS ie -o <x<0 0<x<w 

y= Vx 0=x< ow Higbiryer 

peg? 0Os=x<w -o<x=0 


Cift Fonksiyonlar ve Tek Fonksiyonlar: Simetri 


Cift ve tek fonksiyonlarin grafiklerinin karakteristik simetri 6zellikleri vardir. 
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TANIMLAR  Cift Fonksiyonlar, Tek Fonksiyonlar 

Bir y = f(x) fonksiyonu tanim kiimesindeki her x igin 
f(—) = f(@) ise gift fonksiyon 
f(—x) =—f(x) ise tek fonksiyon 


dur. 


>< 


Cift ve tek isimleri x’in kuvvetlerinden gelmektedir. y = x7 veya y = x‘ te oldugu gibi 
y xin bir gift kuvveti ise bir gift fonksiyondur (giinkii (—x)” = x” ve (-x)* = x‘ tiir). y = x 
veya y = x te oldugu gibi y x’in bir tek kuvveti ise bir tek fonksiyondur (ciinkii 
Cx) =-«- ve Gay = tir). 

Bir gift fonksiyonun grafigi y-eksenine gére simetriktir. f(—x) = f(x) oldugundan 
ancak ve yalniz (—x, y) noktasi grafik tizerinde ise (x, y) noktasi da grafik tizerindedir 
(Sekil 1.46a). y-ekseninden bir yansima grafigi degistirmeden birakir. 

Bir tek fonksiyonun grafigi orijine gore simetriktir. f(—x) =— f(x) oldugundan an- 
cak ve yalniz (-—x, —y) noktasi grafik tizerinde ise (x, y) noktasi da grafik tizerindedir 
(Sekil 1.46b). Esdeger olarak, orijin etrafinda 180° lik bir dénme grafigi degistirmeden 
birakirsa grafik orijine g6re simetriktir. Suna dikkat edin, tanimlar x ve —x’in herikisinin 
de f’nin tanim kiimesinde olmasin: gerektirir. 


>X 


ORNEK 2 Cift ve Tek Fonksiyonlari Tanimak 


= f= ss Cift fonksiyon: her x icin (—x)? = x*; y-eksenine gore simetri. 
y y g 


f= +1 Cift fonksiyon: her x igin (-x)’ + 1 =x° +1 y-eksenine gore 
simetri (Sekil 1.47a). 


(b) 


>< 
< 


SEKIL 1.46 (a) da y = x”’nin (bir cift 

fonksiyon) grafigi y-eksenine gore 
simetriktir. (b) de y =x°’iin (bir tek eae 
fonksiyon) grafigi orijine gére simetriktir 


>X 


(a) (b) 


SEKIL 1.47 (a) y =x? fonksiyonuna 1 sabit terimini ekledigimizde elde 
edilen y= x°+ 1 fonksiyonu hala bir cift fonksiyondur ve grafigi hala 
y-eksenine gore simetriktir. (b) y = x fonksiyonuna 1 sabit terimini 
ekledigimizde elde edilen y =x + 1 artik bir tek fonksiyon degildir. 
Orijin’e gore simetri kaybolmustur (Sekil 2). 
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f(x) =x Tek fonksiyon: her x igin (x) = —x; orijine gére simetri. 
f(x)=x+1 Tek degil: f(—x) =-x + 1, fakat —f(x) =—x — 1. Ikisi egit degil. 
Cift degil: her x # 0 igin (—x) + 1 #x+ 1 (Sekil 1.47b). a 
Matematik Modeller 


Diinyamizi daha iyi anlamamiza yardimci olmas1 igin, 6zel bir olay1 cogunlukla matema- 
tiksel olarak tanimlariz (Grnegin, bir fonksiyon veya bir esitlik yardimiyla). Boyle bir ma- 
tematiksel model gergek-diinya olayini idealize etmektir ve nadiren tam olarak dogru bir 
gdsterimdir. Her modelin sinirlamalari olmasina ragmen, iyi bir model degerli sonuglar ve 
kararlar saglayabilir. Sekil 1.48 de 6rneklendigi gibi, bir model sonuglara ulasmamizi sag- 
lar. 


Gercek-diinya Basitlestirme 


oie Model 


Saglama Analiz 


Tercihler/ 
Aciklamalar 


Yorum 


SEKIL1.48 Modelleme isleminde bir akis, gercek- 
diinya verisinin bir incelemesi ile baslar. 


Cogu modeller gercekligi basitlestirir ve gercek-diinya davranisina ancak 
yaklasabilir. Bir basitlestirme bagintis1 orantili olmaktir. 


TANIM Orantili Olmak 


yve x degiskenlerinden biri digerinin daima bir sabit kati ise orantili dirlar (bir- 
birileri ile); yani, sifirdan farkl bir x sabiti icin 


yH=k 


ise 


Tanim sunu sdylemektedir, y’nin x’e bagli grafigi orijinden gegen bir dogrudur. Bu 
grafiksel gézlem, verilen bir veri kiimesinin makul bir orantiy1 kabul edip etmedigini test 
etmekte kullanislidir. Oranti makul ise bir degiskenin digerine gére grafigi orijinden 
gecen bir dogruya yaklasmalidir. 


ORNEK 3 Kepler‘in Uciincii Kanunu 


17.yy baslarinda alman astronom Johannes Kepler tarafindan ortaya atilan meshur bir 
oranti, Kepler’in ticiincti kanunu (Periyotlar Kanunu) dur. Kepler sunu ileri stirmiistiir; 
Bir gezegenin giines etrafindaki yGriingesini bir defa kat etme periyodu giin olarak T ve 
gezegenin giinese ortalama uzakligi R ise T ile R’nin 3/2 inci kuvveti orantilidir. Yani, bir 
Kk sabiti igin 

T=kR? 
dir. 
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Kepler’in kanununu Tablo 1.3 te 1993 World Almanac tan alinan verilerle karsilastiralim. 


TABLO 1.3  Y6rtinge periyotlari ve gezegenlerin giinese ortalama uzakliklari 
T R Ortalama uzakhk 
Gezegen Periyot (giin) (milyon mil) 
Merktir 88.0 36 
Veniis 224.7 67.25 
Dinya 365.3 93 
Mars 687.0 141.75 
Jupiter 4,331.8 483.80 
Satiirn 10,760.0 887.97 
Uraniis 30,684.0 1,764.50 
Neptiin 60,188.3 2,791.05 
Pluto 90,466.8 3,653.90 


Bu 6rnekteki grafik gizme prensibi sizler igin yeni olabilir. 7’nin R*/?’ye bagli 
grafigini gizmek igin 6nce Tablo 1.3 teki her deger igin R3/? deerini hesaplariz. Ornegin, 
3653.90°? ~ 220,869.1 ve 36°? = 216. Yatay eksen R*/ yi temsil eder (R degerlerini 
degil) ve Sekil 1.49 daki koordinat sisteminde (R*”, 7) ikililerini igaretleriz. Sirali ikilile- 
rin bu sekilde isaretlenmesi periyodun ortalama uzakligin kuvvetine g6re grafigini verir. 
Sekildeki isaretli noktalarin, orijinden ¢ikan, yaklasik olarak bir dogru tizerinde bu- 
lundugunu gézleriz. Bu dogru tizerinde bulunan iki nokta secerek, oranti sabiti olan egimi 
kolayca tahmin edebiliriz (gin / mil < 10~). 

90, 466.8 — 88 


fee Son e6oT S216 


Kepler’ in iigiincii kanununun bir modelini T= 0.410 R*” olarak kestirebiliriz (segtizimiz 
birimlere bagli olarak). Su konuda dikkatli olmamiz gerekir; bu Kepler’in tigtincti ka- 
nununun bir ispati degildir. rT] 


> 


Periyot (Giin) 
lon 
So 
=) 
S 
S 
T 


0 L L L ! L L > R3/2 
0 80,000 160,000 240,000 


(Mil x 10-4) 


SEKIL 1.49 Kepler’in iiciincii kanununun oranti olarak 
grafigi: T= 0.410R?/? (Ornek 3). 


1.4 Fonksiyonlar! Tanimlamak; Matematik Modeller af 


Bazi 6rneklere sadece bakarak bir teoremi ispat edemeyiz veya gergekleyemeyiz. 
Bununla birlikte Sekil 1.49 Kepler’in igtincti' kanununun anlamli oldugu hissini vermekte- 


dir. 


Ornek 3 te oldugu gibi, orantili olma kavrami, iki degisken arasinda var oldugu ileri 
strlen bir bagintinin makul olup olmadigimi test etmenin bir yoludur. Ayn zamanda, 
tamamiyla, derlenmis bir veri tablosundan elde edilen deneysel bir modelin temelini 


haziarlar. 


ALISTIRMALAR 1.4 


Fonksiyonlari Tanimak 


1— 4 alistirmalarinda, her fonksiyonu bir sabit fonksiyon, lineer fonk- 
siyon, kuvvet fonksiyonu, polinom (derecesini belirtin), rasyonel 
fonksiyon, cebirsel fonksiyon, trigonometrik fonksiyon, tistel fonksi- 
yon veya logaritmik fonksiyon olarak tanimlayin. Bazi fonksiyonlarin 
birden fazla kategoriye girebilecegini hatirlayin. 


1. a. f(x) =7— 3x b. e(x) = Wx 
x7 -1 e 
ce. A(x) = 24 d. r(x) = 8 
2. a. F(t)=t*-¢ b. G(t) = 5 
ce. H(z) = V2 41 d. R(z) = Wz" 
ce ee! b. y=x? — 2 +1 
x1 
c. y = tanax d. y = log7x 
4. a. y = log () b. f(z) = 2 
. a = s\ za le a 
} Viti 
= 91/x = t LS 
c. g(x) =2 d. w = 5cos (; + =) 


5 ve 6 alistirmalarinda, her denklemi grafigi ile esleyin. Bir grafik 
aygiti kullanmayin ve cevabinizin nedenini agiklayin. 


4 10 


c. y=x 


b. y=x! 


5. a. y=x 


6. a. y =5x b y= e y=x 


Artan ve Azalan Fonksiyonlar 

7-18 alistirmalarmndaki fonksiyonlarin grafiklerini ¢izin. Grafiklerin, 
varsa, hangi simetrileri vardir? Fonksiyonun artan oldugu araliklari ve 
azalan oldugu araliklari belirleyin. 


Lyre 8 y=-4 
2 

1 l 
9 , a ~ X< 10 oe |x| 
I. y = Vix! 12. y= V—x 
13. y = x°/8 14. y= -4Vx 
15. y = —x3/? 16. y = (-x)3? 
17. y = (-x)?3 18. y = —x2/3 
Cift ve Tek Fonksiyonlar 


19-30 alistirmalarinda, fonksiyonun ¢ift, tek veya ne gift ne tek olup 
olmadigini s6yleyin. Cevabinizin nedenini aciklayin. 


19. f(x) = 3 20. f(x) =x? 
21. f(x) =x? + 1 22. f(x) =x? +x 
23. g(x) =x +x 24. g(x) = x4 + 3x7 - 1 
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28. g(x) => 26. g(x) = G ~ 
27. h(t) = ; 28. A(t) = (27 

29. h(t) = 2r+ 1 30. A(t) = 2|¢| + 1 
Oranti 


31 ve 32 alistirmalarinda, verilen data ktimelerinin, ifade edilen oranti 
varsayimina uygun olup olmadigini deerlendirin. Incelemenize uy- 
gun bir grafik gizin ve oranti varsayimi anlamli géztiktiyorsa oranti 
sabitini tahmin edin. 


31. 


32. 


33. 


a. y, x ile orantili 


y | 1 2 | 3 | 4 5 | 6 | 7 8 
x | 5.9 | 12.1 | 17.9 | 23.9 | 29.9 | 36.2 | 41.8 | 48.2 
b. y, x!? ile orantili 

y| 3515 | 6 | 7 8 

x | 3 | 6 | 9 | 12 | 15 

a. y, 3° ile orantili 

y] 5] 15 | 45 | 135 | 405 | 1215 | 3645 | 10,935 

x | 0 | 1 | 2 | 3 | 4 | 5 | 6 | 7 


b. y, In x ile orantili 
y | 2 | 48 | 5:3 | 6.5 | 8.0 | 10.5 | 14.4 | 15.0 
x | 2.0 | 5.0 | 6.0 | 9.0 | 14.0 | 35.0 | 120.0 | 150.0 


Asagida verilen tablo, _ stiriictiniin frene basmak icin harekete 
gectikten frene basana kadar gegen stire iginde ve frene bastiktan 
sonra aracin kat ettigi mesafeyi géstermektedir. Mesafeler (feet 
olarak) aracin hizina baglidir (mil/saat). Verilen oranti 
varsayimlarinin uygunlugunu test edin ve oranti sabitlerini tahmin 
edin. 


a. reaksiyon mesafesi hizla orantilidir. 


b. fren mesafesi hizin karesi ile orantilidir. 


34 


35. 


36. 


. Ekim 2002, astronomlar, gecici olarak “Quaoar’’ adini verdikleri, 


Neptiin’den dtede giines etrafinda gembersel bir yériinge ¢izen 
kayalik, buzul bir mini-gezegen kesvettiler. Yeni gezegen 
Diinyadan yaklasik 4 milyar mil uzakta, giines sisteminin, Kuiper 
Belt olarak bilinin bir dis kusaginda bulunmaktadir. Keplerin 
tigiinctti kanununu kullanarak, Quaoar’un giines_ etrafindaki 
yortingesini tam olarak bir defa katetmesi igin gegen T zamanini 
tahmin ediniz. 

Yay Uzamasi Bir yayin cesitli yiiklere karsi tepkisi, bir damperli 
kamyon, hizmet araci veya yol kosullarina tercih edilen yénde 
tepki gésteren liiks bir otomobil tasarlamak icin model olarak 
kullanilacaktir. Yayin y uzamasim ing olarak, yayin tizerindeki 
sarim sayisi x’in bir fonksiyonu olarak d6lgecek bir deney yaptik. 


x (sarim 

say1S1) 0 1 2 3 4 | 5 
y (uzama 

ing) 0 0.875 | 1.721 | 2.641 | 3.531 | 4.391 
x (sarmm 

say1s1) 6 7 8 9 10 

y (uzama 

ing) 5.241 | 6.120 | 6.992 | 7.869 | 8.741 


a. y uzamasinin, x sarim sayisiyla orantil: oldugu hipotezinin an- 
lamli olup olmadigini test etmek igin bir cizim yapiniz. 


b. (a) da elde edilen grafikten oranti sabitini tahmin ediniz. 
ec. 13 sarimli bir yayin uzamasini Gnceden séyleyiniz. 


Ponderosa camlari Tabloda, x bir cam agacinin omuz 
hizasindan 6lctilen cevresini ing olarak géstermektedir; y, sonucta 
elde edilen kerestenin hacmini bf “board foot” (1 bf = 144 ing 
kiip) olarak géstermektedir. 

x (ing) | 17 | 19 | 20 | 23 | 25 | 
y (bf) | 19 | 25 | 32 | 57] 71 | 113 | 123 | 252 | 259 | 294 


28 | 32 | 38 | 39 | 41 


Su iki modeli formiile ve test edin; kullanilabilir kereste hacmi 
(a) cevrenin karesi ile ve (b) gevrenin kiibii ile orantilidir. Bir 
model digerine gére daha iyi bir agiklama saglar m1? 


Hiz(mil/sa) | 20 | 25 | 30 | 35 | 40 | 45 | 50 55 60 65 70 75 80 
Reaksiyon 

mesafesi (ft) | 22 | 28 | 33 | 39 | 44 | 50 | 55 61 66 a2 77 83 88 
Fren 

mesafesi (ft) | 20 | 28 | 41 | 53 | 72 | 93 | 118 | 149 | 182 | 221 | 266 | 318 | 376 


ei al Fonksiyonlari Birlestirmek; Grafikleri Kaydirmak ve Olceklemek 


Bu béliimde yeni fonksiyonlar olusturmak icin fonksiyonlari birlestirmenin veya d6ntis- 
tiirmenin temel yollarini gérecegiz. 
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Toplamlar, Farklar, Carpimlar ve Boliimler 


Yeni fonksiyonlar tiretmek igin, fonksiyonlar da sayilar gibi toplanabilir, ¢ikarilabilir, 
carpilabilir ve béliinebilir (paydanin sifir oldugu yerler disinda ). f ve g fonksiyonlar ise, 
hem f ‘nin ve hem de g’nin tanim ktimesindeki her x igin (yanix € D(f) MN D(g) igin), we 
define functions f + g, f — g ve fg fonksiyonlarini su formiillerle tanimlariz. 


(Ff + g)(x) = f@) + 8@) 
(Ff — g)) = FO) — g(x) 
(fg)(x) = fx)gx) 
Suna dikkat edin; birinci esitligin sol tarafindaki + isaretinin fonksiyonlarin toplama 
islemini g6stermektedir oysa esitligin sa& tarafindaki + isareti ise f(x) ve g(x) reel 
sayilarinin toplami anlamindadir. 


Ayrica D (f) M D(g) nin g(x) # 0 olan herhangi bir noktasinda f/g fonksiyonunu su 
formiille tanimlayabiliriz. 


AVG) = £0) : 
(Z) =F BOD) 


Fonksiyonlar ayni zamanda sabitlerle ¢arpilabilirler: c bir reel say1 ise f’nin tanim 
kiimesindeki her x icin cf fonksiyonu 


(cf)(&) = cf) 


ile tanimlanir. 
ORNEK1 — Fonksiyonlari Cebirsel olarak Birlestirmek 
f(x) = Vx ve g(x) = Vl-x 


Formiilleri ile tanimlanan fonksiyonlarin tanim ktimeleri D(f) = [0, 00) ve D(g) = (—09, 1] 
dir. Bu tanim kiimelerinin ortak noktalar 
[0, 00) M(—oe, 1] = [0, 1]. 


dir. 
Asagidaki tablo bu iki fonksiyonun ¢esitli cebirsel kombinasyonlarinin formiillerini ve 
tanim ktimelerini 6zetlemektedir. Ayrica fg garpim fonksiyonu icin f - g yaziyoruz. 


Fonksiyon Formiil Tanim Kiimesi 


fte (f + g(x) = Vx + V1 =x [0, 1] = D(f) ND(g) 
f=¢ (f — g(x) = Vx -VI-x [0, 1] 
g-f (g — f(x) = VI-x- Vx [0, 1] 
frg (f+ g(x) = flxg(x) = VxC = x) [0, 1] 


f/g Loy = a = — [0, 1) (x= 1 hari) 


g/f : x)= _ = = (0, 1] (x = 0 harig) 


f +g fonksiyonunun grafigi f ve g nin grafiklerinden Sekil 1.50 deki gibi her 
xe D(f)M Dg) igin karsi gelen y-koordinatlar1 f(x) ve g(x) toplanarak elde edilir. 
Ornek 1 deki f + g ve f -g nin grafikleri Sekil 1.51 de gésterilmistir. 
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< 
>< 


gt gx) = VI=x 


| y= 6+ ge) 


SEKIL1.50 iki fonksiyonun grafik toplam  SEKIL1.51 f+ g fonksiyonunun tanm kiimesi 
f ve g, fonksiyonlarimin tanim kiimelerinin kesisimi, 
x-ekseni tizerinde bu iki tani kiimesinin 6rtiistigtit 
(0, 1] araligidir. Bu aralik ayni zamanda f - g 
fonksiyonunun tanim kiimesidir ( Ornek 1 ). 


Bileske Fonksiyonlar 


Fonksiyonlari birlestirmenin bir baska yolu bileske dir. 


TANIM —_ Fonksiyonlarin Bileskesi 

f ve g fonksiyonlarinin fog (“f bileske g”) bileske fonksiyonu 
(fog) (*) = f(g) 

ile tanimlanir. 


fog’nin tanm kiimesi, g’nin tanim kiimesindeki, g(x)’in /’nin tanim ktimesin- 
de olmasini saglayan, x’lerden olusur. 


Tanim, g nin deger ktimesi f nin tanim ktimesi iginde ise fo g nin olusturulabilecegini 
sdylemektedir. (fo g)(x)’1 bulmak icin Gnce g(x)’i ve sonra da f(g(x))’i bulun. Sekil 1.52 


fog yi bir makine diyagrami olarak resmetmekte, Sekil 1.53 de bileskeyi bir ok diyagrami 
olarak géstermektedir. 


SE-B 


SEKIL1.52 Bir fonksiyonun x teki degeri diger 
fonksiyonun tanim kiimesinde yer aliyorsa iki 
fonksiyonun bileskesi olusturulabilir. Bileske 
fog ile belirtilir. SEKIL1.53 fog icin ok diyagrami. 
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ORNEK2 Bir Fonksiyonu Bileske Olarak Gérmek 


y = V1 — x? fonksiyonu, énce 1 — x* yi hesaplamak sonra da sonucun karekdkiinii al- 
mak olarak diisiiniilebilir. y fonksiyonu g(x) = 1 — x° ve f(x) = Vx bileskesidir. 
1 —x’’nin negatif olamayacagina dikkat edin. Bileskenin tanm kiimesi [-1, 1] dir. = 


go f bileske fonksiyonunu bulmak ign (tanimli oldugunda) siray1 degistiririz, 6nce 
f(x)’1 sonra g(f(x)) hesaplariz. go f’nin tanim kiimesi, f’nin tanim ktimesindeki, f(x)’in 
g’nin tanim ktimesinde olmasini saglayan, x’lerin ktimesidir. fog ve go f fonksiyonlari 
genelde olduk¢a farklidirlar. 


ORNEK3 __ Bileske icin Formiil Bulmak 
f(x) = Vx ve g(x) =x + 1 ise 
(a) (fog) (x) (b) (go f) (x) (c) (fof) (x)  (d) (gog) (x) 


fonksiyonlarini bulunuz. 


Coziim 
Bileske Tanim Kiimesi 
(a) (f° g)(x) = f(g(x)) = Ve(x) = Vr + 1 [-1, 00) 
(b) (g ° f(x) = g(f@) = fa) +1 = Vx 41 [0, 00) 
© (f° f(x) = ff) = Vf) = Vvx = x"4 [0, 00) 


(d) (g° g)a) =ge@)=eg@)+1=@t1I)t+l=x+2  (—0, 00) 


fog’nin tanim kitimesinin neden [—1, cc) oldugunu gérmek icin, g(x) = x + 1’in her x ign 
tanimli oldugunu fakat yalnizca x + | = 0, yani x = —1 iken f’nin tanim ktimesinde bu- 
lunduguna dikkat edin. 


Bir Fonksiyonun Grafigini Kaydirmak 


Bir y = f(x) fonksiyonunun grafigini yukar kaydirmak igin, y = f(x) formiiliiniin sag 
tarafina pozitif bir sabit ekleyin 

Bir y = f(x) fonksiyonunun grafigini asagi kaydirmak igin, y = f(x) formiltiniin sag 
tarafina negatif bir sabit ekleyin. 

y = f(x)’in grafigini sola kaydirmak igin, x’e pozitif bir sabit ekleyin. y = f(x)’in 
grafigini saga kaydirmak icin, x’e negatif bir sabit ekleyin. 


Kaydirma Formiilleri 


Dikey Kaydirma 

y=f(atk k > Oise f’nin grafigini & birim yukan kaydirir, 
k <0 ise|k| birim asagi kaydirir. 

Yatay Kaydirma 

y=f(xth) h> Oise f’nin grafigini / birim sola kaydirir. 


h < Oise grafigi | h | birim saga kaydirir. 
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2 birim 


SEKIL1.54 f(x) =2°’yi yukani 
(veya asag1) kaydirmak icin, f’in 
formiiliine pozitif (veya negatif) bir 
sabit ekleriz (Alistirma 4a ve 4b). 


ORNEK4 Bir Grafigi Kaydirmak 

(a) y =x? + 1 elde etmek igin y = x” formiiliiniin sag tarafina 1 eklemek grafigi 1 birim 
yukar kaydirir (Sekil 1.54). 

(b) y =x*—2 elde igin y = x’ formiiliiniin sag tarafina —2 eklemek grafizi 2 birim asagi 
kaydirir (Sekil 1.54). 

(c) y = (x +3) elde etmek icin y = x? formiiliinde x’e 3 eklemek grafigzi 3 birim sola 
kaydirir (Sekil 1.55). 

(d) y=|x| te x’e —2 eklemek ve sonra sonuca —1 eklemek y = | x — 2| — 1’i verir ve 
grafigi 2 birim saga ve | birim asag1 kaydirir (Sekil 1.56). 


x’e pozitif bir x’e negatif bir 
sabit ekleyin i sabit ekleyin 


SEKIL 1.55 y =x? nin grafigini sola kaydirmak SEKIL1.56 y=|x|’in grafigini 

icin x’e pozitif bir sabit ekleriz. Grafigini saga 2 birim saga ve 1 birim asag1 

kaydirmak igin x’e negatif bir sabit ekleriz kaydirmak (Ornek 4d). 

(Ornek 4c). 7 


Bir Fonksiyonun Grafigini Olceklemek ve Yansitmak 


Bir y = f(x) fonksiyonunun grafigini dlgeklemek, onu dikey veya yatay olarak esnetmek 
veya sikistirmaktir. Bu, f fonksiyonunu veya bagimsiz x degiskenini uygun bir c sabiti 
ile garpmakla yapilir. Koordinat eksenlerinin bir tarafindan diger tarafina yansitmalar 
c =—1 oldugu 6zel hallerdir. 


Dikey ve Yatay Olcekleme ve Yansitma Formiilleri 

c> 1 icin 

yv=cf(x) fnin grafigini bir c garpani kadar dikey olarak uzatir. 
y= i f(x) fnin grafigini bir c garpanmt kadar dikey olarak sikistirir. 
y= f(cx) fnin grafigini bir c garpam kadar yatay olarak sikistirir. 
y=f(x/c) fnin grafigini bir c garpami kadar yatay olarak uzatur. 
c=-l igin 

y=-f(x) f’nin grafigini x-ekseninin diger tarafina yansitir. 
yv=f() f’nin grafigini y-ekseninin diger tarafina yansitir. 


Fe NW RW 


SEKIL1.57 y = Vx grafiginin dikey 
olarak 3 kat uzatilmasi ve sikistirilmasi 
(Ornek 5a). 


>< 


fo= xt — 4° 410 
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ORNEK 5 _ Bir Grafigi Olceklemek ve Yansitmak 


(a) Dikey: y = 3V x elde etmek icin y= Vx ?in sag tarafini 3 ile garpmak, grafigi dikey 
olarak 3 carpani kadar uzatir, oysa 1/3 ile carpmak grafigi 3 carpani kadar sikistirir. 
(Sekil 1.57). 


(b) Yatay: y = V/3x in grafigi, y = Vx in grafiginin 3 carpani kadar sikistirilmigsidir 
ve y= Vx/3 yatay olarak 3 carpam kadar uzatilmasidir (Sekil 1.58). 


y= V3x = V3Vx olduguna dikkat edin, dolayistyla, bir yatay sikistirma farkh bir 
dlgekleme carpani ile bir dikey uzatmaya karsi gelebilir. Benzer sekilde, bir yatay 
uzatma farkli bir 6lgekleme garpani ile bir dikey sikistirmaya karsi gelebilir. 


(c) Yansima: y = ~Vin grafigi, y = Vx x-ekseninin diger tarafina bir yansimasi- 
dir, ve y = V —x, y-ekseninin diger tarafina bir yansimadir (Sekil 1.59). 


y y 
x y= V—-xX ” 


y= Vx 
3 > X 
= ya -Vx 
SEKIL1.58 y = Vx grafiginin yatay olarak 3 SEKIL1.59 y = Vx grafiginin 
kat uzatilmasi ve sikistirilmasi (Ornek 5b). eksenlerin diger taraflarina yansitilmas1 
(Ornek Sc). a 


ORNEK6 — Olcekleme ve Yansitmalari Birlestirmek 
f(x) = x4 — 4x° + 10 fonksiyonu veriliyor (Sekil 1.60a), 


(a) grafigi yatay olarak 2 kat sikistiran ve sonra da y-ekseninin diger tarafina yansitan 
(Sekil 1.60b) 


(b) grafigi dikey olarak 2 kat sikistiran ve sonra da x-ekseninin diger tarafina yansitan 
(Sekil 1.60c) 


y= lox 4+ 32°+10 Y 


>< 


(b) 


SEKIL 1.60 (a) f’nin orijinal grafigi. (b) (a) daki y = f(x)’in yatay olarak 2 kat sikistirilmasi ve ardmdan y-ekseninin diger tarafina 
yansitilmasi. (c) (a)’daki y = f(x)’in dikey olarak 2 kat sikistirilmasi ve ardindan x-ekseninin diger tarafina yansitilmasi (Ornek 6). 


Ah, 
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Coziim 
(a) Aranan formil, /’nin denkleminin sag tarafinda x yerine —2x yazmakla elde edilir 
y= f(-2x) = (2x) - 4(-2x)° + 10 
= 16x* + 32x° + 10 


(b) Formiil 


y Sfx) = 5x4 + 2x3 = 5 7 


Elipsler 
Merkezi orijinde olan r yarigapli bir gemberin standart denkleminde x yerine cx yazmakla 
ev +year (1) 


elde edilir. 

0 <c< 1 ise (1) denkleminin grafigi, cemberi yatay olarak uzatir; c > 1 ise gember 
yatay olarak sikistirilir. Her iki durumda da (1) denkleminin grafigi bir elipstir (Sekil 
1.61). 

Suna dikkat edin, Sekil 1.61deki grafiklerin tigtintin de y-kesim noktalari daima —r 
ve r dir. Sekil 1.61b de, (+r/c, 0) noktalarimi birlestiren dogru parcasina elipsin asal ek- 
seni denir; (0, +r) noktalarim: birlestiren dogru pargasi yedek ekseni dir. Sekil 1.61c de 
elipsin eksenleri ters gevrilmistir: (0, +r) noktalarini birlestiren dogru parcasi asal eksen, 
(+r/c, 0) noktalarini birlestiren dogru parcasi yedek eksen dir. Her iki durumda da daha 
uzun olan dogru pargasi asal eksendir. 


¥ y y 
LN A A 
1 Pa 
y 2x2 4 y = pe 
r 7x? + y? =r? 
>x >X >Xx 
, al is ae Lf 
c c c 
= 
-r -r 
(a) cember (b) elips,0<c<1 (c) elips, c > 1 


Bir cemberi yatay olarak uzatmak veya sikistirmak elips grafikleri tiretir. 


(1) denkleminin her iki tarafim 77 ile bolersek 


2 

x v 
[+ 5=1 (2) 
a> BP 

elde edilir. Burada a =r/c ve b=rdir. a> b ise asal eksen yataydir; a < b ise asal ek- 

sen dikeydir. (2) denklemi ile verilen merkezi orijindir ( Sekil 1.62 ). 


Asal eksen 
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SEKIL 1.62 Elips grafigi 
2 2 
x y 
2 + Be = 1,a> 5 asal eksen yataydir. 


Merkez 


Denklem (2) de x yerine 


elde edilir. 


x—h ve y yerine y—k yazmakla 


(x— hy? (y — ky 
a’ r re > 


1 (3) 


(3) denklemi merkezi (f, 4) da olan bir elipsin standart denklemidir. Elipslerin 
geometrik tanimi ve 6zellikleri B6liim 10.1 de incelenmektedir. 


ALISTIRMALAR 1.5 


Toplamlar, Farklar, Carpimlar ve Boliimler 7. 


Alistirma | ve 2 de f, g, f + g ve f - g’nin tanim ve deger kiimelerini 
bulunuz. 


1. f(x) =x, g(x) = Vx-1 
2. f(x) = Vx+1, g(x) = Vx-1 


Alistirma 3 ve 4 te f, g, f / g ve g/ f’nin tanim ve deger kiimelerini bu- 
lunuz. 


3. f(x) =2, g(x) =x? +1 
4. fix) =1, g(x) =1+ Vx 


8. 


Fonksiyonlarin Bileskesi 


5. f(x)=x+5 ve g(x) =x —3 ise asagidakileri bulunuz. 


u(x) = 4x — 5, u(x) = 2° ve f(x) = 1/x ise asagidakilerin formiil- 
lerini bulunuz. 


a. u(u(f(x))) b. u(f(v(x))) 
ec. (u(u(f(x))) d. v(f(u(x))) 
e. f(u(v@))) f. f(v(u(x))) 


f(x) = Vx, g(x) = x/4 ve A(x) = 4x — 8 ise asagidakilerin for- 
miillerini bulunuz. 


a. h(g(f(x))) b. h(f(g(x))) 
c. g(h(f(x))) d. g(f(A(x))) 
e. f(g(h(x))) f. f(A(g(x))) 


f(x) =x- 3, gx) = Vx, h(x) =x? ve j(x) = 2x olsun. 
Alistirma 9 ve 10 daki her fonksiyonu, f, g, 4 ve 7 fonksiyonlarindan 


a. f(g(0)) b. g(f(0)) birini veya daha fazlasini iceren bir bileske olarak ifade ediniz. 
ce. f(g(x) d. g(f(x)) 9a. y= Vx-3 b. y = 2Vx 
e. f(f-5)) f. g(g(2)) ae oe ag d. y = 4x 
gs. f(f()) h. (g(x) e y= V(x — 3) f. y = (2x — 6) 
6. f(x) =x-1 ve g(x) = 1/(x + 1) ise agagidakileri bulunuz. 10. a. y= 2x -3 b y=x? 
a. f(g(1/2)) b. g(f(1/2)) a y=x? d. y=x-6 
ce. f(g(x)) d. g(f(x)) e y=2Vx-3 f. y= Vx? - 3 
e. f(f(2)) f. g(g(2)) 


g. f(f(@) h. g(g(x)) 
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11. Asagidaki tabloyu tamamlayin 16. Asagidaki sekil y = x°’nin grafigini iki yeni konuma kaydirilmis 


g(x) f(x) (f ° g(x) olarak géstermektedir. Yeni grafikler igin denklemler yaziniz. 
a.x-—7 Vx Konum (a) 
b. x + 2 3x 
= 3 
é Ves Vi = 5 yuu 
x x 
a cad x-1 
1 
e. 1+ a x 
l K b 
f. ; x onum (b) 
12. Asagidaki tabloyu tamamlayin 
&(x) f@) (f ° s)@) 
a 1 |x| 9 17. (a)-(d)’deki denklemlere Sekildeki grafiklerden hangilerinin 
x-1 karsilik geldigini bulun.. 
es x- 1 x a. y=(x-1"-4 b. y=(x-2)? +2 
g x +1 ce. y=(xt2)?+2 d. y=(+3)?-2 


ce 2 Vx |x| y 
d. Vx ? |x| 


Konum 2 Konum | 
Alistirma 13 ve 14 te, (a) f og veg of birer formitil bulunuz, 


(b) tanim ktimelerini ve (c) deger kiimelerini bulunuz. 
13. fo) = Vet 1, g@) =F 
(-2, 2) 


14. f(xy) =x, g@=1- Vx Konum 3 


Grafikleri Kaydirmak 


15. Asagidaki sekil y = —x’nin grafigini iki yeni konuma kaydimilmis 
olarak géstermektedir. Yeni grafikler igin denklemler yaziniz. 


A (1,4) 


18. Asagidaki sekil y = —x’’nin grafigini dort yeni konuma kaydirilmis 
olarak géstermektedir. Her yeni grafik igin bir denklem yaziniz. 
y 
f «.4) 


Konum (b) 


19-28 alistirmalarinda verilen denklemlerin hangi y6nde kag birim 
kaydirilacaklar1 sdylenmektedir. Kaydinlmis grafigin denklemini 
yazin. Orijinal ve kaydirilmis grafikleri denklemleriyle isimlendirerek 
birlikte cizin. 

19. x+y’ =49 Asaz 3, sola 2 

20. 2+ y =25 Yukari 3, asag 4 

21. y=x° Sola 1, asag 1 


22. y =x? Saga 1, asagzi 1 
23. y=vx Sola 0.81 

24. y= Vx Saga 3 

25. y=2x—7 Yukari 7 


26. y= Fe +1)+ 5. Asagi 5, saga 1 


27. y=1/x Yukari 1, saga 1 
28. y=1/x* Sola 2, asagi 1 


29-48 alistirmalarindaki fonksiyonlarin grafiklerini ¢iziniz. 


29. y= Vx +4 30. y= V9 -x 


31. y= |x-2| 32. y= |1—x| -1 
33. y=1t+Vx-1 34. y= 1 - Vx 
35. y = (x + 1)? 36. y = (x — 8) 
37. p= 1 — x73 38. y+ 4 = x7 
39. y= Wx-1-1 40. y= (x +29? +1 
a1. y=, 42. y=1-2 
4. y=t4+2 44, y= : 
ee? 

4 y=7 46. y= 5-1 
a7. y=-5 41 48. y = —1 

x (x + 1) 


49. Asagidaki sekil tanim araligi [0, 2], deger araligi [0, 1] olan f(x) 
fonksiyonunu géstermektedir. Verilmis fonksiyonlarin tanim ve 
deger araliklarini bulun ve grafiklerini cizin. 


; 
De y =f) 
0 - 
a. f(x) +2 b. f(x) — 1 
ce. 2f(x) d. —f(x) 
e. f(x + 2) f. f(x - 1) 
efx) h. —f(x +1) +1 
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50. Asagidaki sekil tanim araligi [-4, 0], deger aralig [-3, 0] olan g(t) 
fonksiyonu bulunmaktadir. Verilen fonksiyonlarin tanim ve deger 
araliklarini bulun ve grafiklerini gizin. 


a. g(-t) b. -g() 

ce. g(t) +3 d. 1-20) 

e. g(-t+ 2) f. g(t—2) 

g. g(1-d) h. —g(t—4) 
Dikey ve Yatay Olcekleme 


51-60 alistirmalari verilen fonksiyonlarin grafiklerinin ne oranda ve 
hangi yonde uzatilacagini veya sikistinilacagini s6ylemektedir. Uzatil- 
mis veya sikistirilmis grafik igin bir denklem yaziniz. 


51. y=x? — 1, dikey olarak 3 kat uzatilmis 
52. y =x? — 1, yatay olarak 2 kat sikistirilmis 


1 : ae . 
53. y= 1+ -— J, dikey olarak 2 kat sikistirilmis 
Xx 


ao 


54. y= 1+, yatay olarak 3 kat uzatilmis 


x 
55. y= Vx +1, yatay olarak 4 kat sikistirilmis 
56. y= Vx +1,  dikey olarak 3 kat uzatilmis 
57. y= V4 — x7, yatay olarak 2 kat uzatilmis 


58. y = V4 — x’, dikey olarak 3 kat sikigtrrilmis 
59. y = 1 — x, yatay olarak 3 kat sikistirilmis 


ll 


60. y= 1 —.x°, yatay olarak 2 kat uzatilmis 


Grafik Cizmek 


61-68 alistirmalarindaki fonksiyonlarin grafiklerini, noktalari isaret- 
lemekle degil, Sekil 1.36—1.38 de grafigi verilen standart fonksiyon- 
lardan biri ile baslayip uygun déniisiimleri uygulamakla ¢izin. 


Il 
| 
N 
ad 
' 


62. y = ears 


64. y=(1-—x) +2 


61. y 


63. y=(x-17 +2 


a. =2 
65. y=5--1 66. y= 341 
67. y= -Wx 68. y = (—2x)?3 


69. y 
70. y 


|x? — 1| fonksiyonunun grafigzini ciziniz. 


Vix| fonksiyonunun grafigini ¢iziniz. 


Il 
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Elipsler 


71-76 alistirmalarinda elips formiilleri verilmektedir. Her denklemi 
standart forma getirin ve elipsi ¢izin. 


71. 
73. 
75. 


76. 


77. 


78. 


9x? + 25y? = 225 
3x? + (y — 2)? = 3 


72. 16x? + Ty? = 112 
74. (x + 1) + 2y7 = 4 


3(x — 1% + Ay + 2% =6 
2 g) 
3), 1 
4 birim sola ve 3. birim’ yukartya kaydirilmis olan 


(x°/16) + 67/9) =1 elipsi igin bir denklem yazimiz. Elipsi ciziniz 
ve merkezi ile asal eksenini belirtiniz. 
3 birim saga ve 2 birim asagtya kaydirlmis olan 
(x°/4) + (7/25) = 1 elipsi igin bir denklem yaziniz. Elipsi ciziniz 
ve merkezi ile asal eksenini belirtiniz. 


Cift ve Tek Fonksiyonlar 


79. 


80. 


81. 


82. 


f’nin bir cift fonksiyon ve g’nin bir tek fonksiyon oldugunu ve 
her ikisinin de biitiin reel dogru R.tizerinde tanimli oldugunu 
varsayin. Asagidakilerden hangileri (tanimli olduklari yerlerde) 
cifttir? tektir? 


a. fg b. f/g c. g/f 
d. f? = ff e. g = gg f. fog 
g gof h. fof i geog 


Bir fonksiyon hem gift ve hem de tek olabilir mi? Cevabinizi 
aciklayin. 

(Ornek 1 in devam.) f(x) = Vx ve g(x) = V1 — x fonksiyon- 
larmin grafiklerini (a) toplamlarimin, (b) garpimlarinin, (c) her iki 
farklarim, (d) her iki oranlarinin grafikleri ile birlikte ¢iziniz. 
f(x) =x—7 ve g(x) =x’ olsun. f ve g grafiklerini f og ve go f 
grafikleri ile birlikte ¢izin. 


[SI 1.6 | Trigonometrik Fonksiyonlar 


SEKIL 1.63 ABC acisinin radyan Olgiisii, 
merkezi C de olan birim gcember 
tizerindeki AB dairesel yayinin 0 
uzunlugudur. @ degeri baska herhangi bir 
cemberden de s/r oran olarak bulunabilir. 
Boylece, # radyan olarak dlciildiigiinde, 


biyle 6nemlidirler. 
Radyan Olcii 
ane game 


tyidir. 


goésterilmektedir. 


s =r degeri r yaricapli bir gember 
iizerinde yay uzunlugudur. 


Bu bélimde radyan 6l¢ii, trigonometrik fonksiyonlar, periyodiklik ve temel trigonometrik 
esitlikler incelenmektedir. Trigonometrik fonksiyonlar periyodik, veya tekrarli, olmalar 
ve bundan dolayi, dogal olarak ortaya ¢ikan birgok periyodik stireci modellemeleri sebe- 


Denizcilik ve astronomide, acilar derece ile Olciiliir, ancak analizde daha ilerideki 
hesaplamalari kolaylastiracagi icin radyan olarak adlandirilan birimleri kullanmak daha 


Birim gemberin merkezindeki ACB acisinin radyan Gl¢iisii (Sekil 1.63) ACB acisinin 
birim cemberden kestigi yayin uzunluguna esittir. Sekil 1.63 te, karsi gelen 6 agisi radyan 
olarak dlctildiigiinde, r yaricapli bir cemberden kesilen yay uzunlugu nun s =ré oldugu 


Cemberin ¢evresi 277 ve bir gemberin bir tam deviri 360° oldugundan, radyan ile 
derece arasindaki baginti 


a radyan = 180° 


Ornegin, 45° nin radyan Olciisii 


Doniisiim Formiilleri 


1 derece = = (= 0.02) radyan 
180 


ve 77/6 radyan 


Dereceden radyana: ile ¢arpin 
18 


1 radyan = Lil (= 57) derece 
T 


Radyandan dereceye : ie ile garpin 
T 


aT _@ 
45 780 q fad, 
a 180 5 
6 7 — 30°. 


Sekil 1.64 te bir iggenin acilar her iki 6l¢ti biriminde gériilmektedir. 

xy-dtizlemindeki bir aginin késesi orijindeyse ve baslangig 1s11 pozitif x-ekseni tiz- 
erindeyse, acgi standart konumundadir denir (Sekil 1.65). Pozitif x-ekseninden saat 
y6ntintin tersine dogru dl¢tilen agilar pozitif, saat yontine dogru dlciilen agilar negatiftir. 
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Derece Radyan 
45 
V2 1 V2 1 
45 90 
1 1 
y y 
A A 
Bitis 1s1m1 
Baslangi¢ 1s1n1 
30 7 
>Xx 
2 V3 2 V3 Pozitif Baslangi¢ 1s1n1 - y Negatif 
Olciit J 5% Bitis igi dei 
60 90 
1 1 
SEKIL 1.64 Bir iiggenin acilari, derece ve SEKIL 1.65 xy-diizleminde standart konumda agilar. 


radyan cinsinden. 


Acilar saat y6ntintin tersine dénmeleri tanimlamakta kullanildiklarinda, 6l¢timlerimiz 
2a radyanin veya 360°’nin cok disina ¢gikabilirler. Ayni sekilde saat yontinde dénmelerin 
de her biiyiikliikte negatif dl¢tileri olabilir (Sekil 1.66). 


>< 


\o 


>< 
<< 


> X > X 
sn oy 
4 


SEKIL 1.66 Sifirdan farkli radyan Olgiileri pozitif 
veya negatif olabilir ve 27r’nin gok disina ¢ikabilirler. 
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hipotentis 
karsi 


\9 
komsu 
: kars1 hipotentis 
sin@=— — csc@= 
hipotentis kars1 
aie eonso 26= hipotentis 
hipotentis komsu 
fan = karsi oy komsu 
komsu karsi 
SEKIL 1.67 Bir dar aginin 
trigonometrik oranlar1. 
y 
A 
P(x, y) 
>Xx 


SEKIL 1.68 Genel bir @ acisimin 
trigonometrik fonksiyonlar x, y ve 
r cinsinden tanmlanuir. 


SEKIL 1.69 Dar agi icin yeni ve eski 
tanimlar uyusur. 


Agi Uyumu: Radyan Kullanin 

Su andan itibaren bu kitapta dlciilen biitiin agilar, derece veya baska bir birim 
acik olarak belirtilmedikge, radyan olarak alinacaktir. 27/3 agisindan bahseder- 
ken, 77/3 derece degil, 7/3 radyan (60°) anlasilacaktir. Analiz yaparken, hesap 
makinenizin modunu radyana ayarlayin. 


Alti Temel Trigonometrik Fonksiyon 


Buyuk olasilikla bir dar agin trigonometrik fonksiyonlarini bir dik tiggenin kenarlan 
cinsinden tanimlamay1 biliyorsunuzdur (Sekil 1.67). Bu tanimi genis ve negatif acilara 
genisletmek igin, 6nce ac1y1 r yarigapli bir cember icinde standart konumuna yerlestirerek, 
trigonometrik fonksiyonlari aginin bitis 1sminin gemberi kestigi P(x, vy) noktasinin koordi- 
natlari cinsinden tanimlayacagiz (Sekil 1.68). 


siniis: sind = : kosekant: csc @ = 7 
Peer) x r 
cosiniis: cos@ = 7 sekant: secO = > 
‘ y ‘ x 
tanjant: tan@ = > kotanjant: cot = j 


Bu genisletilmis tanimlar agi dar oldugunda dik-iic¢gen tanimlartyla uyusmaktadirlar 
(Sekil 1.69). 
Ayrica, béltim tanimli oldugunda, asagidaki tanimlari not edin. 


_ sind =, il 
tan 0 = eon 8 cot? = ae 
=. «ll 4 
= cos 0 ee sin 0 


Gorebileceginiz gibi, x = 0 ise tan 0 ve sec 6 tanimli degildirler. Yani, @’nin degeri 
+77/2, +327/2, ... ise tanimsizdirlar. Ayni sekilde, cot 9 ve csc 8 day = 0 olan @ deger- 
leri, yani 0 =0, +7, £27, ... igin taniml: degillerdir. 

Bazi agilar igin bu trigonometrik oranlarin tam degerleri Sekil 1.64 teki tiggenlerden 
bulunabilir. 


goo a Or gin = ¥3 
m4 \/a 6 2 3 3 
oo eee cog! 
wea 4/5 6 3 3 3 
T mw I ae 

tan] 1 tan s tan3 Bel 


oldugunu goriiriiz. 
Temel trigonometrik fonksiyonlarin ne zaman pozitif veya negatif olduklarini hatirla- 
manin bir yolu BSTK (Biitiin Simif Tahtaya Kalkar) kuralidir (Sekil 1.70). Ornegin, Sekil 
1.71 deki tiggenden 

aS cos = — 5, tan = = nas 
Benzer bir y6ntem kullanarak Tablo 1.4 te gésterilen sin@, cos@ ve tan@ degerlerini 
elde ederiz. 
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y 
A 
S B 
sin pos all pos 
>X a 
c K 
tan pos cos pos 
Sekil1.70 BSTK kurali, “Bitiin SEKIL1.71 22/3 radyamin siniis ve 
Sinif Tahtaya Kalkar” kosintis’tintin hesaplandig1 ti¢gen. 
ctimlesinden hatirlanabilir. Herbir Kenar uzunluklan, dik tiggenlerin 
bélgede hangi fonksiyonlarin geometrisinden gelmektedir. 


pozitif oldugunu sdyler. 


Hesap makineleri ve bilgisayarlar gogunlukla, agi ister radyan ister derece olarak ve- 
rilsin, bir aginin trigonometrik oranlarini kolaylikla verirler. 


TABLO 1.4 Secilmis bazi @ degerleri icin sin 8, cos 6 ve tan 6 degerleri 
Derece -180 -135 -90 -45 0 30 45 60 90 120 135 150 180 270 360 
—-37 —T -—7 7 7 T 7 27 37 Sir 37 

ORO NEU Es 4 2 Aes a6 4 3 2 3 4 6 De oY ae 
aie 9 =M2 ~¢ 22% 2 M2 MB 4 NB NZ i . 2 % 
ee 2 5 D 5 3 2 3 a 

P 3, =M2- qm Mg We Me a ‘ (22 Ve a Ow Gg 
ous 2 7) 2 2 2 2 2 2 
tan 0 0 I =). i we cw Ve | =a 0 0 


ORNEK1 — Trigonometrik Fonksiyon Degerlerini Bulmak 


tan 0 =3/2 ve 0 <0 < 7/2 ise 6 nin diger beg trigonometrik fonksiyonunu bulunuz. 


Céziim tan @ = 3/2 den Sekil 1.72 deki yiiksekligi 3 (kars1) ve tabami Re olan ti¢geni 
cizeriz. Pisagor Teoremi hipoteniis uzunlugunu verir V4 + 9 = V 13. Ucgenden diger 
bes trigonometrik fonksiyonun degerlerini yazariz: 


3 V13 V13 


sin@ = , sec 0 = >> csc 0 = “30> cot@ = 


5) 


cos @ = = 
Via" 
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>< 


S| 


SEKIL 1.72 Ornek 1 deki trigonometrik 
fonksiyonlarin hesaplandigi tiggen. 


Trigonometrik Fonksiyontarin Periyodikligi ve Grafikleri 


@ Odlctistinde bir agi ile 6 + 27 Glciisiinde bir agi standart konumdaysalar, bitis 1sinlari 
cakisir. Dolayistyla iki aginin da trigonometrik degerleri aymidir: 
cos(@ + 27) = cosé 
sec(@ + 277) = sec 


sin(@ + 27) = sind 
csc(@ + 27) = cscd 


tan(@ + 27) = tand 
cot(@ + 2a) = coté 


Benzer olarak, cos (9 — 277) =cos 8, sin (@—27r)=sin 6 vs. Bu tekrar etme davranisin1, 
alti temel trigonometrik fonksiyon periyodiktir seklinde tanimlariz. 


TANIM __ Periyodik Fonksiyon 


Her x degeri icin, f(x + p) = f(x) olacak sekilde bir p degeri bulunabiliyorsa, 
f(x) fonksiyonu periyodiktir. Boyle en kiigiik p degerine f’nin periyodu denir. 


Trigonometrik fonksiyonlari koordinat diizleminde cizerken, genellikle bagimsiz degiske- 
ni 0 yerine x ile belirtiriz. Sekil 1.73’e bakin. 


y = tanx 
y ys 
y =cos x y = sinx 
>x 
Lyx >Xx 3 - 0 a 3 
-T| 27 -T T 
Tanim kiimesi: -0 <x < Tanim ktimesi: -2 <x < Tanim kiimesi: x eae att ; 
Deger kiimesi: -l < y < 1 Deger ktimesi: -l= y < 1 en aa , 
Bees, aire Deger ktimesi: -c00 < y < « 
Periyot: 27 Periyot: 20 ; 
(a) Periyot: 7 
(b) (c) 
( ¥ y 
* y=secx * y=csex * y=cotx 
\V 1 \ Ir 
| ! >Xx L | | Xx >Xx 
3\ar -77 OL 7 37 -—7 7 OL T 3a Paw -7| _7 La 3m 2ar 
ie) a 2 ie 2\ 2 


Tamm kiimesi: x #+Z, + 3a 


Tanim kiimesi: x # 0, +a, +27,... Tanim kiimesi: x # 0, a7, +27,. 


/ : 2 2 Deger kiimesi: y=-l ve y=1 Deger kiimesi: -20 < y < 
Deger kiimesi: y =-l ve y=1 Periyot: Qa Periyot: 7 
Periyot: 27 
(d) (e) () 


SEKIL 1.73 Radyan Olcii kullanarak (a) kosiniis, (b) siniis, (c) tanjant, (d) sekant, (e) cosekant ve (f) kotanjant 
grafikleri. Gélgeli béliimler her bir fonksiyonun periyodunu belirtmektedir. 


| Trigonometrik Fonksiyonlarin Periyodu 
Periyot 7: tan (x + 77) = tan x 
cot (x + 7) =cot x 


Periyot 277: = sin (x + 27) = sinx 
cos (x + 277) = cos x 
sec (x + 277) = sec x 
csc (x + 277) = csc x 


>< 


P(cos 0, sin 0) 


SEKIL1.74 Genel bir @ acisimmn 
referans ti¢geni 
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Sekil 1.73’ten gérdtigiimtiz gibi, tanjant ve kotanjant fonksiyonlarinin periyodu 
p= dir. Diger dort fonksiyonun periyodu ise 27’dir. Periyodik fonksiyonlarin 6nemi bi- 
limde incelenen davranislarin cogunun yaklasik olarak periyodik olmalarindan kaynaklan- 
maktadir. 

[leri analizden bir teorem sunu sdyler: matematiksel modellemede kullanmak 
istedigimiz her periyodik fonksiyon sintis ve kosintislerin cebirsel bir kombinasyonu 
olarak yazilabilir. Bunun nasil yapildigini Boliim 11.11 de gérecegiz. 

Sekil 1.73’teki grafiklerdeki simetriler, kosintis ve sekant fonksiyonlarimin cift, diger 
dért fonksiyonun tek oldugunu géstermektedir. 


Cift Tek 
cos (—x) = cos x sin (—x) = —sin x 
sec (=x) = sec x tan (—x) = -tan x 


esc (—x) =-csc x 


cot (—x) = —cot x 


Bagintilar 


Diizlemdeki herhangi bir P(x, y) noktasinin koordinatlari, noktanin orijinden uzakligi ve 
OP isininin pozitif x-ekseni ile yaptig1 agi cinsinden ifade edilebilir (Sekil 1.69). 
x/r=cos 6 ve y/r = sin 6 oldugundan 

x =rcos@, y=rsing 
bagintilar vardir. 
r =1 oldugunda Sekil 1.74 teki referans dik tiggene, asagidaki esitligi elde etmek icin 
Pisagor teoremini uygulayabiliriz. 


cos’ 6+ sin? 9= 1 (1) 


Her @ degeri icin dogru olan bu denklem, trigonometride en fazla kullanilan 6zdesliktir. 
Bu denklemi sirasiyla cos” @ ve sin’ @ ile bélmek gu baguntilart verir: 


1 + tan? = sec’ 0 


1 + cot” @=csc? 0 


Asagidaki formiiller her A ve B agisi icin saglanir (Alistirma 53 ve 54). 


Toplama Formiilleri 


cos (4 + B)=cos A cos B—sin A sin B 


: : ; (2) 
sin (A + B)=sin A cos B+cos A sin B 
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B(a cos 0, a sin @) 


Cc b  A(b, 0) 


sekil1.75 A ile B arasindaki uzakhigin 
karesi kosintis kuralini verir. 


cos (A — B) ve sin (A — B) icin de benzer formiiller bulunmaktadir (Alistirma 35 ve 
36). Bu kitapta ihtiyag duyacaginiz tiim trigonometrik bagintilar (1) ve (2) denklem- 
lerinden tiiremistir. Ornegin, ac toplam formiillerinde hem A hem de B yerine @ yazarsak 
su bagintilart elde ederiz, 


Cift -Agi Formiilleri 


cos 20 = cos* 6 — sin? @ 4) 
cos 20 = 2 sin 80 cos 8 


cos’ 6 + sin? 6 = 1, cos’ 6 — sin? 6 = cos 20 


iki denklemi toplayarak 2 cos* @ = 1 + cos 26 ve ikinci denklemi birinciden ¢ikartarak 
2 sin’ 6 = 1 — cos 20 elde ederiz. Buradan, integral hesapta kullanishi olan asa%idaki den- 
klemleri elde ederiz. 


Yarim-Aci Formiilleri 
cos? @ = 1 cosie (4) 
sin’ @ = ta sesie (5) 
Kosiniis Kurali 
a, b ve c bir ABC iicgeninin kenarlari ve 6’da c’nin karsisindaki aciysa 
=a +b? —2abcosé (6) 


denklemi elde edilir. Bu denkleme kosiniis kurali denir. 

Sekil 1.75’teki gibi, koordinat eksenlerinin oriyjinini C ‘de alir ve pozitif x-eksenini tig- 
genin kenarlarindan birine yerlestirirsek, bu kuralin neden dogru oldugunu gorebiliriz. 
A’mn koordinatlan (4, 0), B’ninkiler (a cos 6, a sin 6)’ dir. Dolayistyla, A ile B arasindaki 
uzakligin karesi 

c? = (acos@ — b)* + (asin6)” 
= a*(cos*6@ + sin? @) + b? — 2abcos6 
See 


1 


=a’ +b’ —2ab cos 6 


olur. 
Kosiniis kurali Pisagor teoremini genellestirir. 6 = 77/2 ise, cos 0 = 0 ve c? = a’ + b* 
olur. 
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Trigonometrik Grafiklerin Déniistimii 


Kaydirma, uzatma, sikistirma ve yansitma kurallar trigonometrik fonksiyonlara uygula- 
nir. Asagidaki diyagram size, parametrelerin kontroliinti hatirlatacaktir. 


Dikey uzatma veya sikistirma: 


x-ekseninin diger tarafina i i a 
yansitma, negatif ise 


Pa (b(x + c)) +d 
Yatay uzatma veya sikistirma: ™ Yatay kaydirma 


y-ekseninin diger tarafina yansitma, 
negatif ise 


ORNEK2 — Alaska'daki Sicakligi Modelleme 


Trans-Alaska boru hattinin yapimcilari boru hattindaki sicak petroltin isisinin alttaki 
strekli olarak donmus bulunan topragi eritmesini engellemek igin yalitici yastiklar kul- 
lanmislardir. Yastiklara sekil verebilmek igin, yil igindeki hava sicakligi degisimlerini 
hesaba katmalari gerekmistir. Degisimler, 


f®) = Asin] 22 (a = | 5 


seklinde genel bir sintis fonksiyonu veya siniizoid ile temsil edilmistir. Burada | A | 
genligi, | B| periyodu, C yatay kaymayi ve D dikey kaymayi géstermektedir. (Sekil 1.76) 


y=Asin (220 o)| + D 

D+AP B 

Yatay 

kaydirma Genlik (A 

(C) ges Bu eksen y = D 

dogrusudur 
D-A 
periyodudur . 
0 + >Xx 


SEKIL1.76 Pozitif A, B, C veD iginy=A sin [(27/B)(x—c)] + D genel 
sintis eSrisi (Ornek 2). 


Sekil 1.77 béyle bir fonksiyonun sicaklik verilerini temsil etmekte nasil kullanilacagi- 
ni gostermektedir. Sekildeki veri noktalar1 1941’den 1970’e kadar Ulusal Hava Servi- 
si’nden alinan verilere dayanan Fairbanks, Alaska icin ortalama hava sicakliklaridir. Veri- 
lere uydurulan siniis fonksiyonu, f Fahrenheit cinsinden sicaklik ve x yilin basindan 
itibaren gegen giin sayis1 olmak tizere 


f(x) = 37 sin| 2% - 101)| + 25 
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ile verilmektedir. Bir hesap makinesi veya bilgisayar tizerinde sintizoidal yaklasim 
secenegi ile elde edilen uyum, sonraki bélimde tartisacag1z, verinin gidisatin1 yakalamak 
igin oldukga tyidir. 


Sicaklik (°F) 


Bea esc 


Ocak  Subat Mart Nisan Mayis Haziran TemmuzAgustos Eyliil Ekim Kasim Aralik Ocak Subat Mart 


SEKIL1.77 Fairbanks, Alaska, icin normal ortalama hava sicakliklari veri noktalari olarak 
isaretlenmistir (lacivert). Sinus yaklasim fonksiyonu (kahverengi) 


f(x) = 37 sin [(277/365)(x — 101)] + 25 a 


ALISTIRMALAR 1.6 


Radyan Derece ve Dairesel Yaylar 6. Asagida verilen fonksiyon degerleri tablosunu doldurun. Verilen 
: bir acida fonksiyon tanimli degilse, “TNSZ” yazin. Tablo veya 


1. 10 m yaricapli bir cemberde, (a) 47/5 radyanlik, (b) 110° ’lik bir hesap makinesi kullanmay:n. 


merkez agtya karsilik gelen yayin uzunlugu ne kadardir? 


2. 8 yarigapli bir cemberdeki merkez a¢i 107 uzunlugunda bir yaya 0 37/2 -7/3 -7/6 a/4 57/6 
karsilik gelmektedir? Aciy1 radyan ve derece cinsinden bulun. 
3. 12 ing gapli bir gemberin cevresinde bir yay isaretleyip, yay u¢- > 
larndan gemberin merkezine dogrular ¢izerek 80°’lik bir aci elde — 
coe oad - F tan 0 
etmek istiyorsunuz. Bir ingin onda biri hassasiyetle yayin uzunlu- 
gu ne olmalidir? ea : 
sec 
4. 1 m capinda bir tekerlegi yer seviyesinin 30 cm yukarisina déndii- esc 0 


riirseniz, tekerlek hangi aciyla déner? Cevabinizi radyan (1/10 has- 
sasiyetle) ve derece (1 derecelik hassasiyetle) cinsinden veriniz. 


7-12 alistirmalarinda sin x, cos x ve tan x’ten biri verilmistir. x belir- 
Trigonometrik Fonksiyonlari Hesaplamak tilen araliktaysa, diger ikisini bulunuz. 


5. Asagida verilen fonksiyon degerleri tablosunu doldurun. Verilen 
bir acida fonksiyon tanimli degilse, “TNSZ” yazin. Tablo veya 
hesap makinesi kullanmayin. 


0 —T 24/3 0 ar /2 3207/4 


ane 11. tanx = > xe [a 22 12. sinx = -+. xe fn. 22 
cos 6 - . : . 

ead Trigonometrik Fonksiyontari Cizmek 

cot 6 13-22 alistirmalarindaki fonksiyonlar gizin. Her fonksiyonun periyo- 
sec 0 du nedir? 

csc 0 


13. sin 2x 14. sin (x/2) 


15. cos 7x 16. cos 5 
17. ~sin > 18. —cos 27x 


7 ; T 
19. cos( a) 20. sin( + =) 


i T T 
21. sin( x =) + | 22. cos( x =r =) =i 


23-26 alistirmalarindaki fonksiyonlari ¢s-diizleminde (¢ yatay, s dikey 
eksen) ¢izin. Her fonksiyonun periyodu nedir? Grafiklerin simetrileri 
nelerdir? 


23. s = cot2t 24. s = —tan mt 


= ut = t 
25. 5 = seo(™) 26. s ese($) 


27. a. 37/2 Sx S 32/2 icin y = cos x ve y = sec x fonksiyonlarmi 


birlikte ¢izin. cos x’in isaretlerine ve degerlerine gére sec x’in 
davranisini agiklayin. 

b. -7 = x S 27 icin y = sin x ve y = csc x fonksiyonlarim bir- 
likte ¢izin. sin x’in isaretlerine ve degerlerine gére csc x’in 
davranisimi aciklayin. 


28. -7 = x =7 icin y = tan x ve y = cot x fonksiyonlarini birlikte 


cizin. tan x’in isaretlerine ve degerlerine gére cot x’in davranisini 
aciklayin. 

29. y=sinx vey = | sin x | fonksiyonlarimi birlikte ¢izin. | sin x | ’in 
deger ve tanim kiimeleri nedir? 

30. y=sinx ve y= [ sin x | fonksiyonlarini birlikte ¢izin. [ sin x | ’in 


deger ve tanim kiimeleri nedir? 


Ek Trigonometrik Bagintilar 


31-36 alistirmalarmdaki bagintilar tiiretmek igin agi toplama formiil- 
lerini kullanin. 


i 
31. cos( _ =) = sinx 


2 
33. sin(x + =) = cosx 34, sin(x _ =) = —cosx 


35. cos (4 — B)=cos A cos B+ sin A sin B (Alistirma 53 farkli bir 
tiiretme tanitmaktadir ) 

36. sin(A—B) =sin A cos B—cosA sinB 

37. cos (A — B) = cos A cos B + sin A sin B bagintisinda B = A 
alirsaniz ne olur? Bu sonug daha 6nceden bildiginiz bir seyle 
uyusuyor mu? 


32. cos(x + =) = —sinx 


38. Aci toplama formiillerinde B = 27 alirsaniz ne olur? Sonuclar 
daha 6nceden bildiginiz bir seylerle uyusuyor mu? 


Aci Toplama Formillerini Kullanma 


39-42 alistirmalarinda, verilen biiytikligii sinx ve cosx cinsinden ifade 
edin. 
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39. cos(a7 + x) 


41. sin( 4 _ x) 


43. sin Fnin degerini sin( 


40. sin(2a7 — x) 


42. cos & + *) 


a + =) *ti hesaplayarak bulun. 


44. cos ae nin degerini cos (3 + 22) ti hesaplayarak bulun. 
Lie aoe 
45. cos 1D *nin degerini bulun. 
sent TE ln ee 
46. sin 75 “nin degerini bulun. 


Cift Aci Formiillerini Kullanma 


47-50 alistirmalarindaki fonksiyonlarin degerlerini bulun. 


27 2M. 

47. cos 8 48. cos 12 
- 9 7 27 

49. sin D 50. sin 8 


Teori ve Ornekler 


51. Tanjant toplama formiilii {ki acinin toplamimin tanjantimin 
standart toplam1 


— tanA + tanB 
tan A BY 1 — tan A tan B 


olarak verilir. Formiilti ¢ikartin. 
52. (Alistirma 51’in devami) tan (A — B) icin bir formiil tiiretin. 


53. Asagidaki sekildeki tiggene kosintis kuralim. uygulayarak 
cos (A — B) icin bir formiil tiretin. 


ys 
A 


1 


>X 


54. a. sin (A + B) icin toplama formiiliinii elde etmek tizere 
T 


sin@ = cos 
2 


0} denklemine cos (A — B)  formiiliinii 


uygulayin. 


b. Alistirma 35 teki cos (A — B) formiiliinde B yerine—B yazarak 
cos (A + B) icin formiil tiiretin. 
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55. Bir ticgenin iki kenar1 a = 2, b = 3 ve bir agisi C = 60° dir. 
c kenarinin uzunlugunu bulunuz. 

56. Bir tiggenin iki kenar a = 2, b = 3 ve bir agisi C = 40° dir. c ke- 
narinin uzunlugunu bulun 

57. Siniis kurali a, b ve c bir ticgendeki A, B ve C acilarimin 
karsilarindaki kenarlarsa, siniis kurah 


snd snB_ sinC 
a b a 


olacagini sdyler. Verilen sekilleri ve sin (7 —0)=sin 6 baginti- 
sim kullanarak bu kurali cikarin. 
A 


58. Bir ticgenin iki kenari a = 2, b = 3 ve bir acisi1 C = 60° dir 
(Alistirma 55’teki gibi). Sintis kuralim kullanarak B agisinin 
sintstinti bulun. 

59. Bir tiggenin bir kenari c = 2 ve iki acis1 A = 77/4 ve B = 77/3’titr. 
A’nin karsisindaki a kenarinin uzunlugunu bulun. 

60. sin x ~ x yaklagimi x radyan olarak dlciildtigiinde, x’in kiiciik 
sayisal degerleri igin, sin x ~ x oldugunu bilmek yararlidir. 
B6éliim 3.8’de, bu yaklasimin neden dogru oldugunu gérecegiz. 
| x | < 0.1 ise, yaklasimin hatas1 5000’de 1’den azdir. 

y =x grafiklerini orijin yakininda birlikte cizin. x orijine 
yaklastikca ne gézlityorsunuz? 


grafiklerini orijin etrafinda yine beraber gizin. Gértintiintin 
radyan modunda elde edilenden farki nedir? 

c. Cabuk bir radyan mod kontrolii Hesap makineniz radyan 
modunda mi? xin orijine yakin bir degerinde, 6rnegin 
x = 0.1 de, sin x71 hesaplayin. sin x ~ x ise, hesap makineniz 
radyan modunda, yoksa degildir. Deneyin. 


Genel Sintis Egrileri 
f(x) = Asin(2 (x 0) + D 


igin, 61-64 alistirrmalarindaki siniis fonksiyonlarinda A, B, C ve D’yi 
bulun ve grafiklerini ¢izin (Sekil 1.76 ya bakin). 
1 


sin(ax — a) 4 


61. y = 2sin(x + 7) — 1 62. y= 


1 
2 


en ee _ L . Qut 
2 sin(2 ‘ Pe 64. y = 57 sin L? 


L>0 


65. Fairbanks, Alaska’daki sicaklik Genel bir 


f(x) = 37 in( 2 (x 101)) + 25 


sintis fonksiyonunun (a) genligini, (b) periyodunu, (c) yatay kay- 
masini ve (d) dikey kaymasimi bulun. 


66. Fairbanks, Alaska’daki sicaklik Alistirma 65’teki denklemi kul- 
lanarak, asagidaki sorularda Sekil 1.77’de gésterilen Fairbanks, 
Alaska’daki sicaklik hakkinda sorulanlara yaklasik cevaplar bu- 
lun. Bir yilin 365 giin oldugunu varsayin. 


a. Goriilen en diistik ve en yiiksek ortalama giinltik sicaklik 
nedir? 


b. Goriilen en diisiik ve en yiiksek giinltik ortalama sicakliklarin 
ortalamasi nedir? Bu ortalama neden fonksiyonun dikey kay- 
masidir? 


BILGISAYARLI INCELEMELER 


67-70 alistirmalarinda, grafik olarak A, B, C ve D sabitlerinin deger- 
lerlerini degistirerek, genel 


Fle) = 4 sin(22 (x 0) + D 


veya bilgisayar grafik program: kullanin. 
67. Periyod B A=3,C=D=Oalin. 

a. B= 1,3, 27, 5a degerleri igin 47 = x S 47 araliginda f(x) 
fonksiyonunu ¢izin. Periyod arttikga genel siniis fonksiyonuna 
ne oldugunu aciklayin. 

b. B’nin negatif degerlerlerinde grafige ne olur? B = -3 ve 

= 27 icin deneyin. 
68. YataykaymaC 4=3,B=6veD=0 alin. 

a. C=0, 1 ve 2 degerleri icin 47 = x = 477 araliginda f(x)’1 ci- 
zin. C pozitif olarak artarken genel sintis fonksiyonuna ne ol- 
dugunu agiklayin. 

b. C’nin negatif degerlerinde grafige ne olur? 

c. Grafigin yatay bir kayma géstermemesi igin C’ye verilebile- 
cek en kiigtik deger nedir? Cevabmniz1 cizerek gésterin. 

69. Dikey kaymaD 4=3,B=6ve C=0Oalin. 

a. D=0, 1 ve 3 degerleri igin 47 =x = 47 araliginda f(x)’i 
cizin. D pozitif olarak artarken genel sintis fonksiyonuna ne 
oldugunu aciklayin. 

b. D’nin negatif degerlerinde grafige ne olur? 

70. Genellikled B=6, C=D=0Oalin. 

a. A pozitif olarak artarken genel siniis fonksiyonuna ne oldugu- 
nu agiklayin. Cevabinizi A = 1, 5 ve 9 icin f(x)’1 gizerek géste- 
rin. 


b. A’nin negatif degerlerinde grafige ne olur? 
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i ra Hesap Makinesi ve Bilgisayarla Grafik Cizmek 


Grafik ¢izen bir hesap makinesi veya grafik ¢izim programi olan bir bilgisayar, gok karma- 
sik fonksiyonlarin grafiklerini btiytik bir dogrulukla gizmemizi saglar. Aksi halde bu fonk- 
styonlarin bir cogu kolaylikla ¢izilemez. Bununla birlikte, bu gibi araglan grafik ¢izmek 
maksatli kullanirken dikkatli olmak gerekir. Bu béliimde bu konulara yéneliyoruz. Béliim 
4 te, bir fonksiyonun grafiginin biitiin 6nemli 6zelliklerini dogru olarak gérdiigiimtize emin 
olmamuzda, analizin nasil yardimci oldugunu gorecegiz. 


Grafik Cerceveleri 


Grafik ¢izim araci olarak grafik ¢gizen bir hesap makinesi veya bilgisayar kullanildiginda, 
dikdértgen bir ekranda veya gorintii cercevesinde, grafigin bir béliimt gésterilir. Ana 
cerceve cogu kez grafigin tam olmayan veya yaniltici bir resmini verir. Her iki eksende de 
birimler veya 6lgiiler ayni oldugunda kare cerceve terimini kullaniriz. Bu, gérinti 
cergevesinin kendisinin sekil olarak kare olmasi demek degildir (genellikle dikddért- 
gendir), x-biriminin y-birimine esit olmas1 demektir. 

Bir grafik ana ekranda gésterildiginde, grafigi ekrana uydurmak igin x-birimleri 
y-birimlerinden farkli olabilir. Ekrandaki gériintii gergevesi, bagimsiz ve bagli degisken- 
lerin minimum ve maksimum de@gerleri belirtilerek ayarlanir. Yani, bir a = x S 5b araligi 
ve birc = y S d deer aralig belirlenir. Makine, a ile b arasinda esit araliklarla belirli 
sayida x degerleri seger. x igin bir ilk degerle baslayarak, grafigi ¢izilen fonksiyonun tanim 
kiimesinde yer aliyorsa ve f(x), [c, d] deger kiimesinde yer alryorsa (x, f(x)) noktasi 
isaretlenir. x, f’nin tanim kiimesinin disinda ise veya f(x) belirlenen [c, d] deger araliginin 
disinda ise bu durumda makine (x, f(x)) noktasim1 isaretleyemediginden bir sonraki x- 
degerine gecer. 

Makine bu yolla cok fazla sayida (x, f(x)) noktas1 isaretler ve isaretlenen her nokta ile 
komsu nokta arasinda, elle de yapabilecegimiz gibi, kisa bir dogru pargasi ¢izerek grafigi 
temsil eden egriye yaklasir. Genellikle, komsu noktalar birbirlerine o kadar yakindirlar ki 
temsili grafik diizgiin bir e&ri gériintimiindedir. Bu islem sirasinda bazi seyler ters gide- 
bilir. Asagidaki 6rneklerde en cok karsilasilan problemler gésterilmektedir. 


ORNEK 1 Bir Gériintii Cercevesi Secmek 


f(x) = x? — 7x2 + 28 fonksiyonunun grafigini, asagidaki her bir ekran veya goriintii 
cercevesi icinde ¢izin. 


(a) [-10, 10]’a [-10,10] (b) [-4,4]’a [-50, 10] (©) [+4, 10]’a [-60, 60] 


Coziim 


(a) Cergeve icin, x-degerleri araligini ve y-degerleri araligini belirlemek igin a = —10, 
b=10, c=-l10 ve d= 10 seceriz. Sonug grafik Sekil 1.78a da gésterilmistir. 
Cergevenin, grafigin alt béliimtinii kestigi ve x-degerleri araliginin cok genis oldugu 
goztikmektedir. Bir sonraki gergeveyi deneyelim. 

(b) Simdi grafigin daha cok 6zelligini goriiyoruz (Sekil 1.78b), fakat tist kisim kayiptir 
ve x = 4 ten daha sag gormeliyiz. Bir sonraki cergeve yardimci olacaktir. 


(c) Sekil 1.78c grafigi yeni gé6riintii cercevesi iginde géstermektedir. Bu gergevede 
grafigin daha biitiin bir resmini elde ettigimize ve bunun 3. dereceden bir polinom 
grafigine uygun olduguna dikkat edin. lyi bir gériintii gergevesi segmek bir deneme- 
yanilma stirecidir ve baz sorunlari ¢6zmeyi gerektirebilir. 
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Baliim 1: On Bilgiler 


10 10 60 
| 4. X 4 
10] ' | + 110 4 10 
-10 -50 -60 
(a) (b) (c) 
SEKIL1.78 Farkl gériintii cercevelerinde f(x) =2° — 7x* + 28’in grafigi (Ornek 1). | 


ORNEK 2 Kare Cerceve 


Bir grafik gériintiilendiginde Sekil 1.78b ve 1.78c.de oldugu gibi x-birimi y-biriminden 
farkli olabilir. Sonug, resimde yaniltici olabilecek bir bozulmadir. 

Bir eksendeki birimleri, digerindeki 6l¢ege uydurmak icin, sikistirarak veya uzatarak 
goriintii cercevesi dogru grafigi veren kare gergeve yapilabilir. Cogu sistemin icginde ekra- 
ni “kare” yapacak fonksiyonlar bulunmaktadir. Sizinki kare degilse, bazi hesaplamalar ya- 
parak ekran boyutunuzu elle kare haline getirmeniz veya gergek ¢izimi 6nceden biliyor ol- 
maniz gerekir. 

Sekil 1.79a da birbirine dik y = x ve y = —x + 3V2 dogrulari ile y = V9 — x? 
yarim cemberinin grafikleri, kare olmayan [-6, 6]’ya [—6, 8]’lik bir gériintiti ekraninda 
goértilmektedir. Bozulmaya dikkat edin. Dogrular dikmis gibi géziikmemekte, yarim ¢em- 
ber sekil olarak elips gibi géziikmektedir. 

Sekil 1.79b de ayn fonksiyonlarin grafikleri, x-birimleri y-birimleri ile ayni olacak 
sekilde dleeklenmis bir kare ekranda gézitikmektedir. Her iki sekilde de [-6, 6]’ya 
[-4, 4]’liik ekranindaki x-ekseninin aymi olduguna, fakat Sekil 1.79b de ekrani kare yap- 
mak icin x-eksenindeki 6lceklemenin sikistirilmis olduguna dikkat edin. 

Sekil 1.79c, [-3, 3]’e [0, 4]’lik bir ekranda genisletilmis bir gériintiiyii kare icinde 
vermektedir. 


SEKIL 1.79 Birbirine dik y =x ve y = —x + 3V2 dogrulari ve y = V9 — x? yarmm cemberinin grafikleri 
(a) kare olmayan ekranda, (b) ve (c) kare ekranda (Ornek 2). | 


Bir rasyonel fonksiyonun paydasi, goriintti ekranindaki bazi x-degerlerinde sifir olu- 
yorsa hesap makinesi veya bilgisayar grafik program: ekranin Ustiinden altina dikeye ya- 
kin bir dogru parcasi cizer. Iste bir 6rnek. 
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ORNEK3 Bir Rasyonel Fonksiyonun Grafigi 


y= xs fonksiyonunun grafigini ¢iziniz. 


Ciziim Sekil 1.80a grafigi [—10, 10]’a [—10, 10] luk bir kare gerceve icinde géstermekte- 
dir. x = 2 de neredeyse dikey olan dogru parcasina dikkat edin. O, aslinda grafigin bir 
pargasi degildir ve x = 2 fonksiyonun tanim kiimesinde degildir. Bu dogru pargasini, dene- 
me-yanilma yoluyla goriintii cercevesini daha ktictik olan ve daha iyi bir grafik veren 
[-6, 6]’ya [-4, 4] lik bir gergceveye degistirerek ortadan kaldirabiliriz (Sekil 1.80b). 


10 4 
10 10 6 aie 6 
“10 A 
(a) (b) 
SEKIL1.80 y = 5) : 3 fonksiyonunun grafigi (Ornek 3). a 


Bazen bir trigonometrik fonkstyonun grafigi gok hizli salinir. Bir hesap makinesi veya 
bilgisayar program: grafigin noktalarimi isaretleyip onlari birlestirirken, maksimum ve mini- 
mum noktalarinin bir gogu kaybolur. Neticede grafik gok yanilticidir. 


ORNEK4 — Hizla Salinan bir Fonksiyonun Grafigi 


f(x) = sin 100x fonksiyonunun grafigini ¢izin. 


Coziim = Sekil 1.8la f’nin grafigini [—12, 12]’ye [-1, 1]’lik bir gériintii gergevesi icginde 
gdstermektedir. Sintis egrisinin —1 ile | arasinda periyodik olarak salinmasi gerektiginden 
grafigin ¢ok tuhaf géziiktigtinii gériiyoruz. Bu davranis Sekil 1.81a. da sergilenmedi. Da- 
ha kitik, 6rnegin [-6, 6]’ya [—1, 1]’lik bir gGriintti cercevesi ile deneme yapabiliriz fakat 
grafik daha iyi degildir (Sekil 1.81b). Zorluk suradadir; f(x) = sin 100x fonksiyonunun pe- 
riyodu cok kiiciiktiir (27/100 = 0.063). Cok daha kiigiik [-0.1, 0.1]’e [-1, 1]’lik goriintii 
cercevesini secersek Sekil 1.81c de gésterilen grafigi elde ederiz. Bu grafik bir sintis egri- 
sinin beklenen salinimlarini gosterir. 


My aT 
TEATITTHCTTTTT 


(a) (b) 


ne 


SEKIL 1.81 Ug goriintii gergevesinde f(x) = sin 100x fonksiyonunun grafikleri. Periyot 277/100 ~ 0.063 oldugundan, 
hizla salinan bu fonksiyonun gerg¢ek goriiniisiinii en iyi (c) deki kiiciik gerceve gésterir (Ornek 4). a 
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ORNEK5 —Hizla Salinan Baska Bir Fonksiyon 


y = cosx + on sin 50x fonksiyonunun grafigini ¢izin. 


Ciziim  [—6, 6]’ya [-1, 1]’lik goriintii cercevesinde, grafik daha cok tizerinde kiiciik, kes- 
kin oynamalar olan kosintis fonksiyonu gibi gézitikmektedir (Sekil 1.82a). Cerceveyi 
dnemli dletide kiciilttiigiimiizde, [—0.6, 0.6]’ya [0.8, 1.02]’lik cergevede daha iyi bir gérii- 
niis elde ederiz (Sekil 1.82b). Simdi, kosintis eSrisinin géreceli olarak daha biiyiik degerle- 
rine eklenmis, ikinci terim 1/50 sin 50x’in kiigiik fakat hizh salinimlarimi gorityoruz. 


1 1.02 


SEKIL 1.82 (a) da grafigi gizilmis olan y = cosx + 6 sin 50x fonksiyonun 


(b) de yakin goriintiisiint gériiyoruz. cos x terimi, kosintis egrisi boyunca 
1 


hizh salinmmlar tireten ikinci terim 50 sin 50x ’e gére baskindir (Ornek 5). 


ORNEK 6  Kesirli Bir Tek Kuwet Grafigi 
y =x!3 fonksiyonunun grafigini cizin. 
Coziim ig ae aygitlarinin gogu Sekil 1.83a’daki grafigi gésterir. Sekil 1.38 deki 


y = x!3 = Wx grafizi ile kargilasturdigumizda, x < 0 icin sol kolun olmadigim gériiriiz. 
Grafiklerin farkli olmalarinin nedeni, gogu hesap makinesi veya bilgisayar programinin 


(a) (b) 


) 


SEKIL 1.83 y = x'/?'nin grafigi, sol kol eksik (a). (b) de f(x) = ig er 


fonksiyonunun grafigini her iki kolu da elde ederek cizdik. (Ornek 6 ya bakiniz) 


TABLO 1.5 Bir A.B.D. posta 


pulunun fiyati 


Yilx 


1968 
1971 
1974 
1975 
1977 
1981 
1981 
1985 
1987 
1991 
1995 
1998 
2002 


Fiyat y 


0.06 
0.08 
0.10 
0.13 
0.15 
0.18 
0.20 
0.22 
0.25 
0.29 
0.32 
0.33 
0.37 
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xii eM olarak hesaplamasidir. (Ustel ve logaritmik fonksiyonlar Béliim 7 de ince- 


lenmektedir.) Logaritma fonksiyonu x’in negatif degerlerinde tanimli olmadigindan, 
hesaplama aygiti yalnizca x > 0 oldugu sag kolu iretebilir. 
Her iki kolu da gésteren tam resmi elde etmek igin 


flx) = % |x]! 

Pi 
fonksiyonunun grafigini cizebiliriz. Bu fonksiyon, x = 0 harig (0'/7 = 0 olmasina ragmen, 
burada f tammsizdir ) x'/?’e esittir. Sekil 1.83b de f’nin grafigi gésterilmistir. a 


Deneysel Modelleme: Toplanmis Verilerin Egilimini Yakalamak 


Boliim 1.4, Ornek 3 te, Kepler’in “bir gezegenin ydriingesinin periyodu, gezegenin 
giinese olan ortalama uzakliginin 3/2 kuvveti ile orantilidir” hipotezinin makul olup ol- 
madigini gercekledik. Bir bagli degisken ile bir bagimsiz degisken arasindaki bir ilisktyi 
hipotezlestiremezsek, veri noktalar1 toplamaliyiz ve bunlara uyan ve isaretli noktalarin 
egilimini yakalayan bir egri bulmaya g¢aligmaliyiz. Veri noktalarina uyan bir egri bulma 
iglemine yaklagim analizi ve egriye bir yaklasim e&risi denir. Bir bilgisayar veya grafik 
cizen hesap makinesi, egri ile veri noktalar1 arasindaki dikey uzakliklarin kareleri 
toplamini minimize eden 6zel bir egri bularak, yaklasim egrisini bulur. Bu en kiciik 
kareler yontemi Béliim 14.7 alistirmalar iginde incelenmektedir. 

Bircok kullanisli yaklasim egrisi tipi vardir: dogrular, kuvvet, polinom, tistel, logarit- 
mik ve sintizoidal egriler gibi. Cogu bilgisayar veya grafik gizen hesap makinesinin, 
cesitl yaklasim egrileri uyduran yaklasim analizi 6zelligi vardir. Asagidaki 6rnek, Tablo 
1.5’teki verileri lineer (dogrusal) bir denkleme uydurmak igin, grafik ¢izen bir hesap 
makinesinin lineer yaklasim 6zelliginin kullanilmasini géstermektedir. 


ORNEK7 Bir Yaklasim Dogrusu Uydurmak 


Tablo 1.5’teki verilerle baslayarak, posta pulu fiyati icin zamanin bir fonksiyonu olarak bir 
model kurun. Modelin anlamli oldugunu sagladiktan sonra 2010 yilindaki fiyati tahmin 
etmekte kullanin. 


Coziim Bir pulun fiyati igin 1968 den itibaren bir model kuruyoruz. 1981de, birincisi tig 
sent ikincisi iki sent olan iki artis vardir. 1981 yilini listedeki diger yillarla karsilastirila- 
bilir kilmak icin, bunlari bes sentlik tek bir artis olarak, Tablo 1.6’daki datay1 vermek tizere 
birlestiriyoruz. Sekil 1.84a, Tablo 1.6 igin data cizimini vermektedir. 


TABLO 1.6 Bir A.B.D. posta pulunun 1968 den itibaren fiyati 


Data cizimi olduk¢a dogrusal oldugundan, dogrusal bir model arariz. Datay1 bir hesap 
makinesine (veya bilgisayar programina) girdikten sonra lineer yaklasim 6zelligini 
secerek yaklasim dogrusunun 


y= 0.94x + 6.10 


oldugunu buluruz. 
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Pullarin fiyatlari (sent) 


cA Ve 
0} 10 20 30 40 50 60 
1968 den sonra yil 

(b) 


(a) 


SEKIL 1.84 (a) Tablo 1.6 daki (x, y) datasimin cizimi. (b) Yaklasim dogrusunun, 
2010’daki pul fiyatin tahmin etmede kullanilmasi (Ornek 7). 


Sekil 1.84b dogruyu ve data ¢izimini birlikte g6stermektedir. Uyum dikkate deger dl¢tide 
iyidir, dolayisiyla model kabul edilebilir géziikmektedir. 
Yaklasim dogrusundan hesaplayarak 2010 (x = 42) da bir pulun fiyatinin 


y = 0.94(42) + 6.10 ~ 46 sent 


olacag1 sonucuna ulasiriz. 
Ongorii, Sekil 1.84b’deki yaklasim dogrusu iizerinde kahverengi nokta olarak isaretlen- 
mistir. a 


ORNEK8 — Niifus Tahmini icin bir EGri Bulmak 


Bir balik ciftliginde, gelecekteki alabalik veya kedibaligi niifusunu tahmin etmek isteye- 
biliriz. Sekil 1.85’te bir besin icgindeki maya hiicreleri toplulugunun (biomass olarak 
dl¢tilen) bir zaman icinde (saat olarak dlc¢iilen) biiyiimesi hakkinda R. Pearl tarafindan 
toplanan datanin ¢izimi goriilmektedir. 


y 
» 
300 
250 - 
3 200 t 
q ® 
2150 1 t 
e 
100 | 
50 ° , 
) 
e hd >Xx 
0 1 2 3 4 5 6 7 
Zaman 


SEKIL1.85 Bir maya kiiltiiriiniin gegen zamana 


gére biomass biiyiikliigii (Ornek 8). 
(Data from R. Pearl, “The Growth of Population,” Quart. Rev. 
Biol., Vol. 2 (1927), pp. 532-548.) 


Noktalarin cizimi, yukari dogru egrilme egilimiyle oldukca diizgiin géztikmektedir. 
Bu e&ilimi bir polinom (6rnegin, y = ax’ + bx + c kuadratigi ile), bir kuvvet eérisi 
(y = ax’) veya bir iistel eri (y = ae’) uydurmakla yakalamayi deneyebiliriz. Sekil 1.86 
bir kuadratik model uydurmak icin bir hesap makinesinin kullanilmasi sonucunu goster- 
mektedir. 


Biomass 


Zaman 


; 2000 
SEKIL 1.86 Pearl datasina bir kuadratik 
uydurmak y= 6.10x? — 9.28x + 16.43 1800 
denklemini ve y(17) = 1622.65 tahmini 1600 
verir (Ornek 8). 
1400 
1200 


1000 


Maya Niifusu 


800 


600 


400 


200 


SEKIL 1.87 Pearl datasinin geri kalani (Ornek 8). 
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y = 6.10x" — 9.28x + 16.43 kuadratik modelinin toplanan dataya oldukga iyi uydugu 
géziikmektedir (Sekil 1.86). Bu modeli kullanarak 17 saat sonraki ntifusu y(17) = 1622.65 
olarak tahmin ederiz. Kuadratik modelimizin iyi bir model olup olmadigim gormek igin 
Pearl datasimi biraz daha inceleyelim. 

Sekil 1.87 de biitiin Pearl datasimi gésterdik. Simdi, (17) = 1622.65 tahmininin gé- 
zlenen 659.6 niifusunu cok fazla astigini gériiyorsunuz. Kuadratik model daha dogru bir 
degeri neden tahmin edememistir? 


Problem, deneysel modeli kurmak icin kullanilan datanin sinirlari disindaki deger- 
lerde tahminde bulunmakta yatar (Bizim modelimizi olusturan datanin sinirlar1 0 = x = 7 
idi). Boyle ekstrapolasyon , 6zellikle segilen model, temel olusturan bir rasyonel 6neri ile 
desteklenmediginde tehlikelidir. Bizim maya 6rnegimizde, niifus artisim belirleyen 
fonksiyonun neden kuadratik olmasini bekledik? Neden bir iistel fonksiyon degil? Bu du- 
rum karsisinda, gelecekteki degerleri nasil tahmin ederiz? Cogunlukla analiz yardim ede- 


bilir. Boliim 9 da niifus artisin1 modellemede analizi kullanacagiz. 


Yaklasim Analizi 


1. Datayi gizin. 


cizin. 


Yaklasim analizinin dért adimi vardir: 


2. Bir yaklasim denklemi bulun. Bir dogru igin y = mx + b formunda, bir kua- 
dratik igin y = ax? + bx +c formundadir. 


2. Uyumu gérmek igin, yaklasimin denkleminin grafigini data grafigi tistiine 


4. Uyum tatmin edici ise tabloda olmayan x degerleri igin y degerlerini tahmin 
etmede yaklasim denklemini kullanin. 
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ALISTIRMALAR 1.7 


Bir Goriintii Cercevesi Secmek 
1-4 alistirmalarinda, verilen gérintii ¢erg¢evelerinden hangilerinin, be- 
lirtilen fonksiyon grafigini en uygun gésterdigini tespit etmek igin 
grafik gizen bir hesap makinesi veya bilgisayar kullanin. 


1. f(x) = x4 — 7x? + 6x 
a. [-1, 1]’ye [-1, 1] 


c. [—10, 10]’ye [—10, 10] 


2. f(x) = x3 — 4x? — 4x 


a. [—1, l}’ye [—5, 5] 
ce. [—5, 5]’ye [—10, 20] 

3. f(x) =5 + 12x - x? 
a. [-1, 1]’ye[-1, 1] 
c. [—4, 4]’ye [—20, 20] 

4. f(x) = V5 4 4x — x? 
a. [—2, 2]’ye [—2, 2] 
c. [—3, 7]’ye [0, 10] 


Bir Goriintii Cercevesi Belirlemek 


b. 
d. 


= 


[-2, 2]’ye [—5, 5] 
[—5, 5]’ye [—25, 15] 


[—3, 3]’ye [—10, 10] 
[—20, 20]’ye [—100, 100] 


[—5, 5]’ye [—10, 10] 
[-4, 5]’ye [-15, 25] 


[-2, 6]’ye [—1, 4] 
[-—10, 10]’ye [—10, 10] 


5-30 alistirmalarinda verilen fonksiyon igin uygun bir goriintii gerge- 
vesi belirleyin ve bunu grafigi gdstermek igin kullanin. 


5. f(x) = x* — 4x3 + 15 


7. f(x) = x? — 5x4 + 10 
9. f(x) = xV9 = x? 

11. y = 2x — 3x73 

13. y = 5x7/> — 2x 


__ aS 
17. y= era) 
2 
xo se 2 
19. f(x) = 
fla) = 4 
21. f(x) = ee oe 
: x7—x—-6 
6x? — 15x + 6 
23. = 
fe) = "2 10x 
25. y = sin 250x 
= a 
27. y= cos(3) 
29. y=xt A sin 30x 


10 


3 x2 


fe) =a y 7 ext 1 


. f(x) = 4x3 — x4 
» f(x) = x°(6 — x3) 
y= x'/3(x2 — 8) 


Ly = x7(5 — x) 
y= |x? —x| 
= eee 
y x3 

2 
= 1 
fox) = 
_ 8 
f@) = 8 
_ = 3 
. f@) == 
- vy = 3cos 60x 


sl. 
ia Gg 0 


pax t 63 100x 


50 


31. x° + 2x = 4+ 4y—y denklemi ile tanmmlanan cemberin alt 
yarisinin grafigini ¢gizin. 


32. y* — 16x? = 1 hiperboliiniin ist kolunu cizin. 


33. f(x) = — tan 2x fonksiyonunun dort periyodunu cizin. 
34. f(x) = 3 cots + 1 fonksiyonunun iki periyodunu gizin. 


35. f(x) = sin2x + cos3x fonksiyonunun grafigini cizin. 


36. f(x) = sin’ x fonksiyonunun grafigini izin. 


Nokta Modunda Cizim 


Bir grafik gizim araci kullanirken yanlis birlestirmelerden kaginmanin 
bir baska yolu, sadece noktalari gizen “nokta modu’nu kullanmaktir. 
Grafik aracinizda bu 6zellik varsa 37— 40 alistirmalarindaki fonksi- 
yonlar ¢izmek igin onu kullanin. 


ee! a gape 
aaa a, 
39. y =x|x| 40. y= 
x= 


Yaklasim Analizi 


41. Tablo 1.7, insaat iscilerinin yillik ortalama tazminatlarim géster- 


mektedir. 
TABLO 1.7 Insaat iscilerinin ortalama yiluk tazminat- 
lari 
Yillk Tazminat 

Yil (dolar) 

1980 22,033 

1985 27,581 

1988 30,466 

1990 32,836 

1992 34,815 

1995 37,996 

1999 42,236 

2002 45,413 


Kaynak: A.B.D Ekonomik Analiz Biirosu 


a. Data icin bir lineer yaklasim denklemi bulunuz. 


b. Yaklasim dogrusunun egimini bulunuz. Egim neyi temsil 
eder? 


d. 


Lineer yaklasim denkleminin grafigini datanin nokta ¢izimi 
lizerine yerlestirin. 

Yaklasim denklemini, insaat iscilerinin 2010 daki yillik orta- 
lama tazminatlarim tahminde kullanin. 


42. Mevcut tek-aile evlerinin medyan fiyati 1970 den beri stirekli 
olarak artmistir. Oysa, Tablo 1.8 deki data tilkenin ¢esitli bél- 
gelerinde farklihklar oldugunu géstermektedir. 


a. 


Kuzeydogudaki ev fiyatlar icin bir lineer yaklasim denklemi 
bulunuz. 


Yaklasim dogrusunun egimi neyi temsil eder? 


ec. Orta-batidaki ev fiyatlari icin bir lineer yaklasim denklemi bu- 


lunuz. 


Medyan fiyat nerede daha hizli artar, Kuzeydoguda m1 veya 
Orta-batida m1? 


TABLO 1.8 Tek-aile evlerinin medyan fiyati 


Kuzeydogu Orta-Bati 
Yil (Dolar) (Dolar) 
1970 25,200 20,100 
1975 39,300 30,100 
1980 60,800 51,900 
1985 88,900 58,900 
1990 141,200 74,000 
1995 197,100 88,300 
2000 264,700 97,000 


Kaynak: Ulusal Emlakgilar Birligi® 


43. Vasita durma mesafesi Tablo 1.9 bir otomobilin toplam 
durma mesafesini hizinin bir fonksiyonu olarak géstermektedir. 


a. 
b. 


Tablo 1.9 daki data igin kuadratik yaklasim denklemi bulunuz. 


Kuadratik yaklasim denkleminin grafigini datanin nokta ¢izi- 
mi tizerine yerlestirin. 

72 ve 85 mil/sa hizlan igin ortalama toplam durma 
mesafelerini tahmin etmede kuadratik yaklasim denklemin 
grafigini kullanin. Cebirsel olarak dogrulayin. 


Simdi, 72 ve 85 mil/sa hizlari icin ortalama toplam durma 
mesafelerini tahmin etmede Jineer yaklasim_ kullanin. 
Yaklasim dogrusunu datanin nokta ¢izimi tizerine yerlestirin. 
Hangisi daha iyi uyumu verir, buradaki dogrumu yoksa (b) 
deki grafik mi? 
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TABLO 1.9 Vasita durma mesafesi 
Hiz (mil/sa) Ortalama toplam durma mesafesi (ft) 
20 42 
25 56 
30 73.5 
35 91.5 
40 116 
45 142.5 
50 173 

55 209.5 
60 248 

65 292.5 
70 343 

75 401 

80 464 


Kaynak: A.B.D Kamu Yollari Biirosu 


44. Stern dalgalari1 Bir gemiyi rotasmna dik agilarla takip eden 
stern dalgalarinin g6zlemi sunu ortaya ¢ikarmistir: bu dalgalarin 
tepeleri arasindaki mesafe (bunlarin dalga boylari) geminin 
hiziyla artmaktadir. Tablo 1.10 dalga boyu ile geminin hizi 
arasindaki bagintry1 géstermektedir. 


TABLO 1.10 Dalga boyu 

Dalga boyu (m) Hiz (km/h) 
0.20 1.8 
0.65 3.6 
1.13 5.4 
2.55 7.2 
4.00 9.0 
5.75 10.8 
7.80 12.6 

10.20 14.4 

12.90 16.2 

16.00 18.0 

18.40 19.8 
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a. Tablo 1.10 daki data igin x dalga boyu ve y geminin hizi ol- 
mak iizere bir y = ax’ kuvvet yaklasim denklemi bulunuz. 

b. Kuvvet yaklasim denkleminin grafigini datanin nokta ¢izimi 
lzerine yerlestirin. 


c. Kuvvet yaklasim denkleminin grafigini, dalga boyu 11m iken 
geminin hizini tahmin etmek igin kullanin. Cebirsel olarak 
dogrulayin. 


d. Simdi, dalga boyu 11m iken hizi tahmin etmek icin /ineer 
yaklasim kullanin. Yaklasim dogrusunu datanin nokta ¢izimi 
lizerine yerlestirin. Hangisi daha iyi uyumu verir, buradaki 
dogrumu yoksa (b) deki grafik mi? 


Boliim Tekrar Sorulart 
1. Reel sayilar nasil gésterilirler? Reel sayilar sisteminin 6zellikleri- 


ni karakterize eden temel kategoriler nelerdir? Reel sayilarin bas- 
lica alt kiimeleri nelerdir? 


. Rasyonel sayilar, ondalik agilimlarla nasil tanimlanirlar? [rrasyo- 


nel sayilar nelerdir? Ornek veriniz. 


. Reel sayilarin siralanma 6zellikleri nelerdir? Bunlar denklem 
cézmede nasil kullanilirlar? 
. Bir sayinin mutlak degeri nedir? Ornekler veriniz. | —a |, | ab |, 


| a/b |ve|a+b/nin|a|ve|b| ile iliskileri nedir? 


. Mutlak degerler araliklari veya araliklarin birlesimlerini tanimla- 


makta nasil kullanilirlar? Ornek verin. 


. Kartezyen koordinat sistemini kullanarak dtizlemdeki noktalan 


nasil tanimlariz? x ve y degiskenlerine bagli bir denklemin grafigi 
nedir? 


. Bir dogru tizerindeki iki noktanin koordinatlarini biliyorsaniz, bu 


dogrunun denklemini nasil yazarsiniz? Ya dogrunun egimini ve 
dogru tizerindeki noktalardan birini? Ya da dogrunun egimini ve 
y-kesim noktasin1? Ornek verin. 


8. Koordinat eksenlerine dik dogrularin standart denklemleri nedir? 


9. Aralarinda dik dogrularin egimleri arasinda nasil bir iliski vardir? 


10. 


11. 


12. 


13. 


14. 


15. 


Ya dogrular paralelse? Ornek verin. 

Dikey olmayan bir dogrunun egimi ile egim agisi arasindaki iliski 
nedir? 

Koordinat dtizleminde iki nokta arasindaki uzakligi nasil bulur- 
sunuz? 


Merkezi (h, k) ve yarigap1 a olan bir cemberin standart denklemi 
nedir? Birim cember ve denklemi nedir? 

x + y + 4x — 6y + 12 = 0 cemberinin grafigini gizmek igin at- 
acaginiz adimlari aciklayin. 

Koordinat sisteminde merkezi (, k) ve yarigap1 a olan gemberin 
igindeki noktalari hangi esitsizlik tantmlar? Ya gemberin igindeki 
ve tizerindeki noktalar1? Cemberin disindaki noktalar1? Ya da 
cemberin disindaki ve tizerindeki noktalar1? 

a, b ve c sabitler ve a # 0 ise, y = ax” + bx + c fonksiyonunun 
grafigi hakkinda ne séyleyebilirsiniz? Ozel olarak, y = 2x + 4x 
egrisini nasil cizersiniz? 


16. 


17. 


18. 
19. 


20. 


21. 


22. 


23. 


24, 


25. 


26. 


27. 


28. 


29. 


30. 


Fonksiyon nedir? Tanim ktimesi nedir? Ya degerler kiimesi? Bir 
fonksiyon igin ok diyagrami nedir? Ornek verin. 


Reel degiskenli bir reel-degerli fonksiyonunun grafigi nedir? 
Dikey dogru testi nedir? 


Pargali taniml: fonksiyon nedir? Ornek verin. 


Analizde sik karsilasilan 6nemli fonksiyon tipleri nelerdir? Her 
tipte bir érnek verin. 


Grafigi bakimindan, artan fonksiyon ne anlama gelir? Ya azalan 
fonksiyon? Her birine 6rnek verin. 


Cift fonksiyon nedir? Ya tek fonksiyon? Boyle fonksiyonlarin ne 
gibi simetri 6zellikleri vardir? Bunlardan nasil yararlanabiliriz? 
Ne tek ne gift olan bir fonksiyona 6rnek verin. 


y, x ile orantilidir demek ne demektir? Ya x°? ile? Orantih ol- 


manin geometrik acgiklamasi nedir? Bu aciklama ileri stirtilen bir 
orantililigi test etmek igin nasil kullanilabilir? 


f ve g reel degerli iki fonksiyonsa, f + g, f—g, fg ve f/g’nin 
tanmm araliklari f ve g’ninkilere nasil baglidir? 


Bir fonksiyonun bir digeriyle bileskesini almak ne zaman mtim- 
kiindtir? Bileskelere ve degisik noktalardaki degerlerine 6rnekler 
verin. Fonksiyonlarin bileskesinin hangi sirada alindiginin bir 
Onemi var midir? 


Grafigini k > 0 kadar yukari veya asagi, yahut saga veya sola 
kaydirmak icin y = f(x) fonksiyonunu nasil degistirirsiniz? Ornek 
verin. 

Grafigini c > 1 kat sikistirmak veya uzatmak igin y = f(x) 


fonksiyonunu nasil degistirirsiniz? Ya grafigi bir koordinat eks- 
eninin diger tarafina yansitmak icin? Ornek verin. 


Merkezi (A, k) olan bir elipsin standart denklemi nedir? Asal ek- 
seni nedir? Yedek ekseni nedir? Ornekler verin. 


Radyan 6l¢ii nedir? Radyandan dereceye nasil gecersiniz? Ya 
dereceden radyana? 


Alti temel trigonometrik fonksiyonu ¢izin. Bu grafiklerin simetri- 
leri nelerdir? 


Periyodik bir fonksiyon nedir? Ornek verin. Alt: temel 
trigonometrik fonksiyonun periyotlari nedir? 


31. sin? 6+ cos? @=1 ve cos(4 + B) ile sin(A + B)’nin formiilleri 
kullanilarak, baska trigonometrik bagintilarin nasil tiretilebilece- 
gini gosterin. 

32. f(x) =A sin ((27/B)(x—C))+D_ genel siniis fonksiyonunun for- 
mili, grafigini kaydirma, uzatma, sikistirma ve yansitma ile nasil 
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baglidir? Ornekler verin. Genel siniis egrisini gizin ve A, B, C ve 
D sabitlerini tanimlayin. 

33. Hesap makinesi veya bilgisayar grafik programi ile grafik ¢izer- 
ken ortaya cikan tig sorun séyleyin. Ornekler verin. 


Problemler 


Esitsizlikler 


1-4 alistirmalarinda esitsizlikleri géziin ve ¢dziim kiimelerini reel 
dogru tizerinde gosterin. 


1.7+2x 23 2. —3x < 10 

1 1 : ee 4+x 
3. 5 (x <4 2) 4, 5) an 
Mutlak Deger 
5-8 Alistirmalarmdaki denklemleri veya esitsizlikleri géziin. 
5. |x + 1/=7 6. |y-— 3| <4 

x 3 2x7 

7 Jl > a) 8. wits 


Koordinatlar 


9. Bir parcacik diizlemde A(—2, 5) noktasindan y-eksenine Ay 
3Ax’e egsit olacak sekilde ilerliyor. Parcacigin yeni koordinatlari 
nedir? 

10. a. A(8, 1), B(2, 10), C(-4,6), D(2, -3) ve E(14/3, 6) noktalarin 
gizin. 
b. AB, BC, CD, DA, CE ve BD dogrularinin egimini bulun. 


c. A, B, C, Dve E noktalarindan herhangi dérdii bir paralelkenar 
olusturur mu? 


d. Bes noktanin herhangi ticti aym dogru tistiinde midir? Nereden 
biliyorsunuz? 


e. Bu bes nokta tarafindan belirlenen dogrularin hangileri orijin- 
den gecer? 


11. A(6, 4), B(4, -3) ve C(—2, 3) noktalar bir eskenar ti¢gen olustu- 
rur mu? Peki ya bir dik tiggen? Agiklayin. 


12. y=3x+ 1 dogrusu tizerinde bulunan ve (0, 0) ile (-3, 4)’ dan esit 
uzaklikta olan noktanin koordinatlarim1 bulun. 


Dogrular 

13-24 alistirmalarinda, belirtilen dogru icin bir denklem yazin. 
13. (1, —7)’dan gegen ve egimi 3 olan 

14. (-1, 2) den gecen ve egimi —1/2 olan 

15. (0, —3) ten gecen dikey dogru 


16. (—3, 6) ve (1, —2)den gegen 

17. (0, 2) den gecen yatay dogru 

18. (3, 3) ve (-2, 5) ten gegen 

19. egimi —3 ve y-kesimi 3 olan 

20. (3, 1) den gegen ve 2x — y = —2 dogrusuna paralel olan 
21. (4, —12) den gegen ve 4x + 3y = 12 dogrusuna paralel olan 
22. (—2,-3) ten gegen ve 3x — 5y = 1 dogrusuna dik olan 

23. (-1, 2) den gecen ve (1/2)x + (1/3)y = 1 dogrusuna dik olan 


24. x-kesimi 3 ve y-kesimi -5 olan 


Fonksiyonlar ve Grafikleri 


25. Bir cemberin alanini ve cevresini gemberin yarigapinin fonksiyo- 
nu olarak ifade edin. Sonra alan gevrenin bir fonksiyonu olarak 
yazin. 


26. Bir cemberin alanini ve cevresini gemberin yarigapinin fonksiyo- 
nu olarak ifade edin. Sonra alan gevrenin bir fonksiyonu olarak 
yazin. 


27. Birinci dértte bir bélgedeki bir P noktasi y = x* paraboliiniin iize- 
rindedir. P’nin koordinatlarmm P’yi orijine baglayan dogrunun 
egim acisinin bir fonksiyonu olarak yazin. 

28. Yerden yiikselen bir sicak hava balonu kalkis noktasindan 500 ft 
uzaga yerlestirilmis bir tarayiciyla izleniyor. Balonun yiksekligi- 
ni tarayiciyla balon arasindaki dogrunun yerle yaptigi acinin 
fonksiyonu olarak ifade edin. 


29-32 alistirmalarinda, verilen fonksiyonun grafiginin y-eksenine 
gore, orijine gére simetrik olup olmadigini veya her iki simetrininde 
bulunmadigin. belirleyin. 
29. y = 1/5 

31. y=x°-2x-1 


30. y= x7/5 
32. yse™ 


33-40 alistirmalarinda, verilen fonksiyonun gift, tek olup olmadigint 
veya her ikisinin de olmadigin1 belirleyin. 


33. y=x7 41 34. y=x?—x3 -— x 

35. y = 1 — cosx 36. y = secxtanx 
4 

37. y= 2) 38, p= 1 = sing 
x = 2x 


40. y= Vx*—-1 


39. y =x + cosx 
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41-50 Alistirmalarinda, (a) tanim ve (b) deger ktimelerini bulun. 
41. y= |x| - 2 42. y=-2+ V1-x 
43. y= V16 — x? 44, y= 3°41 


45. y= 2e* —3 46. y = tan(2x — 7) 
47. y=2sin(3xt+ m)—-1 48. y = x7/5 
49, y = In(x — 3) +1 50. y= -1+ W2-x 


Parcali Tanimli Fonksiyonlar 


51 ve 52 alistirmalarinda, (a) tanim ve (b) deger ktimelerini bulun. 


i ye {Vo —4=x=0 
: Vx, 0<x=x4 
a eee =D es 
52. y = x, -l<x<1 
Kate 2 1l<x=s2 


53 ve 54 alistirmalarinda, fonksiyon igin bir pargali formitl yaziniz. 


53. y 54. 
(2, 5) 
1 \ *P 
>X 
0| 1 2 
>X 
0 4 
Fonksiyonlarin Bileskesi 
55 ve 56 alistirmalarinda, 
a. (f > g)(-1). b. (g° f)(2). 
ec. (f © f)(x). d. (g ¢ g)(x). 
bileskelerini bulunuz. 
1 1 
Sie). 24) 
. Vx + 2 


3 


56. f(x) =2-x, g(x) = Vx +1 


57 ve 58 alistirmalarinda, (a) f og ve gof igin birer formiil yaziniz 
ve her birinin (b) tanim ktimesini (c) deger ktimesini bulunuz. 

57. f(x) = 2 — x’, g(x) = Vx +2 

58. f(x) = Vx, g(x) = V1-x 

Mutlak degerli bileskeler 59-64 Alistirmalarinda, f; ve f> yi bir- 


likte gizin. Sonra, f; fonksiyonu uygulamadan énce mutlak deger 
fonksiyonunu uygulamak grafigi nasil etkiler agiklayiniz. 


fil) fax) = fill) 


59. x |x| 
60. x° |x| 
61. x? |x|? 


62. 


1 
¥ 
63. Vx V\x| 


64. sinx sin |x| 


81. 


82. 


Mutlak degerli bileskeler 65—68 alistirmalarinda, g; ve gy» yi bir- 
likte gizin. Sonra, g, fonksiyonu uyguladiktan sonra mutlak deger al- 
mak grafigi nasil etkiler agiklayiniz. 


g(x) g2(x) = |giCx)| 
65. x? |x3| 
66. Vx | Vx| 
67. 4 — x? |4 — x?| 
68. x7 + x |x? + x| 


Trigonometri 


69-72 alistirmalarinda, verilen fonksiyonun grafigini ¢izin. Fonksiyo- 
nun periyodu nedir? 


69. y = cos2x 70. y= sin, 
71. y = sinax 72. y= cos 


x 

~ 
Xe 
ll 


2 cos (« = =) grafigini ¢iziniz. 


74. y= 1+ sin (« te =) grafigini ciziniz. 
75-78 alistirmalarinda, C acisi dik ve A, B ve C acilarimin karsilarin- 


daki kenarlari sirasi ile a, b ve c olan bir ABC dik tiggeni veriliyor. 


75. a. c=2 ve B=77/3 ise a ve b yi bulunuz. 
b. b=2 ve B= 7/3 ise a vec yi bulunuz. 
76. a. a’y1 Ave c cinsinden ifade ediniz. 
b. a’y1 Ave b cinsinden ifade ediniz. 
77. a. a’y1 Bve b cinsinden ifade ediniz. 
b. c’yi A ve a cinsinden ifade ediniz. 
78. a. sin A’y1 avec cinsinden ifade ediniz. 
b. sin A’y1 6 ve c cinsinden ifade ediniz. 


79. Bir diregin yiiksekligi Dikey bir diregin T tepesinden yerdeki 
Bve C noktalarina iki tel geriliyor. C noktasi diregin dibine B 
den 10 metre daha yakindir. BT teli yatayla 35° lik bir agi ve CT 
teli yatayla 50° lik bir aci yapryorsa diregin ytiksekligi ne kadar- 
dir? 

80. Bir su balonunun yiiksekligi Aralarmdaki uzakhk 2 km olan 
A ve B noktalarindaki gézlemciler ayni anda bir su balonunun 
yiikseklik agisim1 sirastyla 40° ve 70° olarak 6l¢iiyorlar. Balon, A 
ve B arasindaki dogru pargasimin bir noktasinin dikey olarak tiz- 
erinde ise balonun ytiksekligini bulunuz. 

. f(x) =sin x + cos (x/2) fonksiyonunu giziniz. 

Fonksiyonun periyodu ne olarak géziiktiyor? 

. (b) de bulduklarinizi cebirsel olarak dogrulayin. 

. f(x) = sin (1/x) fonksiyonunu ciziniz. 


f’nin tanim ve deger kiimeleri nelerdir? 


ec SF Po tT Bw 


. f periyodik midir? Cevabinizi aciklayiniz. 
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Boliim Ek ve ileri Alistirmalar 


Fonksiyonlar ve Grafikleri 


1. f’nin grafigi veriliyor. Her bir fonksiyonun grafigini giziniz. 


a. y= f(x) b. y=—f(x) 
ce y= 2f(xt+1)+1 d. y=3f(x-2)-2 


y 
” 


2. [-3, 3] te tanimli bir fonksiyonun grafiginin bir parcasi verilmis- 


tir. Fonksiyonun 
a. cift b. tek 


oldugunu varsayarak grafigi tamamlayiniz. 


(3, 2) 


 ¢i,—1) 


3. f°g=gof olacak sekilde iki f ve g fonksiyonu var midir? 


Cevabinizin nedenini aciklayin. 


12. a=2,b=3, C=77/4 ise c’yi bulun. 
13. a=2,b=3,c=4 ise sin B’yi bulun. 
14. a=2,b=4,c=5 ise sin C’yi bulun. 


Tiiretmeler ve ispatlar 
15. Asagidaki bagintilari ispatlayin. 


l1—cosx _— sinx 
sin x 1 + cosx 
1—cosx _, 5x 
“ 1+ cosx 2 


16. Kosiniis  kuralinin asagida s6zstiz olarak yapilan ispatini 
aciklayin. (Kaynak: “Proof without Words: The Law of Cosines,” 
Sidney H. Kung, Mathematics Magazine, Vol. 63, No.5, Dec. 
1990, sayfa 342.) 


17. ABC iicgeninin alaninin (1/2)ab sin C = (1/2)be sin A = (1/2)ca 
sin B ile verildigini gésterin. 


4. Asagidaki 6zelligi saglayan iki f ve g fonksiyonu var midir? 
f ve g’nin grafikleri dogrular degil, ancak f o g’nin grafigi bir 
dogrudur. Cevabinizin nedenini agiklayin. 


5. f(x) tek bir fonksiyonsa, g(x) = f(x) —2 hakkinda ne séylenebilir? 
Ya f ciftse? Cevabinizin nedenini agiklayin. 


6. g(x), xin butiin degerleri icin tanimli bir tek fonksiyonsa, g(0) 
hakkinda bir sey s6ylenebilir mi? Cevabinizin nedenini agiklayin. 


7. |x|+ |y|=1+-x denklemini gizin. 


8. y+ |y|=x+ |x | denklemini gizin. 


Trigonometri 


9-14 alistirmalarinda, ABC kenarlari a, b ve c ve karsilarindaki acilar 
sirastyla A, B ve C olan herhangi bir tig¢gendir. 


9. a V3,A 1/3, B = 7/4 ise, b’yi bulun. 
10. a=4,b=3, A=7/4 ise, sin B’yi bulun. 
11. a=2,b=2,c=3 ise cos A’y1 bulun. 


18. ABC iicgeninin alaninin 


V s(s — a)(s — b)(s — c) ile verildigini gésterin. 
Buradas =(a+b+c)/2 iicgenin cevresinin yarisidir. 


19. Esitsizliklerin 6zellikleri a ve b iki reel sayiysa, (ancak ve yalniz) 


b—a pozitifse a b’den kiigiiktiir deriz ve a < b yazariz. Bu tanimi 
kullanarak asagida verilen esitsizlik 6zelliklerini ispatlayin. 
a,b ve c reel sayilarsa, 


axba>at+cec<bte 
a<x<b>a-c<b-e 
~a<bvec>0 = ac < be 


et Se 


~a<bvec<0 => be <ac 
(Ozel durum: a < b = —b < —a) 
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5.a>0>5>0 


6.0<a<b>t<% 


La<b<037<5 
20. Asagidaki esitsizliklerin biitiin a ve b reel sayilari icin dogru 
oldugunu gésterin. 


a. Ancak ve yalniz a* < b* ise|a| <|b| 

b. |a—b|=|/a|-|]] 
Ucgen esitsizliginin genellestirilmesi Matematiksel tiimevarmmla 
asagidaki esitsizliklerin herhangi n tane aj, dp, ... , a, reel sayisi igin 
gecerli oldugunu ispatlayin. (Matematiksel tiimevarrm Ek 1’de ele 
alinmaktadir.) 


21. jay + a dn| = |ai| + la] + --- + a,| 


22. |ai + a an| = lai] — jaan] — +--+ — lan 

23. f hem tek hem de ciftse, f’nin tanim araligindaki her x igin 

f(x) = 0 oldugunu gésterin. 

24. a. Tek-cift ayrisimlari /, tanim araligi orijin etrafinda simetrik, 
yani x tanim araligindaysa —x’in de tanim araliginda bulundu- 
gu bir fonksiyon olsun. f’nin bir tek ve bir cift fonksiyonun 
toplami oldugunu gésterin: 

F(x) = E(x) + O@) 
Burada E Gift, O ise tek bir fonksiyondur (/pucu: 
E(x) = (f(x) + f(—x)/ 2 alin. E(—x) = E(x) oldugunu gésterin, 
dolayistyla E ciftir. Sonra O(x) = f(x) — E(x) oldugunu gés- 
terin) 

b. Teklik /f’yi bir tek ve bir cift fonksiyonun toplami olarak 
yazmanin tek bir yolu oldugunu gésterin. (/pucu: Bir yol (a) 
sikkinda verilendir. Ayrica, f(x) = E\(x) + O;(x) ise (burada FE; 
cift, O, tektir), EF — E,; = O,; — O oldugunu gésterin. Sonra 
Alistirma 23°t kullanarak, E = £,, O = O, oldugunu gés- 
terin.) 


Grafik Arastirmalari - Parametrelerin Etkisi 

25. Asagidaki durumlarda y = ax? + bx + c grafigine ne olur? 
a. b vec sabit kalirken a defisir. 
b. b degisir (a ve c sabit, a #0)? 
c. c degisir (a ve b sabit, a #0)? 


26. Asagidaki durumlarda y = a(x + 6)° + ¢ grafigine ne olur? 
a. b vec sabit kalirken a defisir. 
b. b degisir (a ve c sabit, a #0)? 
c. c degisir (a ve b sabit, a #0)? 


27. y = mx + 2 grafiginin x-keseninin 1/2’den biiyiik oldugu biitiin 
egimlerini bulun. 


Geometri 


28. Bir nesnenin ktitle merkezi orijinden gegen bir dogru tizerinde sa- 
bit bir v hiziyla ilerlemektedir. Asagidaki sekil koordinat sistemi- 
ni ve hareket dogrusunu géstermektedir. Noktalar 1 saniye aralik- 
ht konumlar belirtmektedir. Sekildeki 4), 4), ..., As alanlan 
neden aynidir? Kepler’in esit alanlar kanunundaki gibi (Boliim 
13.6’e bakin), nesnenin kiitle merkezini orijine baglayan dogru 
esit zamanda esit alanlar taramaktadir. 


Kilometre 


Kilometre 


29. a. Asagidaki sekildeki tiggenin AB kenarinin orta noktasi P’yi 
orijine baglayan dogrunun egimini bulun (a, b > 0). 


B(O, b) 


>X 
O A(a, 0) 


b. OP ne zaman AB’ ye diktir? 


BOLUM Teknoloji Uygulama Projeleri 


Mathematica ya Bir Bakis 


Web sitesindeki Mathematica modullerini tamamlamak igin Mathematica ya bir bakis yeterlidir. 


Mathematica/Maple Module 


Modeling Change: Yaylar, Siiriis Giivenligi, Radyoaktivite, Agaclar, Baliklar ve Memeliler. 
Matematik modeller kurun ve yorumlayin, bunlari analiz edin ve gelistirin ve bunlari kullanarak tercihler yapin. 


Bolitim 


LIMIT VE SUREKLLIK 


GIRIS Limit kavrami, analizi cebir ve trigonometriden ayiran ana fikirdir. Bir egriye teget 
bulmak veya bir nesnenin hizini bulmada temeldir. 

Bu boliimde Gnce sezgisel, sonra da matematiksel olarak limiti gelistirecegiz. Limiti 
bir f fonksiyonunun nasil degistigini tantmlamak igin kullaniniz. Bazi fonksiyonlar stirekli 
olarak degisir; x’teki ktigtik degisiklikler f(x)’te de ktigtik degisikliklere neden olur. Bazi 
fonksiyonlarin degerleri kesikli veya cok hizli degisiyor olabilir. Limit kavrami bu davra- 
nislari ayirt etmek icin kesin bir yol verir. Ayrica, fonksiyon grafiklerinin teget dogrularm1 
bulmakta da limiti kullaniriz Bu geometrik uygulama bizi hemen bir fonksiyonun tiirevi 
kavramina gotiiriir. Boliim 3’te derinlemesine inceleyecegimiz tiirev bir fonksiyonun de- 
gerlerinin nasil degistigini belirler. 


es PB] Degisim Oranlari ve Limitler 


Bu bdéliimde ortalama ve anlik degisim oranlarini tanitiyoruz. Bu da bizi bu béliimiin ana 
fikrine, limit fikrine gotiirecektir. 


Ortalama ve Anlik Hiz 


Hareket eden bir cismin bir zaman araligindaki ortalama hizi katedilen mesafenin gegen 
zamana b6liinmesi ile bulunur. Olcii birimi, uzunluk/birim zaman dir: kilometre/saat, 
feet/saniye veya eldeki probleme ne uyuyorsa. 


ORNEK1 Bir Ortalama Hiz Bulmak 
Bir tas yliksek bir ugurumun tepesinden serbest diigsmeye birakilir. 


(a) ilk 2 saniyedeki, 


(b) birinci ve ikinci saniyeler arasindaki | saniyelik araliktaki ortalama hizi nedir? 


Coziim Bu problemin céziimtinde 16. yy sonlarinda Galileo tarafindan kesfedilen su 
gercegi kullaniriz: diinya ylizeyine yakin yerlerde durgun (hareketsiz) durumdan yere 
dogru serbest diismeye birakilan bir kati cisim, gegen zamanin karesi ile orantili bir yol 
katedecektir (Cismi yavaslatacak hava direncinin ihmal edildigi ve cisme etkiyen tek 
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TARIHSEL BIYOGRAFI* 


Galileo Galilei 
(1564-1642) 


kuvvetin yer cekimi ivmesi oldugu kabul ediliyor. Bu tip harekete serbest diisme deriz). ¢ 
saniyede diistilen mesafe feet olarak y ise Galileo kanunu 


y= 16° 


dir. Burada 16 oranti sabitidir. 
Verilen bir zaman araliginda tasin ortalama hizi, konumdaki degisiklik Ay’nin zaman 
araligi At’ ye boliimiidiir. 


. Ay _ 16(2)? — 16(0) ft 
(a) Ilk 2 saniyede: Ki 7 32— 
oe ee ee ee A 16(2)? — 16(1)? 4g ft 
(b) saniyeden ikinci saniyeye {> = =e ee : 


Simdiki 6rnek, diigsmekte olan bir cismin ortalama hizina gittikce kisalan zaman 
araliklarinda baktigimizda neler oldugunu incelemektedir. 


ORNEK2 Bir Anuik Hiz Bulmak 
Diismekte olan bir tasin t= 1 sn. ve t= 2 sn. zamanlarindaki hizini bulun. 
Céziim Uzunlugu At=/A olan [fo, fo + #] zaman araliginda tasin ortalama hizin1 


Ay = 16(t + h)? — 16f? 
At h 


(1) 


olarak hesaplayabiliriz. 

Bu formilii, 2 = 0 alarak f) = 0 anindaki “anlik” hizi hesaplamakta kullanamayiz, ciinkti 0 
ile b6lme yapamayiz. Ancak, fy) = 1 ve fo = 2 zamanlarinda baslayan ve giderek kisalan za- 
man araliklarindaki ortalama hizlar1 hesaplamada kullanabiliriz. Bunu yaptigimiz zaman, 
karsimiza belirli bir kalip gikar (Tablo 2.1). 


TABLO 2.1 Kisa zaman araliklarinda ortalama hizlar 
16(t, +h) —16t,. 

Ortalama hiz: aye ( g ) : 
Zaman araliginm = fy = 1’de baslayan to = 2’de baslayan 
uzunlugu h zaman arahiginda h zaman arahiginda 
h ortalama hiz ortalama hiz 
1 48 80 
0.1 33.6 65.6 
0.01 32.16 64.16 
0.001 32.016 64.016 
0.0001 32.0016 64.0016 


to = | aninda baslayan araliklardaki ortalama hiz, araligin uzunlugu azaldikg¢a 32 gibi 
bir sinir deere yaklastyor gibidir. Bu da f) = 1 aninda tasin 32 ft/sn hizla diistiiZiine isaret 
etmektedir. Bunu cebirsel olarak dogrulayalim. 


Calculus’un tarihsel figtirleri, esas elemanlarm gelisimleri ve konular: hakkinda daha fazlasini 6grenmek 
icin www.aw-be.com/thomas’1 ziyaret edin. 


* y = fQ) 

Ox, f(2)) 
Ay 
P(X, f(%)) 
s SS Se i ee, ae 
Ax=h 
| " 
0 xy Xo 


SEKIL 2.1 y= f(x) grafiginin bir kirisi. 


Egimi Ay/Ax, f’nin [x), x2] 
araligindaki ortalama degisim 
oranidir. 
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Yukaridaki (1) denkleminde fg = | alir ve pay1 acip kisaltmalan yaparsak 
Ay 16(1+ A)? — 16(1) 16(1 + 2h + h?) — 16 
At h 7 h 


_ 32h + 16h? 
h 


= 32 + 16h 


buluruz. 
A’nin O’dan farkli degerleri igin iki taraftaki ifadeler 6zdestir ve ortalama hiz 
32 + 16h ft/sn dir. Simdi, A 0’a yaklasirken ortalama hizin neden 32 + 16(0) = 32 ft/sn 
gibi bir sinir degerinin var oldugunu g6rebliriz. 
Aymnt sekilde (1) denkleminde f9 = 2 almak, ’nin 0’dan farkli degerleri icin 
Ay 


Ay = A + 16h 


verir. h gittikce 0’a yaklast&inda fo =2s deki ortalama hizin simir degeri 64 ft/sn dir. m 


Ortalama Degisim Oranlari ve Kirisler 


Herhangi bir y = f(x) fonksiyonu verilmisse, y’nin [x,, x2] araliginda x’e bagli ortalama 
degisimini y’deki degisim degeri Ay = f(x) — f(x)’ degisimin olustugu araligin uzunlugu 
Ax =X) — x, =h’ye bGlerek hesaplariz. 


TANIM Bir Aralik Uzerinde Ortalama Degisim Orant 
y =f(x)’ in [x, x2] araliginda x’e bagli ortalama degisiminin orani 


Ay _ f(x2) — fi) _ fla +h) — fx) 


Ax 7 a h 


h#0. 


Geometrik olarak, [x,, x2] araliginda f’nin ortalama degisim oramt P(x,, f(x;)) ile 
O(%, f(%2)) noktalarindan gegen dogrunun egimidir (Sekil 2.1). Geometride, bir egrinin 
iki noktasini birlestiren dogruya egrinin kirisi denir. Yani, f’nin x;’den x,’ye ortalama 
degisim oram PQ kirisinin egimiyle aynidir. 

Deney yapan biyologlar cogunlukla kontrollii laboratuvar ortaminda topluluklarin 
biyiime hizin1 bilmek isterler. 


ORNEK3 Bir Laboratuvar Toplulugunun Ortalama Biiyiime Orant 


Sekil 2.2, 50 giinliik bir deneyde bir meyve sinegi (Drosophila) toplulugunun nasil 
biyiidiigiinii g6stermektedir. Sinek sayisi belirli araliklarla sayilmis, bulunan degerler za- 
mana kars1 isaretlenmis ve noktalar diizgiin bir egriyle birlestirilmistir (Sekil 2.2 de mavi 
renkli). 23. giinden 45. giine ortalama biiyiime oranin: bulun. 


Coziim 23. giinde 150, 45. giinde 340 sinek vardir. Yani, 45 — 23 = 22 giinde sinek sayis1 
340 — 150 = 190 artmistir. Toplulugun 23. giinden 45. giine kadar ortalama degisim orani 

Ap _ 340-150 _ 190 
At 45-23 22 


Ortalama degisim oran1: = 8.6 sinek /gin 
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Sinek sayis1 


0 10 20 30 40 50 


Zaman (giin) 


SEKIL 2.2 Kontrollii bir deneyde bir meyve sinegi toplulugunun 
biiyiimesi. 22 giinde ortalama de%isim oram, kirigin Ap/At 
egimidir. 


olarak bulunur. Bu ortalama, Sekil 2.2’deki grafigin P ve O noktalarindan gegen kirisin 
egimidir. a 


Ornek 3’te hesaplanan 23. giinden 45. giine kadarki ortalama deSisim orami 23. giinde 
toplulugun ne kadar hizli degistigini belirtmez. Bunun ic¢in, s6z konusu giin icindeki za- 
man araliklarini incelememiz gerekir. 


ORNEK4 — 23. Giindeki Biiyiime Orani 


Ornek 3’teki topluluktaki sinek sayisinin 23. giindeki biiyiime hizi nasildir? 


Coziim Bu soruyu yanitlamak igin, 23. gtinden baslayarak gittikge kiiciilen zaman 
araliklarindaki degisim oranini inceleriz. Geometrik olarak, bu oranlari egri tizerinde 
giderek P’ye yaklasan bir Q noktalar dizisi icin P’den Q’ya giden kirislerin egimlerini 
hesaplayarak buluruz (Sekil 2.3). 


Q 


(45, 340) 
(40, 330) 
(35, 310) 


(30, 265) 


P 
‘i. mmm, 
PQ’nun egimi = Ap/At 350 / 

i ii 45, 340 
(sinek/giin) ‘ie /Q(45, 340) 
340 — 150 250 
Seay © 8.6 a 

45 — 23 > 200 
330 — 150 _ 3 

7 ae 
S10 150. vas oe 

35-23 °°" 50 


>t 


265 — 150 : 
sya le 


16 7\ = 20 30 40 50 
A(14, 0) Zaman (giin) 


2 


SEKIL 2.3 Meyve sinegi grafigindeki P noktasindan gecen dort kirisin konumlani ve eSimleri (Ornek 4). 
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Tablodaki degerler O’nun ¢ koordinati 45’ten 30’a diiserken kiris egimlerinin 8.6’dan 
16.4’e yiikseldigini géstermektedir ve t 23’e giderken bu egimlerin biraz daha artmasini 
bekleriz. Geometrik olarak, kirisler P etrafinda dénmekte ve sekildeki egrinin P’den 
gectigi yonde giden kirmizi dogruya yaklasmaktadir. [leride bu doSrunun P’deki eSrinin 
tegeti oldugunu gorecegiz. Bu dogru (14, 0) ve (35, 350) noktalarindan gectigi icin, egimi 


350 — 0 . a 
=~ = / 
35 14 16.7 sinek/giin (yaklasik olarak) 
bulunur. 23. giinde, topluluk 16.7 sinek/giin gibi bir hizla artmaktadir. 7 


Ornek 2’deki tasin t = 1 ve t = 2 anlarindaki diisiis oranlarina ve Ornek 4’ teki toplulu- 
Sun ¢ = 23 giiniindeki degisim oranina anlik degisim oranlari denir. Orneklerin belirttigi 
gibi, anlik oranlari ortalama oranlarin sinir deSerleri olarak buluruz. Ornek 4’te, niifus e%- 
risinin 23. giindeki tegetinin kirislerin bir sinir konumu oldugunu gérdtik. Yakindan iliski- 
li olan anlik oran ve tegetler bir gok baska olayda da karsimiza ¢ikar. Bu ikisinden yapic1 
bir sekilde bahsetmek ve aralarindaki baglantiy1 daha iyi anlamak igin, stireci sinir deger- 
leri veya bundan sonra kullanacagimuiz adiyla Jimitler yardimiyla incelememiz gerekir. 


Fonksiyon Degerlerinin Limitleri 


Orneklerimiz limitin kavramini akla getirmistir. Yeterince ilerleyene kadar kesin tanimi er- 
teleyerek su gayri resmi tanimla baslayalim. 

f(x), Xo civarinda agik bir aralikta tanimli olsun (x9 da tanimli olmayabilir). xo’a yete- 
rince yakin biitiin x icin f(x) L degerine keyfi derecede (istedigimiz dlgtide L’ye yakin) 
yaklasiyorsa, x X9’a yaklasirken, f L limitine yaklasryor deriz ve “x xo’a yaklasirken 
f(x)’in limiti Z dir” diye okunan 


lim f(x) = L 
X—>X0 


yazariz. Aslinda tanim sunu s6yler: x x9’a_yakin iken (x9’1n her iki tarafinda ) f(x) deger- 
leri Z sayisina yakindir. 

Bu tanim gayri resmidir, ¢tinkti keyfi derecede yakin ve yeterince yakin gibi terim- 
ler acgik degildir; anlamlari duruma gore degisir. Piston yapan bir isgiye gére yakin, bir 
ing’in bir kag binde biri anlamina gelebilirken, uzak galaksileri inceleyen bir astronom igin 
birkag isik yili uzaklikta anlamina gelebilir. Yine de, bu tanim belirli bazi fonksiyonlarin 
limitini bulmamuzi saglayacak kadar agiktir. Ancak limit teoremlerini ispatlamaya koyul- 
dugumuzda, Boliim 2.3’teki daha acik tanima gerek duyacagiz. 


ORNEK5 Bir Fonksiyonun Bir Nokta Civarindaki Davranis! 


x7 - 1 
x-— 1 


f(x) = 


fonksiyonu x = | civarinda nasil davranir? 


Céziim Verilen formiil, x = 1 harig biitiin x reel sayilari icin f’yi tanimli kilar. (0 ile béle- 
meyiz). Herhangi bir x # | degeri igin, pay1 garpanlarina ayirip, ortak carpani sadelestir- 
erek formiilii basitlestirebiliriz: 

(x= Ie 1). 


x= 1 


F(x) 


xt1, x1 
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Boylece f’nin grafigi bir noktasi, yani (1, 2), gikartilmig olan y = x + 1 dogrusu olur. Bu 
cikartilmis nokta Sekil 2.4’te bir “bosluk” olarak gésterilmektedir. f(1) tanimli olmadigi 
halde x’i 1’e yeterince yakin segerek, f(x)’in degerini 2’ye istedigimiz kadar yakin bula- 
bilecegimiz agiktir (Tablo 2.2). 


SEKIL2.4 f?nin grafigi, f’nin 
tanimsiz oldugu x = | disinda, 
y =x +1 dogrusuyla ézdestir 
(Ornek 5). 


TABLO 2.2 x 1'e yaklastikca, Ax) = (% - 1)/(x- 1) 2'ye 0 kadar yaklasir. 
x’in 1’in altinda ve iistiindeki i@x= ed eh, «eet 
degerleri x-1 
0.9 1.9 
1.1 2.1 
0.99 1.99 
1.01 2.01 
0.999 1.999 
1.001 2.001 
0.999999 1.999999 

mee 1.000001 2.000001 


x 1’e yaklasirken f(x) 2 limitine yaklasir deriz ve bunu 


lim f(x) =2 veya tim *—1 
x1 x1] xX 7 1 


= 2. a 
olarak yazariz. 


ORNEK 6 —_Limit Degeri Fonksiyonun x) da Nasi Tanimlandigina Bagli Degildir. 


Sekil 2.5’teki f fonksiyonu x = 1|’de f tanimsiz oldugu halde, x — 1 iken limiti 2’dir. 
2 # g(1) oldugu halde, x > 1 iken, g fonksiyonunun limiti 2’dir. / fonksiyonu, x > 1| iken 


>< 
>< 
>< 


1 


Dias 
x=4 


x 


(a) fix) = (b) gx) = 4%! 


SEKIL 2.5 x 1’e yaklasirken f(x), g(x) ve A(x) fonksiyonlarii hepsinin limiti 2 dir. 
Halbuki, x = 1 de yalniz h(x)’in degeri limiti ile aynidir (Ornek 6). 


v 
A 
k yok 
a, Sa, aaa 
| 
| 
| 
| 
| >x 
0 Xo 
(b) Sabit fonksiyon 


SEKIL 2.6 Ornek 8’deki fonksiyonlar 


(a) Birim basamak fonksiyonu U(x) 
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limiti x = 1’deki degerine esit olan tek fonksiyondur. / igin, lim,_,, A(x) = A(1) dir. Limitin 
ve fonksiyon degerinin bu sekilde esitligi 6zel bir durumdur ve Béliim 2.6’da buna 
dénecegiz. rT] 


Bazen lim, 5x, f(x) f(xo) hesaplanarak bulunabilir. Ornegin, f(x), f(xo)’1n tammml 
oldugu polinomlarin ve trigonometrik fonksiyonlarin cebirsel bir kombinasyonuysa, bu 
gecerlidir (Boliim 2.2 ve 2.6’te bunun hakkinda daha gok sey s6yleyecegiz). 


ORNEK 7 
(a) lim(4) = 4 
(b) lim (4) =4 


f(x) Hesaplayarak Limit Bulmak 


(c) lim x = 3 
x— 

(d) lim (Sx 3)=10-3=7 
x— 

ie): ti ser a 6 +A - 
x2 x + 5 =—2 5 3 


ORNEK 8 
(a) f birim fonksiyon f(x) =x ise, xo’1in herhangi bir degeri igin (Sekil 2.6a) 


Birim ve Sabit Fonksiyonlarin Her Noktada Limitleri Vardir 


lim f(x) = lim x = x9 
X>X9 X—>Xo 


(b) f sabit fonksiyon f(x) =k ise, (k sabit degerli fonksiyon) x9’1in herhangi bir degeri 
icin (Sekil 2.6b) 


lim f(x) = lim k= k 
X—Xo X—>Xo 


Ornegin, 
lim x = 3 ve lim (4) = lim(4) = 4 
x> x—>-7 x2 
tiir. Bu sonuclari Béliim 2.3 Ornek 3’te ispat edecediz. 7 


Limitin var olmadigi birkag durum Sekil 2.7’de gésterilmekte ve bir sonraki 6rnekte 
incelenmektedir. 


>x 
0 
x¥=0 
ee | 
sin; , x >0 
(b) g(x) (c) f(x) 


SEKIL 2.7 x 0’a yaklagirken bu fonksiyonlardan hig birinin limiti yoktur (Ornek 9). 
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ORNEK9 Bir Fonksiyonun Tanim Kiimesindeki Bir Noktada Limiti Olmayabilir. 


x — 0 iken asagidaki fonksiyonlarin davranislarini inceleyin. 


0, x <0 
U _ 2 
(a) U(x) {° wen 
a x#0 
b = 
(b) g(a) 0, x=0 
0, x=0 
(c) f(x) = 
siny, x >0 
Coziim 


(a) Sicrar: Birim basamak fonksiyonu U(x)’in x > 0 iken limiti yoktur, ciinkii degerleri 
x = 0’da sigrama yapar. x’in sifira yakin negatif degerleri igin U(x) = 0’dir. x’in sifira 
yakin pozitif degerleri iginse U(x) = I’dir. x > 0 iken, U(x)’in yaklastigi tek bir L 
degeri yoktur (Sekil 2.7a). 

(b) Cok biiyiir: x > 0 iken g(x)’in limiti yoktur, giinkti x — 0 iken g’nin degerleri mutlak 
deger olarak cok biiyiir ve herhangi bir reel sayrya yaklasmaz (Sekil 2.7b) 


(c) Cok fazla salinir: x > 0 iken f(x)’in limiti yoktur, giinkti fonksiyonun degerleri 071 
igeren biitiin acik araliklarda —1 ile +1 arasinda salinir. x > 0 iken, degerleri herhangi 
bir sayinin yakininda kalmaz (Sekil 2.7c). 7 


Limitleri Tahmin Etmek icin Hesap Makinesi ve Bilgisayar Kullanmak 


Tablo 2.1 ve Tablo 2.2, x x9’a yaklastikca bir limiti numerik olarak tahmin etmede bir he- 
sap makinesi veya bilgisayar kullanimim géstermektedir. Bu prosediir Ornek 7 deki gibi 
fonksiyonlarin limitleri igin de basarili olabilir (bunlar stirekli fonksiyonlardir ve Boliim 
2.6 da inceleneceklerdir). Ancak, hesap makineleri veya bilgisayarlar, bir noktada tanimli 
olmayan veya limiti olmayan fonksiyonlar igin yanlis degerler verebilir veya yanlis izle- 
nimlere yol agabilir. Bir fonksiyonun bir nokta civarindaki davranisi hakkinda, bir hesap 
makinesinin veya bir bilgisayarin ne zaman garip veya muglak bilgiler verdigini bilme- 
mizde diferansiyel hesap bize yardimci olacaktir (B6liim 4.4 ve 4.6’ya bakin). Simdilik, 
bir limit degerini tahmin etmek igin hesaplama araglari kullandigimizda gizli tuzaklarin 
ortaya cikabilecegi konusunda basitge dikkatli olmamuz gerekir. iste bir 6rnek. 


ORNEK 10 __Bir Limiti Tahmin Etmek 
Vx? + 100 — 10 


2 


lim 


x0 x 


limitini tahmin edin. 


Coziim Tablo 2.3 te x=0’a yakin bazi degerler icin fonksiyonun degerleri listelenmistir. 
x, +1, +0.5, +0.10 ve 0.01 degerleri ile 0’a yaklasirken fonksiyon 0.05 degerine yaklasi- 
yor gibi g6ziikmektedir. 

x’in +0.0005, +0.0001, +0.00001 ve +0.000001 gibi daha ktigtk degerlerini alirsak 
fonksiyon 0 degerine yaklastyor gibi géziikiir. 


Su halde cevap nedir? 0.05 veya 0 m1 yoksa baska bir deger mi? Hesap makinesi veya 
bilgisayar degerleri muglaktir. Fakat, sonraki béliimde tanitilan limit teoremleri dogru li- 
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\/x2 _ 
TABLO 2.3. x= O civarinda flx) = is oe 10 rin bilgisayar degerleri 
x 
x f&) 
+1 0.049876 
aoe ieee 0.05’e yaklasir? 
+0.1 0.049999 
+0.01 0.050000 
+0.0005 0.080000 
+0.0001 0.000000 0’a yaklasir? 
+0.00001 0.000000 
+0.000001 0.000000 


mit degerinin oldugunu dogrulayacaktir. Bu gibi problemler, birkag gézlem yaparak elde 
edebilecegimiz sonuglar tizerine gelistirilen matematiksel muhakemenin giictinti gésterir. 
Her iki yaklasimin doga gercekleri karsisinda avantajlari ve dezavantajlari vardir. a 


ALISTIRMALAR 2.1 


Grafiklerden Limitler 


1. Grafigi cgizilen g(x) fonksiyonu icin, asagidaki limitleri bulun 
veya neden bulunmadiklarini agiklayin. 


b. lim, g(x) 


a. lim g(x) c. lim g(x) 


> X 


2. Grafigi cizilen f(t) fonksiyonu icin, asagidaki limitleri bulun 
veya neden bulunmadiklarini agiklayin. 


a. lim_ f(2) b. lim f(A) c. lim f(t) 
t>-2 t>-1 t>0 


3. Grafigi ¢gizilen y = f(x) fonksiyonu igin asagidaki ifadelerden 
hangileri dogru, hangileri yanlistir? 


a. jim f(x) vardir. 
b. lim f(x 
e. lim f(x) = 
d. lim f(x) = 1. 


1 


>< 


4. Grafigi gizilen y = f(x) fonksiyonu igin asagidaki ifadelerden 
hangileri dogru, hangileri yanlistir? 
a. lim f(x) yoktur. 
x 


b. lim f(x) = 2. 
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c. lim f(x) yoktur. 
d. (I, 1) deki her xp igin lim f(x) vardir. 
X—>X0o 
e. (1, 3) teki her x9 icin lim f(x) vardir. 
X>Xo 


y 
‘i y =f) 


Limitlerin Varligi 


5 ve 6 alistirmalarinda limitlerin neden olmadigini agiklayin. 


5. 


7. 


10. 


lm = 6. lim 
x0 |x| xyo1x— 1 


Bir f(x) fonksiyonu x = xg harig biitiin reel x degerlerinde tanimli 
olsun. lim,_,,, f(x)’in varligi hakkinda bir sey sdylenebilir mi? 
Yanitinizi aciklayin. 


. Bir f(x) fonksiyonu [—1, 1] araligindaki biitiin x degerlerinde 


tanimli olsun. lim,_, f(x)’in varligi1 hakkinda bir sey sdylenebilir 
mi? Yanitinizi agiklayin. 


. lim,_,; f(x~)=S5 ise f x = 1’de taniml olmak zorunda midir? 


Tanmmliysa, f(1) = 5 midir? x = 1’de f’nin degerleri hakkinda 
herhangi bir sonuca varabilir miyiz? Agiklayin. 

f(l) = 5 ise, lim,,; f(x) var olmak zorunda midir? Varsa, 
lim,_,; f(x) = 5 olmak zorunda midir? lim,_,; f(x) hakkinda her- 
hangi bir sonuca varabilir miyiz? 


Limitleri Tahmin Etme 


12. 


11-20 alistirmalarinda grafik ¢izin bir hesap makinesi faydal: olabilir. 
11. 


f(x) =? — 9)/(x + 3) olsun. 

a. x = —3.1, -3.01, -3.001 ve hesap makinenizin izin verdigi 
uzunluktaki noktalarda f’nin degerlerinin bir tablosunu yapin. 
Sonra lim,_,-3 f(x)’1 tahmin edin. Bunun yerine f’yi x = —2.9, 
—2.99, 2.999, ... gibi degerlerde hesaplarsaniz ne bulursunuz? 

b. (a)’da bulduklarimizi f’yi x9 = —3 civarinda ¢gizerek ve x—>-3 
iken grafikteki y degerlerini bulmak igin ZOOM ve TRACE 
kullanarak dogrulayin. 

ce. lim,_, 3 f(x)’i cebirsel olarak bulun. 

g(x) = (x - 2)/(x = V2) olsun. 

a. x = 1.4, 1.41, 1.414 ve V2 ’nin artan ondalikh degerleriyle 
g’nin bir tablosunu yapin. lim,_,/> g(x)’i tahmin edin. 


b. (a)’daki sonuclarinizi g’yi x9 = V2 civarinda cizerek ve 
x > V2 iken grafikteki y degerlerini bulmak icin ZOOM ve 
TRACE kullanarak dogrulayiniz. 


ce. lim,_,/3 g(x)’1 cebirsel olarak bulun. 


16. F(x) = (x? + 3x + 2)/(2 


13. G(x) = (x + 6)/(x* + 4x — 12) olsun. 


a. x =-5.9, —5.99, -5.999,... noktalarinda G’nin degerlerinin bir 
tablosunu yapin. Sonra lim,_, G(x)’i tahmin edin. G’yi 
x = -6.1, -6.01, —6.001, ... gibi degerlerde hesaplarsaniz ne 
bulursunuz? 


b. (a)’da bulduklarinizi G’yi gizerek ve x > —6 iken grafikteki y- 
degerlerini bulmak igin ZOOM ve TRACE _ kullanarak 
dogrulayin. 


ec. lim,_,6 G(x)’i cebirsel olarak bulun. 


14, A(x) = (x? — 2x — 3)/(x? — 4x + 3) olsun. 


a. x = 2.9,2.99,2.999, noktalarmda /’nin  degerlerinin 
lim,_,3/4(x)’1 tahmin edin. A’yi x = 3.1, 3.01, 3.001,... deger- 
lerde hesaplarsaniz ne bulursunuz? 

b. (a)’da bulduklarinizi h’yi x9 = 3 civarinda gizerek ve x > 3 
iken grafikteki y degerlerini bulmak igin ZOOM ve TRACE 
kullanarak dogrulayin. 


c. lim,_,3 A(x) cebirsel olarak bulun. 


15. f(x) = (x? — 1)/(|x| — 1). olsun. 


a. x9 =—l’e alttan ve tistten yaklasan x degerleri icgin f’nin deger- 
lerinin bir tablosunu yapin. Sonra lim,_,_; f(x)’ tahmin edin. 


b. (a)’da bulduklarinizi f’yi x9 =—1 civarinda gizerek ve x > —1 
iken grafikteki y-degerlerini bulmak igin ZOOM ve TRACE 
kullanarak dogrulayin. 


ec. lim,_,; f(x) cebirsel olarak bulun. 


|x|) olsun. 

a. Xo = —2’ye alttan ve tistten yaklasan x degerleri icin F’nin 
degerlerinin bir tablosunu yapin. Sonra lim,_, » F(x)’ tahmin 
edin. 

b. (a)’da bulduklarmizi F’ yi x9 = —2 civarinda cizerek ve x > —2 
iken grafikteki y-degerlerini bulmak igin ZOOM ve TRACE 
kullanarak dogrulayin. 


ec. lim,_,. F(x) cebirsel olarak bulun. 


17. 2(0) =(sin@)/6 olsun. 


a. O = 0’a alttan ve tistten yaklasan @ degerleri igin g’nin deger- 
lerinin bir tablosunu yapin. Sonra lim,_,9 g(A) ’y1 tahmin edin. 


b. (a)’da bulduklarinizi g’yi & = 0 civarinda cizerek dogrulayin. 


18. G(t) = (1 —cos 2)/? olsun. 


a. fy) = 07a alttan ve tistten yaklasan ¢ degerleri icin G’nin deger- 
lerinin bir tablosunu yapin. Sonra lim,_,) G()’yi tahmin edin. 


b. (a)’da bulduklarinizi G’yi ty = 0 civarinda cizerek dogrulayin. 


19. f(x) =x!/"™ olsun. 


a. Xo = le alttan ve tistten yaklasan x degerleri icin f deger- 
lerinin bir tablosunu yapin. x > 1 iken f’nin bir limiti var 
midir? Varsa nedir? Yoksa, neden yoktur? 


b. (a)’da bulduklarinizi f’ yi xp = 1 civarinda ¢izerek dogrulayin. 


20. f(x) =(@*—1)/(@) olsun. 
a. x9 = 0’a alttan ve tistten yaklasan x degerleri icin f deger- 
lerinin bir tablosunu yapin. x > 0 iken f’nin bir limiti var 
midir? Varsa nedir? Yoksa, neden yoktur? 


b. (a)’da bulduklarinizi f’yi x9 = 0 civarinda cizerek dogrulayin. 


Yerine Koyarak Limit Bulma 

21-28 alistirmalarinda degerleri yerine koyarak limitleri bulun. Eger 
miimktinse bir hesap makinesi veya bir grafik programiyla yanitlari- 
nizi dogrulayin. 


21. lim 2x 22. lim 2x 
x2 x>0 
. : —1 
23% ol 3x - 1 24. lim ————— 
ee GD 
2 
25. lim 3x(2x — 1) 56; fay 
x->-1 x--1 2x = 1 
27. lim xsinx 28. lim one 
x 77/2 xeon 1 7 


Ortalama Degisim Orantari 


29-34 alistirmalarinda verilen aralik veya araliklarda fonksiyonun or- 

talama degisim oranim: bulun. 

29. f(x) =x + 1; 

a. [2,3] b. [—1, 1] 
30. g(x) = x?; 
a. [-1,1] b. [-2, 0] 

31. h(t) = cott; 

a. [7/4, 37/4] b. [7/6, 77/2] 

32. g(t) = 2 + cost; 

a. [0,7] b. [—7, 7] 

33. R(@) = V40+ 1; [0,2] 

34. P(0) = @ — 467 + 50; [1,2] 

35. Bir Ford Mustang Cobra’nin Hizi_ Asagidaki sekilde hareket- 
sizken ivmelenen bir 1994 Ford Mustang Cobra’nin zaman- 
konum grafigi goriilmektedir. 

Ss 
650} ss 
600 


Mesafe (m) 


0 =) 10 15 20 


Gecen zaman (saniye) 
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a. PQ,, PQz, PO; ve PQ, kirislerinin egimlerini, sirastyla Sekil 
2.3 teki gibi bir tablo diizenleyerek tahmin edin. Egimlerin uy- 
gun birimi nedir? 

b. t= 20s aninda Cobra’nin hizim bulun. 


36. Sekilde, ay yiizeyine 80 m mesafedeki bir indirme modiiltinden 
diisen bir nesnenin zamana karsi diistilen mesafe (m) grafigi 
gortilmektedir. 


a. PQ,, PQ, PQ; ve PQ, kirislerinin egimlerini, sirastyla Sekil 
2.3 teki gibi bir tablo diizenleyerek tahmin edin. 


b. Yiizeye carptiginda nesnenin hizi nedir? 
y 
A» 
80 
60 
40 


20 


Diisiilen mesafe (m) 


0 5 10 


Gecen zaman (saniye) 


37. Kiictik bir firmanin ilk bes yilindaki yillik kar tablosu asagida 


verilmektedir: 
Yil 1000$ olarak kar 
1990 6 
1991 27 
1992 62 
1993 111 
1994 174 


a. Karlari temsil eden noktalari yilm fonksiyonu olarak isaret- 
leyin ve olabildigince diizgiin bir egriyle birlestirin. 
b. 1992 ve 1994 arasindaki ortalama kar artis orani nedir? 


ec. Grafiginizi kullanarak, 1992’de karin hangi oranda degistigini 
bulun. 


38. x= 1.2,x= 11/10, x= 101/100, x = 1001/1000, x = 10001/10000 


ve x = | noktalarinda F(x) = (x + 2)/(x — 2) fonksiyonunun deger- 

lerinin tablosunu yapin. 

a. Tablonuzdaki her x # | icin [1, x] araliginda F(x)’in ortalama 
degisim oranim bulun. 

b. Gerekirse tablonuzu genisleterek, x = 1’de F(x)’in degisim 
oranini bulmaya ¢alisin. 


39. x = Oigin g(x) = Vx olsun. 


a. [1,2], [1, 1.5] ve [1, 1 +A] araliklarinda g(x)’in x’e gore orta- 
lama degisim oranini bulun. 


b. /’nin sifira yaklasan degerlerinde, 6rnegin A = 0.1, 0.01, 
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0.001, 0.0001, 0.00001 ve 0.000001 icin, [1, 1 + A] araliginda d. T ikiye yaklasirken, 2’den Tye kadar olan aralikta f’nin ye 
g(x)’in x’e gére ortalama degisim oranlarinin bir tablosunu gore ortalama degisim oraninin limitini hesaplayin. T = 2 
yapin. almadan 6nce biraz hesap yapmaniz gerekecektir. 


ec. Tablonuz g(x)’in x = 1’deki x’e gore degisim orant hakkinda ne BILGISAYARLI INCELEMELER 
soyler? 


d. A sifira yaklasirken, [1, 1 + A] araliginda g(x)’in x’e gore Limitlerin Grafiksel Tahminleri 


ortalama degisim oraninin limitini hesaplayin. 41-46 alistirmalarinda, asagidaki adimlar igin BCS kullanin. 
40. ¢#0 icin, f(t) = 1/t olsun. a. Yaklasilan x9 noktasi yakininda fonksiyonu ¢izin. 
a. (i) t = 2’den ¢ = 3’e, (ii) tf = 2’den t = T’ye kadar olan b. Ciziminizden fonksiyonun limitini tahmin edin. 
araliklarda f’nin ¢’ye gore ortalama degisim oranim bulun. x4 = 16 x3 — x2 — 5x —3 
se eae 7 , ae 41. lim 42. lim —-—— 
b. Tnin ikiye yaklasan degerlerinde, 6rnegin T = 2.1, 2.01, x32 x—-2 x1 (x + 1) 
2.001, 2.0001, 2.00001 ve 2.000001 icin, [2, T araliginda .. Wi ee <4 ~=% 
f(t)’nin ? ye gére ortalama deisim oranlarimin bir tablosunu 43. lim —— 44, lim 5 
yapin. x0 x73 Var + 7-4 
Fae eS a aes es ee .  1|—cosx : 2x? 
ec. Tablonuz f(f)’nin ¢ = 2’deki ye gore degisim oram hakkinda 45. lim ——.— 46. lim >=—>——_ 
ne sdyler? x0 x Sinx x0 3 — 3cosx 


eee Limitleri Hesaplamak Limit Kurallarini Kullanmak 


TARIHSEL DENEME* B6liim 2.1 de limit degerlerini tahmin emek icin grafikler ve hesap makineleri kullandik. 
Bu_ béliim limitlerin hesaplanmalartyla ilgili teoremleri vermektedir. [Ik iicii gegen 
béliimdeki Ornek 8’in sonuclarini kullanarak polinomlarin, rasyonel fonksiyonlarin ve 
kuwvetlerin limitlerini bulmamizi saglar. Dordiinctisti ise daha ilerideki hesaplar igin 
hazirlik yapar. 


Limitler 


Limit Kurallart 
Asagidaki teorem, limitlerini bildigimiz fonksiyonlarin matematiksel kombinasyonlari 
olan fonksiyonlarin limitlerinin nasil hesaplanacagini sdyler. 


TANIM1 Limit Kurallari 
L, M, cve kreel sayilar ve 


lim f(x) = L ve lim g(x) = M, ise 
xc xe 
1. Toplama Kuralt: lim (f(x) + g(x))=L+M 
Iki fonksiyonun toplaminin limiti limitlenais toplamidir. 
2. Fark Kuralt: lim (f(x) — g(x))=L-M 
iki fonksiyonun farklarmin limiti eects farkidir. 


3. Carpim Kuralt: lim (f(x) > g(x)) = L-M 


iki fonksiyonun garpiminin limiti limitlerinin garpimidir. 


Calculus’un tarihsel figtirleri, esas elemanlarm gelisimleri ve konulart hakkinda daha fazlasini 6grenmek 
icin www.aw-be.com/thomas’1 ziyaret edin. 
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4. Sabitle Carpim Kural: lim(k: f(x)) = ke L 
x="¢6 


Bir fonksiyonun bir sabit katinin limiti fonksiyonun limitinin sabit katidir. 
im JOE 
xc B(x) =’ 


Iki fonksiyonun béliimiiniin limiti, bélenin limitinin sifir olmamasi kosuluyla, 
limitlerinin béliimiidiir. 


5. Boltim Kurali: M#0 


6. Kuvvet Kurali: r ve s ortak carpan bulunmayan iki tamsay1s #0 ve ise 
L”’’ nin bir reel say1 olmas1 kosuluyla, 


lim(f(x))"* = L's 
XE 
dir. (s cift ise L > 0 oldugunu varsayiyoruz) 


Bir fonksiyonun herhangi bir rasyonel kuvvetinin limiti, bir reel say: olmas1 
kosuluyla, limitin o kuvvetidir. 


Teorem | deki 6zelliklerin dogru olduguna kendimizi ikna etmemiz kolaydir (bu 
sezgisel iddialar ispat igermese de). Limitin gayri resmi tanimindan, x c’ye yeterince 
yakin ise f(x) + g(x)’in L + M’ye; f(x) — g(x)’in L — M’ye; f(x)g(x)’in LM’ye; kf(x)’in 
kL’ye ve M # 0 ise f(x)/g(x)’in L/M’ye yakin olmalari anlamlidir. Limitin kesin tantmina 
dayanarak, toplam kuralini Béliim 2.3 te ispat ediyoruz. 2-5 kurallar1 Ek 2 de ispat 
edilmistir. Kural 6 ise daha ileri diizeyde kitaplarda ispat edilmektedir. 

Asagida, polinom fonksiyonlarin ve rasyonel fonksiyonlarin limitlerinin bulunmasin- 
da Teorem 1’in nasil kullanilabilecegini gésteren bazi 6rnekler verilmistir. 


ORNEK 1 Limit Kurallarini Kullanmak 


Asagidaki limitleri bulmak igin lim,—,. k = k ve lim,.x = c g6ézlemlerini (Béliim 2.1, 
Ornek 8) ve limit 6zelliklerini kullanin. 


4 Dee 
(a) lim(x3 + 4x2-3) (by im® 42 = im V4x? = 3 
x= xc x x2 


+5 
Coziim 
(a) lim (x? + 4x? — 3) = lim x? + lim 4x? — lim 3 Toplam ve Fark Kurallari 
xX-=C xc XC. x6 
= 3 + 4c? — 3 Carpim ve Sabit Kat Kurallart 
lim(x4 + x? - 1 
xt tx%-—1 ed ) nk 
(b) lim 2 a = 2 Boliim Kurali 
xe x7 + 5 lim(x* + 5) 
xc 


lim x* + lim x? — lim 1 
XC X26 XC. 
= ; 2 ; Toplam ve Fark Kurallari 
lim x* + lim 5 
x= xc. 


o+c-1 
e+ 5 


Kuvwvet veya Carpim Kurallari 
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Ortak Carpantari Belirlemek 

Q(x) bir polinom ve O(c) = 0 ise 
Q(x)’in bir garpaninin (x — c) oldugu 
gosterilebilir. Boylece, x’in bir rasyonel 
fonksiyonunun pay ve paydas1 bir c 
icin sifir ise (x — c) ortak garpanlaridir. 


"1 


(c) lim Vx? —-3= ay lim (4x? — 3) r/s=1/2 ile Kuvvet Kurali 
Ld: x2 
= V lim 4x2 — lim 3 Fark Kurali 
a= =2 XZ 


= V 4(—2)* -—3 Carpim ve Sabit Kat Kurallar 

= V16-3 

= V13 : 
Teorem 1’in iki sonucu polinomlarin ve rasyonel fonksiyonlarin limitlerini bulma isini 
daha da basitlestirmektedir. Bir polinom fonksiyonun x c’ye yaklasirken limitini hesapla- 
mak icin fonksiyonun formiltinde x yerine basitce c yazin. Bir rasyonel fonksiyonun x 
c’ye yaklasirken (paydanin_ sifir olmadigi bir c) limitini hesaplamak igin fonksiyonun 
formiiliinde x yerine basitge c yazin (Ornek 1.a ve 1.b ye bakin). 


TANIM2 _Polinomlarin Limitleri Deger Yerine Koyma ile Bulunabilir 
P(x) = a,x" + dy—-1x""! + +++ + ao, ise 


lim P(x) = P(c) = aye” + a,—jco"!| + +++ + ag. 
x6 


olur. 


TANIM 3 Bélenin Limiti Sifir Degilse, Rasyonel Fonksiyonlarin 
Limitleri Deger Yerine Konularak Bulunabilir 
P(x) ve O(x) iki polinom ve O(c) # 0, ise 
i P(x) ~=P(e) 
m = is 
xe Ox) OAc) 


olur. 


ORNEK2 Bir Rasyonel Fonksiyonun Limiti 


xi+4x2-3 _ (-1)°+4(-1"-3 _ 0 
x1 r+ 5 (-1)? +5 6 


=0 


Bu sonuc, c = —1 ile Ornek 1 deki ikinci limite benzerdir. Burada bir adimda 
hesaplanmistir. 7 


Sifir Payday! Cebirsel Olarak Elemek 


Teorem 3 sadece c limit noktasinda paydasi sifir olmayan rasyonel fonksiyonlara uygu- 
lanir. Payda sifir ise pay ve paydadaki ortak garpanlari kisaltmakla c noktasinda paydas1 
sifir olmayan bir kesir elde edilebilir. Boyle olursa sadelestirilmis kesirde yerine yazma 
ile limiti bulabiliriz. 


ORNEK3 Bir Ortak Carpani Kisaltmak 


limitini hesaplayiniz. 


| " 
a 1 s¥ 


SEKIL2.8 f(x) = (x? + x — 2)/(x? — x) 
grafigi (a) da ile g(x) = (x + 2)/x 
grafigi (b) de f’nin tanimsiz oldugux = 1 


disinda aynidir. x > 1 iken her iki 
fonksiyonun limiti aynidir (Ornek 3). 
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Coziim Payday sifir yaptigindan x = | yazamayiz. x = | de payin da sifir olup olmadigini 
gérmek icin pay’! inceleriz. Pay sifirdir, su halde payda ile ortak (x — 1) carpami vardir. 
(x — 1)’leri kisaltmak x #1 igin degerleri orijinali ile ayni olan daha basit bir kesir verir. 


xetx—2 (*-1)e+2) x4+2 Pr sl 


xr x aie = 1) =e 


Daha basit olan kesri kullanarak x — 1 igin limiti yerine yazma ile buluruz: 


xe+x-2 6 oe ED 1k 2 


3. 

Sekil 2.8’a bakiniz. = 
ORNEK4 Bir Ortak Carpan Olusturmak ve Kisaltmak 

Vx? + 100 — 10 


2 


lim 
x0 x 
limitini hesaplayiniz. 


Céziim Bu, Snceki béliimde Ornek 10 da ele aldigimiz limittir. x = 0 yazamayiz, ayrica 


pay ve paydanin hemen géortilen bir ortak ¢arpani yoktur. Pay ve _ payday1 
Vx? + 100 + 10 (karekdkten sonraki isareti degistirerek elde edilen) ifadesi ile carparak 


bir ortak garpan olusturabiliriz. Basit bir hesap pay’1 rasyonel hale getirir: 


Vx2 + 100-10 _ Vx? + 100 - 10 Vx? + 100 + 10 
x x Vx? + 100 + 10 
___x* + 100 — 100 
x?(Vx? + 100 + 10) 


2 


Xx 
x?(Vx? + 100 + 10) 
_ 1 
Vx? + 100 + 10° 


Ortak Carpan x” 


x # 0 igin x’’yi kisaltin 


Bu nedenle, 


_ Vx? + 100-10 _ ,. 
lim = lim 


1 
x0 x x>0 Vx? + 100 + 10 
1 
V0? + 100 + 10 


x = 0'da payda 
1 sifir degidir; 
== = 0.05. iti 
20 yerine yazin 


Bu hesap, 6nceki béliimde Ornek 10’daki belirsiz bilgisayar sonuclarina karsilik dogru 
cevabi verir. a 


Sandévic Teoremi 


Asagidaki teorem ilerideki béliimlerde cesitli limitleri hesaplamamizi saZlayacaktir. [smi 
Sandévig¢ Teoremidir, ¢iinkii degerleri, c noktasindaki limitleri ayni ve Z olan baska iki g 
ve h fonksiyonunun degerleri arasina sikistirilmis bulunan f fonksiyonundan bahsetmek- 


88 Baliim 2: Limit ve Siireklilik 


y 
rN 


SOK aa eae 


SEKIL2.9  g ve A fonksiyonlarimin 
grafikleri arasina sikistirilmis f 
fonksiyonunun grafigi. 


SEKIL2.10 Grafigi y = 1 + (x7/2) ve 

y= 1-(x°/4) eBrileri arasindaki bélgede 
bulunan bir u(x) fonksiyonun x > 0 iken 
limiti 1’dir. (Ornek 5) 


>X 


tedir. Degerleri L’ye yaklasan iki fonksiyonun degerleri arasinda sikismis oldugundan, 
f’nin degerleri de L’ye yaklasmalidir (Sekil 2.9). Ispatini Ek 2’de bulabilirsiniz. 


TEOREM4 — Sandovic Teoremi 
c’yi icgeren bir agik araliktaki biitiin x’ler igin, belki x = c harig olabilir, 
g(x) S f(x) S A(x) oldugunu varsayalim. Ayrica 


lim g(x) = lim h(x) = L. 
x= L=2C 


oldugunu kabul edelim. Bu durumda lim,_,.. f(x) = Z olur. 


ORNEK5 —Sandavig Teoremini Uygulamak 
Her x #0 icin 


i 


2 


a 


Sake 


Su(x)S 1+ 


veriliyor. lim,_,) u(x)’i bulun, uw ne kadar karmasik olursa olsun. 


Coziim 
lim(1 — (x7/4)) = 1 <6 lim(1 + (x7/2)) = 1 
x0 x0 
oldugundan, Sandévi¢ Teoreminden lim,_,9) w(x) = 1 bulunur (Sekil 2.10). rT] 


ORNEK 6 — Sandavig Teoreminin Baska Uygulamalari 


(a) (Sekil 2.1la’ya bakimiz) sin 6’nin tanimindan (Ek B3’e bakiniz) her 6 igin 
—|6| S sin 6 <|6| oldugu gériiliir. Ayrica, limp—o(—|6|) = limp—o|@| = 0 oldugun- 
dan 


lim sin@ = 0 
6-0 


elde ederiz. 


y=lal 


y=1-—cosé 


| | 7) 


(a) 


SEKIL 2.11 Sandévic Teoremi (a) limg-so sin 0 = 0 ve (b) limg_sy (1 — cos @) = 0 
oldugunu dogrular (Ornek 6). 
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(b) (Sekil 2.11b’ye bakiniz). cos 6’nin tanimindan, her @ icin 0 = 1 — cosé =|6| 
oldugu gériiliir ve limpg_.9(1 — cos @) = 0 veya 


lim cos @ = 1 


6-0 
dir. 
(c) Herhangi bir f(x) fonksiyonu igin, lim,—,| f(x)| = 0, ise lim, f(x) = 0.dir. 
Diisiince: —| f(x)| S f(x) S |f(x)| vex > c iken —| f(x)| ve | f(x)|’in limitleri 0 
dir. a 


Limitlerin bir baska 6nemli 6zelligi asagidaki teoremde veriliyor. Sonraki béliimde 
bir ispati verilmektedir. 


TEOREM 5 c’yi igeren bir agik araliktaki biitiin x’ler icin (c’nin kendisi harig¢ 
olabilir) f(x) < g(x) ise ve x c’ye yaklasirken f ve g’nin her ikisinin de limitleri 
varsa 


lim f(x) S lim g(x) 
R26 X=2C 


dir. 


Teorem 5 te kiiciik veya esittir = esitsizligini kesin kticiik < esitsizligi ile 
degistirmekle elde edilen iddia yanlistir. Sekil 2.lla her 6 # O icin 
—|6| < sin@ <|6|, oldugunu fakat 6 > 0 limitinde esitliZin saglandigini géster- 


mektedir. 
Limit H esaplamalari 19-36 alistirmalarinda limitleri bulunuz. 
1-18 alistirmalarinda limitleri bulunuz. 19. lim 7 — 7 20. lim, a 
1. lim (2x + 5) 2. lim (10 — 3x) —s. ee a 
x7 x12 i. Ta + 3x. =. 10 22. lim ~— Ix + 10 
3. lim (—x? + 5x — 2) 4. lim (0° — 2x* + 4x + 8) "455 x t 5 "2 x= 2 
Pe a Fae ame 2 3 2 aia 
5. lim 8(¢ — 5)(t — 7) 6. lim_3s(2s — 1) 23. lim / + 4— 2 24, lim + 3+ 2 
t>6 s—2/3 tml 2-1 t>-1 77 -—¢-2 
: a : 4 3 2 
7. lim ~ 8. lim . =2e-= 4 : Sy* + 8y 
a ee a = 25. lim. —*—*+ 26. lim ———~ 
x>2 x : Seo x2 x3 + 2x? y>0 3y* — 16y? 
‘ y yt2 3 
eee : Sil : — 8 
9 lim. Sy see fee’ 27. lim A 28. lim, 7 4c 
; _ 1) : 4 2y1984 
11. lim 3(2x ~ 1) 12. lim (x + 3) Ae . eae 
29. lim 9 30. lim ——— 
13. lim (5 ~ y)4 14. lim (2z — 8)! x79 8 x42 — Vx 
y~— a 2 
— + —_s 
eae 3 eines 5 31. lim 32. im = = 
h0V3h +141 05h +4 +2 ee 
4/2 - fs 
ig: ie WO ad Qe = 33. lim ~*~ V4 34. lim, —~+2 _ 
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yo VS 4-x 
a a ee 2) 2 RES ore 


Limit Kurallarini Kullanmak 

37. lim,_,9 f(x) = 1 ve lim,_,) gv) = —5 oldugunu varsayin. Teorem 
l’in, asagidaki islemlerde (a), (b) ve (c) adimlarim 
gerceklestirmek igin kullanilan, kurallarint belirtin. 


2f(x) — g(x) im 2P) — 8) 
x0 (f(x) + 73 lim (f(a) + 77 (a) 
_ee ee) 7 
(sim (fo) + 7) °° 
ee ee : 


‘a 
JOO =) 7 


(1+ 7/3 4 


38. lim,_,; A(x) = 5, lim,_,; p(x) = 1 ve lim,_,, rv) = 2 oldugunu 
varsayin. Teorem 1’in, asagidaki islemlerde (a), (b) ve (c) 
adimlarim: ger¢eklestirmek igin kullanilan, kurallarini belirtin. 


ie eo) Tim (p(x)(4 = r(x) 


V lim 5A(x) 


x1 
= (b) 
(Jim p(x))( im (4 — r))) 
V5ilim A(x) 
~ (lim @) (tim 4 — lim r(x)) ° 
re x= 1 x1 


V(S)(5)__ 5 


(a) 


~ (4-2) 2 
39. lim,_,. f(x) = 5 ve lim,_,,. g(x) = —2 oldugunu varsayin. Asagidaki 
limitleri hesaplayin. 


a. lim f(x)g (x) b. lim 2f(x)g (x) 


c. lim (f(x) + 3g(x)) d. lim _ ey =. 
xe Xe: f(x) _ g(x) 


40. lim,_,4 f(x) = 0 ve lim,_,, g(x) = —3 oldugunu varsayin. Asagidaki 
limitleri hesaplayin. 


a. lim (g(x) + 3) b. lim xf(x) 


| . (x) 
e. lim (g(x)? se joct 


41. lim,_,, f(x) = 7 ve lim,_,, g(x) =—3 oldugunu varsayin. Asagidaki 
limitleri hesaplayin. 


a. lim (f(x) + g(x) 
c. lim 4g (x) 


b. lim f(x) + g(x) 
d. lim f(x)/g (x) 


42. lim,_,, p(x) = 4, lim,_,_» r(x) = 0 ve lim,_,_, s(x) = —3 oldugunu 
varsayin. Asagidaki limitleri bulun. 
a. Jim, (p(x) + r(x) + s(x)) 
b. im, p(x) = r(x) s(x) 
c. lim (4p) + 5r(x))/s(x) 


Ortalama Degisim Orantarinin Limitleri 
Kirisler, tegetler ve anlik hizlarla olan iliskileri yiiziinden, 
_ f(x +h) — fQ) 

lim, 

h->0 h 
seklindeki limitlerle analizde ¢ok sik karsilasilir. 43-48 alistirmalarin- 
da verilen x degerleri ve f fonksiyonlari igin bu limiti hesaplayin. 
43. f(x) =x7, x=1 44. f(x) =x7, x= -2 
45. f(x) = 3x -4, x=2 46. f(x) = 1/x, x= —2 


47, f(x) = Vx, x=7 48. f(x) = V3x +1, x=0 


Sandévi¢c Teoremini Kullanmak 
49, -1<x<licin V5 — 2x? < f(x) < V5 — x ise 
lim,_,g f(x)’i bulun. 
50. Her x icin 2 — x* <= g(x) S 2cosx ise lim,_,9 g(x)’i bulun. 
51. a. Sifira yakin bitiin x degerleri icin 
x? x sinx 


} 6 2 — 2cosx 


esitsizliklerinin gecerli oldugu ispatlanabilir. Bu size 
lim — sin x 
x0 2 — 2cosx 
hakkinda ne séyler? Yanitiniz1 agiklayin. 
b. -2 =x <2 iciny = 1 —(°/6), y = (x sin x)/(2 —2 cos x) ve 
y = 1 grafiklerini birlikte gizin. x — 0 iken grafiklerin davra- 
nisini agiklayin. 


52. a. Sifira yakin tiim x degerleri icin 


1 x? 1 — cosx 1 
2 24 x2 2 


esitsizliklerinin dogru oldugunu diisiintin (Boliim 11.9’da 
bunun gecerli oldugunu géreceksiniz). Bu size 


hakkinda ne séyler? Yanitiniz1 agiklayin. 

b. 2 = x S 2 icin y = (1/2) — (x°/24) y = (1 — cos x)/x* ve 
y = 1/2 grafiklerini birlikte gizin. x — 0 iken grafiklerin 
davranisini agiklayin. 
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rae x 
Teori ve Ornekler a. lim_ f(x) b. lim 7) . idl: 
53. [—1, 1]’deki biitiin x’ler igin —— f(x) = x vex<-lvex>I1 AG) = ii 
igin x* = f(x) = x* ise, hangi c noktalarinda otomatik olarak 57. a. lim ae 3 ise, lim f(x)?i bulun. 
lim,_,.. f(x) limitini bulabilirsiniz? Bu noktalardaki limitin degeri Rare ae 
hakkinda ne séyleyebilirsiniz? b. lim £09) 5 = 4 ise, lim f(x)?i bulun. 
54. Herx #2 icin g(x) S f(x) S A(x) ve Hen) aa — 
lim, g(x) = lim A(x) = —5 38. _ x2 =I ise 
: : _ f(x),. 
oldugunu varsayin, f, g ve A’nin x = 2’deki degerleri icin bir sey a. Jim. f(x) b. jim 71 bulun. 


soyleyebilir miyiz? f(2) = olabilir mi? lim,_,, f(x) = 0 olabilir 


mi? Yanitinizi aciklayin. 


55. li 


56. lim — >= 1 ise 


ff) 59. a. Orijine gerektigi kadar yaklasarak, g(x) = xsin (1/x) 


= | ise, jim f(x) ?i bulun. b. (a)’daki yanitinizi bir ispatla dogrulayin. 


60. a. Orijine gerektigi kadar yaklasarak, h(x) = x? cos (1/x?) 
grafigini ¢izip, lim,—9 A(x) limitini tahmin edin. 


b. (a)’daki yanitinizi bir ispatla dogrulayin. 
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A 
y=2x-1 
Ust simr: 
y=9 
Bunu 
saglamak 
icin 
Alt sintr: 
y=s 
>x 
Buraya 


SEKIL 2.12 x’ixy=4’tin 1 birim 
yakininda tutmak y’yi yp = 7’nin 2 birim 
yakininda tutar (Ornek 1). 


Gayri resmi tanimla sezgisel olarak calismak suretiyle limit kavrami hakkinda biraz fikir 
sahibi oldugumuzu diistinerek dikkatimizi limitin kesin tanimina ¢eviriyoruz. Gayri resmi 
tanimdaki “yeterince yakin” gibi terimleri herhangi 6zel bir 6rnege uygulanabilecek 6zel 
kosullarla degistirecegiz. Bir kesin tanimla é6nceki bélitimde verilen limit 6zelliklerini kesin 
bir sekilde ispat edebilecegiz ve analiz caligmada baska 6nemli limitleri saptayabilecegiz. 

x > x9 iken f(x)’in limitinin Lye esit oldugunu géstermek igin x x9’a “yeterince yakin” 
tutularak f(x) ile Z arasindaki araligin “sectigimiz kadar kiictik” yapilabilecegini géster- 
memiz gerekir. Bunun, f(x) ile Z arasindaki araligin Gletstinti belirledigimizde ne gerek- 
tirecegine bakalim. 


ORNEK1 Bir Lineer Fonksiyon 


y = 2x —1 fonksiyonunu x9 = 4 yakininda ele alalim. Sezgisel olarak, x 4’e yakin iken 
ynin 7’ye yakin oldugu aciktir, su halde, lim,—4(2x — 1) = 7. Halbuki, y = 2x — 1’in 
Vo = 7’den, Srnegin, 2 birimden daha az fark etmesi icin x degeri x) = 4’e ne kadar yakin 
olmalidir? 


Céziim Bize sorulan su: x’in hangi degerleri icin | y—7| <2 olur? Yanit: bulmak icin 
énce | y—7|’yix cinsinden agmaltyiz. 


ly — 7| =|(2x — 1) — 7| = |2x — 8]. 


Soru artik su hale gelir: Hangi x degerleri | 2x — 8 | < 2 esitsizligini saglar? 
Bulmak icin, esitsizligi ¢dzeriz: 


|2x — 8| <2 
—2<2x-8<2 
6 < 2x < 10 
3<x<5 


-l<x-4< 1. 


Xi x9=4’tin | birim yakininda tutmak y’yi yo=7’nin 2 birim yakininda tutar (Sekil 2.12). = 
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y 
‘A 
tA. 
D+ 10 
@ f(x) 
f(x) burada kalir 
Le 
La 
buradaki her 
x #Xpy icin 
| 
5 6 
x 
x 
0 Xy—-8 Xy Xy+d 


SEKIL 2.13 xi (xo — 6,x0 + 8) araligi 
icinde tutmakla f(x)’1 


1 1 . ae 
(x To - + i) araliginin iginde 


tutacak sekilde bir 6 > 071 nasil 


tanimlamaltyiz? 
y 
Lte 
L f(x) burada kalir 
x, 

L-e 
buradaki her 
x # Xp i¢in 
6 6 

- ra - >x 
0 xy -8 XxX Xt 


SEKIL 2.14 Limit tanmminda 6 ile e’nun 
iliskisi. 


Onceki 6rnekte bir fonksiyonun f(x) ciktisinin bir L limit degeri civarinda belirlenmis 
bir aralikta kaldigindan emin olmak icin x’in belirli bir x) degerine ne kadar yakin olmasi 
gerektigi belirledik. x > xo iken f(x)’in limitinin gergekten ZL oldugunu géstermek igin x71 
Xo’a yeterince yakin tutmakla f(x) ile Z arasindaki araligin, ne kadar kiictik olursa olsun, 
belirlenmis herhangi bir hatadan daha ktigtik yapilabildigini gostermeliyiz. 


Limitin Tanimi 


x (x9 degerini almadan) x9’a yaklasirken bir f(x) fonksiyonunun degerlerini izledigimizi 
varsayalim. Elbette, x x9’1n 6 kadar yakinindayken f(x) L’nin bir birimin onda biri kadar 
yakinindadir diyebilmeyi istiyoruz (Sekil 2.13). Fakat bu kadari da yeterli degildir, giinkiti x 
Xq’a yaklasmaya devam ettikge, f(x)’i L’ye yaklagmadan L — 1/10 ile L + 1/10 araliginda 
salinmaktan ne alikoyacaktir? 

Hatanin 1/100 veya 1/1000 veya 1/10,000’den fazla olmamasi istenebilir. Her de- 
fasinda, x, etrafinda, x’i o aralik iginde tutmanin yeni bir hata degeri tanimlayacagi bir 6- 
araligi buluruz. Ve her defasinda, f(x)’in son anda L’den kacma olasil1g1 vardir. 

Asagidaki sekiller problemi géstermektedir. Bunu bir siipheci ile bir bilim adam 
arasindaki kavgaya benzetebilirsiniz. Stpheci, limitin bulunmayacagini, veya varligindan 
kusku duyulabilecegini ispatlamak icin e-degerleri ile meydan okur ve bilim adam: da her 
meydan okumayi x9 etrafinda bir 6-araligryla yanitlar. 

Bu sonsuz gibi gériinen meydan okuma ve yanit dizisini nasil durdurabiliriz? Meydan 
okuyanin tiretebilecegi her ¢€ hata degeri igin, f(x)’i L’den o hata kadar uzak bir aralik 
iginde bulunduracak sekilde x71 x9’a “yeterince yakin” tutacak bir 6 uzakligi 
bulabilecegimizi, hesaplayabilecegimizi veya yaratabilecegimizi ispat ederek (Sekil 2.14). 
Bu bizi limitin kesin tanimina gotiiriir. 


TANIM _ Bir Fonksiyonun Limiti 


Ax), Xo civarinda (x9’da tanimli olmayabilir) bir agik aralikta tanimli olsun. 
Her € > 0 sayisina karsilik, 


0 <|x—x9| < 6 esitsizlizini saglayan biitiin x’ler igin | f(x) -—L|<e 


olacak sekilde bir 6 > 0 sayisi bulunabilirse, x x9’a yaklasirken, f(x) L limitine 
yaklastyor der ve 


lim f(x) = L, 
xXx—>X0 


yazariz. 


Tanim hakkinda diisiinmenin bir yolu, yakin bir hata dahilinde bir jenerat6ér mili 
yaptigimizi varsaymaktir. L gapina ulasmay1 deneyebiliriz, ama higbir sey mitikemmel ol- 
madigindan L — ¢€ ile L + € arasinda bir f(x) gapiyla yetinmek zorunda kalabiliriz. 6, milin 
capindaki bu hassaslig1 garantilemek icin x’in kontrol ayarinda ne kadar hassas olmamiz 
gerektiginin Ol¢tistidiir. Hata payi degistikge 6’y1 yeniden ayarlamak zorunda oldugumuza 
dikkat edin. Yani, kontrol araliginizin ne kadar olmas1 gerektigini sdyleyen 6 degeri hata 
pay e’nun degerine baglidir. 


Tanimi Test Eden Ornekler 


Limitin esas tanimi bir fonksiyonun limitinin nasil bulunacagin1 séylemek yerine, 
diistiniilen bir limitin dogru olup olmadigini anlamamizi saglar. Asagidaki 6rnekler belirli 
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x x 
ate 
+ i0 pack 
" 100 
L L b-=-- 
I 
ge L— 100 
10 | | | 
I | | | | 
1 | | i | 
! | feats 
0 Xo oe 0 / Xo Y°* ie 0 4 Xo \ i 
Xo — S110 Xo + S10 Xo — dinoo Xo + S1p00 
Meydan okuma i Yanit Yeni Meydan okuma: Yanit: 
: 1 
|) -L| <e=75 |x — x9 | <Sino (bir say1) | Ax) - L| <€ =355 |x — xo] <8ino0 


>Xx 
Yeni Meydan okuma: Yanit: 
1 
€= 1000 |x — x0| < 811000 
y Jy 
A 
y = f0) 
— tl —, 1 
+ 790,000  * 790,000 
N\ 
y re eR, 
1 1 a 
“ — 100,000 © ~ 100,000 
>x ee se | ae 
Xo 0 Xq x >X 
Yeni Meydan okuma: Yanit: 


4 
© = 700,000 


| x - xo| < 61/100,000 


Yeni Meydan okuma: 


a 


fonksiyonlar icin bu tanimin nasil kullanilacafim géstermektedir (ilk iki 6rnek Boliim 
2.1’deki 7 ve 8 6rneklerinin bazi kisimlarina karsilik gelir). Ancak, tanimin asil amaci bu 
gibi hesaplamalar yapmak de@gil, belirli limitlerin hesaplanmasini kolaylastiracak genel 
teoremlerin ispatini saglamaktir. 
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OLCEKLi DEGIL 


SEKIL2.15 f(x) = 5x —3 ise, 


0 < |x — 1| < €/5 olmasi 
| f(x) — 2| < € olmasini garantiler 
(Ornek 2). 

y 


SEKIL 2.16 f(x) =x fonksiyonu igin 6 < € 
iken 0 < |x — xo| < 6 olmasinin 


| f(x) — xo| < € olmasin: garantiledigini 


gériiriiz (Ornek 3a). 


ORNEK2 —_ Tanimi Test Etmek 
a (5x — 3) = 2. 
oldugunu gésterin. 


Coziim Limit taniminda x)= 1, f (x) = 5x —3 ve L = 2 koyun. Verilen herhangi bir € > 0 
icin, x # lve 6 > Ove xin xp = 1’e uzakligi 6’dan kiiciik ise, yani 


0< |x-1| <6, 
ise f(x)’in L = 2’ye uzakhigi e’dan kiiciiktiir, yani 
|f(x) — 2] <e. 


ifadesinin dogru olacagi uygun bir 6 bulmaltyiz. 
6’yi e-esitsizliginden geriye dogru giderek buluruz: 


|(5x — 3) — 2) = |5x — 5|<e 
5|x — 1] <e 
|x -— 1] <e&/5. 
Boylece, 5 = €/5 alabiliriz (Sekil 2.15). 0<|x-1|<6 =e/5 ise, 
|(5x — 3) — 2| = |5x — 5) = 5|x — 1| < S(e/5) =, 


dur ve bu lim,_,;(5x — 3) = 2 oldugunu ispatlar. 

0<|x-1]<6 olmasinin | 5x—5| < € olmasini gerektirdiZi tek deger 5 = €/5 de- 
geri degildir. Daha kiictik herhangi bir 6 da olur. Tanim “en iyi” pozitif 6 sormuyor, ise 
yarayacak bir tane soruyor. a 


ORNEK3 _Birim ve Sabit Fonksiyonlarin Limitleri 


ispatlayin: 

(a) lim x = xo (b) lim k=k_ (Ksabit). 
x—Xo0 xXx 

Coziim 


(a) € > 0 verilmis olsun. 
0<|x-—x9|<6  esitsizlizini salayan her x igin | x —x9| < € 
esitsizliginin saglandigi bir 6 > 0 bulmaliyiz. e’a esit veya daha ktigtik bir 6 icin bu 
saglanir (Sekil 2.16). Bu da lim,_,,, x = x9 oldugunu ispatlar. 
(b) € > 0 verilmis olsun. 
0<|x-x9| <6 esitsizligini saglayan her x igin | k—k| < € 
esitsizliginin saglandigi bir 6 > 0 bulmaliyiz. k— k = 0 oldugundan herhangi bir pozi- 


tif sayry1 6 olarak kullanabiliriz (Sekil 2.17). Buda lim,,,,4 = k oldugunu ispat- 
lar. rT] 


Verilen Epsilontar icin Deltalari Cebirsel Olarak Bulma 


Ornek 2 ve 3’te, | f(x) — L|’nin edan kiiciik oldugu x degerleri araligi xo etrafinda 
simetrikti ve 6’y1 araligin uzunlugunun yarisi olarak alabildik. Boyle bir simetri, genelde 


0 Xo — 5 Xp Xy +6 


SEKIL 2.17 f(x) =k fonksiyonu icin, 
herhagi bir pozitif 6 igin 

| f(x) — k| < e’un sagladigimi goriiriiz 
(Ornek 3b). 
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oldugu gibi, bulunmadiginda, 6’y1 x9’dan araligin en yakin u¢ noktasina olan uzaklik 
olarak aliriz. 


ORNEK4 —_Deltayi Cebirsel Olarak Bulmak 
lim,+5Vx — 1 = 2. limiti icin, € = 1 oldugunda ise yarayacak bir 6 > 0 degeri bulun. 
Yani, 6 > 0 esitsizligini saglayan her x igin 


OS eS 5 6 => [Ve= 1=—2| <1 
gerektirmesi saglanacak sekilde bir 6 > 0 degeri bulun. 


Céziim Arastirmamuizi, asagida verildigi gibi iki adimda gerceklestiririz. 
1. x9 = 57 igeren_ve igerdigi her x # xg igin esitsizligin saglandigi bir aralik bulmak 
lizere |Vx — 1 — 2| <1 egitsizligini géziin. 
IVx-1-21 <1 
-l1<Vx-1-2<1 
1<Vx-1<3 
lI<x7-1<9 
2<x< 10 
Esitsizlik (2, 10) acik araligindaki her x igin gecerli oldugundan dolay1 bu araliktaki 
her x # 5 icin gecerlidir (Sekil 2.19’a bakiniz). 


2. Merkezi x) =5 olanve 5—6 <x <5+ 6 araligini (2, 10) araligi igine yerlestiren bir 
6 > 0 degeri bulun. 5’ten (2, 10) acik araliginin en yakin u¢ noktasina olan uzaklik 
3’tiir (Sekil 2.18). 6 = 3 veya daha kticiik herhangi bir pozitif say alirsak, 
0<|x-5|<6  esitsizligi otomatik olarak xi, | Vx — 1 — 2| < 1 olacak sekil- 
de, 2 ile 10 arasina yerlestirecektir (Sekil 2.19). 


0< |x -—5| <3 = |\Vx-1-2| <1 


| | 
I | 
3 3 z 3 Shs 
| | Ly ae, —_— 
2 5 8 10 6) 12 5 8 10 
OLCEKLi DEGIL 


SEKIL 2.18 x9 =5 civarmdaki 3 
yaricapli bir acik aralik (2, 10) agik SEKIL 2.19 Ornek 4’teki fonksiyon ve 
araliginin icinde kalacaktir. araliklar. a 
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SEKIL 2.20 Ornek 5 teki fonksiyon icin 
x = 2’yi iceren ve | f(x)—4| < e'un 
saglandig1 bir aralik 


Verilen, f, L, x vee > O Degerleriicin 5’nin Cebirsel Bulunusu 
0< |x —xo| <6 iken |f(x) — L| <e 
esitsizliginin gecerli olmasim saglayacak bir 6 > 0 sayisinin bulunmasi iki 
adimda gerceklesir. 
1. x9’1 igeren ve icgerdigi herx #x 9 igin esitsizligin saglandigi bir (a, 5b) agik 
araligi bulmak iizere | f(x) — L| < € esitsizligini ¢éziin. 
2. Merkezi xo’da olan (xo — 6,x9 + 6) agik araliZimi (a, 5) araligi icine 


yerlestirecek bir 6 > 0 degeri bulun. Bu 6-araligZindaki her x#x9 — igin 
| f(x) — L| < € egitsizligi saZlanacaktir. 


ORNEK5 —_Deltayi Cebirsel Olarak Bulmak 


x, x#2 
foy= x= 2. 


ise, lim,—2 f(x) = 4 oldugunu ispat edin. 


Céziim Amacimiz € > 0 verildiZinde, 0 <|x-—2|<6  esitsizlizini saSlayan her x igin 


|f@)-4|<e 


olacak sekilde bir 6 > 0 bulundugunu géstermektir. 


1. x = 2’yi igeren ve icgerdigi her x # x igin esitsizligin saglandigi bir agik aralik bul- 
mak tizere | f(x) — 4| < € egitsizligini géziin. 
x #Xq =2 icin, f(x) =x" ve céziilecek egitsizlik | x’- 4 | < edur. 
|x? -4| <e 
-e<x-4<e 
4-e<x<4+.e 
V4-e< |x| <V4+e e < 4 varsayimi; asagtya bakin 
V4—-e<x< V4+€ Xo = 2 etrafinda esitsizligi cézen 
bir agik aralik. 


| f(x)—4 | < eesitsizlizi ( V4—-—6€6,V4+ €) agik araligindaki her x # 2 icin geger- 
lidir (Sekil 2.20). 


2. (2 — 6,2 + 8) simetrik araligini ( V4—-—6€,V4t+ €) araligi igin yerlestirecek bir 

6 > 0 degeri bulun. 

O’yl Xo = 2’den ( V4—-—6€,V4+ ) araliginin en yakin ug noktasina uzaklik olarak 
alin. Baska bir deyisle, 6 = min {2 —V4-6,V4+.e- 2} yani2—- V4-e 
ve V4 + € — 2 degerinin en kiigiigii olarak kabul edin. Eger 6’nin degeri bu veya bun- 
dan kiigiik bir pozitif sayrysa, 0 < |x — 2| < 6 esitsizliZi otomatik olarak x’i, 
| f(x) — 4 | < € olacak sekilde, V4-—e ile V4 + € arasina yerlestirecektir. 
0<|x-2|<6  egitsizligini saglayan her x icin 


| f@)-4|<e 


olur. Béylece ispat tamamlantr. 
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€ < 4 oldugunu varsaymak neden dogrudur? Ciinkii, x, 0 <|x—2| <6 esitsizliZinin 
| f(x) -—4| < e€<4 anlamina gelece3i bir 6 degeri bulurken, daha biiyiik € degerleri igin 
de gecerli olacak bir 6 degeri bulduk. 

Son olarak, 6 = min {2 —-V4-6,V4+e- 2} secerken kazandigimuiz 6zgiir- 
lugii ele alalim. Hangisinin en ktigtik oldugunu dtistinmek i¢in hig zaman harcamadik. Sa- 
dece 6’nin kiiciigiinti temsil ettigini kabul edip, ispatimizi tamamladik. a 


Tanimi Kullanarak Teorem ispatlama 


Genelde, limitin esas tanimini deminki 6rneklerde oldugu gibi belirli limitlerin dogru 
oldugunu géstermekte kullanmayiz. Bunun yerine limit hakkindaki genel teoremlere, 
dzellikle de Boliim 2.2’dekilere bagvururuz. Tanim bu teoremleri ispatlamakta kullanilir 
(EK 2). Bir 6rnek olarak, Teorem 1’in 1. béliimiinti, Toplama Kuralini ispatlayalim. 


ORNEK 6 Bir Toplamin Limiti Kuralinin Ispati 
lim,_,. f(x) =Z ve lim,_,,. g(x) = M veriliyor. 
lim (f(x) + g(x)) =L+M 


oldugunu ispatlayin. 


Cizim €> 0 verilmis olsun. 


0<|x-—c| <6 esitsizligini saglayan her x igin | f(x) + g(x) —(L + M) | < € olacak 
sekilde bir 6 sayis1 bulmak istiyoruz. Terimleri bir araya getirerek 


| f(x) + g(x) — (L + M)| =|(f(x) — L) + (g(x) — M)| Ucgen esitsizlizi: 
< | f(x) — L| + g(x) — M| ee oy ene 
buluruz. lim,_,. f(x) = Z oldugundan, 
0 <|x-c| <6, esitsizligini saglayan her x icin | f(x) — L | < € /2 
olacak sekilde bir 6; > 0 sayisida bulunabilir. Ayn sekilde, lim,_,. g(x) = M oldugundan 
0 <|x-—c| < 6) esitsizligZini saglayan her x igin | g(x) —M |< e /2 


olacak sekilde bir 6, > 0 sayisi da bulunabilir. 6 = min {6,, 65}, yani 6, ve 6,’nin en 
kiigiiZii olsun. 0 <|x-—c| < 6 ise | x—c| < 6, ve dolayisiyla | f(x) — L | < €/2 olur ve 
0<|x-c|<6ise|x—c| <8, ve| g(x)—M|<e /2 olacaktir. Buradan, 


Jf) +2@)-E+M|<F+ 5-6 
bulunur. Bu da lim,_,. (f(x) + g@x)) =L + M oldugunu gésterir. = 


B6liim 2.2 deki Teorem 5’i de ispat edelim 


ORNEK 7 lim,_,. f (x) = L ve lim,_,. g(x) = M ve c’yi igeren bir agik araliktaki biitiin 
x’ler (c’nin kendisi harig olabilir) igin f(x) < g(x) oldugu veriliyor. L <= M oldugunu is- 
pat edin. 


Coziim Celiski y6ntemi ile ispati kullanacagiz. L > M oldugunu kabul edelim. Teorem | 
deki farkin limiti 6zelligine gore, 

lim (g(x) ~ f(x) = M~L 
dir. Bu nedenle, her € > 0 igin, 0 <|x-—c|<6 oldukga 
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| (g(x) — f@)) - (M-L)| <€ 
olacak sekilde bir 6 > 0 vardir. 


Kabuliimiize gére L — M > 0 oldugundan 6zel olarak e = L — M aliriz ve 0 <|x-—c| <6 
oldukga | (g(x) — f(x)) -(M—L)| < L —M olacak sekilde bir 6 > 0 vardir. Herhangi bir a 
igin a = | a | oldugundan 


0<|x-c|<6 oldukca | (g(x)— f(x) -(M-L)|<L-M 
bulunur ve kisaltmalar yapilarak 
a(x) < f(x) oldukca 0 <|x-c| <6 


elde edilir. Fakat bu, f(x) = g(x) olmasi ile ¢gelisir. Boylece, L > M esitsizligi yanlis ol- 
malidir. Bu yizden L = M dir. 
7 


ALISTIRMALAR 2.3 


Bir Nokta Etrafina Aralik Yerlestirme 


1-6 alistirmalarimda, x-ekseninde x9 noktasimi da igeren (a, b) araligim 


) 


cizin. Sonra, 0 < | x — xy | < 6 esitsizligini saSlayan her x icin * f@®) =2Vx +1 
a<x<bolacak sekilde bir 6 > 0 degeri bulun. Xo = 
la=1, b=7, m=5 5 
2. a iF b 7, XO 2 4 
1 
3.a=-7/2, b= 1/2, x = -3 3 
4.a=—-7/2, b= 1/2, x = -3/2 . 
5.a= 4/9, b=4/7, x = 1/2 
6. a = 2.7591, b= 3.2391, x = 3 0 
Deltalari Grafikten Bulma >x 
-10 2.61 3 3.41 


7-14 alistirmalarinda, 0 <|x—x |< 6 esitsizli&ini saSlayan her x 


igin | f(x) —L | < € olmasim saglayacak & > 0 bulmak icin grafik- Mees 


leri kullanin. 11. 12. 
Te 8 
3 ) y 
Sx) ae ts * 
Xo = -3 
L=T75 
€=0.15 


OLCEKLIi DEGIL 


| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
/3N\ 0 
a -2.9 


OLGEKLIi DEGIL 


OLCEKLi DEGIL 
-3 


V5 


2 
OLCEKLi DEGIL 


13. 14. 
y 
A 
fa) = + 
oot 
== ° 2 
2.01 a 
e = 0.01 


el 
2.01 1.99 
OLGEKLi DEGIL 


Deltalari Cebirsel Olarak Bulma 


15-30 alistirmalarinin her birinde bir f(x) fonksiyonu ile L, x9 ve € > 0 
sayilar1 verilmektedir. Her bir durumda, x9 civarinda | f(x) — L | < € 
esitsizliginin saglandigi bir agik aralik bulun. Sonra 0 <| x— xg| <6 
esitsizligini saglayan her x noktasinda | f(x) — L| < e esitsizliginin 
gecerli olacagi bir 6 > 0 sayis1 bulun. 

15. f(x) =x +1, L=5, 


16. f(x) = 2x — 2, L=-—-6, Xo = —2, 


e = 0.01 
e = 0.02 


xo = 4, 


17. f(x) = Vx + 1, L=1, xo = 0, e=0.1 

18. f(x) = Vx, L=1/2, m=1/4, €=01 

19. fix) = VI9-x, L=3, %m=10, e€=1 

20. f(x) = Vx —- 7, L=4, xo = 23, e= 

21. f(x) = 1/x, L= 1/4, xo = 4, e = 0.05 

22. f(x) =3x2, L=3, w= V3, €=01 

23. f(x) =x7, L=4, x = -2, e=0.5 

24. f(x) =1/x, L=-l, xm=-l, €=011 

25. f(x) =2x°-5, L=1l, xm =4, e=1 

26. f(x) = 120/x, L=5, m=24 e€=1 

27. f(x) = mx, m > 0, L = 2m, xo = 2, e = 0.03 

28. f(x) = mx, m > 0, L = 3m, xo = 3, 
e=c>0 

29. f(x) = mx + b, m> 0, L = (m/2) + b, 
xo = 1/2, e=c>0 

30. f(x) = mx + b, m > 0, L=m+5, xo = 1, 


e = 0.05 
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Limit Uzerine Biraz Daha Alistirma 


31-36 alistirmalarinda bir f(x) fonksiyonu, bir xp noktas1 ve bir pozitif 
e sayisi verilmektedir. L = lim f(xYi ve 0 <| x-— x| <6 egit- 


X—>xX0 
sizligini saglayan her x icgin | f(x) — L | < € olmasin: saglayacak bir 
6 > 0 sayis1 bulun. 


31. f(x) = 3 — 2x, xo = 3, e = 0.02 
32. f(x) = —3x — 2, xy = -l, e = 0.03 
2 
-4 

33. fx) =, x=2, €=0.05 

_ x? + 6x + 5 _ _ 
34. f(x) PRT M5, € = 0.05 
35. f(x) = V1 — 5x, xo = —3, e = 0.5 
36. f(x) = 4/x, xo = 2, e= 04 


37-50 alistirmalarindaki limitleri ispatlayin. 
37. lim (9-—x)=5 38. lim (3x —7)=2 
39. lim Vx — 5 = 2 40. lim V4 —x=2 
2 
# 1 
41. lim f(x) =1> f(x) = {3 7 8 
x1 25 x= 1 


2 = 
42, lim f(x)=4> f(x) = ee a 


43. lim == 1 


44. lim- >= 


45. lim ~~ = -6 46. lim ~—— = 2 


47. lim f(x) = 2? 


2x. x<0 
48. li x) = 0> = > 
8. lim f(x) F(x) i: ; 
49, lim xsiny = 0 
y 
A 
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50. 
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; 1 
lim x? sins; = 0 
x= 


Teori ve Ornekler 
51. lim g(x) = k demenin ne anlama geldigini agiklayin. 


52. 
53. 


54. 


55. 


56. 


x 
Ispatlayin; lim f(x) = L ve jim flAtc)=L. 

xc 1—> a 
Limitler hakkinda yanlhis bir ifade Ornek vererek asagidaki 
ifadenin yanlis oldugunu gosterin. 
x Xxg’a yaklasirken f(x) L’ye yaklastyorsa, f(x)’in x x9’a 
yaklasirkenki limiti ZL sayisidir. 
Orneginizdeki fonksiyonun limitinin x — xp iken neden L ol- 
madigini acgiklayin. 


Limitler hakkinda yanhs bir ifade daha Ornek vererek 
asagidaki ifadenin yanlis oldugunu gosterin. 


Verilen bir € > 0 igin, | f(x) — L| < e€ olacak sekilde bir x bu- 
lunuyorsa, L sayisi f(x)’in x xg’a yaklasirkenki limitidir. 
Orneginizdeki fonksiyonun limitinin x — xp iken neden ZL ol- 
madigini agiklayin. 


Motor silindiri yapma_ Kesit alam 9 in”’lik bir motor silindiri 
yapmadan Gnce, yarigap1 x) = 3.385 ing olan ideal bir silindirin 
capindan ne kadar sapma yapabileceginizi ve istenen 9 in’’lik 
alanin 0.01 in* civarinda bir alan elde edebileceginizi bilmek 
zorundasimzdir. Bunu bulmak igin, A = 7(x/2)* kabul edin ve 
| A — 9| = 0.01 olabilmesi igin xi hangi aralikta tutmaniz 
gerektigini bulun. Hangi araligi bulursunuz? 


Eletriksel direng imal etme Sekilde gésterilen elektrik de- 
vreleri gibi devreler icin Ohm Kanunu V = RJ oldugunu séyler. 
Bu denklemde V sabit bir gerilim, / amper olarak akim ve R de 
ohm olarak direnctir. Firmamzdan Wnin 120 volt, ’nin da 
5 + 0.1 A olacagi bir devreye direng hazirlamasi istenmis olsun. 


I’min hedef deger J) = 5’in 0.1 A civarinda olmasi icin R hangi 
aralikta olmalidir? 


fog dt 
zt OU 


X— x, iken Ne Zaman L sayisi f(x)’in Limiti Degildir? 

0<| x- x9| < 6 esitsizligini saglayan her x igin | f(x) — L| < € ola- 
cak sekilde bir 6 > 0 bulunamayacagini gésteren bir € > 0 bularak 
lim, x) f(@) # L oldugunu ispatlayabiliriz. Bunu, sectigimiz e’na 
karsilik her 6 > 0 igin 


0 < |x — x| <6 and |f(x) - L] Be. 


olacak sekilde bir x-degeri bulundugunu géstererek yapariz. 


y =f) 


>X 


ay Bh xy + 6 


0 <|x— x0| <dve | fx) — L| Se 
olacak sekilde bir x degeri 


=< 
57. f(x) = a ' olsun. 


y = fe) 
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a. €= 1/2 olsun. Hicbir 5 > 0’1n asagidaki kosulu saglamayaca- 60. a. Agsagidaki grafik igin lim,_, ; g(x) #2 oldugunu gésterin. 
gini gosterin: b. lim,—-; g(x) var midir? Varsa limitin deeri nedir? Yoksa, 
0<|x— 1| < Sd esitsizligini saSlayan her x icin | f(x) —2| < 1/2 neden yoktur? 


Yani, her 6 > 0 icin, 
0<| x- x9|<6ve | f(x)-2| = 1/2 


olacak sekilde bir x degeri oldugunu gésterin. 


>< 


Bu lim,_,; f(x) 4 2 oldugunu gésterecektir. 
b. lim,_,, f(x) # 1 oldugunu gésterin. 


ec. lim,_,; f(x) # 1.5 oldugunu gésterin. 


x’, x <2 
58. A(x) = 43, x =2 olsun. 
2 Me 2; 
y 
A 


y= ha) BILGISAYAR ALISTIRMALARI 


61-66 alistirmalarinda deltalari grafik yoéntemlerle bulmaya ¢alisa- 
caksiniz. Asagidaki adimlar icin BCS kullanin. 


y=2 a. yaklasilan x) noktasi civarinda y = f(x) fonksiyonunu gizin. 


b. LZ limitinin degerini tahmin edin ve tahmininizin dogru olup 
olmadigini g6rmek icin limiti analitik olarak bulun. 
c. €=0.2 degerini kullanarak. y,; = L — € ve y» =L + € dogrularini x9 
>x civarinda f fonksiyonuyla birlikte ¢izin. 


d. (c) sikkindaki grafikten 


Sunlari gésterin. 
a. lim h(x) #4 
b. jim, h(x) 4# 3 
c. in h(x) # 2 


0<|x—x9|<6 esitsizligini saSlayan her x igin 
|f(x)-L|<e 
olacak sekilde bir 5 > 0 degeri bulun. Tahmininizi f, y), ve y2’yi 


0 < |x —x| < 6 araligmda beraber cizerek kontrol edin. Gériis 


59. Asagida grafigi verilen fonksiyon igin, neden araligi olarak x9 — 26 =x =x +26 veL—2e Sy =L + 2earali- 
a, lim fiz) #4 ginin disina tastyorsa, 6 degerini ¢ok biiyiik segmissinizdir. Daha 
x3 kiictik bir degerle yeniden deneyin. 
b. lim f(x) # 4.8 
xz. 


e. €=0.1, 0.05 ve 0.001 igin (c) ve (d) siklarini tekrarlayin. 


ii #3 

ee Te) i ea os 

oldugunu agiklayin. oa = Er 
i 5x3 + 9x? 


63. f(x) = —. xo = 0 


Pie x(1 — cosx) 


3h 
7 64. f(x) = ~= ann? xo = 0 


We -1 


65. f(x) = “x=? xo = 1 


! >x 2 P 
7 ; Pe ee Vx +5 


= a 
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ee Tek Tarafli Limitler ve Sonsuzda Limitler 


>< 


SEKIL 2.21 Orijinde farkli sag ve sol tarafli 
limitler 


Bu boliimde limit kavramini, x x9’a sadece soldan (x < x9) veya sadece sagdan (x > x9) 
yaklasirkenki limitler olan tek tarafli limitlere genisletiyoruz. Ayrica, x > + ©O iken be- 
lirli rasyonel fonkstyonlar ve diger bazilarinin grafiklerini analiz ediyoruz. 


Tek Tarafli Limitler 


x c’ye yaklasirken bir LZ limitinin olabilmesi igin, bir f fonksiyonunun a’nin iki tarafinda 
da tanimli olmasi ve x c’ye herhangi bir taraftan yaklasirken f(x) degerlerinin de L’ye 
yaklasmasi gerekir. Bu yiizden, normal limitlere bazen iki tarafh limitler de denir. 

f’nin bir c noktasinda iki-tarafli bir limitinin olmamasi halinde bir tek-tarafli limiti, 
yani yaklasimin sadece tek tarafl1 olmasi durumunda bir limiti bulunabilir. Yaklasim 
sagdan ise limit bir sagdan limit dir. Soldan ise soldan limit. 

f(x) = x/|x| fonksiyonunun (Sekil 2.21) limiti, x sifira saSdan yaklasirken 1, soldan 
yaklasirken —1dir. Bu tek tarafli limit degerleri ayn olmadigindan x sifira yaklasirken 
f(x)’in yaklastigi tek bir deger yoktur. Dolayisiyla, f(x)’in 0 da bir limiti (iki tarafl1) yoktur. 

Sezgisel olarak , f(x) fonksiyonu c < b olmak tizere bir (c, 5) araliginda tanimlanmis 
ise ve x c’ye bu araligin iginde kalarak yaklasryorken f(x) L’ye oldukga yakinlasiyorsa, 
f’nin c’de sagdan bir L limiti vardir deriz ve 

lim, f(x) = L. 


AAC 
yazariz. 
“x — c’” sembolii, sadece x’in c’den daha biiyiik degerlerini g6z Sniine aldigimiz anlamin- 
dadir. 
Benzer sekilde, f(x) fonksiyonu a < c olmak uzere bir (a, c) araliginda tanimlanmis 
ise ve x c’ye bu araligin iginde kalarak yaklasiyorken f(x) M’ye olduk¢a yakinlasiyorsa, 
f?nin c’de soldan bir M limiti vardir deriz ve 


lim f(x) = M. 


yazariz. 
“x — c” sembolii, sadece x’in c’den daha kiictik degerlerini g6z Sntine aldigimiz anla- 
mundadir. 

Bu resmi olmayan tanimlar Sekil 2.22’de gésterilmistir. Sekil 2.21’deki f(x) =x / | x | 
fonksiyonu igin 


lim, f(x) =1 ve lim_ f(x) = —1. dir. 


NS 


y 


L f@ 
>x >x 
0 C—x 0 X =p C 
(a) lim fo=L (b) lim fw)=M 
x>?C x?C 


SEKIL 2.22 (a) x c’ye yaklasirken sagdan limit. (b) x c’ye yaklasirken soldan limit. 


>< 


y= 4—x 


>X 


2 0 2 


SEKIL 2.23 


li 
Le 


lim V4 — x? =0 ve 
mi V4 — x? = 0 (Ornek 1). 


>< 


0 


SE 


KiL 2.24 Ornek 2’deki fonksiyonun 


grafigi. 
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ORNEK 1 


f(x) = V4 — x? fonksiyonunun tanim araligi [—2, 2] ‘dir ve grafigi Sekil 2.23’teki yarm 
cemberdir. Limitleri su sekildedir: 


lim V4—x7=0 — ve lim V4 — x* = 0 


x—-2 x> 


Bir Yarim Cember Icin Tek Tarafli Limitler 


Fonksiyonun x = —2’de soldan bir limiti veya x = 2’de sagdan bir limiti yoktur. —2 veya 2’de 
iki tarafli bir limiti bulunmamaktadir. 


Tek tarafli limitlerde Béliim 2.2 Teorem 1’de verilen limit 6zelliklerinin hepsi bu- 
lunur. [ki fonksiyonun toplaminin sagdan limiti fonksiyonlarm sagdan_ limitlerinin 
toplamidir gibi. Sandévig Teoremi ve Teorem 5 gibi, polinom ve rasyonel fonksiyonlarin 
limitleriyle ilgili teoremler de tek tarafli limitler igin gegerlidir. 


Tek tarafli ve iki tarafli limitler arasindaki baglanti asagidaki gibidir: 


TEOREM 6 
x c’ye yaklasirken bir f(x) fonksiyonunun, ancak ve yalniz 0 noktada 
sagdan ve soldan limitleri varsa ve bu limitler esitse, bir limiti vardir 
lim f(x) = L = lim, f(x) = L 
xc 


XE 


lim f(x) = L ve 
xO 


ORNEK2 — Sekil 2.24'te Grafikleri Cizilen Fonksiyonlarin Limitleri. 

x=0O'da: lim,—so* f(x) = 1, 
lim,—so- f(x) ve lim,so f(x) yoktur. Fonksiyon x = 0’im solunda 
tanimli degildir. 

x=Il1de: f(1) = 1, oldugu halde lim,—)- f(x) = 0 “dir. 
lim, + f(x) = 1, 
lim,—, f(x) yoktur. Sagdan ve soldan limitler esit degildir. 

x=2'de: lim,s2- f(x) = 1, 
lim,—s9+ f(x) = 1, 
f(2) = 2. oldugu halde lim,—. f(x) = 1 dir. 

x=3’te: lim,—3- f(x) = limy—3+ f(x) = lim,3 f(x) = f(3) = 2. 

x=4’te: f(4) # 1,oldugu halde lim,—4- f(x) = I dir. 
lim,+4+ f(x) ve lim, f(x) yoktur. Fonksiyon x = 4’tin saginda 
tanimli degildir. 

[0, 4]’teki diger biitiin c noktalarinda f(x)’in limiti f(c)’dir. a 


Tek Tarafli Limitlerin Tam Tanimi 


Boliim 2.3’teki iki tarafli limitin esas tanimi tek tarafli limitlere gdre diizenlenebilir. 
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y 
t TANIMLAR —Sagdan Limit, Soldan Limit 
Her e > 0 sayisina karsilik 
xo <x <x + 8 iken | f(x) —L| <e 
Ltep olacak sekilde bir 5 > 0 sayisi bulunabilirse, f(x)’in xo’da sagdan bir L lim- 
@ FX) iti vardir der ve 
J(x) buradadir. . : 
Ly lim, f(x) = L (Sekil 2.25’e bakin) 
x—Xo0 
greeks yazariz. 
Her e > 0 sayisina karsilik 
buradaki her : 
x # Xo igin x9 -S5 <x < x9 iken | f(x) — L| <e 
| . . “46 . 
5 olacak sekilde bir 6 > 0 sayisi bulunabilirse, f(x)’in x9’da soldan bir LZ lim- 
x ‘ iti vardir der ve 
e > > x 
Xo xy +6 lim f(x) =L — (Sekil 2.26ya bakin) 
x—> Xo 
SEKIL 2.25 Sadan limit tani ile ilgili yazariz. 
araliklar. a : 
ORNEK3 Delta Bulmak Icin Tanimi Uygulamak 
y 
{ lim. Vx = 0 
x 0* 
oldugunu ispat edin. 
Ciziim ¢>O0 verilmis olsun. Burada xp = 0 ve L = 0’dir, dolayisiyla 
L+emn 
9 f(x) 0 <x < 6 esitsizligini saglayan her x icin | vx —0 |<e 
LP ¢ f(x) buradadir. olacak gekilde veya 
a O0<x<6 iken Wy<e 
. gerektirmesi saglanacak sekilde bir 6 > 0 bulmak istiyoruz. 
buradaki her ae a 
x # % igin Her iki tarafin karesini alarak 
5 0<x<6 ise see 
7 buluruz. 6 = 2 secersek 
——" O >Xx 
a xy + 46 Xo 0<x<d5=e iken Vx <e 
; a veya 
SEKIL 2.26 Soldan limit tanimi ile ilgili ; 
araliklar 0<x<e iken | Vx — 0| <e 
gerektirmesi saglanir. 
Tanima gore bu, lim,—s9* Vx = 0 oldugunu gésterir (Sekil 2.27). | 


>< 


Simdiye kadar incelenen 6rneklerde, ele alinan her noktada bir tir limit vardi. 
Genelde bunun béyle olmas: gerekmez. 


ORNEK4 — Cok Fazla Salinan Bir Fonksiyon 


y = sin (1/x)’in x iki taraftan da sifira yaklasirken bir limitinin olmadigini gésterin (Sekil 
2.28). 


Céziim x sifira yaklasirken, carpmaya gore tersi, 1/x, smursizca bityiir ve sin(1/x)’in 


genibeey “Orneke teks jim.Ve degerleri —1 ile 1 arasinda gidip gelir. x sifira yaklasirken fonksiyon degerlerinin giderek 


>< 


SEKIL 2.30 Teorem 7’nin ispatindaki sekil 
TA/OA = tan @ fakat OA = 1 oldugundan 
TA = tan @'dir. 
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SEKIL 2.28 y=sin(1/x) fonksiyonunun x sifira yaklasirken 
sagdan veya soldan limiti yoktur (Ornek 4). 


yaklastiklari tek bir Z sayisi yoktur. x’i sadece pozitif veya negatif degerlerle de sinirlasak, 
bu durum ge¢erlidir. x = 0’da fonksiyonun sagdan veya soldan bir limiti yoktur. 7 


(sin 0)/0 — iceren Limitler 


(sin 0)/@ hakkindaki temel gercek sudur: radyan Slciide 6 > 0 iken limiti 1 dir. Bunu 
Sekil 2.29 da gorebilir ve Sandévi¢g Teoremi yardimtyla cebirsel olarak dogrulayabiliriz. 
Bu limitin 6nemini, trigonometrik fonksiyonlarin anlik degisim oranlarmin incelendigi 
Béliim 3.4’te géreceksiniz. 


OLCEKLi DEGIL 


SEKIL 2.29  f(@) = (sin 6)/@’ min grafigi. 


TEOREM 7 


. sind 
lim 


0-0 


= 1 (@radyan dl¢tide) (1) 


ispat Plan, sagdan ve soldan limitlerin her ikisinin de 1 oldugunu géstermektir. Bunun 
sonunda iki tarafli limitin de 1 oldugunu séyleyebiliriz. 


Sagdan limitin 1 oldugunu géstermek igin @’nin 7/2’den kiiciik pozitif degerleri ile 
basliryoruz (Sekil 2.30). 


Alan AOAP < OAP daire diliminin alani < alan AOAT 
olduguna dikkat edin. 


106 Baliim 2: Limit ve Siireklilik 


| (2) denklemi radyan 6lctintin cikis 
noktasidir: yalnizca @ radyan olarak 
Olctiliirse OAP daire diliminin alam 
6/2°dir. 


Bualanlan 6’ya bagli olarak su sekilde ifade edebiliriz: 
Alan AOAP =) taban x yiikseklik = 5) (sin Q) = ; sin 9 


0 


: fg at _1la_1 oA 
OAP daire diliminin ans! oo as (7 


Alan AOAT =5 taban x yiikseklik = : (1) (tan 9) = : tan @ 
Béylece, 


1. 1 1 
7 sind < 79 < > tané 
dir. 

0 <6 < 7/2 oldugundan, pozitif olan (1/2) sin 6 sayis1 ile her tig tarafi da bélersek bu son 


esitsizlik dogru kalmaya devam eder: 


Carpmaya gore terslerini alirsak 


1 > BFS cose 


buluruz. limp+o+ cos @ = 1 oldugundan (Béliim 2.2 Ornek 6b), Sandévic Teoremine gore 


ins sin _ 
go 6 


1 
bulunur. 


sin 6 ve @ fonksiyonlarinin her ikisi de tek fonksiyonlar (Boéliim 1.4). Bu nedenle, 
f(0) = (sin 6)/@ fonksiyonu, grafigi y-eksenine gére simetrik olan bir cift fonksiyondur 
(Sekil 2.29’a bakin). Bu simetri, 0 da soldan limitin var oldugunu ve sagdan limitle ayn 
oldugunu g6sterir: 


lim sind _ ee sin 0 
go 68 go 6 
Su halde Teorem 6’ya gére limg—o (sin @)/@8 = 1 dir. a 


ORNEKS — im 29 — 4 timitini kullanarak 
go O 


. cosh—1 _ . sin2dx _ 2 
a, ee 


oldugunu gésterin. 
Coziim 


(a) cos h= 1 -2 sin’ (h/2) yarmm aci formiiliiné: kullanarak 


. cosh — 1 . 2 sin’ (h/2) 
lim ———— = lim 
h-0 h h-0 h 
= —lim S28 sing 6=h/2 olsun 
60 8 


—(1)(0) = 0. 


SEKIL 2.31 


\ 


y= 1/x’in grafizi 
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(b) (1) denklemi orijinal fonksiyona uygulanamaz. Paydada 5x’e degil bir 2x’e 
ihtiyacimiz vardir. Pay ve payday 2/5 ile carparak bunu olustururuz: 
= sin 2x i (2/5) + sin 2x 


rob SE yen. (OFS) a5x 


ss Poti sin 2x Simdi, 6 = 2x ile (1) 
5x50 2x denklemi uygulanir. 
_2 2 


xX — +0 iken Sonlu Limitler 


Sonsuzluk icgin kullanilan (00) sembolii bir reel sayi géstermez. CO semboliinii bir 
fonksiyonun tanim kiimesindeki veya deger ktimesindeki degerler her sonlu sinin 
astigindaki davranisini tanimlamak igin kullaniriz. Orne&in, f(x) = 1/x fonksiyonu her 
x # 0 icin tammlidir (Sekil 2.31). x pozitif olarak giderek bityiirken, 1/x giderek kiiciiliir. 
x negatif iken biiyiikliigii giderek artarken, 1/x yine giderek kiiciiliir. Bu gézlemleri, 
x— > +00 iken f(x) = 1/x’in limiti 0 dir veya f(x) = 1/x’in sonsuzda ve negatif sonsuzda 
limiti 0 dir diyerek 6zetleriz. Asagida kesin tanim verilmektedir. 


TANIMLAR) =x -> 90 veyax—> — ©° iken Limitler 
1. Her € > 0 sayisina karsilik, 
x > M esitsizligini saglayan biitiin x’ler igin | f(x) —L | < € 
olacak sekilde bir / sayisi bulunabilirse x sonsuza giderken f(x) fonksiyo- 
nunun limiti Z dir deriz ve 


lim fQx) = L 


yazariz. 
2. Her € > 0 sayisina karsilik, 
x > Nesitsizligini saglayan biittin x’ler igin | f(x) —L | < € 
olacak sekilde bir NV sayisi bulunabilirse x eksi sonsuza giderken (x) fonk- 
siyonunun limiti Z dir deriz ve 


lim f(x) = L 


x——-CO 


yazariz. 


Sezgisel olarak, x pozitif yénde orijinden giderek uzaklasirken, f(x) istenilen dlgtide L’ye 
yaklasryorsa lim,—oo f(x) = L dir. Benzer sekilde, x negatif yénde orijinden giderek 
uzaklasirken, f(x) istenilen Glgtide L’ye yaklasiyorsa lim,—+—co f(x) = L dir. x > +00 
iken limit hesaplama stratejisi, B6ltim 2.2 deki sonlu limitlerdekine benzerdir. Orada énce 
y =k sabit ve y = x birim fonksiyonlarin limitlerini bulduk. Sonra bu sonuglari, cebirsel 
kombinasyonlarla ilgili bir teorem uygulayarak, diger fonksiyonlara genislettik. Burada 
da, baslangig fonksiyonlarinn y=kve y= x yerine y=kve y=1/x olmasi disinda, ayn 
seyi yapacagiz. 
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Pozitif € sayisi ne 
olursa olsun, grafik 
x = I/e da bu banda 


1 girer ve burada kalir. 
y =X 
| yee 
ictal aati 
I 

| nal | =—— 

= - 7 >x 
te | u=2 | 


Pozitif € sayisi ne 
olursa olsun, grafik 
x =-—l/e da bu 
banda girer ve 
burada kalir. 


SEKIL 2.32 Ornek 6’daki tartismanin 
arkasindaki geometri. 


Esas tanimi uygulayarak gergeklenmesi gereken temel seyler: 


lim 4+=0 3 


lim k=k ve 
x— +00 X00 


dir. 
ikinciyi burada ispatlayacak ve birincisini Alistrrma 71 ve 72’ye birakacagiz. 


fix) =4 


Sunlari gésterin 


ORNEK 6 icin Sonsuzda Limit 


t= 9 


(a) lim x 


Coziim 


(a) €> 0 verilmis olsun. 


<€ 


Sle 


x > M_— oldukea I - 7 - 


olacak sekilde bir M sayisi bulmamiz gerekmektedir. M = 1/e veya daha biiyiik her- 
hangi bir pozitif say1 igin bu 6nerme gecerlidir (Sekil 2.32). Bu da, lim x_,..(1/x) = 0 


(b) €> 0 verilmis olsun. 
1 fey [et 
x<N_ oldukga -9| = |;| <e 
olacak sekilde bir N sayisi bulmamiz gerekmektedir. N =—1/e veya —1/e ‘dan daha 
kiicgtik herhangi bir negatif say: icin bu Gnerme ge¢erlidir (Sekil 2.32). Bu da, 
lim x_,_..(1/x) = 0 oldugunu ispatlar. 1: 


Sonsuzda limitlerin sonlu limitlere benzer 6zellikleri vardir. 


TEOREM 8 
L, M ve kreel sayilar ve 


X— +00 Durumunda Limit Kurallari 


lim f(x) = L ve lim g(x) =M. ise 
X— 00 x— +00 

1. Toplama Kurali: lim (f(x) + g(x)) =L+M 
xX—xr00 

2. Fark Kuralt: lim (f(x) — g(x)) =L-—M 
KOO 

3. Carpim Kurali: lim (f(x): g(x)) = L-M 
xX—xr00 

4. Sabitle Carpim Kural: lim (k: f(x)) = ke L 
X00 

5. Boltim Kurali: Pa as = <, M#0 


6. Kuvvet Kurali: r ve s ortak garpani bulunmayan tamsayilar ve s # 0 ise 
L’/’ *nin bir reel say olmasi kosuluyla 


lim (f(a)y"* = 1" 


dir. (s gift ise LZ > 0 oldugunu varsayyoruz .) 


Bu 6zellikler Boliim 2.2’deki Teorem | ile aynidir ve bunlari ayni sekilde kullaniriz. 


y= E dogrusu 


3 


[-2  6LCEKLI DEGIL 


SEKIL 2.33 Ornek 8’deki fonksiyonun 
grafigi. |x| arttikea grafik y = 5/3 
dogrusuna yaklasir. 


SEKIL 2.34 Ornek 9’deki fonksiyonun 
grafigi. | x | arttikca, grafik x-eksenine 


yaklasir. 
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ORNEK7 — Teorem 8'i Kullanma 


(a) lim (s ++ 1) = lim 5+ lim J Toplama Kurali 
x—0o x—0oo 


x00 
=5+0=5 Bilinen limitler 
(b) lim 7° = tim 2V3-y-y 
= Jim aV3 . im. Z . im : Carpma Kurali 
= 7V3+0:0 =0 Bilinen limitler rT] 


Rasyonel Fonksiyonlarin Sonsuzdaki Limitleri 


x — +00 iken bir rasyonel fonksiyonun limitini belirlemek igin, pay ve payday1 paydadaki 
en biyiik x kuvvetiyle béleriz. Bundan sonra ne olacagi polinomlarin derecesine baglidir. 


ORNEK8 — Pay ve payda ayni derecede 


i Se eS a (3/x7) 
pe 3x2 +2 ~ Pasa 2.4. (2/x2) Pay ve payday: x’ ile 
boliin. 
_5+0-0_5 
Se 3 Sekil 2.33'e bakin i 
ORNEK9 — Payin derecesi paydanin derecesinden kiiciik 
ge, UO Gee (/x") > (2/x*) ; 
= ‘ 
x00 2x3 1 x—>—00 2 (1/x3) ore ¥ ile 
2040_¢ 
2-0 Sekil 2.34°e bakin. I 


Payin derecesinin paydanin derecesinden biiyiik olmasi durumuna ait bir 6rnegi bun- 
dan sonraki béliimde verecegiz (B6éliim 2.5 Alistirma 8). 


Yatay Asimptotlar 


Bir fonksiyonun grafigi ile belirli bir dogru arasindaki uzaklik, grafik tizerindeki bir nokta 
orijinden gok fazla uzaklastiginda, sifira yaklasiyorsa, grafik dogruya asimptotik olarak 
yaklasiyor ve dogru grafigin bir asimptotudur deriz. 

f (x) = 1/x’e bakarak (Sekil 2.31’e bakin ) 


ay ae 
se 
oldugundan sag tarafta 
lim >= 0 
x——-0O 


ve f(x) = 1/x oldugundan sol tarafta, x-ekseni eSrinin asimptotu dur. 


x-ekseni f(x) = 1/x’in grafiginin bir yatay asimptotudur deriz. 
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¥ 

A 
goo 

ie 
! ! ! ! ! ! 
37 -27 -7 0 a Ww 37 


SEKIL2.35 Bir e®ri, asimptotlarmdan 
birini sonsuz defa kesebilir (Ornek 11). 


>X 


TANIM —_Yatay Asimptot 
lim f(x) =b veya lim f(x) = b. 


ise, y = b dogrusu y = f(x) fonksiyonunun grafiginin bir yatay asimptotudur. 


oe Se = 3 


fx) 3x2 +2 


lim fix) => ve lim fx) => oldugundan y = 5/3 dogrusu, grafigi Sekil 2.33’te cizilen 
Xoo X00 
(Ornek 8) 
lim fix) a ve lim fx) =o 
Xoo 3 X—-00 3 
ORNEK 10 —_‘Yeni Bir Degiskene Déniisiim 
lim sin (1/x) limitini bulun. 
x—7cCo 
Céziim Yeni degisken t= 1/x’i tanimlayalim. Ornek 6’dan x — 00 ikent— 0* oldugunu 
biliyoruz (Sekil 2.31’e bakin ). Bu nedenle, 


: 41 : : 
lim sins = lim sint = 0 | 
x00 t>0" 


dir. Benzer sekilde, x — +00 iken f(x)’i inceleyerek x — 0 iken y = f(1/x)’in 
davranisini arastirabiliriz. 


Sandovic Teoremine Tekrar Bir Bakis 


Sandévi¢ Teoremi x > + iken ki limitler icin de gecerlidir. 


ORNEK 11 _ Bir Eqri Yatay Asimptotunu Kesebilir 
Sandévig Teoremini kullanarak 


sin x 


YH 27 -y 


egrisinin yatay asimptotunu bulun. 


Coziim x — +c iken ki davranislarla ilgileniyoruz. 


sin x 


1 
0= 1% x 


ve lim,_,...| 1/x | =0 oldugu icin, Sandévi¢g Teoremine gore lim,— 00 (sin x)/x = 0 olur. 
Dolayistyla, 


lim (2+ S82) =2+0=2 


x— +00 


SEKIL 2.36 Ornek 12’deki fonksiyonun bir 


egik asimptotu vardir. 


ALISTIRMALAR 2.4 


Limitleri Grafikten Bulma 
1. Asagida grafigi verilen y 


lerden hangileri dogru, hangileri yanlistir? e. lim f(x) vardir. 
z— 
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olur ve y = 2 dogrusu egrinin hem sagdan hem de soldan asimptotudur (Sekil 2.35). 
Bu 6rnek, bir eginin yatay asimptotlarindan birini bir cok defa kesebilecegini 
gosterir. rT] 


Egik Asimptotlar 


Rasyonel bir fonksiyonun payinin derecesi paydasinin derecesinden bir fazla ise, grafigi- 
nin bir egik asimptotu vardir. f’yi bir lineer fonksiyon ile x — +00 iken sifira giden bir 
kalanin toplami olarak yazmak igin pay1 paydaya bélerek asimptot igin bir denklem bulu- 
ruz. [ste bir Ornek. 


ORNEK 12 _ Bir Egik Asimptot Bulmak 


_ 2x? — 3 
F(x) = Tx + 4 


fonksiyonunun Sekil 2.36 daki grafigi igin egik asimptot bulunuz. 


Céziim Uzun bir bélme islemiyle 


_ 2x? — 3 
F(x) = Ix + 4 
2. 8 a —115 
7*~ 49 49(7x + 4) 
kalan 


lineer fonksiyon g(x) 


linear function g(x) remainder 
buluruz. x > +00 iken, biyiikligii f ve g’nin grafikleri arasindaki dikey uzakligi veren 
kalan, sifira gider ve 


2 8 
g(x) gk AG 


egimli dogrusu f’nin grafiginin bir asimptotu olur (Sekil 2.36). y = g(x) dogrusu hem 
sagdan hem de soldan asimptottur. Gelecek béliimde, x paydanin sifir oldugu —4/7’ye 


yaklasirken f(x)’in mutlak degerce sinirsiz arttigim1 g6receksiniz (Sekil 2.36). a 
a. Jim , f(x) = 1 b. lim f(x) = 0 
f(x) fonksiyonu hakkinda séylenen- ¢. im f(x) = 1 d. Jim f(x) = Jim, f(x) 


a) 


f(x) = 0 
g tim f(x) = 1 - lim f(x) = 1 
i. tim f(x) = 0 j. lim F@) =2 
k. jim - F(x) yoktur. ; Jim, f(x) = 0 


= 


— 
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2. Asagida grafigi verilen y = f(x) fonksiyonu hakkinda sdylenen- a. lim,_,.+ f(x), lim,_,.- f(x)ve f(2)’yi bulun. 
lerden hangileri dogru, hangileri yanlistr? b. lim,_,2 f(x) var midir, varsa nedir? Yoksa, neden yoktur? 
ec. lim,_,_j- f(x) ve lim,_,,+ f(x)’i bulun. 

d. lim,_, 5 f(x) var midir, varsa nedir? Yoksa, neden yoktur? 
0, x=0 
5. f(x) = 1 olsun. 
sing, x > 0. 


=r 1 2. 3 " i 
i = 
a. Jim , #0) =1 b. lim f(x) yoktur. 
c. lim f(x) = 2 d. lim f(x) = 2 
e. lim, f(x) =1 f. lim f(x) yoktur. 
x — 4 
g. lim, f(x) = lim. f(x) 0 
h. (-1, 1) araligindaki her c noktasinda lim f(x) 
i. (1.3) araligindaki her c noktasinda lim f(x) 
j. lim f(x) = 0 K. lim, f(x) yoktur. cy 
3% eS 2 
3. f(x) = olsun. 
> +i, 2 a. lim,—o* f(x) var midir, varsa nedir? Yoksa, neden yoktur? 


b. lim,—o- f(x) var midir, varsa nedir? Yoksa, neden yoktur? 
c. lim,—o f(x) var midir, varsa nedir? Yoksa, neden yoktur? 
6. g(x) = Vx sin(1/x) olsun. 


lim,_,9+ f (x) ve lim,_,.- f(x)’i bulun. 
lim,_,2 f(x) var midir, varsa nedir? Yoksa, neden yoktur? 


lim,_,4- f(x) ve lim,_,4+ f(x)’i bulun. 


Be SP 


lim,_,4 f(x) var midir, varsa nedir? Yoksa, neden yoktur? 


3 =, = 2 
4. f(x) = 2, x = 2 olsun. 


y=-Vs 


a. lim,—o* g(x) var midir, varsa nedir? Yoksa, neden yoktur? 


b. lim,—o- g(x) var midir, varsa nedir? Yoksa, neden yoktur? 


c. lim,—o g(x) var midir, varsa nedir? Yoksa, neden yoktur? 


3 
: #1,. bye ed 

7. a. f(x) = i . in grafigini cizin. 

0, x= 1 


b. lim,_,)- f(x) ve lim,_,;+ f(x)’i bulun. 


c. lim,_,; f(x) var midir, varsa nedir? Yoksa, neden yoktur? 


I=2; 2 ly, spite ate 
8. a. f(x) = _ , in grafigini gizin. 


b. lim,_,;+ f(x) ve lim,_,;- f(x)’i bulun. 
c. lim,_,; f(x) var midir, varsa nedir? Yoksa, neden yoktur? 
9 ve 10 alistirmalarinda verilen fonksiyonlarin grafiklerini gizin ve 
asagidaki sorular: yanitlayin. 
a. f’nin tanim ve deger araliklari nelerdir? 
b. Eger varsa lim,—., f(x) hangi c noktalarinda vardir? 
c. Hangi noktalarda sadece soldan-limit vardir? 
d. Hangi noktalarda sadece sagdan-limit vardir? 
Vi-x, 0=x<1 
9. f(x) = 41, l1sx<2 
2. x=2 
x; = =x < 0veya 0<x=l 
10. f(x) =4 1, x=0 
0, x <—Il veya x > 1 


Tek Tarafli Limitleri Cebirsel Olarak Bulma 
11-18 alistirmalarindaki limitleri bulun. 
x +2 ae 


11. oh 12. li 
Pera re x+ 1 Bare xt 


: x 2x. +5 
13. lim. (5 + 7)(% om 5) 

: 1 x+.6:\{3-— % 
wn ICEICH) 


rs Vie + 4h+¢5—-V5 


15. | 
2 hoo" h 
_ V6— V5h? + 11h + 6 
16. lim 
h->0” h 
: +2) [x + 2| 
17. a. lim. + 3) 5 b. lim + 3) 5 
— V2x(x — 1) — V2x(x - 1) 
18. a. lim =a. ah b. lim =. an 
xolt |x — 1{ xol |x — 1| 


Alistrma 19 ve 20’deki limitleri bulmak igin en biiyiik tamsay1 
fonksiyonu y = | x |y =’in grafigini kullanin Béliim 1.3 Sekil 1.31. 


ae a ae ar a 
20. a. lim (t — | f]) b. lim (¢ — | t|) 
ia i 
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- sind i 
tim ; > 1 ‘i kullanmak 
Ss 
21-36 alistirmalarindaki limitleri bulun. 
21. lim sinV 26 22. lim Sit (k bir sabit) 
00 \/269 io «Ft 
sin 3y . h 
a rer, 4y iad Me sin 3h 
. tan 2x ; 2t 
25. Aire x 26. ee tant 
27. lim cee 28. lim 6x?(cot x)(csc 2x) 
x—0 cos 5x x0 
2 - _ . 
29. lim x at X COS X 30. lim x x + sinx 
x0 SINx COS x x0 2x 
_ sin(1 — cos ft) sin (sin h) 
31. im —~—____- 32. lim ———— 
t-0 ~=6.1 — cost io sinh 
: sin 0 . sin 5x 
a: ua sin 20 a =r sin 4x 
sin 3y cot 5 
$6 lim “1 eT a a ia 
x—0 sin 8x yoo ycot4y 


x — + ©© {ken Limit Hesaplama 
37-42 alistirmalarinda verilen her fonksiyonun (a) x — oo iken ve (b) 
x — ce iken limitini bulun. (Yanitinizi bir grafik program: veya bil- 
gisayar kullanarak dogrulayabilirsiniz.) 


37. fx) = 2-3 38. fx) = 4-4 
; x 

39. g(x) = 1 — 40. g(x) = 
2 + (1/x) 8 — (5/x?) 
—5 + (7/x 3 — (2/x 

41. h(x) = ae 42. h(x) = Cf») 
3 — (1/x*) + (V2 <) 

43-46 alistirmalarindaki limitleri bulun. 

. sin 2x : cos 0 
oe ae 
as tae 2—t+ sint 46. lim r+ sinr 


to-co t+ cost 700 2r +7 —5sinr 
Rasyonel Fonksiyontarin Limitleri 


47-56 alistirmalarinda her rasyonel fonksiyonun (a) x — © iken ve 
(b) x > -ce iken limitini bulun. 


_ x+3 Bn 7 
47. f(x) => 5x +7 48. f(x) _ me) _ x2 +x+7 
2 ea 3x + 7 
49. = 50. f(x) = 
f(x) 2 aE 3 f( ) x2 Ed 
Tx? 1 
51. h(x) = 52. g(x) = 
Or eae ae oO Feed 
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10x° + x4 + 31 


53. g(x) = 7 
8, 
54, h(x) = Ox! +x 
2x4 + 5x2? -—x +6 
—2x3 — 2x +3 
SPS eg eae 
— x4 


56. h(x) = 


xt — 7x3 + Tx? + 9 
Tamsay! Olmayan veya Negatif Kuvvetlerin Limitleri 


Rasyonel fonksiyonlarin limitlerini belirlemekte kullandigimiz y6n- 
temleri x’in tamsay1 olmayan veya negatif kuwvetlerini igeren oranlar 
icin de kullanabiliriz. Pay ve payday1 paydadaki en biiytik x kuvveti ile 
béliin ve islemlere devam edin. 57—62 alistirmalarindaki limitleri bu- 


lun. 
ele 1 + 
57. lim ave 58, lim ~ Ve 
x00 X XA00.9 = Vx 
VY _ a5 1 —4 
59, tim “2 we 60. lim ~{**— 
a a ey? ay 
2x73 — x3 47 Wx — 5x +3 


Theori ve Ornekler 


63. f’nin tanim araliginin icginde bir noktada_ lim,_,,+ f(x) ve 
lim,_,,- f(x)’ biliyorsaniz, bu lim,_,, f(x)’1 de biliyorsunuz de- 
mek midir? Yanitinizin nedenlerini ag¢iklayin. 


64. lim,_,.. f(x)’in var oldugunu biliyorsaniz, lim,_,.+ f(x)’i hesapla- 
yarak degerini bulabilir misiniz? Yanitinizin nedenlerini 
aciklayin. 


65. f ’nin x’in bir tek fonksiyonu oldugunu varsayin. lim,_,9+ f(x) = 3 
oldugunu bilmeniz size lim,_,)- f(x) hakkinda bir sey séyler mi? 
Yanitinizin nedenini aciklayin. 


66. f nin x’in bir cift fonksiyonu oldugunu varsayin. lim,_,.- f(x) = 7 
oldugunu bilmeniz size lim,_, »- f(x) veya lim,_, + f(x) hakkinda 
bir sey s6yler mi? Yanitinizin nedenini aciklayin. 

67. f(x) ve  g(x)in = xin polinomlari  olduklarm ve 
lim, ... (f(x)/g(x)) = 2 oldugunu varsayin. lim, .. (f(x)/g(x)) 
hakkinda bir sey sdyleyebilir misiniz? Yanitinizin nedenini 
aciklayin. 

68. f(x) ve g(x)’in x’in polinomlari olduklarini varsayin. g(x) hig bir 
zaman sifir olmuyorsa f(x) / g(x)’in grafiginin bir asimptotu ola- 
bilir mi? Yanitinizin nedenini aciklayin. 

69. Verilen bir rasyonel fonksiyonun grafiginin kag tane yatay 
asimptotu olabilir? Yanitinizin nedenini aciklayin. 


70. lim (Vx? + x — Vx? = x) limitini bulun. 


x—0O 


71 ve 72 Alistirmalarindaki limitleri dogrulamak igin x > +00 limi- 
tin kesin tanimint kullanin. 

71. f(x) = k,sabit fonksiyon ise lim f(x) = & dir. 

72. f(x) = ksabit fonksiyon ise lim f(x) =k dir. 


Tek Tarafli Limitlerin Kesin Tanimi 

73. € > 0 verilmisse, dyle bir J = (5,5 + 6), 6 > 0 araligi bulun ki, x 
I’nin igindeyse, Vx — 5 < e olsun. Hangi limit dogrulanmak- 
tadir ve degeri nedir? 

74. «> 0 verilmisse, dyle bir /= (4-6, 4), 6 > 0 araligi bulun ki, x 
Inn igindeyse, V4 — x < € olsun. Hangi limit dogrulanmak- 
tadir ve degeri nedir? 

Sagdan ve soldan-limitlerin tanimlarini kullanarak 75 ve 76 alistirma- 

larindaki ifadeleri ispatlayin. 


Pl ‘eer = 2 

77. En biiyiik tam say1 fonksiyonu (a) lim, 499+ |x| ve (b) 
lim,_,490- ele bulun ve limit tanmmlarini kullanarak bulduklar- 
nizi dogrulayin. (c) (a) ve (b)’de bulduklariniza dayanarak 
lim,5400 | x | hakkinda bir sey sdyleyebilir misiniz? Yanitinizi 
aciklayin. 

x? sin (1/x), x <0 


olsun. 
Xx, x>0 


78. Tek tarafli limitler f(x) = { 


(a) lim,_,o+ f(x) ve (b) lim,_,9- f(x)’1 bulun ve limit tanimlarim kulla- 
narak bulduklarimizi dogrulayin. (c) (a) ve (b)’de bulduklarmiza daya- 
narak lim,_,9 f(x) icin bir sey sdyleyebilir misiniz? Yanitinizi agiklayin. 


Grafik Arastirmalari - Sonsuzdaki Limitleri “Gormek”’ 
Bazen, bir degisken dontistiimti yapmak tanidik olmayan bir ifadeyi 
limitini bulmay1 bildigimiz bir ifadeye dontistiirebilir. 
Ornegin, 
lim sin: = im, sin@ = 1/x déiniisiimii yapin 

= 0. 
Bu, sonsuzdaki limitleri “gérmek” igin yaratici bir yol GOnerir. 
Prosediirti agiklayin ve bunu 79-84 alistirmalarindaki limitleri belir- 
lemek icin kullanin. 


: alt 
79. jim, x sin 5 
cos (1/x) 


al ey) 
3x + 4 


80. 


81. lim 


i 1/x 
82. lim (3 


83. Le (3 + 2) (cos t) 
84. tin (4 cos) (1 + sin) 


2.5 Sonsuz Limitler ve Dikey Asimptotlar 115 


Pee Sonsuz Limitler ve Dikey Asimptotlar 


” xi 0’a yeterince 
yakin alarak 
istediginiz kadar 
yukari ¢ikabilirsiniz. 
B ne kadar yukarida 
B 4\ olursa olsun, grafik 
daha yukartya cikar. 


Te 
el —B ne kadar 
asagida olursa 
olsun, grafik 
x1 0’a yeterince 
yakin alarak \ -B 


daha asagtya iner. 
istediginiz kadar 


asagtya inebilirsiniz. 


SEKIL 2.37 Tek tarafli sonsuz limitler: 


1 
lim ; = —0oo 
x07 


sa, vl 
lim = = co ve 


x 0r su 


>< 


SEKiL 2.38 
fonksiyonu, y = 1/x fonksiyonunun x = 0 


x = 1 civarinda, y = 1/(x - 1) 


civarinda davrandigi gibi davranir. Grafigi, 
y = 1/x grafiginin saZa dogru bir birim 
kaydirilmis halidir (Ornek 1). 


Bu béliimde limit kavramin, limit teriminin 6ncekiler gibi olmayan biraz farkli olarak 
tamamen yeni bir kullanimi, sonsuz limitlere genisletiyoruz. Sonsuz limitler, degerleri 
pozitif veya negatif keyfi olarak biyiiyen fonksiyonlarin davranislarini tanimlamada, kul- 
lanisli semboller ve lisan saglar. xin sayisal olarak biiytik degerleri igin, dikey asimptotlar 
ve baskin terimleri kullanarak, son béliimden rasyonel fonksiyonlarin grafiklerinin anal- 
izine devam ediyoruz. 


Sonsuz Limitler 


f(x) = 1/x fonksiyonuna yeniden bakalim. x > 0° iken f’nin degerleri, her pozitif reel 
saytya ulasip asacak sekilde, sinirsiz artar. Yani, ne kadar biiytik olursa olsun herhangi bir 
B pozitif reel sayisi verilmisse, f’nin degerleri biiyiimeye devam eder ve B’yi asar (Sekil 
2.37). Dolayisiyla, x > 0° iken, f’nin bir limiti yoktur. Buna ragmen, f’nin davranisini 
x—0*,iken f(x) 00 ’a yaklasryor diyerek tanimlamak uygundur. Bunu 


lim, f(x) = lim, 4 = 00 
x—0r x07 


olarak yazariz. Bunu yazarken limitin var oldugunu sdylemiyoruz. Bir ©O reel sayisi 
oldugunu da séylemiyoruz, ciinkii béyle bir say yok. Bunun yerine, lim,— + (1/x)’in bu- 
lunmadigim, ciinkii x > 0° iken 1/x’in pozitif yénde gok fazla arttigin1 sdyliiyoruz. 

x — 0 iken f(x) = 1/x’in degerleri negatif yonde ¢ok fazla artar. Herhangi bir negatif 
-B sayisi verilmisse, f’nin degerleri eninde sonunda —B’nin altinda kalir (Sekil 2.37’a 
bakin). Bunu 


: ae | 
lim f(x) = lim > = —co 
x0" I ) x0 
olarak yazariz. Yine, limitin var oldugunu veya —©° sayisina esit oldugunu s6ylemiyoruz. 


Bir —0o reel sayisi1 yoktur. x — 0” iken degerleri negatifyénde gok fazla biiyiidiigti igin 
limiti olmayan bir fonksiyonun davranigini tanimliyoruz. 


ORNEK1 Tek tarafl: sonsuz limitler 


ve lim oil limitlerini bulun. 
x] xX — 1 


xo 1t x 1 


Geometrik Ciziim + y=1/(x—1)’in grafigi y = 1/x grafiginin saga dogru bir birim kaydirilmis 
halidir (Sekil 2.38). Dolayisiyla, y = 1/(x — 1) 1 civarinda aynen y = 1/x’in 0 civarinda 
davrandig1 gibi davranir: 


lim —0co 
x17 xX 


lim =o ve 
x 1t x 1 


i= 


Analitik Céziim x —1 sayisi ve carpmaya gére tersini diisiiniin. x — 1° iken, (x — 1) > 0° ve 
1/(x-1) > 0, x > liken, (x- 1) > 0 ve 1/(x-1) 3 -&. 7 
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y 
A 


B ne kadar 

yukarida olursa 
olsun, grafik daha 
yukariya ¢ikar 


SEKIL 2.39 Ornek 2’deki fonksiyonlarin 
grafikleri. (a) x > 0 iken f(x) sonsuza 
yaklasir. (b) x — -3 iken g(x) sonsuza 


yaklasir. 


ORNEK2 _{kitarafli sonsuz limitler 
(a) f(x) = - *nin x = 0 civarinda ve 
x 
(b) g(x) = e : 3y2 nin x =—3 civarindaki 


davranislarini agiklayin. 


Coziim 


(a) x sifira iki taraftan da yaklasirken, 1 ie ’nin degerleri pozitiftir ve cok fazla biiyiirler 
(Sekil 2.39a): 
lim f(x) = lim 4 = 00, 
x0 x0 x2 
(b) g(x) =1/+ 3)’nin grafigi f(x) =1 je grafiginin sola dogru 3 birim kaydirilmis sek- 
lidir (Sekil 2.39b). Dolayistyla, g fonksiyonu —3 civarinda aynen f’nin 0 civarinda 
davrandig1 gibi davranir. 
. F 1 
1 = | = oOo, 
pana g(x) Reo (x + 3)? " 


y = 1/x fonksiyonu, x — 0 iken tutarl bir davranis géstermez. x > 0° ise 
1/x — 00 “dur, ancak x > 0" ise 1/x > —00 olur. lim,_,9 (1/x) icin séyleyebilecegimiz tek 
sey varolmadigidir. y = 1/x* fonksiyonu farklidir. x srfira iki taraftan da yaklasirken deger- 
leri sonsuza gider, bu yiizden im,_,9 (1/x*) = Co oldugunu séyleyebiliriz. 


ORNEK3 —_ Rasyonel fonksiyonlar paydalarinin sifirlarinin civarinda farkl davranabilirler. 
_9/ _ 5)2 
eas! “ 4 ~ ed (x “et ay a : + 5 =H 
(Dy i — 7 “OG ore i eg : a r 
© jim 24> lm Gog ep feicieier einer 
@ Jim 54> im Goa D7” ie nly eel 
(e) lim 7 = = im e re 2) yoktur. (c) ve (d)’ye bakin. 
(f) lim aaa yp ee = 


3 3 lim 2 
x2 (x — 2) x2 (x — 2) x2 (x — 2) 


(a) ve (b) siklarinda, x = 2’de paydadaki sifirin etkisi pay’in da orada sifir olmas1 ne- 
deniyle sadelesir. Boylece sonlu bir limit bulunur. Ayni sey, sadelestirmenin paydada hala 
bir sifir brraktigi (f) sikkinda ge¢erli degildir. rT] 


Sonsuz Limitlerin Kesin Tanimi 


Sonsuz limitlerin tanimlari, x9’a yeterince yakin biitiin x’ler igin f(x)’in sonlu bir L 
sayisina keyfi olarak yakin olmasini gerektirmek yerine, f(x)’in orijinden keyfi olarak 
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uzak olmasini gerektirir. Bu degisiklik disinda, kullanilan dil daha 6nce gérdiiklerimizle 
pend aynidir. Sekil 2.40 ve 2.41 bu tanimlar agiklamakadir. 


TANIM Limit Olarak Sonsuz ve Negatif Sonsuz 


1. Her pozitif B reel sayisina kargilik 
0<|x-—xo| <6 iken f(x) >B 


olacak sekilde bir 6 > 0 sayis1 bulunabiliyorsa,x x»’a yaklasirken 


5% f(x) sonsuza yaklasiyor der ve 


er lim f(x) = 
xx 


yazariz. 


2. Hernegatif —B reel sayisina karsilik 


SEKIL 2.40 x9 -S<x<xgt 6 ici 
: 8 ie 0< |x-—x| <6 iken f(x)<-B 


grafigi y = B dogrusunun ist tarafinda 
kalir. olacak sekilde bir 6 > 0 sayisi bulunabilirse, x xpo’a yaklasirken 


f(x) eksi sonsuza yaklasiyor der ve 


lim f(x) = —©co 
X—?X0: 


yazariz. 


xo 'daki tek tarafli sonsuz limitlerin kesin tanimlari da benzerdir ve alistirmalarda verilmek- 
tedir. 


ORNEK 4 — Sonsuz Limitlerin Tanimini Kullanarak 


lim 7 = co oldugunu ispat edin. 
x—0 X 


Ciziim B > 0 verilsin, 


| je w-0/<8 ie +SR 
SEKIL2.41 x9 -6<x<x9+ 6 igin f(x)’in * 


grafigi y = —B dogrusunun iist tarafinda olacak sekilde bir § > 0 sayisi bulmak istiyoruz. 
kalir. 2 ope 
Simdi, 


1 
Ancak ve yalniz x” < p veya buna denk olarak |x| < = ise a > B dir. 
x 


VB 


Béylece, 6 = 1/ VB (veya daha kiiciik bir pozitif say1) segersek 


|x| <6 olmasinin 7 > a = B ’yi gerektirdigini goriiriiz. 
x 


Bu nedenle, tanima gore 
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Dikey asimptot 


Yatay asimptot 


Asimptot 
y= (0) 


Dikey asimptot 
x=0 


SEKIL 2.42 Koordinat eksenleri y = 1/x 
hiperboliintin her iki kolunun 
asimptotlaridir. 


Dikey 
asimptot, 
De 


Yatay 
asimptot, 
y=l 


SEKIL2.43 y=1vex=-2 dogrulan 
y =(x + 3)/(x + 2) eSrisinin asimptotlaridir 
(Ornek 5). 


Dikey Asimptotlar 


y = 1/x fonksiyonunun grafiginin iistiindeki bir nokta ile y-ekseni arasindaki uzaklik, 
nokta grafik tizerinde dikey olarak orijinden uzaklastikea, sifira yaklasir (Sekil 2.42). Bu 
davranis meydana gelir ctinkii 
lim+=0o ve lim += 00 
x0 © x0 * 

dir. x = 0 dogrusunun (y-ekseni), y = 1/x’in grafiginin bir dikey asimptotu oldugzunu séy- 
leriz. Paydanin x = 0 da sifir olduguna ve fonksiyonun burada tanimli olmadigina dikkat 
edin. 


TANIM Dikey Asimptot 
lim, f(x) = £00 veya lim f(x) = £0. 


ise, x =a dogrusu y= f(x) fonksiyonunun bir dikey asimptotudur. 


ORNEK5 —Asimtot Bulmak 
Asagidaki egrinin asimptotlarini bulun. 


at 3 
y x +2 


Coziim »—> +00 iken ve paydanin sifir oldugu x — —2’deki davranisla ilgileniyoruz. 


Rasyonel fonksiyonu (x + 3)’ti (x + 2)’ye bélerek elde edilecek kalanl: bir rasyonel 
fonksiyon olarak yazarsak, asimptotlar daha kolay bulunur: 


1 
x+2)x+3 
x+2 
1 


Bu y’yi yeniden yazmamizi saglar: 


y=1rt 


1 
x2 
Bundan, sorudaki efrinin y = 1/x eSrisinin 1 birim yukari ve 2 birim sola kaydirilmis hali 
oldugu anlasilir (Sekil 2.43). Asimptotlar, koordinat eksenleri yerine, artik y = 1 ve x = —2 
dogrularidir. 


| 
ORNEK6 —Asimptotlar iki Tarafli Olmak Zorunda Degjldirler 


Asagidaki egrinin yatay ve dikey asimptotlarini bulun. 


f(x) = eer 


Coziim x— £00 ve paydanin sifir oldugu x = > +2 iken ki davranislarla ilgileniyoruz. 
f’nin bir gift fonksiyon olduguna ve dolayisiyla grafiginin y-eksenine gére simetrik 
olduguna dikkat edin. 


(a) x +00 iken davranis. lim,—o f(x) = 0, oldugu icin, y = 0 dogrusu grafizin sag 
taraftan bir asimptotudur. Simetriden dolayi, ayn1 zamanda soldan da asimptottur 


y 
» 
8 
eS 
x24 
Dikey asimptot, 
Dikey x=2 
asimptot Yatay 


x=-2 


asimptot, y = 0 


SEKIL 2.44 y = —8/(x? — 4)?nin grafigi. 
Egrinin x-eksenine yanliz bir taraftan 
yaklastigina dikkat edin. Asimptotlar iki 
tarafli olmak zorunda degildirler 

(Ornek 6). 
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(Sekil 2.44). Egrinin, x-eksenine yalniz negatif taraftan (veya attan) yaklastigina dikkat 
edin. 


(b) x > £2 iken davranis. 
lim, f(x) = —0° ve lim f(x) = 
x2 x27 


oldugu icin x = 2 dogrusu hem soldan hem de sagdan bir asimptottur. Simetri 
dolayistyla, aynisi x = —2 icin de gecerlidir. 


f’nin baska her noktada sonlu bir limiti oldugu igin, baska asimptotu yoktur. = 
ORNEK7 — Sonsuz Sayida Asimptotu Olan Egriler 


1 ve - _ sinx 
cos x y = tanx ~ Cosx 


y = secx = 


eérilerinin grafiklerinin ikisinin de cos x = 0 oldugu 7r/2’nin tek-tamsayi katlarmda dikey 
asimptotlari vardir (Sekil 2.45). 


y = secx y y = tanx 


1 1 >x 
— «¢ 0 at 3 ~ 


SEKIL 2.45 sec x ve tan x fonksiyonlarinin grafiklerinin sonsuz sayida dikey 
asimptotlar vardir (Ornek 7). 


1 


3 aT 0 T 3 


ws 1 


c 
: ve y=cotx=— 
sin x sin x 


y = cscx = 


egrilerinin ikisinin de sin x = 0 oldugu 7’nin tamsay1 katlarinda dikey asimptotlari vardir 
(Sekil 2.46). 


y = é By _ : 
A y = cscx < y=cotx 


o 


SEKIL2.46 csc x ve cot x fonksiyonlarmin grafikleri (Ornek 7). a 
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x > o iken e&ri ile dogru 
arasindaki dik uzaklik 
sifira gider. 


Egik 
asimptot 


no ww MND 
T 


ob Dikey 
asimptot 
37 x=2 


SEKIL 2.47 f(x) = (x? — 3)/(2x — 4) 
fonksiyonunun grafiginin bir dikey 
asimptotu ve bir yatay asimptotu vardir 
(Ornek 8). 


ORNEK8 — Payinin Derecesi Paydasinin Derecesinden Biiyiik Olan Bir 
Rasyonel Fonksiyon 


Asagidaki fonksiyonun asimptotlarini bulun. 


2 
fe) = Fem 


Coziim x— +00 ve paydanin sifir oldugu x > 2. iken ki davranislarla ilgileniyoruz. 
Once (x? — 3)’ii (2x — 4)'e béleriz: 


x 
aa 


2x — 4)x? — 3 
x? — 2x 
2x — 3 
2x —4 
1 


Bu bize 


x? — 3 


_ te 1 
i= Sg ee 


2x — 4 
cadre 


ee 
lineer kalan 


oldugunu sdéyler. lim,.2+ f(x) = 00 ve lim,.. f(x) = —00 oldugu igin x = 2 dogrusu 
iki tarafli bir asimptottur. x—> +00 iken, kalan 0’a yaklasir ve f(x) > (x/2) + 1 olur. 
y=(x/2)+1 dogrusu hem sa8dan hem de soldan bir egik asimptottur (Sekil 2.47). 


Ornek 8 de guna dikkat edin, bir rasyonel fonksiyonun payinin derecesi paydasinin dere- 
cesinden bityiik ise, | x | bityiirken limit, pay ve paydasinin isaretlerine bali olarak, +00 
veya —CO dur. 


Baskin Terimler 
Ornek 8’deki 


ae 
fe) = Fa 


fonksiyonu hakkinda gabucak yapabilecegimiz biitiin g6zlemlerden muhtemelen en yarar- 
lisi 


1 


_x ee 
I= ot Vea 


oldugudur. Bu bize derhal 
f(x) ® 5 +1 Biiyiik x’ler igin 


f(x) © 4 2’ye yakin x’ler icin 


oldugunu sdéyler. f’nin nasil davrandigini bilmek istiyorsak, bu sekilde bulabiliriz. x 
sayisal olarak biiyiik oldugunda, y = (x/2) + 1 gibi davranir ve 1/(2x — 4)’iin f’nin 
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toplam degerine katkis1 6nemsizdir. x 2’ye yakin oldugundaysa, 1 /(2x — 4) gibi davranir, 
yani baskin katki 1 /(2x — 4)’den gelir. 

x sayisal olarak biiyiik oldugunda (x/2) + 1 baskin gikar ve x 2 civarindayken 
1/(2x — 4) baskin gikar deriz. Bunlar gibi baskin terimler bir fonksiyonun davranisini ke- 
stirmenin anahtaridir. iste bir baska drnek. 


ORNEK9 —_ Biiyiik Olcek Uzerinde Ayni Gibi Géziiken Iki Grafik 


f(x) = 3x4 — 2x3 + 3x? — 5x + 6 ve g(x) = 3x4 olsun. x’in sayisal olarak kiiciik deger- 
lerinde f ve g oldukca farkli olsalar da, cok biiytik | x | degerlerinde neredeyse ayn 
olduklarini gésterin. 


Coziim f ve g’nin grafikleri orijin yakininda oldukga farkl davranirlar (Sekil 2.48a), 
fakat biiytk dl¢ekte neredeyse ayni gibi géziikiirler (Sekil 2.48b). 


J 
A 


500,000 


300,000 


100,000 


(a) (b) 


SEKIL2.48 _f ve g’nin grafikleri, (a) kiiciik |x | degerlerinde farklidirlar ve biiyiik 
|x| degerlerinde neredeyse aynidirlar (Ornek 9). 


Grafik olarak g ile temsil edilen, f’deki 3x‘ teriminin, x’in sayisal olarak biiyiik deger- 
leri igin f polinomuna baskin oldugunu, x — £00 iken iki fonksiyonun oranlarini incele- 
yerek test edebiliriz. 


_. Hx) 3x4 — 2x3 + 3x? — 5x + 6 
lim l 
x— +00 g(x) x— +00 3x4 
1 5 2 
7 clin, (1 3x 7 a 3x3 " 3) 
= 1, 


oldugunu ve dolayisiyla biiyiik | x | degerlerinde f ve g’nin neredeyse ayni olduklarin: bu- 
luruz. - 
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ALISTIRMALAR 2.5 


Sonsuz Limitler 


1—12 alistirmalarindaki limitleri bulun. 


. : 3 
fae 3x ss ie 2x 
2 Lees: fee 
2x : 3x 
ae ees & 1 ee 


~l 
5 
~% 
3 


x0" 3x13 x0 3x13 
: 2 : 2 
10. a. ie b. pa eT 
: 4 ; 1 
11. jim 2s 12. jim 2B 
13-16 alistirmalarindaki limitleri bulun. 
13. lim tanx 14. lim secx 
x (a/2)~ x (=a/2)* 


15. lim (1 + csc@) 16. lim (2 — cot @) 
90 60 


Ek Hesaplamalar 


17-22 alistirmalarindaki limitleri verilen durumlarda bulun. 


17. lim 


x? — 
a. x2" b. x22 
ce. x2 —2+ d. x -—27 
18. lim 
ee iL 
a. x 1t b. x17 
ce. x2 It d. x -17 
2 
19. iim - §) 
a. x 0* b. x07 
c. x> W2 d.x—-l 
2 
ioe Sn 
20. lim 7 ' 
a. x2" b. x2 —-27 


e« x21 d. x 0- 


ak 
21. lim 
x3 — 2x? 
a. x 0° 


ce x27 


27 3x+2 


b. x27 


d.x—2 


e. x > 0 iken ki limit hakkinda bir sey sdylenebilir mi? 


2 
22, tim * >" * 2 
5 6 4x 
a. x—>2* 
Cc x07 


b. x —27 


d. x17 


e. x > 0 iken ki limit hakkinda bir sey sdylenebilir mi? 


23-26 alistirmalarindaki limitleri verilen durumlarda bulun. 


: 3 
23. tim(2 = 3.) 


a. t> 0° 


‘ 1 
24, tim(, “- 7) 


a. t> 0° 


25. tim( x 


2/3 (x —] 2/3 


a. x 0° 


«xl 


26. lim ( =o 


gis (x — 1)43 


a. x 0° 


e« x21 


2 


1 


b. t> 07 


b. t> 07 


dx 17 


b. x > 07 


dx 17 


Rasyonel Fonksiyonlarin Grafiklerini Cizmek 


27-38 alistirmalarindaki rasyonel fonksiyonlarin grafiklerini gizin. 
Asimptot ve baskin terimlerin grafikleri ve denklemlerini de ekleyin. 


27. y= 
9. y=545 
3. y = 223 
33. y= 
358. y= 4 
spt 


28. 


30. 


32. 


34. 


36. 


38. 


__ i 
y ed 
_ _73 
Ye ¥= 3 
_ 2x 
y 5 a a | 
ae el 
y x— 1 
sew | 
0 +4 
x el 
y a 


Degerler ve Limitlerden Grafik Yaratmak 


39-42 alistirmalarinda, verilen kosullan saglayan bir y = f(x) fonksiyo- 
nunun grafigini ¢izin. Formtil gerekmemektedir — sadece koordinat ek- 
senlerine isim verin ve uygun bir grafik ¢izin (Yanitlar tek degildir, do- 
layistyla grafikleriniz cevaplar béliimtindekilerle aym olmayabilir). 


39. f(0) = 0, f(1) = 2, f(-1) = —2, Jim | f(x) = -l1ve 
lim f(x) = 1 


x— 00 


40. f(0) = 0, lim f(x) = 0, lim, f(x) = 2, ve 


x 


gan i) sil 


41. f(0) = 0, a F(x) = 0, lima f(x) = Jim , #0) = ©, 


x 


jim, f(%) = —0° ve lim_ f(x) = —0 

42. f(2) = 1, f(-1) = 0, lim f(x) = 0, lim, f(x) = °%, 
lim f(x) = —00 ve lim, f(x) = 1 

Fonksiyon Yaratmak 


43-46 alistirmalarinda, verilen kosullari saglayan bir fonksiyon bulun 
ve grafigini ¢izin (Yanitlar tek degildir. Kosullar1 saglayan herhangi 
bir fonksiyon kabul edilebilir. Yardimci olacaksa pargali olarak 
tanimlanmis fonksiyonlar kullanabilirsiniz). 


43. lim f(x) = 0, lim f(x) = co ve lim. f(x) = co 
x— +00 x27 x—2t 


44. lim g(x) = 0, lim_ g(x) = —OO ye. lim, g () = 00 
X—> 00 x= x 

45. lim A(x) = —1, lim A(x) = 1, lim A(x) = —1, ve 
x—-—00 x—0o x0 
jim, h(x) = 1 

46. lim k(x) = 1, tim k(x) = co ve lim, k(x) = —0o 
X00 x= => 


Sonsuz Limitlerin Esas Tanimi 


47-50 alistirmalarindaki limitleri ispatlamak icin tanimlari kullanin. 


‘7 lev he ae 48. lim — = co 
x0 x2 x>0 |x| 
4: Hey So 50; tin, —=§— Sas 


23 (Gg = 3) s>-5 Gor Sy 


Tek Tarafli Sonsuz Limitlerin Esas Tanimi 


51. Asagida sagdan sonsuz-limit tanimi bulunmaktadir. 


Pozitif her B reel sayisina karsilik, 
Xy<x<xj +d iken fix) >B 


olmasini saglayan bir 6 > 0 sayisi bulunabilirse, x x9’a 
sagdan yaklasirken f(x) sonsuza gider deriz ve 
lim, f(x) = co 
X>Xo" 


yazariz. 
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Tanimi asagidaki durumlari kapsayacak sekilde degistirin. 


a. lim f(x) = 00 


X—>X9 

b. lim, f(x) = —0co 
X—>X9 

c. lim f(x) = —00 
X>X9 


Alistirma 51’daki esas tanimlari kullanarak 52—56 alistirmalarindaki 
ifadeleri ispatlayin. 


52. lim, 4 = 00 
x>0 


53. lim 1 = —co 


54. lim = —0O 


55. lim, ——> = © 


56. lim —1— = 0 


Terimlerin Grafiklerini Cizmek 


57-60 alistirmalarindaki fonksiyonlardan her biri iki terimin toplam1 
veya farki olarak verilmektedir. Once terimlerin grafigini cizin (ayn 
eksen takiminda). Sonra bu grafikleri rehber olarak kullanarak, 
fonksiyonun grafigini ¢gizin. 


57. y = seox +4, tos 
7 T 

58. y = secx ‘ <x< 
y ee 2 2 

1 7 7 

59. y = tanx 4 ; <x< 
) ie pi 2 
60. y : tan x, ae 


Grafikleri Formiillerle Karsilastirma 
61-64 alistirmalarindaki egrileri gizin ve egrinin formiilityle gordiik- 
leriniz arasindaki iliskiyi agiklayin. 
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eRe Siireklilik 


Diisiilen mesafe (m) 


SEKIL 2.49 Serbest diisen bir cismin, cizilen 
deneysel Q;, Q2, Q3,... 


Gecen zaman (sn) 


kesiksiz bir egri ile birlestirmek. 


>< 


! ! ! >x 


0 1 


SEKIL 2.50 Fonksiyon, [0, 4] iizerinde 
x=1,x =2 ve x =4 disindaki noktalarda 


stireklidir (Ornek 1) 


Sagdan iki-tarafli 
stireklilik —_stireklilik Soldan 


—_ stireklilik 
f S_-s 


y = fQ) 


| 
| 
| 
| 
! 
a 


SEKIL 2.51 
siireklilik. 


I 
I I 
I I 
I I 
I I 
L ! 
c b 


a, b, ve c noktalarinda 


veri noktalarini 


Laboratuvarda tiretilen veya dogadan toplanan fonksiyon degerlerini isaretlerken, isaretle- 
nen noktalar genellikle, 6lciim yapmadigimiz zamanlarda fonksiyonun degerlerinin neler 
olabilecegini géstermek amaciyla, kesiksiz bir egriyle birlestiririz (Sekil 2.49). Bunu ya- 
parken, stirekli bir fonksiyonla, yani degerleri verilerle stirekli olarak degisen ve aradaki 
degerleri almadan bir degerden digerine atlamayan bir fonksiyonla galistig1mizi varsa- 
yariz. Stirekli bir fonksiyonun, x bir c ye yaklasirkenki limiti basitge fonksiyonun c deki 
degeri hesaplanarak bulunabilir. (Bunun, polinomlar icin dogru oldugunu Béliim 2.2 de 
gordiik.) 

Tanim kiimesi tizerinde grafigi, kalemi kaldirmadan tek bir stirekli hareketle gizilebilen 
herhangi bir y = f(x) fonksiyonu stirekli bir fonksiyona bir 6rnektir. Bu béliimde bir 
fonksiyonun stirekli olmasinin ne anlama geldigini daha kesin olarak inceleyecegiz. 
Ayrica, siirekli fonksiyonlarin 6zelliklerini galisacagiz ve Boliim 1.2 de gésterilen 
fonksiyon tiplerinin bir gogunun siirekli olduklarini gérecegiz. 


Bir Noktada Siireklilik 


Siirekliligi anlamak icin, B6liim 2.4 Ornek 2 de limitlerini inceledigimiz Sekil 2.50 deki 
gibi bir fonksiyonu géz Sniine almamuz gerekir. 


ORNEK1 — Siirekliligi Arastirmak 


Sekil 2.50 deki f fonksiyonunun siirekli oldugu noktalari ve stireksiz oldugu noktalar bu- 
lun. 


Ciziim f fonksiyonu [0, 4] tanim kiimesi icginde, x= 1, x =2 ve x = 4 disindaki her nok- 
tada siireklidir. Bu noktalarda grafikte kopukluklar vardir. Tanim ktimesi igindeki her nok- 
tada f’nin limiti ile f’nin degeri arasindaki iliskiyi diistintin. 


f’nin siirekli oldugu noktalar: 


x=0’da iim, f(x) = f(0). 
x =3'de lim f(x) = f(3). 
0<c<4,c #1, 2%de, lim f(x) = fle). 


f’nin siireksiz oldugu noktalar: 


x = Ide, jim f(x) yoktur. 

x =2'de, jim f(x) = 1 fakat 1 4 f(2). 

x = 4’te, Jim. f(x) = 1,fakat 1 # f(4). 

c<0,c > 4'te, bu noktalar f’nin tanim kiimesinde degildir. = 


Bir fonksiyonun tanim ktimesinde bir noktadaki siirekliligi tanimlamak icin, bir i¢ 
noktadaki (iki-tarafli limit gerektiren ) ve bir ug noktadaki (tek tarafli bir limit gerektiren) 
strekliligi tanimlamamiz gerekir (Sekil 2.51). 


2 0! 2 


SEKIL 2.52 Tamm kiimesinin 
her noktasinda siirekli olan 
bir fonksiyon (Ornek 2). 


SEKIL 2.53 Orijinde 
sagdan stirekli fakat 


soldan siirekli olmayan bir 
fonksiyon. Burada bir 
si¢ramali stireksizligi 
vardir (Ornek 3). 
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TANIM Bir Noktada Siirekli 
Ig nokta : 


lim f(x) = f(c). 
xe 
ise, y= f(x) fonksiyonu tanim kiimesinin c i¢ noktasinda siireklidir. 


U¢ nokta: 
Jim, f(x) = fla) veya im iix) = fe) 


ise, y = f(x) fonksiyonu tanim kiimesinin sirastyla, a sol ug noktasinda siirek- 
lidir veya b sag ug noktasinda siireklidir. 


Bir f fonksiyonu bir c noktasinda stirekli degilse, f fonksiyonu c’de sitireksizdir ve c 
noktasi f’nin bir siireksizlik noktasidir deriz. c’nin f fonksiyonunun tanim kiimesinde 
olmasi gerekmedigine dikkat edin. 

Bir f fonksiyonu icin, lim,_,.+ f(x) = f(c) ise, fonksiyon tanim araliginin x = c nok- 
tasinda sagdan-siirekli, lim,_,.- f(x) = f(c) ise, fonksiyon c noktasinda soldan siireklidir. 
Yani bir fonksiyon, a noktasinda sagdan stirekliyse, tanim ktimesinin sol ug noktasi a’da 
strekli, b noktasinda soldan siirekliyse, b sag ug noktasinda siireklidir. Tanim araliginin bir 
c i¢ noktasinda stirekli olabilmesi igin, c’de hem sagdan hem de soldan siirekli olmasi 
gerekir (Sekil 2.51). 


ORNEK2 — Tanim Kiimesinin Tamaminda Siirekli Bir Fonksiyon 


f(x) = V4 — x? fonksiyonu [-2, 2] tanim araliginin her noktasinda siireklidir (Sekil 
2.52). Bu, f’nin sagdan siirekli oldugu x =—2 ve soldan stirekli oldugu x = 2 noktalarini da 
igerir. a 


ORNEK3 _Birim Adim Fonksiyonunun Sicramali Siireksizligi Vardir 


Sekil 2.53’te gésterilen U(x) basamak fonksiyonu x = 0’da sagdan siirekli, ancak o 
noktada soldan siirekli veya stirekli degildir. x = 0’da sigramali stireksizligi vardir. rT] 


Siirekliligi bir test gseklinde 6zetleyebiliriz. 


Siireklilik Testi 

Bir f(x) fonksiyonu asagidaki tic kosulu da sagliyorsa, x = c noktasinda stirek- 
lidir: 

1. f(c) vardir (c f’nin tanim kiimesindedir) 

2. limys, f(x) vardir (x > c iken f’nin limiti vardir) 


3. lim, f(x) = f(c) (limit fonksiyon degerine esittir) 


Tek tarafli siireklilik ve bir ug noktada siireklilik igin, testin 2. ve 3. kisimlarindaki limitler 
uygun tek tarafli limitlerle degistirilmelidir. 
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2 
A 
4b — 
y =intx 
3L veya 
y=L 
2F e—o 
Ir —o 
L —— 5 L L L — 
-l 2 3 4 
— 
—o 2 


SEKIL 2.54 En biiyiik tamsayi 
fonksiyonu, tamsay1 olmayan her 


noktada stireklidir. Her tamsay1 sa&dan 
stirekli fakat soldan stirekli degildir 


(Ornek 4). 


ORNEK 4 


Béliim 1’de tanitilan y = |x| veya y = intx, fonksiyonunun grafigi Sekil 2.54’te 
cizilmistir. Her tamsayida siireksizdir ciinkti herhangi bir n tamsayisinda limit yoktur: 


En Bilyik Tamsay! Fonksiyonu 


lim intx =n —- 1 ve 


xn 


lim, intx =n 
XN 
dir, dolayistyla x — n iken soldan ve sagdan limitler egsit degildir. int n = n oldugundan en 
biyiik tamsay1 fonksiyonu her tamsayida sagdan siireklidir (fakat soldan stirekli degildir). 
En biiyiik tamsayi fonksiyonu, tamsayilardan farkli her reel sayida siireklidir. Orne- 
gin, 
lim int x = 1 = int 1.5 


x15 


dir. Genel olarak, 1 bir tamsay1 olmak tizere n — 1 <c <n ise 


lim int x =n—1=intc 
Bo 2 28 


7 
dir. 

Sekil 2.55 stireksizlik tiplerinin bir katalogudur. Sekil 2.55a’daki fonksiyon x = 0 da 
streklidir. Sekil 2.55b’deki fonksiyon igin f(0) = 1 olsaydi fonksiyon stirekli olurdu. Sekil 
2.55ce’deki fonksiyon igin f(0) = 2 yerine f(0) = 1 olsaydi fonksiyon stirekli olurdu. Sekil 
2.55b ve Sekil 2.55c’deki stireksizlikler kaldirilabilir stireksizliklerdir. Her fonksiyonun 
x > 0 iken bir limiti vardir ve f(0)’1 bu limite esit olarak tantmlamakla siireksizligi kaldi- 
rabiliriz. 

Sekil 2.55d’den f’ye kadar olan stireksizlikler daha ciddidir: lim,_,) f(x) bulunma- 
maktadir ve f’yi 0 da degistirerek durumu gelistirmenin bir yolu yoktur. Sekil 2.55d deki 
birim adim fonksiyonunun bir sigramahi siireksizligi vardir: tek tarafli limitler vardir fa- 
kat degerleri farklidir. Sekil 2.55e’deki f(x) = 1/x? fonksiyonunun bir sonsuz siireksizligi 
vardir. Sekil 2.55f’deki fonksiyonun bir salinan siireksizligi vardir: fonksiyon cok fazla 
salinmaktadir, dolayistyla x > 0 iken limiti yoktur. 


y y 
A A 
y =f) y = fe) 
y = fe) 
ee 
0 > xX 0 ~ -—> x 
(a) (b) (c) (d) 
y A . Qa 
1 y = sin = 
y=fM= 2 
>X 
0 x 
(e) (f) 


SEKIL2.55 (a) daki fonksiyon x = 0 da siireklidir; (b) den (f) ye kadar olanlar degildirler. 


SEKIL 2.56 y = 1/x fonksiyonu x = 0 
disindaki her degerde stireklidir. x = 0 da 
bir stireksizlik noktasi vardir. 

(Ornek 5). 
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Siirekli Fonksiyonlar 


Bir fonksiyon, ancak ve yalniz bir araligin her noktasinda stirekli ise bu aralik tizerinde 
sureklidir. Ornegin, Sekil 2.52 de gizilen yarrm gember fonksiyonu, tanim kiimesi olan 
[—2, 2] araliginin her noktasinda siireklidir. Tanim ktimesinin her noktasinda stirekli olan 
bir fonksiyon siirekli fonksiyondur. Bir sirekli fonksiyon her aralikta stirekli olmak 
zorunda degildir. Ornegin, y = 1/x fonksiyonu [-1, 1] tizerinde siirekli degildir (Sekil 
2.56), fakat (-co, 0) U (0, CO) tanim kiimesi zerinde siireklidir. 


ORNEK5 —Siirekli Fonksiyonlari Belirlemek 


(a) y= 1/x fonksiyonu (Sekil 2.56), tanim kiimesinin her noktasinda siirekli 
oldugundan, siirekli bir fonksiyondur. x = 0 da bir stireksizlik noktasi vardir, ancak, 
orada tanimli degildir; 


(b) Boéliim 2.3 Ornek 3’e gére f(x) =x birim fonksiyonu ve sabit fonksiyonlar her yerde 
sureklidirler. Py 


Stirekli fonksiyonlarin cebirsel kombinasyonlari tanimli olduklar: her yerde stirek- 
lidirler. 


TEOREM9 _Siirekli Fonksiyonlarin Ozellikleri 
f ve g fonksiyonlar x = c de stirekli ise, asagidaki kombinasyonlan da x = c de 
sureklidir. 

1. Toplamlar: ftgeg 

2. Farklart: f-g 

3. Carpimlar: feg 

4. Sabite Carpim: k-f herhangi bir & igin 

5. Boliimler: f/g, g(c) # 0 olmak kosuluyla 

6. Kuvvetler: f'’, rve s tam sayilar olmak iizere, c’yi igeren bir 

agik aralikta tanimli olmas1 kosuluyla. 


Teorem 9’daki sonuclarin cogu Béliim 2.2 Teorem | deki limit kurallariyla kolayca 
ispatlanir. Ornegin, toplam kurali igin 


lim(f + g)(x) 


lim(f(x) + g@)) 


lim f(x) + lim g(x), Toplam kurali, Teorem 1 
xe xe 


= f(c) + g(c) f ve g’ninc deki siirekliligi 
= (f + g)(c). 
Bu, f + g’nin siirekli oldugunu gosterir. 


ORNEK 6 —_Polinomlar ve Rasyonel Fonksiyonlar Siireklidirler 


(a) Her P(x) = a,x” + ay—yx” |! + +--+ + a9 polinomu siireklidir giinkii: B6liim 2.2 
Teorem 2’ye lim P(x) = P(c). 
X= FC 
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(b) P(x) ve Q(x) polinomlar ise Teorem 9’daki Béliim Kuralina gére P(x) / O(x) rasyonel 
fonksiyonu tanimli oldugu her yerde stireklidir (O(c) # 0). 


ORNEK7 —Mutlak Deger Fonksiyonunun Siirekliligi 


f(x) = |x| fonksiyonu x’in her degerinde siireklidir. x > 0 ise, f(x) =x bir polinomdur. 
x < Oise, f(x) =-x baska bir polinomdur. Son olarak, orijinde lim,9|x| = 0 = |0| 
olur. 7 


Boliim 2.2 Ornek 6’ya gére y = sin x ve y = cos x fonksiyonlar x = 0 da siireklidirler. 
Aslinda, her iki fonksiyon da her yerde stireklidir (bkz. Alistirma 62). Buna gore, Teorem 
9’dan, alti trigonometrik fonksiyonun hepsinin, tanimli olduklari her yerde stirekli olduk- 
lari sonucu cikar. Ornegin, y = tanx fonksiyonu -**U (—7/2, 2/2) U (7/2, 3277/2) U 
tizerinde stireklidir. 


Bileskeler 


Siirekli fonksiyonlarin biitiin bileskeleri stireklidir. Fikir sudur: f(x) x =c de siirekli ise 
ve g(x) x = f(c) de stirekli ise, g ° f x =c de stireklidir (Sekil 2.57). Bu durumda x > c 
iken limit g(f(c)) dir. 


sof 


c de siireklidir 


cde S(o) de 


stireklidir stireklidir 


e ° 
c SO g(fo) 


SEKIL 2.57 Siirekli fonksiyonlarm bileskeleri siireklidir. 


TEOREM 10 —_—_Siirekli Fonksiyonlarin Bileskesi 
f cde stirekli ise ve g de f(c)'de stirekli ise, g ° f bileskesi c’de stireklidir. 


Sezgisel olarak, Teorem 10 anlamlidir giinktix c’ye yakin ise f(x) te f(c)’ye yakindir 
ve g f(c)de stirekli oldugundan g(f(x)) g(f(c))’ye yakindir sonucu ¢ikar. 

Bileskelerin stirekliligi herhangi sonlu sayida fonksiyon igin gecerlidir. Tek istenen, 
her fonksiyonun uygulandig1 noktada stirekli olmasidir. Teorem 10’un ispati igin Ek 2’deki 
Alistirma 6’ya bakin. 


ORNEK8 —Teorem 9 ve 10 u uygulamak 


Asagidaki fonksiyonlarin kendi tanim araliklarinda stirekli olduklarini gésterin. 


/ 
(a) y= Vx? - 2x - 5 Gye 


1+ x4 
(c) _ sod ides x sinx 
* x7 -2 . x27 +2 


>< 


SEKIL2.58 y = |(xsinx)/(x? + 2)| 
fonksiyonunun siirekliligini 
diisiindiirmektedir (Ornek 8d). 
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Coziim 

(a) Karek6k fonksiyonu tizerinde siireklidir ciinkii [0, 00) siirekli birim f(x) = x fonksi- 
yonunun bir rasyonel kuvvetidir (Teorem 9 Boliim 6). Verilen fonksiyon 
f(x) =x° —2x-—5 da polinomu ile g(t) = Vit karekok fonksiyonunun bileskesidir. 

(b) Pay, birim fonksiyonun bir rasyonel kuvvetidir; payda heryerde pozitif bir polinom- 
dur. Bu nedenle, boélim siireklidir. 


(c) (x — 2)/(x? — 2) oram her x # +V2, igin stireklidir ve verilen fonksiyon bu oran- 
la siirekli olan mutlak deger fonksiyonunun bileskesidir (Ornek 7). 


(d) Sintis fonksiyonu her yerde stirekli oldugundan (Alistirma 62), pay’daki terimi x sin x 
siirekli fonksiyonlarin carpimidir ve paydadaki x’ + 2 terimi her yerde pozitif olan bir 
polinomdur. Verilen fonksiyon, stirekli fonksiyonlarin bir orani ile stirekli olan mutlak 
deger fonksiyonunun bileskesidir (Sekil 2.58). rT] 


Bir Noktaya Siirekli Genislemeler 


y = (sinx)/x fonksiyonu x = 0 disindaki her noktada siireklidir. Bu anlamda y = 1/x 
fonksiyonu gibidir. Fakat, x > 0 iken y = (sinx)/x’in sonlu bir limiti var oldugundan 
(Teorem 7) bu anlamda y = 1/x’ten farklidir. Bu nedenle, fonksiyonun tanim kiimesi, 
genisletilmis fonksiyon x = 0 da stirekli olacak bicgimde, x = 0 noktasin1 igerecek sekilde 
genisletilebilir. 


eo x #0 
F(x) = 
() 1, x=0 
fonksiyonu F(x) da stireklidir x = 0 ciinkii 
lim “S* = F(0) 
dir (Sekil 2.59). 
y y 
LN A 


(a) (b) 


SEKIL 2.59 -—7/2=x= 7/2 icin f(x) = (sinx)/x’in grafigi (0, 1) noktasim igermez 
ctinkti fonksiyon x = 0 da tanimli degildir. (b) yeni F(x) fonksiyonunu F(0) = 1 ve baska her 
yerde F(x) = f(x) olacak sekilde tanimlayarak grafikteki stireksizligi kaldirabiliriz. Suna 
dikkat edin, F(0) = lim f(x). 
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SEKIL 2.60 (a) f(x)’in grafizi ve 
(b) F(x)’in stirekli genislemesi 
grafigi (Ornek 9). 


Daha genel olarak, bir fonksiyonun (bir rasyonel fonksiyon gibi ) tantmli olmadigi bir 
noktada bile limiti olabilir. f(c) tanimli degil, fakat lim,—, f(x) = L varsa, 


f(x),  ¥ f?nin tanim araligiysa 
F(x) = 
L, x=c 


kuralryla yeni bir fonksiyon tanimlayabiliriz. F fonksiyonu x = c’de stireklidir. F(x) 
fonksiyonuna f’nin c’ye stirekli genislemesi denir. f rasyonel fonksiyonlari igin, stirekli 
genislemeler genellikle ortak garpanlar sadelestirilerek bulunur. 


ORNEK9 Bir Siirekli Genisleme 


x +x—-6 
fo) = == 


fonksiyonunun x = 2’ye stirekli bir genislemesi oldugunu gésterin ve bu genislemeyi bu- 
lun. 
Coziim = f(2) tanimli olmadigi halde, x # 2 ise 


xv+x—6 (x —2)(x+3) x+3 
pay x—4 06 (x —2)(x +2) xt+2 


buluruz. 


x+3 
x+2 


F(x) = 


fonksiyonu x # 2 icin f(x)’e esittir, fakat ayn1 zamanda x = 2’de stireklidir ve degeri 
5/4’tiir. Yani F fonksiyonu f’nin x = 2’ye siirekli genislemesidir ve 
2 
a lee PP ead _ 5 
lim eo = jim f(@) = 4 
bulunur. f’nin grafigi Sekil 2.60’ta verilmektedir. F stirekli genislemesinin grafigi bunun 


aynisidir, fakat (2, 5/4)’te deligi yoktur. Aslinda F fonksiyonu x =2’deki siireksizlik nok- 
tas! kaldirilmis f fonksiyonudur. a 


Siirekli Fonksiyonlar icin Ara Deger Teoremi 


Araliklarda stirekli olan fonksiyonlarin matematikte ve uygulamalarinda 6zel bir yer tut- 
malarin saflayan 6zellikleri vardir. Bunlardan biri Ara Deger Ozelligidir. Bir fonksiyon, 
aldigi iki deger arsindaki biitiin degerleri aliyorsa fonksiyonun Ara Deger Ozelligi vardir 
denir. 


TEOREM 11 _Siirekli Fonksiyonlar icin Ara Deger Teoremi 

[a, b] kapali araliginda stirekli olan bir f(x) fonksiyonu f(a) ile f(b) arasindaki 
her degeri alir. Baska bir deyisle, yo f(a) ile f(b) arasinda herhangi bir deger 
ise, [a, b] araligindaki bir c igin f(c) =yo dit. 


y 
A 
3h e————4 
ab 
1 . 
! L L 
0 1 3 4 
SEKiL 2.61 


2x—-2, 1sx<2 
fla) = {3 2<x=4 
fonksiyonu f(1)=0 ve f(4) =3 
arasindaki her degeri almaz; 2 ile 3 
arasindaki higbir degeri almaz. 
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y =f) 


Geometrik olarak, Ara Deger Teoremi sunu sdylemektedir: y-eksenini f(a) ile f(b) 
sayilari arasinda kesen herhangi bir y= yo yatay dogrusu y = f(x) e&risini [a, b] araligi tiz- 
erinde en az bir defa kesecektir. 

Ara Deger Teoreminin ispati reel say1 sisteminin biitiinliik 6zelligine dayanmaktadir 
ve daha ileri seviyedeki kitaplarda bulunabilir. 

f’nin aralik tzerindeki siirekliligi Teorem 11 icin gereklidir. Sekil 2.61’deki 
fonksiyonda oldugu gibi, ffonksiyonu araligin tek bir noktasinda bile stireksizse, teoremin 
sonucu dogrulanmayabilir. 


Grafikler icin Bir Sonuc: Birlestirilebilirlik Bir aralik iizerinde siirekli bir fonksiyonun 
grafiginin, aralik boyunca kesikli olamamasinin nedeni Teorem 11’dir. Grafik, sin x’in 
grafigi gibi birlesik, kesiksiz, tek bir egri olacaktir. En btiyiik tamsayi fonksiyonu gibi 
(Sekil 2.54) sicramalari veya 1/x gibi (Sekil 2.56) ayri kollar1 olmayacaktir. 


Kik Bulma icin Bir Sonuc =~ f(x) = 0 denkleminin géziimiine f fonksiyonunun bir kékii veya 
sifiri deriz. Ara Deger Teoremi bize sunu sdyler, f stirekliyse f’nin tizerinde isaret 
degistirdigi herhangi bir aralik fonksiyonun bir sifirint icerir. 

Ozel olarak, bir bilgisayar ekraninda bir siirekli fonksiyonun grafiginin yatay ekseni 
gectigini gérdiigiimtizde bunun atlayarak gegme olmadigimi biliriz. Orada fonksiyon dege- 
rinin sifir oldugu bir nokta gergekten vardir. Bu sonug, grafiklerini gizebildigimiz herhan- 
gi stirekli fonksiyonlarin sifirlarini tahmin etme islemine gotiiriir: 


1. Sifirlarinin kabaca nerede oldugunu gérmek igin fonksiyonun grafigini genis bir 
aralikta ¢gizin. 

2. Sonra, x-koordinat degerini tahmin etmek igin her sifira yaklasin. 
Grafik cizer hesap makinenizde veya bilgisayarinizda bu islem iizerine pratik yapa- 


bilirsiniz. Sekil 2.62’de x’ — x —1=0 denkleminin grafik céziimiindeki tipik adimlar 
gortilmektedir. 
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(a) (b) 


1.3248 


—0.02 
(c) (d) 


SEKIL 2.62 f(x) =2° —x— 1 fonksiyonunun bir sifirma yakinlasmak. K6k x = 1.3247 


yakinindadir. 
Grafiklerden Siireklilik 5-10 Alistirmalari asagidaki sekilde grafigi gizilen 
1-4 alistirmalarinda, verilen grafigin [—1, 3] araliginda stirekli olup ol- aod, Seen 
madigini sdyleyin. Degilse, nerede ve neden degildir? 2x, 0<x<1 
i. 2, f(x) = 1, x= 1 
—2x + 4, l<x<2 
0, 2 x= 3 
fonksiyonu hakkindadir. 
y 
A 
>X 
3 4. 
y 
A 
y = hx) 
2 a 
is oe aa yer-1 77! 
1 _ 
5 | 5-10 Alistirmalarindaki grafik 
>X > X 
-1 0 1 2 3 


. f(—1) var midir? 

lim,— —+ f(x) var midir? 

. limys—1+ f(x) = f(—1) midir? 

x =—I'de f siirekli midir? 

« fC) var midir? 

lim,— 1 f(x) var midir? 

. lim, f(x) = fC) midir? 

. x=1de fstirekli midir? 

. x=2’de ftaniml midir? (f’nin tanimina bakin.) 
. x = 2’'de f siirekli midir? 


8. Hangi x degerlerinde fstireklidir? 


sa epee Fe hae fF wp 


9. Genislemig fonksiyonun x = 2’de siirekli olmasi igin f(2)’ye 
hangi deger verilmelidir? 

10. Stireksizligi ortadan kaldirmak igin f(1)’in yeni degeri ne ol- 
malidir? 


Siireklilik Testini Uygulamak 


Asagidaki alistirmalarda fonksiyonlar hangi noktalarda  stirekli 
degildirler? Hangi noktalarda, miimktinse, stireksizlikler kaldinilabilir, 
hangilerinde kaldirilamaz? Agiklayin. 


11. Boliim 2.4, Alistirma 1 12. Boliim 2.4, Alistirma 2 


13-28 alistirmalarindaki fonksiyonlar hangi noktalarda stireklidir? 


1 1 
13. y= = 3x 14. py = ——— 
ye x2 4 (x + 2) 
x+1 x+3 
b. y = ——— 16. y = ———_ 
y= ax $3 ¥* 32 = 3x — 10 
é 1 x? 
17. y= |x—1] + = a 
7. y = |x — 1| + sinx 18. y eer 2 
cos x aaa 
19. y= 20. ¥ = “Cosx 
21. y = csc 2x 22. y= tan 
x tan x xt +1 
23. y= 24. y = —— 
m x+1 ¥ 1 + sin? x 
25. y= V2x + 3 26. y= W3x-1 
27. y = (2x — 1)'8 28. y= (2-x)!6 


Bileske Fonksiyonlar 


29-34 alistirmalarindaki limitleri bulun. Fonksiyonlar yaklasilan nok- 
talarda stirekli midirler? 


29. lim sin (x — sin x) 
x77 
30. lim sin (3 cos (tan 0) 
a) 2 


31. lim sec (ysec*y — tan?y — 1) 
y> 


32. lim tan(2 cos (sinx'®)) 


x0 
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33. lim cos (——) 
0 V19 — 3sec 2t 

34. Ga Vese? x + 5V3 tanx 

Siirekli Genislemeler 

35. g(x) = (x? — 9)/(x — 3)’iin x = 3’te siirekli olmasim saglaya- 
cak g(3) degerini bulun. 

36. h(t) = (¢? + 3t — 10)/(t — 2)’nin t = 2%e siirekli olmasim 
saglayacak h(2) degerini bulun. 

37. f(s) = (s* — 1)/(s? 
cak f(1) degerini bulun. 


38. g(x) = (x? — 16)/(x? — 3x — 4)’iin x = 4’te siirekli olmasini 
saglayacak g(4) degerini bulun. 


1)’in s = 1 de siirekli olmasini saglaya- 


39. a’nin hangi degeri igin 


x2 
j=), ee 


2ax, x23 


her x degerinde stireklidir? 


40. b’nin hangi degeri igin 


«= {* xs 
all bx’, x =-2 


her x degerinde stireklidir? 


41-44 alistirmalarinda, orijinde stirekli bir genislemesi olup olmadig1- 


ni gérmek icin f fonksiyonunu cizin. Varsa, x = O’daki genisleme 
fonksiyonunun degerini bulun. Fonksiyonun stirekli bir genislemesi 
yok gibiyse, orijinde sagdan veya soldan stirekli olacak bir genisleme 
bulunabilir mi? Bulunabilirse, genisleme fonksiyonunun de- 
Ser(ler)inin ne olmasin: beklersiniz? 


ewes |x| = 
AL. f(x) = 2" Oe oe 
43. f(x) = = 44. f(x) = (1 + 2x9)!" 
Theori ve Ornekler 


45. Stirekli bir y = f(x) fonksiyonunun x = 0’da negatif, x = 1’de pozi- 
tif oldugu biliniyor. x = 0 ile x =1 arasinda, f(x) = 0 denkleminin 
neden en az bir géziimii vardir? Cizerek gésterin. 

46. cos x =x’in neden en az bir géziimiti oldugunu aciklayin. 

47. Bir kiibigin kékleri x° — 15x + 1 = 0 denkleminin [-4, 4] 
araliginda tic céztimitintin oldugunu gésterin. 

48. Bir fonksiyon deger F(x) =(x— a)’ + (x—b)* +x fonksiyonunun 
x’in bazi degerleri igin (a + b)/2 degerlerini aldigini gésterin. 

49. Bir denklemi cézmek f(x) =x° — 8x + 10 ise, f(c)’nin (a) 7; (b) 
—V3; (c) 5.000.000 degerlerine esit oldugu c degerleri bu- 
lundugunu gésterin. 
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50. 


51. 


52. 


53. 


54. 


55. 


56. 


57. 
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Asagidaki bes ifadenin neden ayni bilgiyi gerektirdiklerini 

aciklayin. 

a. f(x) =2° —3x- 1’in koklerini bulun. 

b y = x3 egrisinin y = 3x + 1 dogrusunu kestigi noktalarin x 
koordinatlarini bulun. 

¢c. x° — 3x = 1 olan biitiin x degerlerini bulun. 

d. y = x» — 3x egrisinin y = 1 dogrusunu kestigi noktalarin x 
koordinatlarini bulun. 

e. x —3x—1=0 denklemini céziin. 

Kaldirilabilir stireksizlik x = 2 noktasinda kaldinilabilir bir sii- 

reksizligi bulunan ve bunun disinda her yerde stirekli olan bir f(x) 

fonksiyonu bulun. f’nin x = 2’de stireksiz oldugunu nasil anladigi- 

nizi ve stireksizligin neden kaldinilabilecegini agiklayin. 


Kaldirilamaz stireksizlik x = —1 noktasinda kaldirilamaz bir 
streksizligi olan ve bunun disinda her yerde stirekli olan bir f(x) 
fonksiyonu bulun. f’nin x = —1’de siireksiz oldugunu nasil an- 
ladiginizi ve stireksizligin neden kaldirilamayacagini agiklayin. 
Her noktada siireksiz olan bir fonksiyon 
a. Bos olmayan her reel say: araliginin hem rasyonel hem de ir- 
rasyonel sayilar igerdigi bilgisini kullanarak, 
1, x rasyonel ise 
f(x) = 


fonksiyonunun her noktada stireksiz oldugunu gésterin. 


0, x irrasyonel ise 


b. f herhangi bir noktada sagdan veya soldan stirekli midir? 


f(x) ve g(x) fonksiyonlan 0 = x <= 1 araliginda siirekliyse, 
f(x)/g(x) [0, 1]’in herhangi bir noktasinda siireksiz olabilir mi? 
Yanitinizin nedenini agiklayin. 

h(x) = f(x) - g(x) carpim fonksiyonu x = 0’da stirekliyse, f(x) ve 
g(x) de x = O’da stirekli olmak zorunda midir? Yanitinizin ne- 
deninin aciklayin. 


Siirekli fonksiyonlarin siireksiz bileskesi x = 0’da bileskeleri 
f ° g streksiz, fakat kendileri stirekli olan f ve g fonksiyonlarina 
bir 6rnek verin. Bu Teorem 10’la ¢elisir mi? Yanitinizi aciklayin. 
Daima sifirdan farkh siirekli fonksiyonlar Bir aralikta sifir 
degeri almayan siirekli bir fonksiyonun bu aralik tizerinde isaret 
degistirmeyecegi dogru mudur? Yanitinizi agiklayin. 


58. 


59. 


60. 


61. 


62. 


Bir lastik bandi germek Bir lastik bandi bir taraftan saga, diger 
taraftan sola dogru gererken, banttaki bir noktanin yeniden eski 
konumuna gelecegi dogru mudur? Yanitinizi aciklayin. 


Sabit nokta teoremi Bir f fonksiyonunun [0, 1] kapali 
araliginda_ stirekli oldugunu ve [0, 1]’deki her x icin 
0 = f(x) < 1 oldugunu varsayin. [0, 1] araliginda, f(c) = c ola- 
cak sekilde bir c sayis1 bulunmasi gerektigini gésterin (c’ye f’nin 
sabit noktasi denir). 


Siirekli fonksiyonlarin isaret koruma 6zelligi f fonksiyonu 
(a, b) araliginda tanimlanmis olsun ve f’nin stirekli oldugu bir c 
degeri igin f(c) # 0 olsun. c civarinda f’nin f(c) ile ayn: isaretli 
oldugu bir (c — 6,c + 6) araligi bulundugunu gésterin. Bu 
sonucun ne kadar 6nemli olduguna dikkat edin. f fonksiyonu 
(a, b)’'de tanimli oldugu halde, c digmdaki bir noktada siirekli ol- 
masi gerekmemektedir. Bu ve f(c) # 0 olmasi f’yi biitiin aralik 
icginde (pozitif veya negatif) sifirdan farkli yapmaya yeterlidir. 


Ancak ve yalniz 


jim fle + h) = fc). 
ise f’nin c ‘de stirekli oldugunu gosterin. 


f(x) = sin x ve g(x) = cos x’in her x = c noktasinda stirekli olduk- 
larini ispatlamak igin Alistirma 617i ve 


sin(h + c) = sinhcosc + coshsinc, 


cos (h + c) = coshcose — sinhsinc 


6zdesliklerini kullanin 


Denklemleri Grafik Yontemlerle Cozme 


63-70 alistirmalarindaki denklemleri ¢6zmek igin grafik ¢izen hesap 
makinesi veya bir grafik program: kullanin. 


63. 
64. 
65. 
66. 
67. 
68. 
69. 
70. 


x3 -3x-1=0 

2x3 — 2x? - 2x +1=0 

x(x — 1)? =1 (tek kk) 

x*=2 

Vx +V1l+x=4 

x? — 15x + 1=0 (tig kok) 

cos x = x (tek k6k) Radyan mod kullanmaya dikkat edin. 
2 sin x = x (tig k6k) Radyan mod kullanmaya dikkat edin. 


2a Tegetler ve Tiirevler 


Bu béliimde, Boliim 2.1’de baslanan kiris ve teget tartismasina devam edilmektedir. Egri- 
lerin tegetlerini bulmak igin kirislerin egimlerinin limitlerini hesapliyoruz. 


Bir Egrinin Tegeti Nedir? 


Cemberler icin teget kavrami aciktir. Bir L dogrusu cemberin bir P noktasindan P’deki 
yarigapa dik olarak geciyorsa, L cembere P’de tegettir (Sekil 2.63). Boyle bir dogru ¢em- 
bere sadece dokunur. Fakat bir Z dogrusunun baska bir C egrisine bir P noktasinda teget 


SEKIL 2.63 LZ dogrusu, P’den OP 
yarigapina dik olarak gecerse 
cembere tegettir. 


TARIHSEL BiyoGRaFi 


Pierre de Fermat 
(1601-1665) 
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cembere sadece dokunur. Fakat bir L dogrusunun baska bir C e&risine bir P noktasinda 
teget olmasi ne demektir? Cemberin geometrisinden genellestirerek, bunun asagidakiler- 
den biri anlamina geldigini sdyleyebiliriz. 


1. Ldogrusu P’den, P ile C’nin merkezini birlestiren dogruya dik olarak gecer. 

2. JL dogrusu C’nin tek bir noktasindan, yani P’den gecer. 

3. Ldogrusu P’den gecer ve C’nin sadece bir tarafinda bulunur. 

Bu ifadeler, C bir cemberse gecerliyken, daha genel egriler icin hi¢biri tutarli olarak 


calismaz. Cogu egrinin bir merkezi yoktur ve teget olarak adlandirmak istedigimiz bir 
dogru C’yi baska noktalarda kesebilir veya teget noktasinda C’yi kesebilir (Sekil 2.64). 


L Cc (os 
C L P 
la 
P 
> | > > 

L dogrusu C ile yalniz L dogrusu C’ye P’de L dogrusu C’ye P’de 
Pde bulusur fakat C’ye tegettir fakat C ile birkag tegettir C’yi P’de gecgerek 
te®et degildir. noktada bulusur. C’nin iki tarafindadir. 


SEKIL 2.64 Teget dogrular hakkinda séylenenlerin dogrulanmamasi 


Genel egrilerde teget kavramini tanimlamak icin, P’den ve egri tizerinde giderek P’ ye 
yaklasan QO noktalarindan gegen kirisleri de g6z Gniine alan dinamik bir yaklasima gerek 
vardir (Sekil 2.65). Bu yaklasim séyledir: 


1. Hesaplayabildiklerimizle, yani PQ kirisinin egimiyle ise baslariz. 

2. QO egri tizerinde P’ye yaklasirken kiris egiminin limitine bakariz. 

3. Limit varsa, bunu egrinin P noktasindaki egimi olarak alir ve egrinin P noktasindaki 
tegetini P’den bu egimle gecen dogru olarak tanimmlariz. 


Bu yaklasim Boliim 2.1 deki serbest diisen tas ve meyve sinegi 6rneklerinde yapmis 
oldugumuz seydir. 


Kirisler 


“<— 


Kirisler ~, 


SEKIL 2.65 Teget kavramina dinamik yaklasim. Egrinin P noktasindaki tegeti, egimi OQ > P 
ikenki kirig egimlerinin limiti olan, P’den gegen dogrudur. 
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ORNEK1 Bir Parabole Teget Dogru 


y =x’ paraboliiniin P(2, 4) noktasindaki eSimini bulun. Paraboliin bu noktadaki tegetinin 
denklemini yazin. 


Céziim P(2, 4) ve yakimindaki O(2 + h, (2 + h)*) noktalarmndan gecen bir kirisle ise 
baslariz. PQ kirisinin egimi icin bir ifade bulur ve Q eri tizerinde P’ye yaklasirken ne 
olduguna bakariz. 
Kiris egimi — ae ae ies _ We +4h+4-4 
Ax h h 
_ hi + 4h _ 
h 


h+4, 


h > Oise, O P’nin ist sa& tarafinda bulunur (Sekil 2.66). 4 < 0 ise, O P’nin sol tarafinda 
bulunur (gésterilmemistir). Her iki durumda da, Q egri tizerinde P’ ye yaklasirken, A sifira 
ve kiris egimi 4’e yaklasir: 


lim (h + 4) = 4. 
h->0 
Paraboliin P noktasindaki egimini 4 olarak aliriz. 
Paraboliin P’deki tegeti, P’den 4 egimiyle gegen dogrudur: 
y=4+ 4x - 2) Nokta-egim denklemi 
y=4 - 4. | 


- 2 2_ 
Ve Kiris eSimi @ + hy" =: a 4 h+4 


O2 +h,(2 +h)? 


OLGEKLi DEGIL 


SEKIL 2.66 y =x? paraboliiniin P(2, 4) noktasindaki eZimini bulunmas: (Ornek 1). 


Bir Fonksiyonun Grafiginin Tegetini Bulma 


Bir egriye teget bulma problemi, onyedinci yiizyil baslarinin baslica matematik problemi 
idi. Optikte, bir 1s1k isininin e&risel bir mercege girdigi agry1 teget belirliyordu. Mekanik- 
te, hareket eden bir cismin, yolu boyunca her noktadaki y6niinii teget belirliyordu. Ge- 
ometride, iki egrinin kesim noktasindaki tegetleri egrilerin hangi agi ile kesistiklerini be- 
lirliyordu. Herhangi bir y = f(x) e&risinin P(x, f(xo)) noktasindaki tegetini bulmak igin, 
ayni dinamik yéntemi kullaniriz. P’den ve bir O(x9 + h, f(x9 + A)) noktasindan gecen kiri- 
gin egimini hesaplariz ve A — 0 iken egimin limitini buluruz (Sekil 2.67). Limit varsa, bu- 
na egrinin P’deki egimi deriz ve P’deki tegeti P’den bu egimle gecen dogru olarak 
tanmmlariz. 


P(xo, fxo)) 


Q(x + h, flxo + h)) 


y =f) 


i fx + h) — fx) 


>X 


SEKIL 2.67 P deki teget dogrunun egimi 


li 
h-0 


_ f(%o + h) — fo) ,,. 
m ———_————__ “dir. 


h 
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TANIMLAR — Egim, Teget Dogru 
y= f(x) eSrisinin P(x, f(xo)) noktasindaki egimi 
F(xo + A) — f(x) 


m= jim h (limitin olmasi kosuluyla) 


sayisidir. Egrinin P’deki tegeti ise, P’den bu egimle gegen dogrudur. 


Her yeni tanim yaptigimizda, istedigimiz sonucu verip vermedigini gérmek igin bunu 
bildigimiz seyler tizerinde denemek yararlidir. Ornek 2, e&imin bu yeni taniminin, dikey ol- 
mayan dogrulara uygulandiginda Boliim 1.2’deki eski tanimla uyustugunu géstermektedir. 


ORNEK2 — Tanimi Test Etmek 


y = mx + b dogrusunun herhangi bir (x9, mxp + 6) noktasindaki tegetinin kendisi oldugunu 
gosterin. 


Coziim = f(x) = mx + b yazar ve yapacaklarimizi tig adima bdleriz. 
1. f(x) ve f(%o +A) bulun. 


f(xo) = mxo + b 
f(xo + h) = m(xo + h) + b = mxo + mh + b 


2: jim (fo +h) — f(xo0))/h  egimini bulun. 
1—_ 


f(xo + h) — flxo) i (mxo + mh + b) — (mxo + b) 
= lim 


1 
pa, h h—0 h 
Sq = a 
n—o A 


3. Nokta-egim denklemini kullanarak tegeti bulun. (x, mxg + 6) noktasindaki teget su 
sekildedir: 


y = (mxy + b) + m(x — xo) 
y = mxo + b + mx — mxo 
y=mx +t b. a 


Ornek 2 deki adimlari 6zetleyelim. 


y= f(x) eGrisinin (x, yo) noktasindaki tegetinin bulunmas1 
1. f(xo) ve f(%o + A)’1 hesaplayin. 
2. Egimi hesaplayin 

f(xo + h) — f(x0) 


m= lim 
h->0 h 


3. Limit varsa, tegeti 


y = yo + mx — x0) 


olarak bulun. 
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ORNEK3) =y = 1/x, x # O'in eGimi ve tegeti 


(a) 


y= 1/x eSrisinin x = a # 0'daki eSimini bulun. 


(b) EZim nerede —1/4 olur? 


(c) 


a deSistikge, (a, 1/a)) noktasinda eSrinin tegetine ne olur? 


Coziim 


(a) 


(b 


— 


(c) 


Burada, f(x) = 1/x’tir. (a, 1/a)’daki e&im ise 
oe res 
HAST _ 4 BE . 
h h>0 h 
Se 1a- (ath) 
n>0 h alat+h) 


Se 
n—o0 ha(a + h) 


= ee ee 
h—>0 ala + h) a 


lim 
h-0 


olarak bulunur. 4 = 0 yazip limiti hesaplayabilecegimiz son adima gelene kadar her 
satirin basinda “lim,” yazmak zorunda oldugumuza dikkat edin. a sayisi pozitif 
veya negatif olabilir fakat sifir olamaz. 


x = a oldugu noktada y = 1/xy’in egimi —1/a’’dir. 


ise, eSim —1/4 olacaktir. Bu denklem a” = 4, yani a = 2 veya a = —2’ye denktir. 
(2, 1/2) ve (-2, -1/2) noktalarinda egrinin eSimi —1/4’tiir (Sekil 2.68). 

a#0 ise —1/a? egimi her zaman negatiftir. a > 0° iken, egim —0©0’a yaklasir ve 
teget giderek diklesir (Sekil 2.69). a — 0 iken de bunu goriiriiz. a orijinden 
uzaklastikca, egim Oye yaklasir ve teget yatay hale gelir. = 


SEKIL 2.68 y = 1/x’mm egimi —1/4 olan iki SEKIL2.69 Orijine dogru diklesen 
tegeti (Ornek 3) tegetler, teget noktasi uzaklastikca 
daha diiz hale gelir. 
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Degisim Oranlari: Bir Noktada Tiirev 


f(xo + A) — f(x) 
h 


ifadesine f’nin x9’da A artimiyla fark béliimwi adi verilir. Fark bélimiintin / sifira 
yaklasirken bir limiti varsa, bu limite f’nin xo’daki tiirevi denir. Fark b6liimiinti bir kirisin 
egimi olarak yorumlarsak, tiirev x = x9 noktasinda eSrinin ve tegetinin egimini verir. Fark 
bodliimiinii, Béltim 2.1’de yaptigimiz gibi, ortalama bir degisim orani olarak yorumlarsak, 
tiirev x = xo noktasinda fonksiyonun x’e gére degisim oranini verir. Tiirev, analizde kul- 
lanilan en 6nemli iki matematiksel aracgtan biridir. Tiirevi Béltim 3’de daha yakindan in- 
celeyecegiz. Diger Gnemli arag integraldir ve onun incelemesini Béliim 5 te baslatryoruz 


ORNEK4 = Anuk hiz (Béliim 2.1’deki Ornek 1 ve 2’nin devami) 


BOliim 2.1’deki Ornek 1 ve 2’de, diinya yiizeyi yakininda, durgun halden baslayip serbest 
diigen bir tasin hizim inceledik. [Ik ¢ saniye iginde tasin y = 167 ft diistiigiinii bulduk ve 
tasin f = | anindaki hizini tahmin etmek icin giderek azalan araliklarda bir dizi ortalama 
hiz dizisi kullandik. Bu anda tasin hizi tam olarak neydi? 


Céziim f(t) = 167 olsun. Tas t=1 ve t=1+A saniye araligindaki ortalama hizi 


f(l +h) — fG) — 161 + hy? — 16(1)? _ 16(A? + 2h) 


i Fr i = 16(A + 2) 
idi. Tasin ¢= 1 anindaki hizi ise 
jim, 16(h + 2) = 16(0 + 2) = 32 ft/sn 
olur. Bu da baslangigtaki 32 ft/sn’lik tahminimizi dogrular. a 


Ozet 


Eégrilerin egimlerini, bir egriye teget olan dogrulari, bir fonksiyonun degisim oranimi, fark 
béluimiintin limitini ve bir fonksiyonun bir noktadaki tiirevini tartisryorduk. Bu fikirlerin 
hepsi asagida 6zetlenen ayni seye gottirtir: 


y= f(x)in x = x9daki egimi 
y= f(x) egrisinin x = xp’daki tegetinin egimi 


f(x)’in x = x9'daki x’e gére degisim orani 


= oN 


f’inx = xo'daki tiirevi 
f(xo + A) — (x0) 
h 


5. Fark b6liimiintin limiti, jim, 
1— 
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Egimler ve Tegetler 


1-4 alistirmalarinda, bélmeleri ve késeleri kullanarak P, ve P> nokta- 
larinda (y-birim basina x-birim olarak) egrinin egimini kabaca bulun. 
Grafikler bastmda kaymis olabileceklerinden, sonuclarmiz kitabin 
arkasindakilerden farkl olabilir. 


1. y 2 y 
Py 
ia 
+ 
>X 
—) —| | 
Py 
>xX 
-b 
3 y 4 y 
A A 
i2- 
3 
2 
2 
| +B Py Py 
t 
10 { a) 7* ct To i a 


5-10 alistirmalarinda, verilen noktada egrinin teget denklemini bulun. 
Egriyi ve tegetini birlikte ¢gizin. 


5. y=4--x7, (-1,3) 6 y=(x- 17% +1, (1,1) 


7. y=2Vx, (1,2) 8 y=, (-10) 
x 
a 4 1 
9, yrx, (—2, -8) 10. v= "35> —2,-8 
x. 


11-18 alistirrmalarinda, verilen noktada fonksiyonun grafiginin 
egimini bulun. O noktadaki tegetin denklemini yazin. 


11. f(x) =x? + 1, (2,5) 12. f(x) =x — 2x7, (,-1) 
13. g(x) = ae (3,3) 14. g(x) = = (2, 2) 


15. A(t) = 2, (2,8) 
17. f(x) = Vx, (4,2) 


16. A(t) = 1° + 34, (1,4) 


18. f(x) = Vx +1, (8,3) 


19-22 alistirmalarinda, egrinin verilen noktadaki egimini bulun. 
19. y= 5x7, x=-1 20. y=1—x*, x=2 
1 5 sama 


2. y= 4 =3 22. y= > 


x=0 


Belirtilen Egimde Tegetler 

23 ve 24 alistirmalarindaki fonksiyonlarin grafiklerinin hangi nokta- 

larinda yatay teget bulunur? 

23. f(x) =x? + 4x - 1 24. g(x) = x3 — 3x 

25. Egimleri—1 olan ve y = 1/(x — 1) e@risine teget olan biitiin dogru- 
larin denklemlerini bulun. 


26. Egimi 1/4 olan ve y= vx egrisine teget olan dogrunun denklemi- 
ni yazin. 


Degisim Orantari 

27. Bir kuleden diisen cisim 100m yiiksekliginde bir kulenin te- 
pesinden bir cisim birakiliyor. Cismin ¢ saniye sonra yerden yiik- 
sekli3i 100 — 4.97 metredir. Birakildiktan 2 sn. sonra diigiis hizi 
nedir? 

28. Bir roketin hizi — Firlatildiktan ¢ saniye sonra, bir roketin ytik- 
sekligi 3° ft’ dir. 10 sn. sonra roketin yiikselme hizi nedir? 

29. Bir roketin hizi Yaricap1 r = 3 oldugunda bir ¢emberin alaninmn 
(A = ar?) yarigapina gére degisim oram nedir? 

30. Topun degisen hacmi Yarigap1 r = 2 oldugunda bir topun 
hacminin (V = (4/3)r) yarigapina gére degisim oram nedir? 


Tegetleri Bulma 


31. 
2 . 
_ fx'sin(1/x), x #0 
f(x) . foee 
fonksiyonunun grafiginin orijinde bir tegeti var midir? Yanitinizi 
aciklayin. 
32. 
_ fxsin(1/x), x #0 
g(x) = [ x=0 
fonksiyonunun grafiginin orijinde bir tegeti var midir? Yanitinizi 
aciklayin. 
Dikey Tegetler 


lim po (f(Q%o + h) — f(xo))/h = C0 veya —CO ise, y = f(x) 
egrisinin x = x9 noktasinda dikey bir tegeti vardir deriz. 


x = 0'da dikey teget: (Sekle bakiniz) 


_ fO+Ay—-f0O)  . AlB—o 
lim lim 
h-0 h h-0 h 
1 


= an 


ORIJINDE DiKEY TEGET 


x = 0'da dikey teget yok: (asagidaki sekle bakiniz) 
_ g+h)—g0) | 723-9 

lim = lim 

h—0 h ro 0A 


ie = 
no 7'/3 


clinkti limit sagdan 0°, soldan ise — 0O’dur. 


y 


y = gx) = x22 


a A 
ORIJiNDE DIKEY TEGET YOK 
33. 
-1l, x<0 
f(x) = 0, x=0 
1, x>0 


fonksiyonunun grafiginin orijinde dikey bir tegeti var mudir? 
Yanitinizi aciklayin. 
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34. 


0, x <0 


ue) = {t x=0 


fonksiyonunun grafiginin (0, 1) noktasinda dikey bir tegeti var 
muidir? Yanitinizi aciklayin. 
a. 35—44 alistirmalarindaki egrileri gizin. Grafiklerin nerelerde 
dikey tegetleri vardir? 
b. (a)’daki sonuglarinizi limit hesaplamalartyla dogrulayin. Ama 
Once alistirma 33 ve 34’deki agiklamalan okuyun. 


35, y = x75 36. y = x45 
37. y= x's 38. y = x35 
39, y = 4x7/5 — 2x 40. y = x97 — 5x73 
4. y = x78 - (xe — 1) 42, y=x'F + @-1)4 
-—V\x =0 
a. y= { Miele x 44. y= V]4—2x| 
ae x>0 
BILGISAYAR ARASTIRMALARI 


Kirisleri ve Tegetleri Cizmek 
45-48 alistirmalarindaki fonksiyonlar igin asagida verilen adimlar 
gerceklestirmek igin bir BCS kullanin. 

a. (xo — 1 F; 2) =x S (% + 3) araliginda y = f(x) fonksiyonunu gizin. 


b. xo’sabit tutularak, x9 daki 


ii f(xo + [ — f(xo) 


farklar orani A adim biiyiikligiiniin bir fonksiyonu haline gelir. 
Bu fonksiyonu BCS’nizin calisma alanina girin. 


ce. h > 0 iken q limitini bulun. 


d. h = 3, 2 ve 1 igin y = f(xo) + q+ (x — xo) kirislerini tanim- 
layin. (a)’da verilen aralikta f’yi ve tegeti ile birlikte ¢gizin. 


45. f(x) =x° + 2x, m=0 46. fx) =x +2, xo = 1 
47. f(x) =x + sin(2x), xo = 7/2 
48. f(x) = cosx + 4sin(2x), x =7 


Boliim Tekrar Sorulari 


1. g(t) fonksiyonunun ¢ = a’dan ¢ = b’ye kadar olan araliktaki orta- 
lama degisim orani nedir? 

2. g(t) fonksiyonunun ¢ = fp’daki degisim oranim bulmak icin hangi 
limit hesaplanmalidir? 

3. lim f(x) = L limitinin gayri resmi veya sezgisel tanim1 nedir? 
X—>xX0 


Tanim neden “gayri resmi” dir? Ornekler veriniz. 


4. x Xo’a yaklasirken bir f(x) fonksiyonunun limitinin varligi ve de- 
geri x = c’'de ne olduguna bagli midir? Aciklayin ve 6rnek verin. 


5. Limit bulunmadiginda ne gibi fonksiyon davranislari gorilebilir? 
Ornekler veriniz. 

6. Limit hesaplamak icin hangi teoremler vardir? Teoremlerin nasil 
kullanildigina érnek verin. 

7. Tek tarafli limitlerle limitlerin iliskisi nedir? Bu iliski bazen bir 
limiti hesaplamada veya bir limitin var olmadigin1 ispatlamada 
nasil kullanilir? Ornek verin. 
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10. 


11. 
12. 
13. 


14. 
15. 


16. 


17. 


18. 


Boliim 2: Limit ve Stireklilik 


. limg_,o ((sind)/0) deSeri nedir? 6’nin radyan veya derece olarak 


dlciilmesine bagl midir? Aciklayiniz. 


. lim,—,, f(x) = L tam olarak ne demektir? Limitin esas taniminda 


verilen bir f, L, x) vee > 0 icin bir 6 > 0 degeri buldugunuz bir 
6rnek verin. 


Asagidaki ifadelerin esas tanimlarini verin. 
b. lim,—2* f(x) = 5 


d. lim, f(x) = —00 


a. lim,s2- f(x) = 5 
ce. lim, f(x) = Co 
lim,—oo f(x) = L ve lim,—-co f(x) = L tam olarak ne demektir? 
Ornekler veriniz. 

lim,—s400 k (k bir sabit) ve lim,_,... (1/x) nedir? Bu sonuclari 
diger fonksiyonlara nasil genisletirsiniz? Ornekler veriniz. 


x — +° iken bir rasyonel fonksiyonun limitini nasil bulursunuz? 
Ornekler veriniz. 


Yatay, dikey ve egik asimptotlar nelerdir? Ornekler veriniz. 


Bir fonksiyonun, tanim araliginin bir i¢ noktasinda stirekli ola- 
bilmesi igin hangi kosullar saglanmalidir? Bir ug noktasinda? 


Bir fonksiyonun grafigine bakmak fonksiyonun nerede siirekli 
oldugunu anlamanizda size nasil yardimci olur? 


Bir fonksiyonun bir noktada sagdan veya soldan stirekli olmasi ne 
anlama gelir? Stireklilik ve tek tarafli stireklilik arasindaki iliski 
nedir? 

Polinomlar, rasyonel fonksiyonlar, trigonometrik fonksiyonlar, 
fonksiyonlarin rasyonel kuvvetleri ve cebirsel kombinasyonlani, 
bileske fonksiyonlar ve fonksiyonlarin mutlak degerlerinin 
stirekliligi hakkinda ne séylenebilir? 


19. 


20. 
21. 


22. 


23. 


24. 


25. 


26. 


27. 


28. 


Hangi kosullar altinda bir fonksiyonu x = c noktasinda siirekli 
olacak gekilde genisletebilirsiniz? Ornek verin. 


Bir fonksiyonun bir aralikta stirekli olmas1 ne demektir? 


Bir fonksiyonun stirekli olmasi ne anlama gelir? Tanim kiimesinin 
tamaminda stirekli olmayan bir fonksiyonun, tanim kiimesi igin- 
deki belirli araliklarda stirekli olabilecegini gésteren 6rnekler ve- 
rin. 


Stireksizligin baslica tipleri nelerdir? Her birine bir 6rnek veriniz. 
Kaldirilabilir stireksizlik nedir? Bir 6rnek veriniz. 


Bir fonksiyonun Ara Deger Ozelligini saSlamasi ne anlama gelir? 
Bir fonksiyonun, bir aralik tizerinde bu ézelligi saglanmasim, 
hangi kosullar garanti eder? 


Genellikle kaleminizi kagittan kaldirmadan grafigini cizebildigi- 
niz bir fonksiyonun stirekli oldugu sdylenir. Bu neden dogrudur? 


Bir dogrunun bir C egrisine P noktasinda teget olmasi ne demek- 
tir? 


Asagidaki formiiltin 6nemi nedir? 


_ f(x +h) — f(x) 
lim <a. 
h->0 h 


y = f(x) eSrisinin, tizerindeki bir (xo, yo) noktasindaki tegetini 
nasil bulursunuz? 

y = f(x) eSrisinin x = xq’daki egimi, fonksiyonun x = xq’daki x’e 
go6re degisim oranina nasil baglidir? f’nin xp’daki tirevine? 


Boliim Problemler 
Limitler ve Siireklilik 
1. 
Ls xs =1 
=; -l<x<0 
f(x) = 1, x=0 
a 0<x<il 
1, =1 
fonksiyonunun grafigini cizin. x = —1, 0, 1 noktalarinin her 


birindeki limitleri, tek tarafli limitleri, stirekliligi ve tek tarafli 
stirekliligi detayli olarak tartisin. Stireksizliklerden herhangi biri 
kaldirilabilir mi? Agiklayin. 


. Alistirma 1 ’dekileri asagidaki fonksiyon i¢in tekrarlayin. 
0, xs -l 
J l/x, 0< |x|<1 
Fix) = 0, x=1 
1, x 


. f(O ve g(#’nin her ¢ igin tanimlhi olduklarimi lim,_,,, f(t) = —7 ve 


lim,s, g() = 0 oldugunu varsayin. Agagidaki fonksiyonlarin 


t— fo  igin limitlerini bulun. 

a. 3f(t) b. (f(0))? 
fo) 

ec. f(t): g() . ai) —7 

e. cos (g(t) f. | f(O| 


g. f(t) + g(t) h. 1/f(d 


4. f(x) ve g(x)’in tim x degerleri icin tanimlandigint 
lim,—o f(x) = 1/2 ve limyso g(x) = V2 oldugunu varsayin. 


Asagidaki fonksiyonlarin x — 0 igin limitlerini bulun. 


a. —g(x) b. g(x): f(x) 

c. f(x) + g(x) d. 1/f(x) 
f(x) cos x 

Ae io f(x) =] = 


Problem 5 ve 6’da, verilen ifadeler dogruysa lim,— 9 g(x)’in almasi 
gereken degerleri bulun. 


4 7 " 
s tin(SE) = 


- hi hi = 
6 im, (stig, 0) = 2 


7. Asagidaki fonksiyonlar hangi araliklarda stireklidir? 
a. f(x) = x3 b. g(x) = x3/4 
ce. A(x) = x73 d. k(x) = x6 

8. Asagidaki fonksiyonlar hangi araliklarda stireklidir? 


a. f(x) = tanx b. g(x) = csex 


ce. A(x) = Ss d. k(x) = = 
Limit Bulmak 
9-16 alistirmalarinda limitleri bulun veya niye olmadigini aciklayin. 
2_ 
o. tim— 4x + 4 


x3 + 5x7 — 14x 
a. x > 0 iken b. x > 2 iken 
xr+x 

x + Axt + x3 


a. x > 0 iken 


10. lim 


b. x 3-1 iken 


11. ie 12. xa! 
— (x thy - x? oe ae 
13. lim ———_—_—_— 14. lim 
h—>0 h x0 h 
| nO ; 
2+ — 8 
15. lim 2+ * iin = 
x0 x>0 


17-20 alistirmalarinda x belirtilen degere yaklasirken g(x)’in limitini 
bulun. 


: ; 1 
17. lim, (4 Y3 = : ee 
ee =e eae 
2 eee) 
(i: te "os 20. tim == 
Pad g(x) x—>-2 g(x) 
Sonsuzda Limitler 
21-30 alistirmalarinda limitleri bulun. 
_ x +3 _ 2x? +3 
21. ps 5x +7 22. pe 5x2 +7 
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_ x7 — 4x +8 : 1 
23. lim ——— 24. lim > 
x—>—00 3x x00 x* — Tx + 1 
2_ 4 3 
25. lim “— 6: tie 2 * 


x00 12x3 + 128 
( Bir grafik ¢iziciniz varsa, grafigi 


—5 = x =5 fonksiyonu igin ¢izmeyi deneyin) 
( Bir grafik ciziciniz varsa, sonsuzdaki limiti 
28. lim cos@ — 1 “gérmek” icin f(x) =x(cos 1/x) — 1)’i orijin 
* 900 6 yakininda ¢izmeyi deneyin) 
_ x + sinx + 2Vx 
29, tim 2+ 8inax +2Vx 4g 


x00 x + sinx 


lim ie ae 
xo 72/3 4+ cog? x 


Siirekli Genislemeler 


31. f(x) = x(x? — 1)/|x? — 1] x =1 veya —I de siirekli olacak gek- 
ilde genisletilebilir mi? Yanitiniz1 agiklayin. (Fonksiyonu ¢izin - 
grafigini ilging bulacaksiniz.) 


32. f(x) =sin 1 / x fonksiyonunun x = 0’a stirekli genislemesinin ne- 
den bulunmadigini agiklayin. 


33-36 problemlerinde, verilen a noktasina bir stirekli genislemesi 
olup olmadigim g6rmek amaciyla fonksiyonu ¢izin. Varsa, genisletil- 
mis fonksiyonun a’daki degerini grafikten bulun. Fonksiyonun stirekli 
bir genislemesi yok gibiyse, sagdan veya soldan stirekli olacak sekil- 
de genisletilebilir mi? Genisletilebilirse, genisletilmis fonksiyonun 
degeri ne olmalidir? 


-— 1 5 cos 6 
33. f(x) = — , a=1 34 g(a) =o > = g=a/2 
Wy 40 — 2a 
35. A(t) =(1+|t)"4 a=0 36. k(x) = SRT a=0 
Kokler 


37. f(x) =x —x-1 olsun. 
a. fnin—l1 ile 2 arasinda bir sifiri oldugunu gésterin. 
b. f(x) =0 denklemini grafik olarak en fazla 10~° hatayla c6ziin. 
c. (b)’deki ¢éziimitin tam degerinin 


98)" 6-98) 


2 18 
oldugu gésterilebilir. Bu tam sonucu gikarin ve (b)’deki 
degerle karsilastirin. 

Bi 38. /(0)=6° -20+2 
a. f’nin —2 ile 0 arasinda bir sifir: oldugunu gésterin. 
b. f(0) =0 denklemini grafik olarak en fazla 10~ hatayla céziin. 
c. (b)’deki géziimiin tam degerinin 
1/3 
') 


( 19 1)" ( iy, 
27 27 
oldugu gésterilebilir. Bu tam sonucu gikarin ve (b)’deki 
degerle karsilastirin. 
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Boliim 2: Limit ve Stireklilik 


Boliim 


ia 1. 


. Lorentz kisalmasi 


. Bir su tankinin akisint kontrol etme 


Ek - ileri Alistirmalar 


0a deger vermek Us kurallan, a sifirdan farkli bir sayzysa, 
a° = 1 olacagimi séyler. Ayrica, n pozitif bir sayiysa, 0” = 0 
olacagini da belirtirler. 

Bu kurallar: 0°: da kapsayacak sekilde genisletirsek, akil 
karistirici bir sonucla karsilasiniz. lk kural 0° = 1 verirken, ikin- 
cisi 0° = 0 verecektir. 

Burada dogru veya yanlis bir soruyla ugrasmiyoruz. 
Gorildiigii gibi iki kural da gecersizdir, dolayisiyla bir celiski 
yoktur. Aslinda, baskalarm ikna edebilirsek, 0°: istedigimiz 
degere sahip olacak sekilde tanimlayabiliriz. 

0°'m degerinin ne olmasim isterdiniz? Asagida karar verm- 
enize yardimci olabilecek iki 6rnek vardir. (Baska bir 6rnek igin 
Alistirma 4’e bakin.) 


a. x =0.1, 0.01, 0.001 ve hesap makinenize sigacak kadar deger 
igin x*’i hesaplayin. Her seferinde elde ettiZiniz degeri yazin. 
Ne gibi bir kalip gértiyorsunuz? 

b. 0 = x = 1 icin, y = x fonksiyonunu gizin. x = 0 igin 
fonksiyon tanimli olmadigi halde, grafik sagdan y-eksenine 
yaklasacaktir. Hangi y-degerine yaklasmaktadir? Daha iyi 
gorebilmek igin yakindan bakin. Ne diisiintiyorsunuz? 


. 0 in 0 veya 1’den farkh bir sey olmasini istemeniz icin bir ne- 


den x pozitif deSerlere dogru artarken, 1/x ve 1/(In x) sayilarmin 
ikisi de sifira yaklasir. x artarken 


dene Ci 


sayisina ne olur? Bunu bulmanin iki yolu asagida gésterilmekte- 
dir. 


a. x = 10, 100, 1000 ve hesap makinenizin izin verecegi deger- 
lerde f’yi hesaplayin. Ne gibi bir kalip gértiyorsunuz? 

b. Orijini igeren gercevelerde dahil olmak tizere, f’yi degisik 
cergevelerde gizin. Ne gortiyorsunuz? Grafik boyunca y 
degerlerini okuyun. Ne buluyorsunuz? Boliim 6’da neler olup 
bittigi anlatilacaktir. 


Gorelik teorisinde bir cismin, mesela bir 
roketin, boyu bir gézlemciye, roketin gézlemciye gére hizina 
bagliymis gibi gériintir. Gézlemci roketin boyunu hareketsizken 
Lo olarak 6lgmiisse, v hizinda iken roketin boyu 


US 
foo 
gibi gértinecektir. Bu denklem Lorentz kisaltma formiiliidtir. Bu- 


rada, 3 x 10° m/sn 1sigin vakumdaki hizidir. v artarken L’ye ne 
olur? Neden soldan limite ihtiyag vardir? 


Toricelli kanunu 
asagidaki gibi bir tanktan su akitirsaniz, suyun y akis hizinin bir 
sabit kere suyun x derinliginin karek6kti oldugunu séyler. Bu- 
radaki sabit gikig muslugunun biiyiikligiine ve sekline baglidir. 


. Hassas bir alette isil genlesme 


Cikis oram y ft?/dak. | 


Belirli bir tank icin y= Vx/2 oldugunu varsayin. 
Neredeyse sabit bir akis hiz1 elde etmek icgin arada bir tanka bir 
hortumla su ekliyorsunuz. Akis hizini 


a. yy = 1 ft®/dak hizinin 0.2 ft?/dak civarinda, 


b. yo = 1 f0/dak hizinin 0.1 ft?/dak civarinda tutmak icin, su 
yiiksekligini nasil ayarlamalisiniz? 

Bildiginiz gibi, gogu metaller 
isitildiklarinda genlesir, sogutulduklarinda ise biiziiltirler. Bir lab- 
oratuvar aletinin boyutlar: bazen o kadar 6nemlidir ki, yapildigi 
yer ve kullanildigi laboratuvardaki sicakligin degismemesi 
gerekir. 70°F’ta 10 cm genisligindeki bir alttiminyum gubuk yakin 
bir t sicakliginda 


y=10+(t-70) x 104 


santimetre genisliginde olacaktir. Genisligi 10 cm’den en fazla 
0.0005 cm fark olabilecek bir yergekimi dalgasi dedektdriiyle 
calistiginizi varsayin. Bu hata payinin asilmamasi icin, sicakligi 
ty = 70°F’tan en fazla ne kadar farkh olabilir? 


. Bir 6lgii kabindaki cizgiler Tipik bir 1 litrelik 6lgtim kabinin ici 


6 cm yarigapli bir dik silindirdir (Sekle bakiniz). Bu nedenle kaba 
konan suyun hacmi, dolu kismin / yiiksekliginin bir fonksiyonu 
olacaktir: 


V=76°h = 367th 


1 litre suyun (1000 cm*) hacmini en fazla %1’lik bir hata yaparak 
(10 cm?) dlgmek igin A’yi ne kadar hassas élemeliyiz? 


Cizgiler 
yaklasik 
1mm 
kalinlikta 


(a) 


r=6cm 


Srvinin hacmi 
V = 367h 


(b) 


(a) 1 litrelik bir Slcii kabi, (b) 6 cm yarigapli bir dik silindir seklinde 
modellenmesi 


Limitin Kesin Tanimi 
7-10 alistirmalarinda, fonksiyonun xp) noktasinda stirekli oldugunu 
géstermek ic¢in limitin esas tanimint kullanin. 
7. f(x) =x° -7, x =1 8. g(x) = 1/(2x), xo = 1/4 
9. h(x) = V2x — 3, xo =2 10. F(x) = V9-x, x = 5 
11. Limitlerin tekligi Bir fonksiyonun bir noktada farkli limitleri 
olamayacagini gésterin. Yani, lim,,,, f(x) = Ly, ve 
lim,_,x, f) = Lz ise, L; = Ly olmalidir. 


12. Limitin Sabitle Carpim Kuralini ispat edin: 
lim Af(x) =k lim. f(x) herhangi bir & icin. 


13. Tek tarafli limitler lim,_, 9+ f(x) =A ve lim,_,o f(x) =B 


ise, asagidakileri bulun. 

b. limy—so- f(x? — x) 

d. lim,so- f(x? — x*) 

14. Limitler ve siireklilik Asagidaki ifadelerden hangileri dogru, 
hangileri yanlistir? Dogruysa, nedenini sdyleyin; yanlissa karsit 
bir 6rnek (yani yanlisligini ispatlayan bir 6rnek) verin. 


a. lim,—o* f(x? = x) 


ce. limysor f(x? — x*) 


a. lim,—, f(x) var, fakat lim,—,, g(x) yoksa, 
lim, a( f(x) a g(x)) yoktur. 


b. lim,—, f(x) ve lim,—., g(x) limitlerinin ikisi de yoksa, 
limysg (f(x) + g(x)) yoktur. 


f|'de siireklidir. 
d. | f| a’da siirekliyse, f de siireklidir. 


c. f x’te stirekliyse, 


15 ve 16 alistirmalarinda, limitin esas tanimini kullanarak fonksiyo- 
nun verilen x noktasina stirekli bir genislemesi oldugunu ispatlayin. 
Sl g = 2=3 


x+1? ar i 


15. f(x) = x=-1 16. g(x) 


17. Sadece tek noktada siirekli bir fonksiyon 
x, x rasyonel 
f(x) = 0, x irrasyonel 
a. x =0’da f’nin stirekli oldugunu gésterin. 


olsun. 


b. Bogs olmayan her reel say1 acik araliginin hem rasyonel hem de 
irrasyonel sayilar igerdigini kullanarak x’in sifirdan farkli bir 
degerinde f’nin stirekli olmadigini gésterin. 


18. 


19. 


20. 


21. 


22. 


23. 
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Dirichlet cetvel fonksiyonu x rasyonel bir saytysa, x iki tam- 
sayinin béliimii, m/n, olarak tek bir sekilde yazilabilir. Burada 
n> 0 ve m ile n’nin tek ortak carpanlari birdir (Boyle bir kesire 
sadelestirilemez deriz. Ornegin, 6/4’iin sadelestrilemez hali 
3/2’dir). f(x) [0, 1] araliginda 

1/n, x =m/n sadelestirilemez bir kesir 


fx) = ie x irrasyonel 

ile tanmlansin. Ornegin f(0) = f(1) = 1, f(1/2) = 1/2, 

f(1/3) =f(2/3) = 1/3, f(1/4) = f(3/4) = 1/4, .... 

a. f’nin [0, 1] araligindaki her rasyonel sayida stireksiz oldugunu 
gosterin.. 


b. f’nin [0, 1] araligindaki her irrasyonel sayida stirekli oldugunu 
gosterin. (Ipucu: € verilmis pozitif bir say1ysa, [0, 1]’de 
f(r) = e€ olacak sekilde sonlu sayida r rasyonel sayisi 
bulunacagin1 gésterin.) 


ce. f’nin grafigini ¢izin. Sizce f’ye neden “cetvel fonksiyonu” 
denilmektedir? 


Zit noktalar Diinyanin ekvatorunda her zaman sicakliklari ayni 
olan bir gift zit (bir gapin iki ucunda olan) nokta bulunduguna 
inanmak i¢in bir neden var m1? Aciklayin. 


lim (f(x) + g(x)) = 3 ve lim (f(x) — g(x)) = —-1 ise, 

xc xe 

lim f(x)g(x) limitini bulun. 

xc 

Neredeyse lineer olan ikinci derece bir denklemin kékleri a 
bir sabit olmak tizere, ax? +2x—1=0 denkleminin, a >-—1 ve a 
# 0 ise, biri pozitif, digeri negatif iki k6kti vardir: 


-l+ Vita -1- 
a 


lt+a 
; r(a) = a ‘ 


ri(a) = 
a. a—>0vea—-l"* iken r,(a)’ya ne olur? 
b. a> 0vea—-l* iken r_(a)’ya ne olur? 


c. ri(a) ve r—(a)’y1 a’nin bir fonksiyonu olarak izip 
sonu¢larinizi dogrulayin. Gordiiklerinizi aciklayin. 


d. Daha fazla bilgi igin, f(x) = ax? +2x—Via=1,0.5, 0.2, 0.1 
ve 0.05 degerlerinde iist tiste ¢izin. 

Bir denklemin kékleri x + 2 cos x = 0 denkleminin en az bir 

céztimiiniin oldugunu gésterin. 


Smmirh fonksiyonlar Bir D ktimesindeki biitiin x degerleri igin 
f(x) = N olacak sekilde bir N sayisi varsa, reel degerli f fonksiyo- 
nu De tistten smurlidir. Varsa, N sayisi f’nin D’deki tist sinir adi- 
nialir ve f tistten N ile smirlanmistir denir. Benzer sekilde, D kii- 
mesindeki biitiin x degerleri icin f(x) = M olacak sekilde bir M 
sayisi varsa, f fonksiyonu D’de alttan smirlidir deriz. Varsa, M sa- 
yisi f’nin D’deki alt siniri adini alir ve falttan M ile sinirlanmistir 
denir. Hem alttan hem de tistten simirliysa, ffonksiyonu sinirlidir. 
a. Ancak ve yalniz D’deki biitiin x degerleri igin | f(x)| = B ola- 
cak sekilde bir B sayisi varsa, f fonksiyonunun D’de sinirli 
olacagini gosterin. 
b. f’nin tistten NV ile sinirli oldugunu varsayin. lim,_,,, f@) = L 
ise L = N oldugunu gésterin. 
ec. f’nin alttan M ile sinirli oldugunu varsayin. lim,_,,, f(x) = L 
ise, L = M oldugunu gésterin. 
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24. Max {a, b} ve min {a, b} _ sinx? _ sinx?. x? 
— b| b. lim —— = li lim = 1-:0=0 
ar b |a x0 x>0 x? x30 * 
a. max {a, b} ood 5) 
_ sin(x? — x — 2) | sin(x? — x — 2) 
ifadesinin a = b ise a’ya, b = a ise b’ye esit olacagin gés- ¢. Jim. Per = Bes (== 3) 
terin. Yani, baska bir deyisle, max{a, b} a ve b sayilarinin , : 
bityiik olanini verir. — (=x - 2) — (x + 1)(x - 2) 
a : _ : lim, "=P im: ==3 
b. Iki sayinin kiictik olanini veren min{a, b} icin de benzer bir x>-1 xt+1 sca xt 
ade Nena: sin(1 — Vx) sin(1 — Vx) 1 _ vy 
d. lim =F = lim ar ie 
mis iceren Genellestirilmis Limitler aa oe = 
6” oa (1 — Vx)(1 + Vx) r l-x 1 
limg—o (sin 9)/@ = 1 formiilii genellestirilebilir. lim,—,. f(x) = 0 ve rae (x - 1(1 ate Vx) Pore (x — (1 + Vx) 2 


f(x) noktasini igeren bir agik aralikta (c’nin kendisi harig¢ olabilir) 


25-30 alist larindaki limitleri bulun. 
x =c daima sifirdan farkl ise Fre as een 


_ sin(1 — cosx) . sin x 
i 25. lim. —-——_ 26. lim, —— = 
lim an) =1 x0 ’ x0" sin Vx 
xe f(x) _ sin (sin x) _ sin (x? + x) 
dir. 27. lim, a 28. lim a 
Asagida baz1 érnekler verilmistir. : 2 
sagida ees er verilmistir, — sin (x? — 4) —_ a (Ve _ 3) 
a. lim *@* = 1, “752 x-2 "59 x-9 
x>0 x 
Boliim Teknoloji Uygulama Projeleri 


Mathematica-Maple Moduli 

Limite gelin 

Boliim I 

Boliim [I (Sifirin siftrinci kuvveti: Ne Anlama Gelir? ) 

Boliim HI (Tek Tarafli Limitler) 

Grafik ve sayisal arastirmalarla limit kavramini g6ziintizde canlandirin ve yorumlayin. 
Boliim IV (Bir Kuwvet Bir Farki Ne Yapar ) 

xin cesitli kuvvetlerinde limitlerin ne kadar hassas olabileceklerini g6ritin. 


Mathematica-Maple Moduli 

Sonsuza Gitmek 

BoliimI x— © veya x — —oo iken fonksiyonlarin davranislarini kesfetmek) 

Bu modiil, x — co veya x — — co iken bir fonksiyonun davranisini kesfetmek icin dort érnek sunar. 

Boliim II (Biiyitime Oranlari) 

Siirekli olmadigi halde stirekliymis gibi géztiken grafikleri gézleyin. Stirpriz olarak gérebileceginiz bazi sonuglar elde etmek icin stirekliligin 
birkag cikarimi kesfedilmistir. 


TUREV 


GIRIS Boliim 2’de, bir eSrinin bir noktadaki e%imini kiris eSimlerinin limiti olarak 
tanmmladik. Tiirev adini alan bu limit bir fonksiyonun degisme hizini dlcer ve analizdeki 
en 6nemli fikirlerden biridir. Tirevler hiz ve ivme hesaplamada, bir hastaligin yayilma 
oranim tahmin etmede, verimliligi maksimize edecek sekilde tiretim seviyesini belir- 
lemede, silindirik bir kutunun ideal boyutlarim1 bulmada, tarih Gncesi bir sanat eserinin 
yasim belirlemede ve bir cok baska uygulamalar icin kullanilir. Bu b6éliimde, tiirevleri 
hesaplamay1 kolaylastiracak yontemler gelistirecegiz ve tiirevlerin karmasik fonksiyonlara 
yaklasimda nasil kullanilacagini 6grenecegiz. 


Ee ied Fonksiyon Olarak Tiirev 


B6liim 2’in sonunda, bir y = f(x) e&risinin x = xy noktasindaki egimini 


+h) - 
TARIHSEL DENEME lim (x0 ’ f (xo) 


Turev 
olarak tanimlamistik. Eger varsa, bu limite f’nin x9’daki tiirevi demistik. Bu béliimde 


tiirevi f’nin tanim araligindaki her nokta g6éze alinarak f’den tiretilmis bir fonksiyon 
olarak inceleyecegiz. 


TANIM _ Tiirev Fonksiyonu 
Bir f(x) fonksiyonunun x degiskenine gore ttirevi, x’teki degeri 


; de hy — FQ) 
ee h 


olan (limitin bulunmasi kosuluyla) f’ fonksiyonudur . 
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Kiris egimi 


f(z) — fa) 
aX 
P(x, fO0) — SO) 
s, 


fnin x’teki tiirevi 


‘ _ fix +h) — fa) 
f= lim — 


SEKIL 3.1. Bir f fonksiyonunun tiirevi icin 
fark oranin1 yazma sekli ilgilendigimiz 


noktalari nasil isaretledigimize baglidir. 


Bagimsiz degisken x’e gore ttirev aldigimizi belirtmek igin, tanimda basitge f yerine 
f(x) notasyonunu kullaninz. f’’nin tanim kiimesi, f’nin tani kiimesinde limitin var 
oldugu noktalarin kiimesi, f’nin tanim ktimesiyle aym veya daha kiigiik olabilir. Belirli bir 
xigin varsa, f’nin x’te bir tiirevi vardir (tiirevlenebilir) deriz. f’nin tanim ktimesinin her 
noktasi icin f’ varsa f’ye tiirevlenebilir deriz. 

Eger z =x +h yazarsak h = z —x olur ve ancak ve yalniz z > x ise h > 0 dir. Bu ne- 
denle, tiirevin bir esdeger tanimi asagidaki gibidir (bkz. Sekil 3.1). 


Tiirev icin Alternatif Bir Formiil 


fiz) = Fe) 


f(x) = lim Z—-x 


Tanimi Kullanarak Tiirev Hesaplama 


Bir tiirevi hesaplama islemine tiirev alma denir. Tirev almanin y = f(x) fonksiyonuna 
uygulanan bir iskem oldugunu vurgulamak igin f(x) tiirevini géstermenin bir baska yolu 
olan 


d 
a ft) 


notasyonunu kullaniriz. Boliim 2.7 Ornek 2 ve 3 islemin y = mx + b ve y= 1/x’e uygulan- 
masini gésterir. Ornek 2 


d = 
Ty mx + 6) = m 


oldugunu gosterir. Ornegin, 


Ornek 37de ise, 
i ee © 
dx\* x 
oldugunu gordiik. Asagida iki 6rnek daha bulunmaktadir. 


ORNEK1 — Tanimi Uygulamak 


f(x) = 


=i fonksiyonun tirevini alin. 


x 
x-— 1 


Ciziim Elimizde f(x) = 


| Vx’ in x > 0 igin tiirevine cok ihtiya¢ 
duyacaksiniz. 


d 1 
Rleds Vx = 
dx ~~ Vy 


>< 


SEKIL 3.2 


y = Vx eBrisi ve (4, 2)’deki 
tegeti. Tegetin egimi, x = 4’teki tiirev 


hesaplanarak bulunur (Ornek 2). 


3.1 Fonksiyon Olarak Tiirev 


ve 


bulunmaktadir, dolayisiyla 


f(x + h) — f(x) 
h 


ae at 
xth x 
xt+th-1 x-1 
h 
1 @ +A@— I — xe th 3) 
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ad — cb 


= tien at 

n—oh (x +h— 1\(x - 1) 

= fin ze a . 
PHetk=Ne=) G=1F 


ORNEK 2 


(a) x>Oicin y = Vx’in tirevini bulunuz. 


Karekék Fonksiyonunun Tiirevi 


(b) y = V*x eBrisinin x = 4’teki teSetini bulunuz. 


Coziim 


(a) f’’yii hesaplamak icin esdeger formu kullaniriz: 


= lim a 
Fee (vz = Vx)(Vz os Vx) 


= tim u 


1 
zox Vz + Vx 2Vx 


(b) x =4’te egrinin egimi 


' ee: ee 
f(4)=—-=4 


2V4 


tiir. Teet, (4, 2) noktasindan 1/4 egimiyle gegen dogrudur (Sekil 3.2): 


y=2+5@-4) 
yogxt 


y = Vx’in x = 0'daki tiirevini érnek 6 da ele alacaguz. 


(x +h — 1)(x — 1) b d 
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Gésterim 
Bagimsiz degiskenin x ve bagli degiskenin y oldugu bir y = f(x) fonksiyonunun tiirevini 
gdstermenin bir cok yolu vardir. Bazi yaygin alternatif gésterimler sunlardir: 


d d 
paysy = Pa Fe Lay = DIN = DFW) 


d/dx ve D sembolleri tiirev almanin bir islem oldugunu belirtirler ve tiirev alma opera- 
térleri olarak adlandirilirlar. dy/dx’i “y’nin x’e gore tiirevi” olarak, df/dx ve (d/dx)f(x)’i 
de “f’nin x’e gore tiirevi olarak okuruz. “Us” gésterimleri y’ ve f’ Newton’un tiirev icin 
kullandigi gésterimlerden gelir. d/dx gésterimleri Leibniz’in kullandiklariyla aynidir. 
dy/dx sembolii bir oran olarak gériilmemelidir (Béliim 3.8 de “diferansiyel” kavrami tani- 
tilana kadar). 

D(f) notasyonunu, tiirev fonksiyonu f’ yerine f fonksiyonunun tanim ktimesi (do- 
main) ile karistirmama konusunda dikkatli olun. Farklilik igerikten anlasilmalidir. 

Bir tiirevin belirli bir x = a sayisindaki degerini belirtmek igin su notasyonlar kul- 
laniriz: 


: dy df d 
ia) = dx|.. a\. dx f(*) _ 
Ornegin. Ornek 2b de sunlari yazabilirdik 
d 1 l 1 
'(4)=—vx| = = = 
! ( ) dx * x=4 Paes x=4 /4 4 


Bazen bir ifadeyi hesaplamak igin di ¢izgi | yerine késeli parantez | kullaniriz. 


Tirevin Grafigini Cizmek 


Egimleri f’nin grafiginden tahmin ederek, gogunlukla y = f(x)’in tiirevinin makul bir ¢izi- 
mini yapabiliriz. Yani, xy-diizleminde (x, f’(x)) noktalarini isaretler ve diizgiin bir egri ile 
onlart birlestiririz. Bu egri y = f’(x)’i temsil eder. 


ORNEK3 _ Bir Tiirevin Grafigini Cizmek 
Sekil 3.3a’daki y = f(x) fonksiyonunun tirevini ¢izin. 
Ciziim Sik araliklarla f grafigine tegetler cizer ve tegetlerin egimlerinden f'(x)’in bu 


noktalardaki degerlerini buluruz. Bunlara karsilik gelen (x, f’(x)) ¢iftlerini isaretler ve 
bunlari Sekil 3.3b’de yapildigi gibi diizgiin bir egriyle birlestiririz. 7 


y= f'(x) grafizinden neler Sgrenebiliriz? [Ik bakista sunlar goriilebilir: 
f’nin degisim oraninin pozitif, negatif veya sifir oldugu yerler; 


2. Herhangi bir x degerindeki bitytime oraninin kabaca biiyiikliigii ve bu biiyiikliigiin 
f(x)’in biitytikligiiyle iliskisi; 


3. Degisim oranimin kendisinin artip artmadigi. 


ORNEK4 — Kan Sekeri Konsantrasyonu 


23 Nisan 1988’de, insan giictiyle calisan Daedalus ucag1 Yunanistan’in giiney dogusunda, 
Ege Denizi’ndeki Girit adasindan Santorini adasina 119 km/’lik rekor bir ugus yapti. 
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> 


Egim Fi = 2 y-bitim/x-birim 
~ 8 y-birim 
~ 4 x-biri 
>x 
0 5 1/0 1\5 
(a) 
Egim 
A 
Ab 
3 y=s) 
2 
>x 
b 
B' 
727 Dikey koordinat —1 
(b) 


SEKIL 3.3 (a)’'daki y = f(x) grafiginin egimlerini isaretleyerek (b)‘deki y = f’(x)’in 
grafigini cizdik. Mesela, B’’nin dikey koordinati B’deki eSimdir. f’’in grafigi f’nin 
egiminin x ile nasil degistiginin gérsel bir kaydidur. 


Ucustan 6nceki 6 saatlik dayaniklilik testlerinde, arastirmacilar pilot adaylarmin kan seke- 
ri konsantrasyonlarini 6l¢ti. Atlet pilotlardan birinin konsantrasyon grafigi, konsantrasyon 
miligram/desilitre ve zaman saat olmak iizere, Sekil 3.4a’da goriilmektedir. 

Grafik veri noktalarini birlestiren dogru pargalarindan yapilmistir. Her parganin sabit 
egimi Glgiimler arasindaki konsantrasyonun tiirevini verir. Her parganin egimini 
hesapladik ve tiirevi Sekil 3.4b’de bir basamak fonksiyonu olarak cizdik. Ornegin, ilk saat 
igin cizimi yaparken, konsantrasyonun 79 mg/dLUden 93 mg/dLye arttigim1 gdzlemledik. 
Net artma Ay = 93 — 79 = 14 mg/dUdir. Bunu At = | saat ile bélerek, ortalama degisim 
oranim buluruz: 

° = a = 14 mg/dL/saatte 

Konsantrayonun bir késesinin bulundugu ve egiminin olmadigi ¢ = 1, 2, ..., 5 zaman- 
larinda konsantrasyonun degisim orani hakkinda bir tahminde bulunamadigimiza dikkat 
edin. Tiirev basamak fonksiyonu bu zamanlarda tanimli degildir. 7 
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Konsantrasyon, mg/dL 


>t 


0 1 2 3 4 5 6 
Zaman (sa) 


(a) 


23 Nisan 1988’de Daedalus’ un ugus rotasi 


mg/dL 
a 
T 


<<SEKiL 3.4 (a) 6 saatlik ugus 6ncesi dayaniklilik testi sirasinda bir Daedalus pilotunun 
kanindaki seker konsantrasyonu. (b) Pilotun kan sekeri konsantrasyonunun tiirevinin 
grafigi testin farkli araliklarda konsantrasyonun ne kadar hizli artip distigiint 


— gostermektedir. 
>t 


= 
=) 
T 


wn 
T 


—5P Bir Aralikta Tiirevlenebilirlik; Tek Tarafli Tiirevler 


ale 
S 


Bir y = f(x) fonksiyonunun (sonlu veya sonsuz) bir agik araligin her noktasinda bir tiirevi 
Zaman (sa) varsa, f(x)’e bu aralikta titrevlenebilir denir. Bir [a, b] kapali araliginin igi (a, b) acik 
(b) araliginda tiirevlenebilirse ve ug noktalarinda 


f(a + h) — f(a) 


7 a’da sagdan tiirev 


Konsantrasyonun degisim oram, 


lim 
h>0* 
b+h)— f(b 
lim ioe OS b’de soldan tiirev 
h>0- h 
limitleri varsa, [a, b] kapali araliginda tiirevlenebilirdir (Sekil 3.5). 

Bir fonksiyonun tanim araliginin herhangi bir noktasinda sagdan ve soldan ttirevler 
tanimlanabilir. Tek tarafli ve iki tarafli limitler arasindaki iliski bu tiirevler igin de gecer- 
lidir. Boliim 2.4’teki Teorem 6 dolayistyla, bir fonksiyonun, ancak ve yalniz bir noktada 
sagdan ve soldan tiirevleri varsa ve bu tek trafli tiirevlerler esitse o noktada tiirevi olabilir. 


Egim = 
lim foe 0) is 
h>0- h 


mm ORNEK5 = y = |x|Fonksiyonu Orijinde Tiirevlenebilir Degildir 
Egim = 
lin fla + h) — fla) 


) 
ho>0" h 


y = |x| fonksiyonunun (—©o, 0) ve (0, ©) araliklarinda tiirevlenebilir oldugunu, fakat 
x = 0'da tiirevinin bulunmadigini gésterin. 


y =f) Céziim Orijinin saginda, 


d d d 
F(x) =) = Fx) = 1 Some + 6) = mixi=x 


>x ve solunda 


I 

| 

I 

! 

a ath bt+h b d d d 

h>0 h<0 = =;) = = |* —— es 

(xe) = 2-9) = SC =-1 laa 

SEKIL3.5 Ug noktalardaki tiirevler tek 

tarafli limitlerdir. 


x = 0da y’'taniml: degildir: 
sagdan-tiirev # soldan-tiirev 


SEKIL3.6 y = |x| fonksiyonu, 
grafiginde bir “késenin” bulundugu 
orijinde tiirevlenemez. 
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bulunur (Sekil 3.6). Orijinde tiirev olamaz, ciinkii tek tarafli tirevler bu noktada farklidir: 


0’da | x |’in sagdan tiirevi = |jm 0 + 4] = [0 = hi [A| 
h>0* h ho" h 
= lim, + h> Oise, |h|=h 
= lim1l=1 
hor 
. : 0+ h|—|0 h 
Oda | x |’in soldan tirevi = lim | [=| be lim |r| 
h—-0~ h->0- h 
= lim =" h<0ise,|A|=—h 
)1—_ 
= jim 1=-l. a 
.— 


ORNEK6 =y = Vx, x=0'da Tiirevlenebilir Degildir 
Ornek 2’de x > 0 icin, 


Sadan limit sonlu olmadigindan, x = 0’da tiirev yoktur. Orijini y = Vx’in grafigi tize- 


rindeki (n, Vh) noktasina birlestiren kirislerin egimleri CO’a yaklasir. Grafigin orijinde 
bir dikey tegeti vardir. a 


Ne Zaman Bir Fonksiyonun Bir Noktada Tiirevi Yoktur? 


Bir fonksiyonun grafigindeki P(xo, f(xo))’dan ve yakinindaki bir Q noktasindan gegen kiris- 
lerin egimleri, Q P’ye yaklasirken bir limite gidiyorsa, fonksiyonun x9 noktasinda tiirevi 
vardir. O P’ye giderken, kirisler bir limit konuma ulasmadiklarinda veya dikey olduklarin- 
da, tiirev bulunmaz. Boylece, tiirevlenebilirlik bir f fonksiyonunun grafigi tizerinde “diiz- 
giinlik” kosulu dur. Grafigi diizgiin olan bir fonksiyonun ise birkag sebepten dolay1 bir 
noktada tiirevi bulunmayabilir, grafiginde asagidaki durumlar bulunuyorsa tiirevi yoktur: 


1. Bir kége, tek tarafli 2. Bir sivri ug, PQ kirisinin egimi 
tuirevler farklidir. bir taraftan 0o’a, diger taraftan 
—oo’a yaklasir. 
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3. bir dikey teget, PO kirisinin egimi iki taraftan da CO’a veya iki taraftan da —©0’a 
yaklasir (Burada —0o’a yaklasmaktadir). 


4. Bir stireksizlik. 


Tiirevlenebilir Fonksiyonlar Siireklidir 


Bir fonksiyon, tirevinin bulundugu her noktada stireklidir. 


TEOREM 1 Tiirevlenebilirlik Siirekliligi Gerektirir 
f’nin x = c’de bir tiirevi varsa, f fonksiyonu x = c’de stireklidir. 


ispat f’(c)’nin var oldugu verilmistir, lim,_,. f(x) = f(c) veya buna esdeger olarak 
lim,_59 f(c + h) = f(c) oldugunu géstermemiz gerekir. h # 0 ise, 
fle + h) = fle) + (fle + A) — fle) 
+h) - 
= 96 pO IO) 


yazilabilir. 


>< 


y = UQ@) 


SEKIL3.7 Birim basamak 
fonksiyonunun ara deger 6zelligi 
yoktur ve reel dogruda bir 
fonksiyonun tiirevi olamaz. 


ALISTIRMALAR 3.1 


3.1 Fonksiyon Olarak Tiirev 155 


Simdi, 4 > 0 iken limit alalim. Bélitim 2.2’deki Teorem 1’den, 


lim e+) = jim fo) + fim ES i 
fle) + fic) +0 
= f(c) + 0 


= fle). a 


bulunur. 

Tek tarafli limitlerdeki ifadelerin benzerleri, f’nin x = c’de bir taraftan (sagdan veya 
soldan) tiirevi varsa, f’nin x = c’de o taraftan stirekli oldugunu gésterir. 

Sayfa 154’teki Teorem | sunu sGyler: bir fonksiyonun bir noktada stireksizligi varsa 
(6rnegin sicramali bir stireksizlik) fonksiyon o noktada tiirevlenebilir olamaz. En biiyiik 
tam say fonksiyonu y = | x| her tamsayisinda x = n tiirevsizdir (Béliim 2.6, Ornek 4). 


DIKKAT Teorem 1’in tersi yanlistir. Ornek 5’te gérdiigiimiiz gibi, bir fonksiyonun siirekli 
oldugu bir noktada tiirevinin olmasi gerekmez. 


Tiirevlerin Ara Deger Ozelligi 

ilk olarak, Fransiz matematikei Jean Gaston Darboux (1842-1917) tarafindan, 1875 yi- 
linda ispat edilen asagidaki teoremden gériilebilecegi gibi, her fonksiyon bir baska fonksiyo- 
nun tiirevi olamaz. 


TEOREM 2 


ave b, f’nin tiirevli oldugu bir aralikta iki noktaysa, f’, f'(a) ile f’(6) arasindaki 
her degeri alir. 


(ispatlamayaca$imiz) Teorem 2, bir aralikta ara defer 6zelligine sahip olmayan bir fonksi- 
yonun, o aralikta baska bir fonksiyonun tiirevi olamayacagini séyler. Ornesin Sekil 3.7 
deki birim adim fonksiyonu, reel dogru tizerindeki higbir reel-degerli fonksiyonun tiirevi 
olamaz. Béliim 5 te her stirekli fonksiyonun, baska bir fonksiyonun tiirevi oldugunu gére- 
cegiz. 

Boliim 4.4’te, iki defa tiirevlenebilir bir fonksiyonun grafiginde, “egrilme” davranisi- 
nin degistigi bir noktada, neler oldugunu incelemek igin Teorem 2’ye basvuracagiz. 


Tiirev Fonksiyonlarini ve Degerlerini Bulma 4. k(z) = +4; e(-1), #(), (V2) 


Tanimi kullanarak, 1—6 alistirmalarindaki fonksiyonlarin tiirevlerini 


bulun. Sonra istenilen ttirev degerlerini bulun. 


Lj Ht—e% f-3).F OF) 


2z 
5. (0) = V3; p'(1),p'(3),p'(2/3) 
6. r(s) = V2s+1; r'(0), 7’), r'C/2) 


2. F(x) = (x -— 1 +1; F'(-1), F’(0), F’(2) 7-12 alistirmalarinda istenilen tiirevleri bulun. 


3. g(t) = a 2'(-1),¢'(2), ¢'(V3) 


d . d 
y 8. +1 ise = 


ye 4 = 
pe are dx 2 ds 
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9 t : ds 
.S= ise palit 
2t+1 dt 
1 dv 
10. v=ft-—— 1se — 
t dt 
11. p= : ise dp 
Vq+l dq 
12. z= a ise dz 


V3w —2 dw 


Egimler ve Tegetler 


13-16 alistirmalarinda, fonksiyonlarin tiirevini alin ve bagimsiz degis- 
kenin verilen degerinde tegetin egimini bulun. 


13. fo) =x+2, x= -3 


__!l _ 
14. Kx) = 34 5> x= 2 
5.s=P-17, t=-1 


16. y=(x +1), x=-2 


17-18 alistirmalarinda, fonksiyonlarin tiirevlerini alin. Sonra fonksi- 
yonun grafigi tizerinde belirtilen noktadaki tegetin denklemini bulun. 
=e 
VS 2 ; 
18. w= g(z) =1+ V4-z2, (z,w) = (3,2) 


19-22 alistirmalarinda, tiirevlerin degerini bulun. 


19. s=1-3t7 ise a 
dt|;=-1 


17. p= fx) = (x,y) = (6, 4) 


20. y=1 _l ise dy| 
x dX\x=3 
21. r= 7 ise dr 
V4-0 dO\g=0 
22. w=z+Vz_ ise dw| 
dz\,= 


Tiirevler icin Alternatif Formiilii Kullanmak 


23-26 alistirmalarindaki fonksiyonlarin tiirevlerini bulmak i¢gin 


f'(x) = lim a 
formiiliinti kullanin. 
23. f(x) = x ; 2, 
_ 1 
24. f(x) = @=1 ary 
28. g@)=>—{ 


26. g(x) = 1+ Vx 


Grafikler 


27-30 alistirmalarinda verilen grafikleri (a)—-(d) sekillerinde cizilmis 
olan tiirev grafikleriyle eslestirin. 


y’ y 
0 x 
0 >X 
(a) (b) 
y’ y 
0 0 
(c) (d) 
27 y 28. y 
A 
y =fi@) y = fox) 
0 > x 0 > X 


31. a. Sekildeki grafik ug uca eklenmis dogru parcalarindan olus- 
maktadir. [—4, 6] araliginin hangi noktalarinda f’ tanimli de- 
gildir? Yanitinizi aciklayin. 


(1, -2) (4, -2) 


b. f’nin tirevini cizin. Grafigin bir basamak fonksiyonu 
gostermesi gerekir. 
32. Bir fonksiyonu tiirevinden bulmak 

a. [-2, 5] kapali araliginda f fonksiyonunu ¢izmek icin asagidaki 

bilgileri kullanin. 
i) f’nin grafigi ug uca eklenmis dogru parcalarindan 
olusmaktadir. 

ii) Grafik (—2, 3) noktasindan baslamaktadir. 
iii) f’nin tiirevi sekilde verilen basamak fonksiyonudur. 


y =f 
1k} oxo 
L L —_ L L >Xx 
= oy 1 3 5 
[- -—_—*s 


b. (a) sikkini grafigin (—2, 3) yerine (—2, 0)’da basladigini 
varsayarak tekrarlayin. 

33. Ekonomide biiyiime Sekildeki grafikte 1983-1988  yillan 
arasindaki U.S. biiyik ulusal iiretimin (GNP) ortalama yillik 
ytizde degisimi y = f(t) verilmektedir. dy/d?’yi gizin (tanimli 
oldugu yerlerde). (Kaynak: Statistical Abstracts of the United 
States, 110. baski, U.S. Ticaret Odasi1, s.427) 


71% 


- 


1983 1984 1985 1986 1987 1988 


34. Meyve Sinekleri (Béhim 2.1, Ornek 3’tin Devamt) Kapali or- 
tamlarda tiretilen topluluklar, baslangicta az tiyeleri varken yavas 
bir sekilde, tireyen bireyler arttikca ve kaynaklar yeterli oldugu 
stirece daha hizli, en son olarak da gevrenin kaldirma kapasitesine 
ulasinca yeniden yavas bir sekilde biiyiirler. 


a. Ornek 3’teki grafik yéntemi kullanarak, Boliim 2.1’de verilen 
meyve sinegi toplulugunun tiirevinin§ grafigini  ¢izin. 
Toplulugun grafigi burada yeniden verilmistir. 


3.1 Fonksiyon Olarak Tiirev 157 


Zaman (giinler) 


b. Topluluk hangi giinlerde en hizh, hangilerinde en yavas 
artmaktadir? 


Tek Tarafli Tiirevler 


35-38 alistirmalarindaki fonksiyonlarm P noktasinda tiirevi ol- 
madigim g6stermek igin sagdan ve soldan tirevleri karsilastirin. 


35. 36. y 
A 


>< 


PO, 0) 7 mr 


Bir Aralik Uzerinde Tiirevlenebilirlik ve Siireklilik 


39-44 alistirmalarindaki her sekil, bir fonksiyonun bir D kapali 
araligindaki grafigini géstermektedir. Tanim  araliginin —hangi 
noktalarinda fonksiyon 


a. tirevlenebilir? 
b. siireklidir, fakat tiirevlenemez? 


c. ne stireklidir, ne de tiirevlenebilir? 
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Yanitlarinizi aciklayin. 


39. 
y=fo) y y 


32x52 


D: 


40. 


43. 44, 
“A 
y =f) 
D: -l<x<2 
i ay 
| | >x 
=1— 0 1 2 


Theori ve Ornekler 
45-48 alistirmalarinda, 


a. 
b. 


Verilen y = f(x) fonksiyonunun f (x) tiirevini bulun. 


y = f(x) ile y = f(x)’ fark koordinat eksenleri kullanarak 
yanyana ¢izin ve asagidaki sorulari yanitlayin. 


. Hangi x degerlerinde, varsa, f’ pozitif? Sifir? Negatiftir? 


. Hangi x deger araliklarinda, varsa, x-arttikca y = f(x) fonksiyonu 


da artar, veya x-azaldikca azalir? Bunun (c) sikkinda bulduklari- 
nizla iliskisi nedir? (Bu iliskiyi B6liim 4’te daha yakindan incele- 
yece®iz.) 


y= —x? 46. y = -1/x 
Ly = 33/3 


. y = x eprisinin negatif bir eimi var midir? Varsa, nerede bu- 


48. y = x*/4 


lunur? Yanitiniz1 agiklayin. 


. y = 2V<x ebrisinin yatay bir teSeti var midir? Varsa, nerede bu- 


lunur? Yanitiniz1 agiklayin. 


51. 


52. 


53. 


54. 


55. 


56. 


57. 


58. 


60. 


61. 


Bir Parabole Teget y = 2x” — 13x + 5 paraboliiniin egimi —1 
olan bir tegeti var midir? Varsa, teget icin bir denklem ve degme 
noktasini bulun. Yoksa, neden yoktur? 

y = Vx’e Teget y = Vx eSrisinin herhangi bir tegeti x eksenini 
x =—1 noktasinda keser mi? Kesiyorsa, teget icin bir denklem ve 
degme noktasini bulun. Kesmiyorsa, neden kesmez? 

En biiyiik tam sayi (—©, 00) araliginda tiirevlenebilir her- 
hangi bir fonksiyonun ttirevi y = |x| (bkz. Sekil 2.55) olabilir mi? 
Yanitinizi aciklayin. 

y = |x/[in Tuirevi f(x) = |x| fonksiyonunun tirevinin grafigini ¢i- 
zin. Sonra y = (|x|— 0)/(x — 0) = |x|/x’i gizin. Ne goriiyorsunuz? 

— f’nin Tiirevi Bir f(x) fonksiyonunun x = x noktasinda tiirev- 
lenebilir oldugunu bilmek —f fonksiyonunun x = x'da tiirevlene- 
bilirligi hakkinda bir sey sdyler mi? Agiklayin. 

Katlarin Tiirevi Bir g(t) fonksiyonunun ¢ = 7 noktasinda tiirev- 
lenebilir oldugunu bilmek 3g fonksiyonunun f¢ = 7’de tiirevlenebi- 
lirligi hakkinda bir sey sdyler mi? Aciklayin. 

Bir béliimiin limiti g() ve A(t) fonksiyonlarinin f’nin bitin 
degerlerinde tanimli olduklarim ve g(0) = A(0) = 0 oldugunu 
varsayin. lim, (g(¢))/(A(t)) var olabilir mi? Varsa, sifira esit ol- 
mak zorunda midir? Agiklayin. 

a. f(x), -1 <x < 1 araliginda | f(x)| = x? kosulunu saglayan 
bir fonksiyon olsun. f’nin x = 0’da tiirevlenebilir oldugunu gés- 
terin ve f (0)’1 bulun. 


b. x=0'da 


x? sin +, x #0 
(x) = 
t 0, x=0 


fonksiyonunun tiirevlenebilecegini gésterin ve f (0)’1 bulun. 


. 0 =x <2 olan bir gergevede y = 1/ (2Vx) fonksiyonunu ¢izin. 


Yine ayn ekranda, 4 = 1, 0.5, 0.1 igin 


Vx th - Vx 
a h 
fonksiyonunu gizin. Sonra h = —1, —0.5, —0.171 deneyin. Neler 
oldugunu aciklayin. 
~2 <x = 2,0 =<y <3 olan bir cercevede y = 3x7 fonksiyonunu 
cizin. Yine ayni ekranda, h = 2, 1, 0.2 igin 
(x + AP - x3 
a fe 
fonksiyonunu cizin. Sonra h = —2, —1, —0.2’yi deneyin. Neler ol- 
dugunu aciklayin. 
Weierstrass’in hicbir yerde tiirevienemeyen siirekli fonksiyo- 
nu f(x) = peo (2/3)" cos (9"7rx) Weierstrass fonksiyonunun ilk 
sekiz teriminin toplami séyledir: 


g(x) = cos (ax) + (2/3)! cos (9x) + (2/3)? cos (9727x) 
+ (2/3)? cos (Sax) + +++ + (2/3) cos (9’7x). 
Bu toplami cizin. lyice yakinlastirin. Bu grafik ne kadar girintili 


gikintilidir? Grafigin baktiginiz kisminin diizgiin gértinecegi bir 
cerceve belirleyin. 


BILGISAYAR ARASTIRMALARI 
62-67 alistirmalarindaki fonksiyonlara asagidaki adimlan uygulamak 
igin bir BCS kullanin. 

a. Fonksiyonun genel davranisini gérmek igin y = f(x)’i ¢izin. 


b. 


c 


Herhangi bir A adim bityikliigii igin herhangi bir x noktasinda q 
farklar oranini tanimlayin. 


h > 0 icin limitini alin. Bu hangi formiilii verir? 


d. x =X alin ve y= f(x) fonksiyonu ile bu noktadaki tegetini birlikte 


gizin. 


. (c)’de elde edilen formiile xo’dan biyiik ve ktictik degisik degerler 


verin. Ortaya ¢ikan sayilar grafiginize bir anlam katryor mu? 


62. 
63. 


64. 


66. 
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. (c)'de buldugunuz formiilii gizin. Degerlerinin pozitif, negatif 


veya sifir olmasinin anlami nedir? Bunlar (a) sikkindaki 
grafiginizle uyusuyor mu? Yanitinizi agiklayin. 


f(x) =x +x? — x, 


f(x) = x34 x7 x59 = 1 


x = 1 


4x t= 1 
= » X=2 65. = . ==1 
f(x) x2 +] Xo f(x) 3x2 ra Xo 
f(x) = sin2x, x9 = 7/2 67. f(x) = x*cosx, x0 = 7/4 


ea Tiirev Kurallari 


Bu bdliim, fonksiyon ¢esitlerinden cok biiyitik bir bdliimiintin tiirevlerini almamizi 
saglayan birkag kural tanitmaktadir. Bu kurallari burada ispat etmekle, her seferinde 
tanimi uygulamadan fonksiyonlarin tiirevlerini alabilecegiz. 


Kuvvetler, Katlar, Toplamlar ve Farklar 


Tiirev almanin birinci kural: sabit her fonksiyonun tiirevinin sifir oldugudur. 


KURAL 1 


Bir Sabit Fonksiyonun Tiirevi 
f sabit fonksiyon f(x) =c ise, 


df qd 


de de 9 
olur. 
ORNEK 1 
fnin degeri sabit ve f(x) = 8 ise, 
df_d 
y aussie = 
rn [eee = (8) = 0 
c (x, c) (x + h, c) 
_ dir. Benzer sekilde, 
| | 
l l aw\ _ ad _ 
! ! (-7)=0 ve 4 (v3) =0 rT] 
h dir. 
0 ; eo se : 
Kural1’inlspati = Ttirev tanimim, sonuclari sabit c degeri olan f(x) =c fonksiyonuna uygu- 
SEKIL3.8 (d/dx)(c) = 0 kurali sabit lariz (Sekil 3.8). Her x degerinde 


fonksiyonlarin degerlerinin asla 


degismedigini ve yatay bir dogrunun 


% C= 
lim 


egiminin her noktada sifir oldugunu 


sdylemenin baska bir yoludur. 


oldugunu buluruz. 


f(x) = lim 


F(x + h) — fe) 
: = 


roo A 
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TARIHSEL BiyoGRaAFi 


Richard Courant 
(1888-1972) 


ikinci kural n pozitif bir tamsay1 ise, x”’nin tiirevinin nasil alacagini s6yler. 


KURAL2 _ Pozitif Tamsayilar icin Kuvvet Kurali 
n pozitif bir tamsay! ise, 


olur. 


Kuvvet kuralini uygulamak icin, orijinal tis (n)’den 1 ¢ikarir ve sonucu n ile carpariz. 


ORNEK 2 Kural 2’yi Yorumlama 


Kural 2’nin Birinci ispati 


zx" = (z— xyz") tz 2x tee txt? + x!) 


formiili, sag taraf garpilarak saglanabilir. Boylece, tiirev taniminin alternatif formundan 


. fe)- fe). =x" 
f(x) = lim zZ—-xXx = lim =x 
= lim(z”! + 22x ++) + zx"? + x!) 
ZX. 
= nx"! 


bulunur. 


Kural 2’nin ikinciispati f(x) =x" ise, f(x + h) =(x + h)" olur. n pozitif bir tamsay1 oldugun- 
dan, Binom Teoremine gére (x +h)” yi agarak 


f(x + h) — f(x) — (x +h) — x" 
m 


Fi) = Palast h ~ jim, h 
=1 
[2 +4 nx" 'h as mn) nap de iece doo nxh"! +4 | — x" 
i> h 
aa 
nx" 'h + mn SN) aay? feee yt nxh"—! + fy" 
= lim 
h->0 h 
— 1 
= jim [er + mn oN) ry a eee nxh"~2 ab | 
= nx"! - 


buluruz. 
Uciincii kural, tiirevlenebilir bir fonksiyon bir sabitle carpildiginda tiirevinin de ayni 
sabitle garpilacagini sdyler. 


SEKIL3.9 y =x? ve y= 3x" grafikleri. 
y-koordinatlarini tigle carpmak egimi tig 
katina cikarir (Ornek 3). 


Fonksiyonlari w ve v ile gosterme 

Bir tiirev alma formiiltine ihtiya¢ 
duydugumuzda ¢alistigimiz 
fonksiyonlar biiyiik olasilikla f ve g 
gibi harflerle temsil edileceklerdir. 
Formiilti uygulamak istedigimizde, ayn 
harfleri farkli sekilde kullanmay1 
istemeyiz. Bundan kagmmak icin, tiirev 
alma kurallarindaki fonksiyonlart 
muhtemelen kullanilmayan wu ve v gibi 
harflerle gésteririz. 


ni 
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KURAL3 _—_Sabitle Carpim Kurali 


u xin tirevlenebilir bir fonksiyonu ve c bir sabit ise, 


4 cy) = tt 
dx cu Cae 


olur. 


Ozel olarak, n pozitif bir tamsay1 ise, 


= (cx") = cnx" 


olur. a 

ORNEK 3 

(a) 
d (3 2) = 3+2x = 6 
dx Xx = xy = OX 


tiirev formiilii y = x° grafigini her y koordinatini 3 ile carparak yeniden dlceklersek, her 
noktada egimi 3 ile garpacagimizi sdyler (Sekil 3.9). 


(b) Yararh bir 6zel durum 


Ttirevlenebilir bir fonksiyonun negatifinin tirevi fonksiyonun tirevinin negatifidir. 
Kural 3’te c =—1 alirsak 


d d d du 
a’ u) da | 1-4) : dx (4) = dx ™ 
elde ederiz. 
Kural 3’iin ispati 
d ij cu(x + h) — cu(x) f(x) = cu(x) ile tiirev 
dx cu p20 h tanim1 
u(x + h) — u(x) 
=clim Limit ézelligi 
h—-0 h 
= du u tiirevlenebilir | 
dx 


Bir sonraki kural, iki tiirevlenebilir fonksiyonun toplamiuin tiirevinin, tiirevlerinin 
toplami oldugunu séyler. 


KURAL4 __ Tiirev Toplama Kurali 


uve v x’in tirevlenebilir fonksiyonlari ise, toplamlar1 u + v_ her ikisinin de 
ttirevlenebildigi her noktada tiirevlenebilirdir. Bu sekildeki noktalarda 


olur. 
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ORNEK4 Bir Toplamin Tiirevi 
y=xtt 12x 
dy 
dx 


di, 4 d 
= yy ) + Ge (12x) 


= 4x3 + 12 | 


Kural 4’iin ispat!. Tiirev tanimimi f(x) = u(x) + v(x)’e uygulariz. 


+h) + v(x + h)] - + 
4 F(x) + a= lim [u(x + h) + v(x ; )] = [u@x) + v@x)] 
— fulx + h) — u(x) v(x + h) — v(x) 
= lim + 
h-0 h h 
u(x + h) — u(x) ~_ v(x +h) — v(x) dus dv 
0 h es, h a ae | OM 


Toplam kuralini sabitle carpim kuraliyla birlestirirsek, tiirevlenebilen fonksiyonlarin 
farkinin tirevinin, tiirevlerinin farki oldugunu s6yleyen fark kuralini elde ederiz: 


dus dv 
dx dx 


d d du du 
a ev) = Glu + ( 1)v] ne 1) a 


Toplam kurali ayrica, toplamda sonlu sayida fonksiyon bulunmasi sartryla, iki 


fonksiyondan fazla fonksiyonun toplami icin de gecerlidir. w),u2,...,u, x’te 
ttirevlenebiliyorsa, uw; + uw. + --- + u, de tirevlenebilirdir ve su sonucu buluruz: 

d du; dur duy, 

Ree a He. pay te = —— 4+ AH ee + ; 

dx (uy + up Un) dx dx dx 


ORNEK5 Bir Polinomun Tiirevi 


ay ds. d {45 d d 
a eo ao) a a 
= 3x? + 22x 5+ 0 
= 3x2 + $x -5 | 


Ornek 5’deki polinomun tiirevini aldigimiz gibi, herhangi bir polinomun tiirevini 
terim terim alabilecegimize dikkat edin. 


ikiden Fazla Fonksiyonun Toplami icin Toplam Kuralinin ispati 


d — duy dup duy 
ae BOS ee 


ifadesini matematiksel indiiksiyonla ispatlayacagiz (Bkz. Ek 1). Ifade, demin ispatlandigi 
gibi, n = 2 igin dogrudur. Bu indiksiyonla ispatin ilk adimidir. 


Yo yaxt—2742 


(0, 2) 


! >x 


SEKIL3.10 y = x4 — 2x? + 2 eBrisi ve 
yatay tegetleri (Ornek 6). 
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Adim 2, ifadenin herhangi bir pozitifn =k, k = ng =2 sayisi igin dogruysa, n =k + 1 
icin de dogru olacagini géstermektir. Bu yiizden, 


d _ du, duy dur 
alli tmt: + un) = ae + ae + oe OP (1) 


oldugunu varsayin. Bu durumda, 


d 
Ty Ae +uy + ses + uy t+ upe) 


Bu toplamla tanmmlanan Bu fonksiyona 


fonksiyona u deyin. v deyin. 
_d dug d a5 
oars (uy + uy + +++ + uy) + ae - (u + v) icin Kural 4 
du, duy du, dus 
= $+ HH te 1) denklemi 
dx dx dx dx ene 
olur. 
Bu adimlarin tamamlanmastyla, matematiksel indtikstyon prensibi toplam kuralini her 
n = 2 tamsayisi igin dogrulamistir. a 


ORNEK 6 —_Yatay Tegetleri Bulma 


y =x‘ —2x? +2 egrisinin yatay tegeti var midir? Varsa, nerededir? 


Céziim  Varsa, yatay tegetler dv/dx eZiminin sifir oldugu noktalarda bulunur. Su halde, 


dy d/4 py 3 
an a — 2x* + 2) = 4x° — 4x 
dir. 
a nige seine, aa 
Simdi, x’ icin a 0 denklemini ¢éziin. 
4x3 — 4x = 0 
Ax(x? — 1) =0 
x=0,1,-1 
y =x'—2x? +2 efrisinin x = 0.1 ve —1’de yatay tegetleri vardir. Eri iizerinde bunlara 
karsilik gelen noktalar (0, 2), (1, 1) ve (-1, 1) noktalaridir. Sekil 3.10’a bakin. a 
Carpma ve Bolmeler 


iki fonksiyonun toplaminin tiirevi tiirevlerinin toplamina esitken, iki fonksiyonun carpim- 
larinin tiirevi tiirevlerinin carpimina esit deSildir. Ornegin, 


d a =]-]= i dy. at gk 
Ge ae 1-1=1  iken rime “ae 2x 


bulunur. [ki fonksiyonun carpiminin tiirevi simdi agiklayacaZimuiz gibi iki carpimin topla- 
mina esittir. 


KURAL5 =CARPIM KURALI 
uvev x’te tiirevlenebilirlerse, carpimlari wv de tiirevlenebilir ve 
d d d 


_ dv u 
aA (uv) = u ae +uvu x 


olur. 
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c sitinin GUctarta uv Garpiminin tirevi uw kere v’nin tirevi arti v kere u’nun tirevidir. Uslii gosterimle, 
ick eal (uv)' =uv' + vu' yazilir. Fonksiyon notasyonu ile 
u(x) ve u(x) pozitif ve x artarken 
artiyorlarsa ve h > 0 ise, A [f(xe(x)] = fxe"(x) + e(x) f"(x). 
u(x + h) yazilabilir. 
(Wapeey ee ae ae aera 
Av ee Au Ay ORNEK7 ~~ Carpim Kuralini Kullanma 
= ! ! 1 1 
I | = 2 
u(x)u(x) v(x) Au yrx (« + 1) 
| fonksiyonunun tiirevini bulun. 
0 Taha Géziim = w=1/x ve v=x* + (1/x) ile carpim kuralin uygulariz: 
u(x) u(x + h) 
dj1lf.2,1 1 1 2,1 1 d dv, du 
resimdeki toplam renkli alan dx E (x + )| ee: (2: 4) + (« a 1)/ 4) a la 
ee Hue 2 RY = wee) ; 7 (t) - —Loy 
a ae eet = a 3 Boliim 2.7, Ornek 3 
Au — AuAv 7 7 = 
dir. Bu denklemin iki tarafini da h ile =a 2 = 
bélersek, x? 
ae ae) Kural 5’in ispati 
ae ‘ d Asa ux + h)v(x + h) — u(x)v(x) 
= u(x + h) "4 + v(x + h) ar dx 4” ho h 
= Ny) Av Bu kesri u ve v’nin tirevlerinin farklar oranin igeren bir hale d6niistiirmek igin kesrin tist 
h tarafina u(x + h)v(x) ekler ve gikaririz: 
buluruz. d =i u(x + h)v(x + h) — u(x + h)v(x) + u(x + h)v(x) — u(x)v(x) 
_. dx Hv) = jim i 
h— 0", iken A h) (x) 
+h)- +h) - 
Ahi i =i GG ggg 
Au h —>0 ae 0 h—0 h h 
elde ederiz ve béylece geriye ; + h) — ~ ux + h) — u(x 
= limu(x + A) lim ven) 2s) + v(x)> lim lea oe 02) 
d _ dv. ,, tu h—0 h—0 h h—0 h 
(wv) = u tu 
dx dx dx a 
A sifira yaklasirken, u(x + h) u(x)’e yaklasur, ctinkt uv, x’te tiirevlenebildigi icin, x’te stirek- 
kalir. lidir. Iki kesir de du/dx ve du/dx’in x’teki deZerlerine yaklasir. Kisacasi, 


du io du 


¢ (wv) = u 
dx dx dx 


bulunur. 


Asagidaki 6rnekte, elimizde sadece sayisal degerler vardir. 


ORNEK8 — Sayisal Degerlerden Tiirev 
y=uv, u ve v fonksiyonlarinin garpimi olsun. 
u(2) = 3, u'(2) = —4, v(2) = 1 ve v'(2) = 2 
ise, y’(2)’yi bulun. 
Coziim 
y’ = (uv)! = uv’ + vu’ 


seklinde yazilmis olan garpim kuralindan 
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y'(2) = u(2)v"(2) + v(2)u'(2) 
(3)(@2) + ()(-4) =6-4=2 ia 


buluruz. 


ORNEK9 Bir Carpimin Tirevini Iki Yolla Bulma 


y=(x* + IQ? + 3) fonksiyonunun tiirevini bulun. 


Coziim 


(a) Carpim kuralinda, u = x? + lvev = x? + 3,alirsak, 


d 
ay | (x? + (x? + 3)] = @? + Gx?) + G? + 3)(22) 
= 3x4 + 3x? + 2x4 + 6x 
= 5x4 + 3x7 + 6x. 
(b) Bu 6zel garpimin tirevi ayrica, y’nin orijinal ifadesindeki carpimlar yapip ortaya 
cikan polinomun tiirevini almakla da bulunabilir (belki daha da iyi olur): 
y = (x? + 1)? + 3) = x9 + x7 + 3x? + 3 
d 
clan 5x4 + 3x? + 6x. 
dx 


Bu ilk sonucumuzla uyumludur. a 


iki tiirevlenebilir fonksiyonun garprminin tiirevi tiirevlerinin carpimlari olmadig1 gibi, iki 
fonksiyonun béliimiiniin tiirevi de tiirevlerinin béliimti degildir. Bunun yerine olan sey 
sudur: 


KURAL 6 Boliim Kurali 


u ve v x'te tiirevlenebilir ve v(x) # 0 ise, u/v béliimii x’te tiirevlenebilir 
ve sonu¢ 


du du 


d {u ae 
dx \v}] — v2 


olur. 


Fonksiyon notasyonu ile: 


d | _ glx) f(x) — fxg’ (x) 
dx | g(x) g(x) 
ORNEK 10 — Fark Kuralini Kullanma 


t- 1 
r+ 


= 


fonksiyonunun tiirevini bulun. 
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Coziim 
u=f—1vev=f + 1 alarak béliim kuralim uygulariz: 
dy (t?+1):2¢-(#—1):2t a v(du/dt) — u(dv/dt) 
dt (t? + 1)? dt \” v 
_ 22 + 2t — 24° + 2t 
(t? + 1) 
_ 4 
(t? + 1) 


Kural 6’nin ispati 
u(x + h) _ u(x) 


d (x) % u(x + h) v(x) 
im 


dx Uv h-0 h 
sits v(x)u(x + h) — u(x)v(x + h) 
h>0 hu(x + h)v(x) 


Son kesri wu ve v’nin tiirevlerinin farklar oranini igeren bir kesre ¢evirmek icin, kesrin tist 
tarafina v(x)u(x) ekler ve gikartinz. Bu durumda 


d fu Fs v(x)u(x + h) — v(x)u(x) + v(x)u(x) — u(x)v(x + A) 
dx \V) ~ i530 hu(x + h)v(x) 
u(x + h) — u(x) v(x + h) — v(x) 
v(x) u(x) 
= lim a H 
0 v(x + h)v(x) 
buluruz. Boliinen ve bélenin limitini alarak, b6liim kuralini elde ederiz. | 


Xin Negatif Tamsayilar Kuwetleri 


Negatif tamsayilar igin kuvvet kurali pozitif tamsayilarinkiyle aynidir. 


KURAL7 _Negatif Tamsayilar icin Kuvvet Kurali 
n negatif tam bir tamsay1 ise ve x # 0 ise 


d ny _— n—-1 
x (x”") = nx 


olur. 


ORNEK 11 


(a) a (+) = z (x!) ( 1)x? = S Boliim 2.7, Ornek 3 ile uyusur 


m £(4) deen wear 


x3 


SEKIL3.11 Ornek 12 deki 

y=x + (2/x) eSrisinin (1,3)’teki tegeti. 
Egrinin tigtincti dértte bir bélgede burada 
goériilmeyen bir parcasi vardir. Bunun gibi 
fonksiyonlarin grafiklerini cizmeyi Béliim 
4’te gérecegiz. 
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Kural 7’nin ispati {spat boliim kuralini kullamir. n negatif bir tamsay1 ise, m pozitif bir tam- 
say1 olmak iizere n = —m olur. Yani, x” =x" = 1/x” olur ve 


d d{l 
dx a= dx (.:) 
xm 4 (1) — 1-4 (xm) 
dx dx Aer 

~ (x) u=1ve v= x” ile bolim kurali 

—_ 0 = mx” | m > 0 oldugundan, 

~ 2m foam) _ mx”! 

= —mx m—1 

= nx, —m =n oldugu igin | 

ORNEK 12 _ Bir Eqriye Teget 
Pox rT 2 


egrisinin (1, 3) noktasindaki tegetinin denklemini bulun (Sekil 3.11). 


Coziim = Egrinin egimi 


dy d a {1\— ty, 2 
F=f +24 (3 eg ee = a 


olur. x = 1’deki e&im ise 
| 
= |1 =]-2=-1L, 
x=1 x x=1 


olarak bulunur. (1, 3) noktasindan —1 egimi ile gegen dogru 
y= 3 =(-)G =) 
y=-x+1+4+3 

y= -x +4. a 


dy 
dx 


Nokta-egim denklemi 


dogrusudur. 


Bir tiirev alma problemini ¢ézerken hangi kurallarin segilecegi ne kadar is yapmaniz 
gerektigine baglidir. Asagida bir 6rnek verilmektedir. 


ORNEK 13 — Hangi Kuralin Kullanilacagini Secme 
oe se 1)(x? — 2x) 


? 
x4 


fonksiyonunun tirevini almak igin b6liim kuralini kullanmak yerine kesrin tist tarafin 
agin ve x* ile béliin: 
= 1? = 25) = x? — 3x? + 2x = 


ri 4 =x! — 3x7 + 2x3, 
x x 
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| Tiirev Sembolleri Nasil Okunur 
y’ 
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“y tissii” 
“y iki tissti” 


“d kare y bélti dx kare” 


“y tig tissti” 
“y tissti n” 


“d issti n y bélii dx tissii n” 


“D ussti n” 


Simdi de toplam ve kuvwvet kurallarim: kullanin: 


dy_ 4 3 -4 
a —x* — 3(—2)x? + 2(-3)x 
1 6 6 
+ | 
x? x3 x4 


ikinci ve Daha Yiiksek Mertebe Tiirevler 


y = f(x) tiirevlenebilir bir fonksiyon ise f’(x) tirevi de bir fonksiyondur. f'de 
tiirevlenebilirse, x’in yeni bir fonksiyonunu, f”’yii elde etmek igin f’’niin tirevini alabili- 
riz. Boylece f" =(f')'olur. f” fonksiyonuna f’nin ikinci tiirevi denir. Notasyonla 


Ce a dy’ 
f= 3 = 6 ( >) = <= y" = Df) = D? fr). 


D* sembolii, tiirev alma isleminin iki defa uygulandig: anlamindadir. 


y =x°® ise, y' = 6x°'dir ve 


olur. Béylece, D(x") = 30x* dir. 
y" tiirevlenebilirse, tiirevi y"” = dy"/dx = d>y/dx*, y nin x’e gore tigiincii_ titrevidir. 
Verilen isimler, tahmin edebileceginiz gibi, herhangi bir pozitif n sayisi igin, 


d a-1 _ @'Y 
y aa 1) re = Dy 


y’nin x’e gore n.inci tiirevi olacak sekilde devam eder. 

ikinci Tiirevi, y = f(x)’in grafiZinin her noktasindaki teZetinin eSiminin degisim ora- 
ni olarak yorumlayabiliriz. Bir sonraki béliimde ikinci tiirev bize sunu gésterecektir: deg- 
me noktasi hareket ettirilirken, egri tegetten yukariya dogru mu yoksa asag1ya dogru mu 
egrilmektedir. Bir sonraki alt béliimde ikinci ve ti¢tincii tirevleri, bir dogru tizerinde hare- 
ket bakimindan yorumlayacagiz 


ORNEK 14 —_‘Yiiksek Mertebe Tiirevleri Bulma 


y = x? — 3x? + 2’nin ilk dort tiirevi: 


Birinci tiirev: y’ = 3x? — 6x 
ikinci tiirev: y" = 6x — 6 
Uciincii tiirev: p= 6 
Déordiincii tiirev: yO =0 


Fonksiyonun, besinci ve daha yiiksek tirevleri sifir olmak tizere, her mertebeden tiirevi 
vardir. 
| 


ALISTIRMALAR 3.2 
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Turev Hesaplamalari 
1—12 alistirmalarinda, birinci ve ikinci ttirevleri bulun. 


1. y= x? +3 2 y=xtx4t8 
4. w = 32’ — 723 + 212? 


_ 4x3 _x x7 x 
5. y= x Gye eT a 
1. w= 322-4 ote ee 


9. y = 6x? — 10x — 5x? 10. y=4-2-x% 


il 5 12 ~=4 1 
llr = ees Tae aa 
13-16 alistirmalarinda, y’ tiirevini (a) carpim kuralini uygulayarak, 
(b) tiirevinin alinmasi daha kolay terimler elde etmek igin carpanlari 
acarak bulun. 


13. y= (3 — x7) —x 4+ 1) 14. p= (x 


15. y = (x4 D(x a) b) 16. y= (« )(s : 1) 


17-28 alistirmalarindaki fonksiyonlarin tiirevlerini bulun. 


_ 2x +5 _ xt) 
17. y= 35 Mie =e 4 
x4 _ #f-1 
19: 2G) =e 20. f(t) = a 
A.v=(1-A+ Pf)! 22. w = (2x — 7) N(x + 5) 
Vs -— 1 5x +1 
23. SS = —S_ 24. “= 
Hs) Vsti 2Vx 
5, ple es 26. r= 2(1_+ Vo) 
Vo 
l (x + 1)(* + 2) 
a 28. y = 
a @aiteeady 9 G=he=2) 


29 ve 30 alistirmalarindaki fonksiyonlarin her mertebelerden tiirev- 
lerini bulun. 
x4 3 2 


29. HS a SX 


5 
5) 5) 30. y=— 


x 
120 

31-38 alistirmalarindaki fonksiyonlarin birinci ve ikinci tiirevlerini 
bulun. 


3 2 = 
31. y= 2 St a a 
9—1)\@?+60+1 24 x\(x?-—x +1 
ie Y i poe ee 
0 x 


5..w= (2 t3)03 aA Be eeSGenee ie ei) 


Pe Sa\ ig =A a3 
1. p= (2 \( ; ) 38. p = f : 
| q (¢= 1) + (g + 1) 


Sayisal Degerleri Kullanma 


39. uve v’nin x’in x = 0'da tiirevlenebilir fonksiyonlan oldugunu ve 
u(0) = 5, wu’'(0) = —-3, v(0)=—1, v'(0) = 2 


oldugunu varsayin. Asagidaki tiirevlerin x = 0’daki degerlerini bu- 
Tun. 


d d {u dfv d 
a. ae Hv) b. ai (x) Oe ie () d. a — 2u) 


40. uve v’nin x’in tirevlenebilir fonksiyonlan oldugunu ve 
u1l)=2, w(1)=0, v(1)=5, v’(1)=-l 


oldugunu varsayin. Asagidaki tiirevlerin x = 1’deki degerlerini bu- 
Tun. 


d d (u dfv d 
a. ae er) b. 4 (4) c. 4 (2) d. a ¥ 2u) 


Egimler ve Tegetler 

41. a. Bir egriye normal y =x° — 4x + 1 e&risinin (2, 1) noktasindaki 
tegetine dik dogrunun denklemini bulun. 

b. En kiigitk egim Bu egrinin en distik egimi nedir? Bu egim 
hangi noktadadir? 

c. Istenilen egimde teSet Esrinin egiminin 8 oldugu noktalarda 
bulunan tegetlerin denklemlerini bulun. 

42. a. Yatay tegetler y = x° — 3x — 2 e@risinin yatay tegetlerinin 
denklemini bulun. Bu tegetlere teget noktasinda dik olan 
dogrularin denklemlerini de yazin. 

b. En kiiciik egim Bu eri tizerindeki en diistik egim nedir? 
Egri tizerindeki hangi noktada bu egim vardir? Bu noktadaki 
tegete dik olan dogrunun denklemini yazin. 

43. (Asagida cizilmis olan) Newton’un Yilani’nin orijindeki ve (1, 2) 

noktasindaki tegetlerini bulun. 


>< 


(1, 2) 


0); 12 3 4 
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44, (Asagida cizilmis olan) Agnesi nin Cadisi’mn (2, 1) noktasindaki 
tegetini bulun. 


>X 


45. Birim fonksiyona kuadratik bir teget y = ax° + bx + c eprisi 
(1, 2) noktasindan gecer ve y = x dogrusuna orijinde tegettir. a, b 
ve c’yi bulun. 


46. Ortak tegeti bulunan kuadratikler y = x° + ax + b ve 


y = cx —x efrilerinin (1, 0) noktasinda ortak bir tegetleri vardir. 
a, b ve c’yi bulun. 


47. a. y =x° —x eprisine (—1, 0) noktasinda teget olan efrinin denk- 
lemini bulun. 

b. E&riyi ve tegetini birlikte ¢izin. Teget egriyi baska bir noktada 

da kesmektedir. Bu noktanin koordinatlarimt bulun 

. Ikinci kesisim noktasi icin buldugunuz koordinatlari eSri ve 
teget denklemlerini birlikte gézerek kontrol edin (SOLVER 
tusu). 

48. a. y = x° — 6x" + 5x e®risine orijinde teget olan egrinin denk- 

lemini bulun. 

Eriyi ve tegetini birlikte ¢izin. Teget egriyi baska bir noktada 

da kesmektedir. Bu noktanin koordinatlarin bulun. 


fa >. 


ce. Ikinci kesisim noktasi icin buldugunuz koordinatlari egri ve 
teget denklemlerini birlikte cézerek kontrol edin (SOLVER 
tusu). 


Teori ve Ornekler 


49. n. dereceden genel bir polinom a, 4 0 olmak tizere 


P(x) = dyx" + Qyn—yx" ) + ++ + ax? + ayx + ag 


seklindedir. P’(x)’i bulun. 


50. Viicudun ilaca tepkisi Viicudun bir ilag dozuna tepkisi bazen 


~42({C_M 
R w ($ if) 


seklinde bir denklemle tanimlanabilir. Burada C pozitif bir sabit 
ve M de kanda bulunan ilag miktaridir. Tepki kan basincinda bir 
degisimse, R milimetre civa olarak dlciiliir. Tepki ateste bir 
degisiklikse, R derece olarak 6lgiiliir, ... 

dR/dM’yi bulun. M’nin bir fonksiyonu olan bu tiireve 
viicudun ilaca duyarliligi denilir. B6ltim 4.5’te viicudun en du- 
yarl oldugu ilag miktarinin nasil bulundugunu gérecegiz. 


51. Carpi kuralimdaki v fonksiyonunun sabit bir c degeri oldugunu 
varsayalim. Bu durumda garpim kurali ne verir? Bunun sabitle 
carpim kuraltyla iliskisi nedir? 


52. 


53. 


54. 


55. 


Carpmaya gore ters kurahi 


a. Carpmaya gore ters kurali v(x) fonksiyonunun_ tiirev- 
lenebildigi ve sifirdan farkl oldugu bir noktada 


a/(l\)__lad 

dx \U ye dx 
oldugunu séyler. Carpmaya gore ters kuralinin bélme kurali- 
nin 6zel bir hali oldugunu gésterin. 


b. Carpmaya gore ters kurali ile garpma kuralinin birlikte b6lme 
kuralin: verdigini gésterin. 


Carpim kuralinin genellestirilmesi Carpim kurali xin iki 
tiirevlenebilir fonksiyonunun wv carpiminin tirevinin 
du du 


(uv) = u tv 


dx dx 


dx 


oldugunu séyler. 


a. xin tiirevlenebilir zig fonksiyonunun wuw garpiminin tiirevinin 
formiilii nedir? 

b. xin tiirevlenebilir dért fonksiyonunun wu) u2.u3u4 carpimimin 
formiilii nedir? 

c. xin tirevlenebilir sonlu n tane fonksiyonunun 1; u2U3... Uy 
garpiminin formilii nedir? 


Rasyonel kuvwvetler 


3/2 


a. x°/’yi x° x!/? seklinde yazarak ve carpim kuralim kullanarak 


“ (x37) *yi hesaplayin. 


Kural. Cevabinizi1 x’in bir rasyonel kuwvetinin bir rasyonel 
kati olarak ifade ediniz. (b) ve (c)’yi de benzer yontemle 
goziin. 


(5/2) 3 
b. = (x°/*) ’yi bulun. 


@ (7/2 03 

c. 7 (x/*) ’yi bulun. 

d. (a), (b) ve (c)’deki cevaplarinizda ne gibi bir yap1 gérityorsu- 
nuz? Rasyonel kuvvetler Boliim 3.6’nm konularindan biridir. 


Silindir Basineci_ Bir silindir igindeki gaz sabit bir T sicakliginda 
tutuluyorsa, P basinc1 V hacmine 


seklinde bir formiille baglidir. Burada, a, b, n ve R birer sabittir. 
dP/dV’yi bulun. (Sekle bakiniz) 
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56. Siparis icin en iyi miktar Envanter yénetiminin formil- 
lerinden biri mallarin ortalama haftalik siparisinin, 6demesinin ve 
depolanmasinin maliyetinin 


A(q) = + om + 
oldugunu s6yler. Burada q elinizdekiler azaldiginda 1smarladigi- 
niz seylerin (ayakkabilar, radyolar, siiptirgeler, veya her ne olursa) 
miktar, k bir siparig vermenin maliyeti (aynisi, her ne kadar sik- 
likta siparis verirseniz verin), c bir malin maliyeti (bir sabit), m 
her hafta satilan mal sayisi (bir sabit) ve A de mal basina haftalik 
depolama maliyetidir (yer, sigorta, imkanlar ve giivenlik gibi sey- 
leri de igeren bir sabit). dA/dg ve d*A/dq’’yi bulun. 


Bir Degisim Orani Olarak Tiirev 


B6liim 2.1 de ortalama ve anlik degisim oranlarinin incelemesine basladik. Bu béliimde, 
tiirevlerin, g¢evremizdeki diinyada degisen bazi seylerin oranlarini modellemede 
kullanildigi uygulamalari arastirmaya devam ediyoruz. Bir dogru boyunca hareketin in- 
celenmesini tekrar hatirlayrp baska uygulamalar inceleyecegiz. 

Degisimi, zamana gore degisim olarak diistinmek dogaldir, ancak baska degiskenler 
de ayn sekilde incelenebilir. Ornegin, bir doktor bir ilacin miktarindaki degisikliklerin 
viicudun ilaca tepkisini nasil etkiledigini bilmek isteyebilir. Bir ekonomist, celik tiretim 
maliyetinin, tretilen miktar ton sayisina bagli olarak nasil degistigini arastirmak isteye- 
bilir. 


Anlik Degisim Oranlari 

(f(x + h) — f(x))/A fark béliimiinii, f’nin x’ten x + h’ye kadar olan aralik iizerindeki 
ortalama degisim orani olarak yorumlarsak, bu bélimiin / > 0 iken limitini, f’nin x’teki 
degisim orani olarak yorumlayabiliriz. 


TANIM — Anlik Degisim Oram 
f?nin xo'da x’e gore anlik degisim orani 


f(xo + h) — f(xo) 
h 


f'(¥o) = fim 


turevidir (limitin var olmasi kosuluyla). 


B6ylece, anlik oranlar ortalama oranlarin limitleridir. 

x zamani temsil etmese bile anlik kelimesini kullanmak aliskanlik halini almistir. An- 
cak bu kelime genellikle ihmal edilir. Degisim orani derken, anlik degisim oranini kast- 
edecegiz. 
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t= At zamanindaki 
konumu 
As | 


t ve daha sonraki bir 


e <=> oe >S 
s =f(t) s+As =f(t+ Ad 
SEKIL3.12 Bir koordinat dogrusunda 
hareket eden bir cismin bir ¢ ve daha 
sonraki bir t + At zamanindaki konumu. 


ORNEK 1 


Bir cemberin alan1 A, capa su formiille baglidir: 


Bir Cemberin Alan! Capa Bagli Olarak Nasil Degisir 


= 7p? 
A qP- 


Cap 10 m oldugunda, alan capa gore ne hizla degisir? 


Coziim Capa bagh olarak alanin (anlik) degisim orani 
dA _@ aD 
dD 4 = 2 
dir. D = 10 m oldugunda, alan (77/2)10 = 5a m?/m hiziyla degismektedir. 7 


Bir Dogru Uzerinde Hareket - Yer Degistirme, Hiz, Siirat, ivme ve Cekme 


Bir cismin bir koordinat dogrusu (mesela bir s-ekseni) boyunca hareket ettigini ve bu 
dogru tizerindeki konumunu, s, zamanin, ft, bir fonksiyonu olarak bildigimizi varsayalim: 


s=f( 
Cismin ¢ ile ¢ + At arasindaki zaman araliginda yer degistirmesi (Sekil 3.12) 
As = f(t + At) — f(t) 
ve cismin bu zaman araligindaki ortalama hizi 
_yerdegistirme as f(t + At) — f(t) 


gidis zaman. At At 


Vav 


dir. 
Cismin tam ¢ anindaki hizini bulmak igin, ¢den t + Af’ye olan aralik tizerindeki orta- 
lama hizin, At sifira giderken limitini aliriz. Bu limit f’nin f’ye gore tiirevidir. 


TANIM —sHiz 
Hiz (Anhk hiz) konumun zamana gore tiirevidir. Bir cismin ¢ anindaki 
konumu s = f(f) ise, cismin ¢ anindaki hiz1 


eo a At) — 
coe pa fag 


ORNEK2 Bir Yaris Otomobilinin Hizini Bulmak 


Sekil 3.13’te bir 1996 model Riley&Scott Mk III — Olds WSC yaris otomobilinin konum- 
zaman grafigi gériilmektedir. PO kirisinin egimi ¢ = 2 ile t = 5 sn arasindaki 3 sn’lik 
araliktaki ortalama hizidir, yani burada 100 ft/sn veya 68 mil/sa. 

P ‘deki tegetin eSimi ise ¢ = 2 sn’de hiz géstergesinin okudugu deger, yam 57 ft/sn 
veya 39 mil/sa’tir. Gésterilen periyotta, her saniye siiresince ivme yaklasik olarak sabit ve 
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> 


700 | — aC am 


Kiris egimi, 
t=2'den t= 5’e| 
araligi i¢in 


al 


Uzaklik (ft) 
as 
S 
ne 


300 ortalama hiz dir. Tegetin egimi, 
t=2 s‘de hiz 
200 A géstergesinin 
| okudugu (anlik 
100 hiz) dir. 


1 2 3 4 5 6 7 8 


Gecen zaman (sn) 


SEKIL3.13 Ornek 2 icin zaman-konum grafigi. 
P ‘deki tegetin egimi ¢=2 sn.’deki anlik hizdir. 


28.5 ft/sn’dir, bu da, g yercekimi ivmesi olmak iizere yaklasik 0.89g dir. Yaris otomo- 
bilinin en yiiksek hizi tahminen 190 mil/sa’tir. (Kaynak: Road and Track, Mart 1997). = 


Bir cismin hizi, cismin ne kadar hizli hareket ettigini géstermesinin yani sira 
hareketin y6ntinti de géstermektedir. Cisim ileriye dogru hareket ederken (s artar), hiz 
pozitiftir; cisim geriye dogru hareket ederken (s azalir), hiz negatiftir (Sekil 3.14) 


>n” 
> 


>t 


s artar: pozitif 
egim hareket 
ileriye 


>t 


s azalir: negatif 
egim hareket 
geriye 


SEKIL 3.14 Bir dogru boyunca s = f(t) hareketi icin v = ds/dt, s artarken 


pozitif, s azalirken negatiftir. 


Bir arkadasin evine gidip dénerken 30 mil/sa ile gidiyorsak, hiz géstergesi giderken 
30 mil/sa gésterirken, dénerken, evden uzakhigimiz azaldigi halde, —30 mil/sa géster- 
meyecektir. Hiz géstergesi her zaman hizin mutlak degeri olan stirati gésterir. Strat yon- 
den bagimsiz olarak ileri gitme oranini dlc¢er. 
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TANIM __ Siirat 
Siirat hizin mutlak degeridir. 


Siirat = |u(t)| = 


ds 
dt 


ORNEK3 —Yatay Hareket 


Sekil 3.15’te, bir koodinat dogrusu boyunca ilerleyen bir parcacigin hizi v = f'(t) 
goértilmektedir. Pargacik ilk 3 saniye boyunca ileri dogru, sonraki 2 saniye boyunca geri 
dogru hareket etmekte, bir saniye durmakta ve yine ileri dogru hareket etmektedir. 


Pargacik en yiiksek strate ¢ = 4 aninda, geriye dogru giderken ulasir. rT] 
1 | ! | 
iLERIYE GiDER | TEKRAR 
(v Ss 0) ' {LERi | 
I | v= fl l oom) | 
| 
Strat [| Sabit | Strat | ( Siirat | 
 artar ‘os sabi! azali 7 artar 
| | | \ 
| I \ 
! 1 Dura 4 
; (v=0) 
! I 
| 
0 1 2 6 7 (sn) 
SEKIL3.15 Ornek 3 igin hiz grafigi. 
TARIHSEL BiyoGRAFi Bir cismin hizinin deZisim oranina cismin ivmesi denir. [vme, bir cismin ne kadar 
Bériaed Belzans cabuk stirat kazandigini veya kaybettigini dl¢er. 
(1781-1848) ivmedeki ani bir de%isime cekme denir. Bir otomobil veya bir otobiisteki yolculuk 


sarsintili oldugunda bu, ilgili ivmelerin mutlaka biiyiik olmasindan degil ivmedeki 
degisimlerin ani olmasindadir. 


t (saniye) 
t=0 
t=1 
¢=2 
t=3 


SEKIL3.16 Serbest diigen bir bilge 


(Ornek 4) 


fy 
So? 


s (metre) 


me 
5 
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TANIMLAR ive, Silkinme 


ivme hizin zamana gore tiirevidir. Bir cismin ¢ anindaki konumu s = f(A) ise, cis- 
min t anindaki ivmesi su sekildedir: 


dv _ d’s 
a(t) = ae = ae 
Silkinme ivmenin zamana gore tiirevidir: 
~, . da _ d's 
Kd = a age 


Diinya yiizeyine yakin yerlerde biitiin cisimler ayni sabit ivmeyle diiserler. 
Galileo’nun serbest diigme ile ilgili deneyi (Béliim 2.1, Ornek 1), s mesafe ve g de 
diinyanin yer¢ekiminden dogan ivme olmak tizere, bizi 
s= 5 gt? 
denklemine gotiirtir. Bu denklem hava tepkisinin bulunmadigi vakumda gecerlidir, ancak 
kaya veya ¢elik aletler gibi yogun, agir cisimlerin, havanin tepkisinin onlar1 yavaslatmaya 
baslamadig1 diististintin ilk birka¢ saniyesini de cok iyi modeller. 

s = (1/2)gt? denklemindeki g’nin degeri ¢ ve s’yi 6lemekte kullanilan birimlere 
baglidir. t saniye (standart birim) iken, deniz seviyesindeki 6lctimle tanimlanan g’nin 
degeri, Ingiliz birimiyle yaklasik olarak 32/sn7 (fit bélii saniye kare) ve metrik birimle 
g = 9.8 m/sn* (metre boli saniye kare) dir. (Bu yercekimi sabitleri Diinyanin agurlik 
merkezinden uzakliga baglidir ve Grnegin Everest tepesinde birazcik daha azdir.) 

Sabit olan yergekimi ivmesinin (g = 32 m/sn’) silkinmesi sifirdir: 


._ ad 
T= a g)=0 
Bir cisim serbest diigsme sirasinda sarsilmaz. 


ORNEK4 — Serbest Diismenin Modellenmesi 


Sekil 3.16’da ¢ = 0 sn aninda diismeye baslayan agir bir bilyenin serbest dtismesi 
goértilmektedir. 


(a) [lk 2 sn icinde bilye kag metre diiser? 


(b) Bu andaki hiz1, siirati ve ivmesi nedir? 
Coziim 
(a) Metrik serbest diisme denklemi s = 4.9 f‘dir. [Ik 2 sn boyunca bilye 


s(2) = 4.9(2)? = 19.6 m 
diiser. 
(b) Herhangi bir t zamaninda, hiz yer degistirmenin tiirevidir: 


v(t) = s'() = (4.97) = 9.81 
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Smaks — TF v=0 


NO 
Nn 
lon 
T 
> 


Yiikseklik (ft) 


s =160t —167 


160 


-160 7 


SEKIL3.17 (a) Ornek 5’teki kaya. (b) s ve 
v’nin, zamanin fonksiyonu olarak 
grafikleri; v = ds/dt = 0 oldugunda s 
maksimumdur. s’nin grafigi kayanin 
izledigi yol degildir: yiksekligin zamana 
kars1 cizilmesidir. Burada bir dogru olarak 
cizilen egim, kayanin hizini verir. 


t= 2 sa aninda, hiz asag dogru (artan s yontinde) 
v(2) = 19.6 m/sn 
dir. ¢=2 sa anindaki siirat ise: 
Siirat = | v(2) | = 19.6 m/sn 
dir. herhangi bir ¢ anindaki ivme 
a(t) = v'(t) = s"(t) = 9.8 m/sn? 


dir. t= 2 sa’de, ivme 9.8 m/sn7‘dir. = 


ORNEK5 —_Dikey Hareketin Modellenmesi 


Bir dinamit patlamasi agir bir kayayi 160 ft/sn (yaklasik 109 mil/sa) hizla yukari dogru 

firlatir (Sekil 3.17a). t saniye sonra kaya 160f - 167 yiikseklige ulasir. 

(a) Kaya ne kadar yiiksege cikar? 

(b) Kaya yukari ¢ikarken ve asagi inerken yerden 256 ft yukarida oldugunda kayanin hiz1 
ve suirati nedir? 

(c) Kayanin (patlamadan sonraki) herhangi bir t zamanindaki ivmesi nedir? 


(d) Kaya yere ne zaman ¢garpar? 


Coziim 


(a) Segtigimiz koordinat sisteminde, s yerden yukari dogru yiiksekligi 6lgmektedir, bu 
yiizden hiz yukartya dogru pozitif, asagiya dogru ise negatif olur. Tasin en ytiksek 
noktaya ulastigi an ucus sirasinda hizin 0 oldugu tek andir. Dolayisiyla, maksimum 
yiiksekligi bulmak icin biitiin yapmamuz gereken ne zaman v = 0 oldugunu bulmak ve 
bu zamanda s’yi hesaplamaktir: 

Herhangi bir ¢ aninda hiz 


ds d Qe 
U = gp (1608 16t“) = 160 — 32t ft/sn. 


olarak bulunur. 
160-—32t=0 veya t=5 san. 


oldugunda hiz sifirdir. t= 5 sn’de kayanin yiiksekligi 
Smaks = 8(5) = 160(5) — 16(5)* = 800 — 400 = 400 ft 
olur. Sekil 3.17b’ye bakin. 


Kayanin yukari gikarken ve asagi inerken yerden 256 ft yiikseklikteyken hizini bul- 
mak igin 


(b 


— 


s(t) = 160t— 167° = 256 
olmasini saglayacak iki ¢ degerini bulmamuz gerekir. Bu denklemi ¢ézmek icin, 
167? — 160 + 256 = 0 
16(¢7 — 10¢ + 16) = 0 
(t — 2)(t — 8) = 0 
yazar ve 


t=2 sn, t=8sn 
buluruz. 


y (dolar) 
A 


Egim = 


marjinal maliyet y = c(x) 


0 x x+h 
(ton/hafta) 


SEKIL3.18 Haftalik gelik iiretimi: c(x), 
haftada x ton iiretimin maliyetidir. [lave h 
ton tiretimin maliyeti c(x + h) — c(x) dir. 


SEKIL3.19 Marjinal maliyet de/dx 
iiretimin Ax = | birim artmastyla 
olusacak Ac maliyetidir. 
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bulunmaktadir. Bu zamanlarda kayanin hizi 
v(2) = 160 — 32(2) = 160 — 64 = 96 ft/sn. 
v(8) = 160 — 32(8) = 160 — 256 =—96 ft/sn. 


olur. Her iki zamanda da kayanin siirati 96 ft/sn’dir. v(2) > 0 oldugundan ¢= 2 sn de 
kaya yukariya dogru hareket eder (s artar); v(8) < 0 oldugu icin de t = 8 sn de kaya 
asagiya dogru hareket eder (s azalir) 


(c) Patlamadan sonraki ugusunun herhangi bir aninda, kayanin ivmesi sabit ve 


du d 
a = a = 7 (160 — 328) = —32 fi/en? 


dir. lyme her zaman asafiya dogrudur. Tas yukari cikarken yavaslamakta, asagi iner- 
ken ise hizlanmaktadir. 
(d) Kaya yere s’nin 0 oldugu pozitif bir t zamaninda carpar. 160¢ — 167 = 0 denklemi 
carpanlarina ayrilirsa 16¢(10 — t) = 0 elde edilir, dolayistyla g6ztimleri t = 0 ve t= 10 
olur. ¢ = 0’da patlama olmus ve kaya yukari firlamistir. Yere ise 10 sn. sonra 
varmistir. a 


~—S 


Ekonomide Tiirevler 


Miihendisler fiz ve ivme gibi terimleri hareketi tantmlayan fonksiyonlarin tiirevlerini be- 
lirtmek igin kullanirlar. Ekonomistlerin de degisim oranlari ve tiirevler icin 6zel kelimeleri 
vardir. Bunlara marjinaller derler. 

Bir tretim isleminde, tiretim maliyeti c(x) tiretilen birim miktar x’in bir fonksiyonu- 
dur. Marjinal tiretim maliyeti ise maliyetin (c) tiretim seviyesine (x) gére degisim oran1, 
dolayistyla de/dx’ tir. 

Ornegin, c(x) bir haftada x ton celik tiretmek icin gereken dolar miktari olsun. x + h 
birim tiretmek daha pahali olacaktir ve h ile béliinmiis maliyet farki bir haftada ton basina 
maliyetteki ortalama artistir: 


c(x + h) — c(x) _ tretilen her / ton fazla geligin 
h ~ ortalama maliyeti 


Bu oranin h — 0 iken limiti, haftalik tiretim x ton iken bir haftada daha fazla celik 
tretmenin marjinal maliyetidir (Sekil 3.18): 
de gg CH A) — le) 


ee h 


= marjinal tiretim maliyeti 


Bazen, marjinal tiretim maliyeti fazladan bir birim tiretmenin maliyeti olarak da ta- 
nimlanir: 


Ae ce * 1) =e) 
Ax 1 


Bu da yaklasik olarak de/dx’in x’teki deZeridir. Bu yaklasim, c’nin grafigi x yakinlarinda 
cok hizli degigmiyorsa, kabul edilebilirdir. Bu durumda fark béliimii, limitine yani 
dc/dx’e yakin olacaktir, bu da Ax = 1 ise tegetteki yiikselmedir (Sekil 3.19). Yaklasim, 
biiyiik x degerlerinde daha iyi sonug verir. 
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Ekonomistler, toplam maliyet fonksiyonunu genellikle 
c(x) = ax? + Bx? + yx + 6 


seklinde bir ktibik polinomla temsil ederler. Burada 6 kira, isinma, ekipman ve y6netim 
giderleri gibi sabit maliyetleri temsil eder. Diger terimler hammadde, vergiler ve isgilik 
gibi degisken maliyetleri temsil ederler. Sabit maliyetler tiretilen birim sayisindan 
bagimsizdirlar oysa degisken maliyetler tiretim miktarina baglidirlar. Bir ktbik polinom, 
ilgili nicelik araliginda maliyet davranisini yakalamaya yetecek kadar karmasiktir. 


ORNEK6 — Marjinal Maliyet ve Marjinal Kar 


8 ile 30 arasinda radyator tiretilirken x radyatér tiretmenin maliyetinin 
c(x) = x? — 6x? + 15x 

dolar oldugunu ve x radyat6r satilmasindan elde edilen gelirin 
r(x) = x? — 3x? + 12x 


dolar oldugunu varsayin. Diikkaniniz normal olarak giinde 10 radyatér tiretmektedir. 
Giinde bir radyatér daha tiretmek maliyette ne kadar fark edecektir ve giinde 11 radyator 
satmakla gelirdeki tahmini artis ne olacaktir? 


Coziim Normalde giinde 10 radyatér iiretilirken, bir radyatér daha fazla tretmenin 
maliyeti c (10) civarindadir: 
c'(x) = 4 (33 — 6x7 + 15x) = 3x? — 12x + 15 
dx 
c'(10) = 3(100) — 12(10) + 15 = 195. 


Ek masraf 195$ civarinda olacaktir. Marjinal gelir 
r(x) = # (53 — 3x7 + 12x) = 3x7 - 6x + 12 
dx 


dir. Marjinal gelir fonksiyonu da fazladan bir birim satildiginda elde edilecek geliri belirt- 
mektedir. Giinde 10 radyatér satarken satisinizi 11 radyatére cikarirsaniz, gelirinizin 


r'(10) = 3(100) — 6(10) + 12 = $252 


kadar artmasini bekleyebilirsiniz. . 


ORNEK7 —Marjinal Vergi Oran 


Marjinal oranlarin diline biraz aligmak igin, marjinal vergi oranlarini ele alalim. Marjinal 
gelir vergisi oraniniz %28 ise ve geliriniz 1000$ artarsa, gelir vergisi olarak fazladan bir 
280$ vergi vermek zorunda kalacaginizi diistinebilirsiniz. Bu toplam gelirinizin %28’ ini 
vergi olarak vereceginiz anlamina gelmez. Sadece su andaki / gelir diizeyinizde, gelire 
gore T vergisindeki artis oraninin d7T/d/ = 0.28 olacagini séyler. Kazandiginiz fazladan her 
dolar icgin 0.28$ vergi vereceksinizdir. Elbette, kazancimiz daha fazla artarsa, vergi dilim- 
iniz degisebilir ve marjinal oraniniz artabilir. rT] 


ALISTIRMALAR 3.3 
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Degisiklige duyarlilik 


x’teki ktigiik bir degisim bir fonksiyonun degerinde biiytik bir degisime yol agtiginda, 
fonksiyonun x’teki degisime karsi duyarl: oldugunu sdyleriz. f’(x) tiirevi bu duyarliligin 
dlciisiidiir. 


ORNEK8 — Genetik Data ve Degisiklige Duyarliik 


Bezelyeler ve baska bitkilerle ugrasan Avusturyali kesis Gregor Johann Mendel (1822- 
1884) melezlemenin ilk bilimsel agiklamalarini ortaya koymustur. 

Dikkatlice yapilmis kayitlari, p (0 ile 1 arasinda bir say1) bezelyelerdeki diizgiin 
kabuk geninin (baskin gen) sikligi ve (1 — p) de bezelyelerdeki kivrik kabuk geninin 
(cekinik gen) sikligiysa, diizgiin kabuklu bezelyelerin topluluktaki oraninin 


y=2p(l—p)+p’=2p-p’ 


oldugunu géstermistir. Sekil 3.20a’daki y — p grafigi y’nin degerinin, p’deki bir 
degisiklige, p’nin kiictik degerleri igin, p’nin biiytik degerleri igin oldugundan daha fazla 
duyarli oldugunu géstermektedir. Gercekten de, bu, p 0 civarindayken dy/dp’nin 2’ye, p 1 
civarindayken de 0’a yakin oldugunu gésteren Sekil 3.20b‘deki tiirev grafigiyle daha iyi 
vurgulanmaktadir. 


dy/dp 
2 
dy 
=~ =2-2 
dp . 
> > p 
P 0 1 I 


(b) 


SEKIL 3.20 (a) Diizgiin bezelyelerin oramim belirleyen 
y =2p—p’ grafigi (b) dy/dp grafigi (Ornek 8). 


Genetik igin anlami sudur: Oldukea ¢ekinik bir topluluk icine biraz daha baskin gen 
eklemek (kivrik kabuklu bezelye sikliginin az oldugu yerde), oldukga baskin bir topluluk- 
taki benzer artisa gore, sonraki jenerasyonlarda dramatik etkilere neden olacaktir a 


Bir Koordinat Dogrusu Uzerinde Hareket 


b. Zaman araliginin u¢ noktalarinda cismin siiratini ve ivmesini 


1-6 alistirmalarinda, a = t = 6 araliginda, s metre ve ¢ saniye olmak bulun. 
tizere bir koordinat dogrusunda ilerleyen bir cismin s = f(f) konumu c. Aralik boyunca hangi zamanlarda cisim yén degistirir (eger 


degistirirse)? 


a. Verilen zaman araliginda, cismin yer degistirmesini ve ortalama lLs=P-3t+2, O<Sts2 
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s=6-f, 051t=6 
s=-P4+3°-34 05753 
.s=(4/4)-P+?, 05ts3 
25 5 
s 2 8 1l=f=5 
_ _25 = 
STs 4=<=t=0 


. Partikiil hareketi 


t aninda, s ekseninde ilerleyen bir cismin 
konumu s = 2 — 67 + 9t m olarak verilmektedir. 


a. Hiz her sifir oldugunda cismin ivmesini bulun. 
b. Ivmenin her sifir olusunda cismin siiratini bulun. 


c. Cismin t= 0 ile t= 2 arasinda aldigi toplam yolu bulun. 


. Partikiil hareketi ¢ = 0,aninda, s ekseni boyunca ilerleyen bir 


cismin hizi v = t? — 4¢ + 3. 
a. Hiz her sifir oldugunda cismin ivmesini bulun. 
b. Cisim ne zaman ileriye, ne zaman geriye dogru gitmektedir? 


c. Cismin ivmesi ne zaman artmakta, ne zaman azalmaktadir? 


Serbest Diisme Uygulamalari 


9. 


10. 


11. 


12. 


Mars ve Jiipiter’de serbest diigme Mars ve Jiipiter’in yiizey- 
lerinde serbest diisme denklemleri (s metre ve ¢ saniye olmak 
iizere) Mars’ta s = 1.867 ve Jupiter’de s = 11.447 dir. Her iki 
gezegende, serbest diismeye birakilan bir cismin 27.8 m/sn 
(yaklasik 100 km/sa) hiza ulasmasi igin ne kadar zaman gececek- 
tir? 

Ayin yiizeyinde dikey hareket Ayin yiizeyinde dikey olarak 
yukart dogru 24 m/sn (yaklasik 86 km/sa) ilk hiztyla atilan bir 
tas t saniyede s = 24t— 0.87 yiikseklizine ulasmaktadtr. 


a. Tasin ¢ anindaki hizini ve ivmesini bulun. (Buradaki ivme ayin 
yercekimi ivmesidir.) 


b. Tasin en yiiksek noktaya ¢ikmasi ne kadar stirer? 
c. Tas ne kadar yiiksege ¢ikar? 


d. Tasin maksimum yiiksekliginin yarisina ¢gikmasi ne kadar 
siirer? 
e. Tags havada ne kadar kalir? 


Ufak havasiz bir gezegendeki g’yi bulmak Ufak havasiz bir 
gezegendeki arastirmacilar 15 m/sn ilk hiziyla yerden dikey 
olarak yukari dogru bir celik bilye atmak icin bir yayli ta- 
banca kullanmislardir. Gezegenin yiizeyindeki yergekimi ivmesi 
g; m/sn? oldugu igin, arastirmacilar bilyenin ¢ saniye sonra 
s= 15t-(1/ 2)g0 yiikseklige cikmasim beklemektedirler. Celik 
bilye firlatildiktan 20 sn sonra maksimum _yiiksekligine 
ulasmistir. g,’nin degeri nedir? 

Hizh giden mermi = Ayin yiizeyinden dik yukan dogru firlatilan 
45 kalibrelik bir mermi ft saniye sonra s = 832t — 2.6f° ft yiik- 
seklige ulasacaktir. Diinyada ise, hava yokken, ¢ saniye sonra ytik- 
sekli3i s = 832 — 16/ ft olacaktir. iki durumda da, mermi ne 
kadar havada kalacaktir? Mermi ne kadar yiiksege cikacaktir? 


13. 


14. 


Gr 
15 


Pisa Kulesi’nden serbest diisme Galileo, Pisa Kulesi’nin te- 
pesinden, yerden 179 ft yiikseklikten bir top giillesini biraksaydi 
diisiisten saniye sonra giillenin yerden yiiksekligi s = 179 — 16° 
olacakt1. 


a. ¢ aninda giillenin hizi, stirati ve ivmesi ne olurdu? 
b. Topun yere carpmasi ne kadar stirerdi? 
c. Yere carpma aninda topun hizi ne olurdu? 


Galileo’nun serbest diigme formiilii Galileo serbest diisme s1- 
rasinda bir cismin hizimi veren bir formiilii, gittikge diklesen ka- 
laslardan asag1 toplar yuvarlayarak, kalas dik oldugunda ve top 
serbest diistiigtinde topun davranisini GngGrecek bir limit formiil 
arayarak gelistirmistir; sekildeki (a) kismina bakin. Kalastaki her- 
hangi acida, hareketin ¢ anindaki topun hizinin /’nin sabit bir kati 
oldugunu gérmiistiir. Yani hiz, v = At seklinde bir formiille veril- 
mektedir. & sabitinin degeri kalasin egim acisina baglidir. 

Modern gésterimle - seklin (b) kismi -, mesafe metre ve za- 
man saniye olmak tizere, Galileo’nun deneyerek buldugu, herhan- 
gi bir acida yuvarlanmanin ¢ aninda topun hizinin 


v = 9.8(sin 0)¢ m/sn 


oldugudur. 


Serbest diisme 
pozisyon 


AN 


a. Serbest diisme sirasinda topun hiz denklemi nedir? 


i 


(b) 


b. (a) sikkinda bulduklariniz: kullanarak, dtinyanin §yiizeyi 
yakininda serbest diisen bir cisme etkiyen sabit ivmeyi ne 
olarak bulursunuz? 


afiklerden Hareket Hakkinda Sonuca Varma 


. Asagidaki sekil, bir koordinat dogrusu boyunca ilerleyen bir cis- 
min v= ds/ dt = f(t) m/sn hizini géstermektedir. 

v (m/sn) 
A 

3b v=f@O 

— ae >t (sn) 
0 4 6/ 8 10 
3h 


a. Cisim ne zaman yon degistirir? 


b. Cisim (yaklasik olarak) ne zaman sabit bir stiratle ilerlemekte- 
dir? 


ce. 0 =¢< 10 araliginda cismin stirat grafigini ¢izin. 


d. Taniml: oldugunda, ivmeyi g¢izin. 


16. Bir P pargacigi, asagida verilen seklin (a) kisminda gésterilen 
say1 dogrusu tizerinde hareket etmektedir. Kisim (b) P’nin konu- 
munu ¢ zamaninin bir fonksiyonu olarak géstermektedir. 


P. 
| a >s (cm) 


(b) 


a. P ne zaman saga dogru, sola dogru ilerlemekte veya durmak- 
tadir? 


b. Pargacigin hizini ve stiratini (tanimliysalar) gizin. 


17. Bir roket firlatmak Bir roket modeli firlatildiginda, itici motor 
roketi yukar1 dogru ivmelendirecek sekile birkag saniye yanar. 
Yanmadan sonra, roket bir stire yukari dogru gider ve ditismeye 
baslar. Ufak bir patlayici1 yiik sayesinde, roket dtismeye 
basladiktan sonra bir parastit acilir. Parasiit, yere diistiigtinde 
roketin parcalanmasini engeller. 

Asagidaki sekilde bir roket modelinin ugusunun hiz verileri 
gortilmektedir. 


a. Motor durdugunda roketin hizi nedir? 


b. Motor kag saniye yanmistir? 


200 


150 


100 


Hiz (ft / sn) 


Firlatmadan sonraki zaman (sn) 


c. Roket en yiiksek noktasina ne zaman ulasir? O zamanki hizi 
nedir? 


d. Parasiit ne zaman agilmistir? O anda roketin diisiis hizi nedir? 
e. Parasiit agilmadan 6nce roket ne kadar stire diismiistiir? 


f. Roketin en yiiksek ivmesi nedir? 
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g. Ivme ne zaman sabittir? Bu anda degeri nedir (en yakin 
tamsay1 olarak)? 


18. Asagidaki sekilde bir koordinat dogrusu boyunca ilerleyen bir 


19. 


parcacigin v = f(t) hiz grafigi gériilmektedir. 


>t (sn) 


a. Pargacik ne zaman ileriye veya geriye dogru gider? Ne zaman 
hizlanir veya yavaslar? 


b. Pargacigin ivmesi nerede pozitif, negatif veya sifirdir? 
c. Parcacik ne zaman en yiksek stirate ulasir? 
d. Parcacik ne zaman bir andan fazla hareketsiz kalir? 


Diisen iki top Asagidaki sekilde cok parlamali fotograf serbest 
diisen iki topu géstermektedir. Dikey cetveller santimetre olarak 
isaretlenmistir. s = 490/ (s santimetre ve f saniye olarak serbest 
diisme denklemi) esitligini kullanarak asagidaki sorulari yanitla- 
yin. 
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20. 


21. 


22. 


Boliim 3: Tiirev 


a. Toplarin ilk 160 cm’yi diigmeleri ne kadar siirmiistiir? Bu stire 
iginde ortalama hizlari nedir? 

b. 160 cm simirina geldiklerinde toplar hangi hizla diiser? O 
andaki ivmeleri nedir? 


ce. Isigin parlama hizi (saniyede parlama) nedir? 
Hareket haline bir kamyon Asafgidaki sekil bir otoyolda giden 


bir kamyonun s konumunu géstermektedir. Kamyon t = 0’da yola 
cikar ve 15 saat sonra ¢= 15’te geri d6ner. 


a. Boliim 3.1, Ornek 3’te tanimlanan yéntemi kullanarak 
0 <¢t < 15 igin kamyonun v = ds/dt hizini cizin. Aym islemi 
hiz eBrisine uygulayarak, du/dt ivme grafigini cizin. 

b. (a). s = 15° — & oldugunu varsayin. ds/dt ve d’s/d? 
grafiklerini cizerek (a) sikkindakilerle karsilastirin. 


Konum, s (km) 


0 5 10 15 
Gecen zaman, ¢ (sa) 


Sekil 3.21’deki grafikler bir koordinat dogrusu tizerinde hareket 
eden bir cismin s konumunu, v = ds/dt hizimt ve a = d?s/dt? 
ivmesini ¢ zamaninin fonksiyonlar olarak géstermektedir. Hangi 
grafik hangisidir? Yanitinizi agiklayin. 


SEKIL 3.21 Alistirma 21 igin grafikler. 


Sekil 3.22’deki grafikler bir koordinat dogrusu tizerinde ilerleyen 
bir cismin s konumunu, v = ds/dt, hizim ve a = d?s/dt? 
ivmesini ¢ zamaninin fonksiyonlar: olarak géstermektedir. Hangi 
grafik hangisidir? Yanitinizi agiklayin. 


>t 


© 


SEKIL 3.22 Alistirma 22 igin grafikler. 


Ekonomi 


23. 


24, 


Marjinal maliyet x camasir makinesi tiretmenin maliyetinin 
dolar olarak c(x) = 2000 + 100x — 0.1x7 oldugunu varsayin. 


a. [lk 100 camasir makinesini tiretmenin ortalama makine basina 
maliyetini bulun. 


b. 100 camasir makinesi tiretildigindeki marjinal maliyeti bulun. 


ce. 100 gamasir makinesi tiretildigindeki marjinal maliyetin, 
yaklasik olarak, 100 makine tiretildikten sonra tiretilecek olan 
bir makinenin tretilmesinin maliyetine esit oldugunu, ikinci 
maliyeti dogrudan hesaplayarak bulun. 

Marjinal gelir x tane gamasir makinesinin satilmasindan elde 

edilen gelirin 


r(x) = 20,000( = t) 


dolar oldugunu varsay1n. 
a. 100 gamasir makinesi tiretildigindeki marjinal geliri bulun. 


b. Uretimin haftada 100 camasir makinesinden 101 camasir 
makinesine ¢ikartilmastyla olusacak gelirdeki artmay1 tahmin 
etmek igin r'(x) fonksiyonunu kullanin. 

ce. x > OO iken r’(x)’in limitini bulun. Bu sayryi nasil yo- 
rumlarsimiz? 


Ek Uygulamalar 


25. 


Bakteri niifusu. Bakterilerin yetistigi besleyici bir sivrya bir 
bakteri eklendiginde, bakteri toplulugu bir siire bityiimeye devam 
etmis, sonra da durmus ve azalmaya baslamistir. Toplulugun ¢ 
(saat) anindaki biiyiikliigii b = 10° + 104¢ — 10°/° dir. 

a. t=0 saat 

b. t=5 saat 

c. t= 10 saat 


lerindeki biiyiime oranlarim: bulun. 


26. 


27. 


28. 


29. 


30. 


Bir tanki bosaltmak Bosaltilmaya baslandiktan t dakika sonra 
bir tanktaki su miktar (galon olarak) O(f) = 200(30 — 1” 
dakikanin sonunda su hangi hizla digari akmaktadir? [Ik 10 dakika 
boyunca suyun ortalama akis orani nedir? 


Bir tanki bosaltmak Altindaki muslugu acarak bir depoyu 
bosaltmak 12 saat stirmektedir. Musluk agildiktan ¢ saat sonra de- 
podaki sivinin y yiiksekligi su formiille verilir: 


+\? 
y=6(1- 45) m. 


a. ¢ zamaninda deponun bosalma oram dy/dt (m/h)’yi (m/sa) 
bulun. 


b. Depodaki sivi seviyesi ne zaman en hizli, ne zaman en yavas 
diismektedir? Bu zamanlardaki dy/dt degerleri nelerdir? 

c. y ve dy/dt grafiklerini beraber ¢izin ve y’nin dy/d?’nin deger 
ve isaretlerine bagli olarak davranisini agiklayin. 

Bir balonu sisirmek Kiiresel bir balonun hacmi, V = (4/3)ar°, 

yaricapla degisir. 

a. r=2 ft oldugunda hacmin yarigapa gére degisim oram (ft*/ft) 
nedir? 

b. Yaricap 2ft’ten 2.2 ft’e degistiginde hacim yaklasik olarak ne 
kadar degisir? 

Bir ugagin kalkisi_ Bir ucagin kalkistan 6nce pistte aldigi mesafe 

D=(10/9)f ile verilir, Burada D baslangictan itibaren metre olarak 

6lctilen mesafe ve ¢ saniye olarak frenlerin bosalmasindan itibaren 

gecen zamandir. Ugak hizi 200 km/sa oldugunda havalanacaksa, 

havalanmasi ne kadar siirer ve bu stirede ne kadar yol alir? 


Volkanik lav akintilar1 Hawaii adasindaki Kasim 1959 Kilauea 
Iki patlamasi krater duvari tizerinde akintilar halinde baslamissa 
da, hareket daha sonra kraterin tabaninda tek bir kanalda 
toplanmis ve buradaki tek bir noktadan havaya 1900 ft yiiksek- 
likte lav firlatmistir (bir diinya rekoru). Lavin cikis hizi ft/sn ve 
mil/sa olarak nedir? (Ipucu: vo bir lav pargaciginin ¢ikis hiz1 ise, t 
saniye sonra yiiksekligi s = uot — 16f° ft olacaktw. ds/dt = 0 
oldugu zamant bularak ise baslayin. Hava tepkisini ihmal edin). 
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3.4 Trigonometrik Fonksiyonlarin Tiirevleri 


31-34 alistirmalarinda s-ekseninde ilerleyen bir cismin s = f(t) kon- 
umu ¢ zamaninin bir fonksiyonu olarak verilmektedir. f’yi, hiz 
fonksiyonu u(t) = ds/dt = f(t) ve a(t) = d’s/d? = f'" (2) ile birlikte 
cizin. v ile a’nin deger ve isaretlerine bagli olarak cismin davranisim1 


agiklayin. Aciklamanizda asagidaki bilgilere de yer verin. 


31. 


32. 
33. 
34. 
35. 


a. Cisim ne zaman durmaktadir? 
Ne zaman sola (asag1) veya saga (yukar1) gitmektedir? 
Ne zaman yon degistirir? 


Ne zaman hizlanir ve yavaslar? 


ceo 


Ne zaman en hizli hareket eder (en yiiksek)? En yavas? 
f. Ne zaman eksen orijininden en uzaktadir? 


s = 200t- 16°, 0 = ¢ < 12.5 (Diinya yiizeyinden dik yukan 
dogru 200 ft/sn ilk hizla atilan agir bir cisim) 


s=f-3t+2, 0<t<5 

s=P-6°+7 OSts4 

s=4-7+67-f, 05ts4 

Safkan Yarisi Bir yaris ati 10-furlong’luk bir yaris kosmaktadir. 


(1 furlong 220 yarda = 201 metredir, bu alistirmada birimler 
olarak furlong ve saniye kullanilacaktir). Yarisin basindan 
itibaren, yaris ati her furlong (F’) isaretini gectiginde bir kahya, 
tabloda gésterildigi gibi gegen zamant (f) kaydetmektedir. 


Fo 1 2 3 4 5 6 #7 8 9 10 
0 20 33 46 59 73 86 100 112 124 135 


~ 


Yaris ati yaris1 ne kadar zamanda bitirir? 
ilk 5 furlong’ta atin ortalama siirati nedir? 
3. furlong isaretini gecgerken atin yaklasik stirati nedir? 


At, yarisin hangi boliimtinde en hizh kosar? 


oc fm o Fp 


At, yarisin hangi béliimtinde en gabuk hizlanir? 


| 3.4 ie) Trigonometrik Fonksiyonlarin Tirevleri 


Hakkinda bilgi edinmek istedigimiz bir gok olay yaklasik olarak periyodiktir (elektro- 
manyetik alanlar, kalp atislan, gel-gitler, hava). Sintislerin ve kosiniislerin tiirevleri periyo- 
dik degisiklikleri tantmlamada anahtar rolii oynarlar. Bu boliim alti temel trigonometrik 
fonksiyonun tiirevlerinin nasil alinacagini gostermektedir. 


Siniis Fonksiyonunun Tiirevi 


x, radyan olarak dl¢tilmek tizere f(x) = sin x fonksiyonunun tirevini almak icin, Béltim 
2.4’te Ornek 5a ve Teorem 7’deki limitleri, sintis igin agi toplama 6zdesligi ile birlestiririz: 


sin (x + h)=sinx cosh+cosx sinh 


f(x) = sinx, ise 


f(x + A) — fQ) 


' — li 
f' (x) jim i 
_ sin(x + Ah) — sinx 
= lim 
h-0 h 
_ (sinxcosh + cosx sinh) — sinx 
= lim 
h>0 h 
_ sinx (cosh — 1) + cosxsinh 
= lim 
h>0 h 
= lim (sinx-S04=1) + lim gong ae 
h-0 h h-0 h 
= sinx: lim cosh = 1 + cosx: lim sinh 
h-0 h h-0 h 


= sinx:0 + cosx:l 
= cosx 


Tiirev tanim1 


Sintis agi toplama 6zdesligi 


Boliim 2.4, Ornek 5(a) ve 
Teorem 7 


Siniis foksiyonunun tiirevi kosiniis fonksiyonudur: 


aa (sinx) = cosx 
dx 


ORNEK1 — Siniis Iceren Tiirevler 
(a) y = x? — sinx: 
dy ’ 
, 2x — ay (sinx) 
= 2x — cosx. 
(b) y = x’sinx: 
dy 4d. 
at 4, (sinx) + 2x sin x 
= x*cosx + 2xsinx. 
sin x 
(pa 


dy x- (sinx) — sinx: 1 


dx ~ x2 


_ xcosx — sinx 


x2 


Kosiniis Fonksiyonunun Tiirevi 
Kosiniis igin 
cos (x + h) = cosxcosh — sinx sinh_ 


agi toplama formiltntin yardimiyla, 


Farkli kurali 


Carpma kurali 


Bélme kurali 


SEKIL3.23 y=cos x egrisinin tegetlerinin 
egimleri olarak y’ =—sin x egrisi. 
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cos(x + h) — cosx 
h—0 h 
i (cosx cosh — sinx sinh) — cosx 
= li 
h>0 h 


cosx(cosh — 1) — sinx sinh 


h->0 h 
. cosh — 1 : ‘ sinh 
lim cos x * —————— —_ lim sinx: 
0 h h—0 h 
. cosh — | . . sinh 
cos x* lim ———— — sinx: lim 
> h h-0 h 


cosx:0 — sinx: 1 


—sin x 


Tiirev tanim1 


Kosintis agi toplama 
ézdesligi 


Boliim 2.4, Ornek 5(a) 
ve Teorem 7 


Kosiniis foksiyonunun tiirevi siniis fonksiyonunun negatifidir: 


d a 
x (cosx) = —sinx 


Sekil 3.23’te bu sonucu gérmenin baska bir yolu gésterilmektir. 


ORNEK2 —Cosiniis iceren 


(a) y = 5x + cosx: 


(b) y = sinxcosx: 


Tiirevler 


dy 


d d 
Ta Ty (2) + Jy (608 x) 


= 5-— sinx. 


dy 
cn = sinx£ (cosx) + cosx& (sinx) 
= sinx(—sinx) + cos x(cos x) 
= cos*x — sin? x 
_  cosx 
7 1 — sinx’ 
dy (1 _ sinx) “ (cosx) _ cosx “(1 _ sin x) 
dx (1 — sinx)* 
_ (1 — sinx)(—sinx) — cosx(0 — cos x) 
(1 — sinx)* 
eS sin x 
(1 — sin x)? 
1 


1 — sinx 


Toplama kurali 


Carpim kurali 


Bélme kurali 


sin’ x + cos?x = 1 
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- 
A Ls 
Duragan 
a iP 
& 


konum 


Ls t = 0 konumu 


SEKIL3.24 Dikey bir yay’a asili bir cisim 
duragan konumundan yukar1-asagi 
saliniyor. Bu hareket trigonomerik 
fonksiyonlarla tanimlanir (Ornek 3). 


v=-—S5sint = 5 cost 


SEKIL3.25 Ornek 3’teki cismin konum ve 
hiz grafikleri. 


Basit Harmonik Hareket 


Bir yayin ucunda serbestge asagi ve yukar dogru salinan bir cismin hareketi basit har- 
monik harekete bir 6rnektir. Asagidaki 6rnekte stirtiinme veya esneklik gibi hareketi 


yavaslatacak kuvvetlerin bulunmadigi bir durum tanimlanmaktadir. 


ORNEK3 —Yayin Hareketi 


Bir yaya asili bir cisim (Sekil 3.24) baslangig konumundan 5 birim uzatilir ve ¢ = 0 za- 


maninda salinmaya birakilir. ¢ zaman sonraki konumu 
s=Scost 


ile verilir. ¢ anindaki hizi ve tvmesi nedir? 


Coziim 
Konum: S = 5cost 
_a_d oe 
Hiz: ar ed “no cost) = —5sint 
Ivme: po (—Ssint) = —Scost 
: dt dt 


Bu denklemlerden sunlan 6greniriz: 


Zaman iginde, cisim s-ekseninde s = 5 ile s = —5 arasinda gidip gelir. Hareketin 
genligi 5’tir. Hareketin periyodu ise, cos f’nin periyodu olan 277'dir. 

v = —Ssint hiz fonksiyonu en biiyiik degerini, 5, Sekil 3.25’teki grafiklerde gériildti- 
sii gibi, cos t= 0 oldugunda alir. Dolayistyla cismin siirati,|v| = 5| sin t], her cos t=0 
oldugunda, yani s = 0 iken (baslangi¢ konumunda), en bityiiktiir. sin ¢ = 0 oldugunda, 


cismin strati sifirdir. Bu durum, s = 5 cos t= + 5 iken, yani hareket araliginin ug nokta- 


larinda gerceklesir. 


3. Ivmenin degeri, daima konumun deerinin tam ziddi dir. Cisim baslangig konumun- 
dan yukarida ise yercekimi cismi asagiya ceker; Cisim baslangig konumundan 


asafida ise yay cismi asagtya ceker. 


4. Ivme, a =—5 cos ¢, sadece cos t = 0 oldugu ve yergekimi kuvveti ile yay kuvvetinin 
birbirini dengeledigi baslangi¢ konumunda sifirdir. Cisim baska bir yerdeyse, iki 
kuvwvet esit deZildir dolayisiyla ivme sifirdan farkli dir. [vmenin bityiikligii, orijinden 


en uzak noktalarda, yani cos t= + | oldugunda en bityiiktiir. 


ORNEK 4 Silkinme 
Ornek 3’teki basit harmonik hareketin silkinmesi 


._ da _di/_ oe 
= as 5cost) = S5sint. 


dir. En biyiik degerini, yer degistirmenin extremlerinde degil, ivmenin y6n ve isaret 


degistirdigi baslangig konumunda, sin t= + 1 oldugunda alir. 


Diger Temel Trigonometrik Fonksiyontarin Tiirevleri 
sinx ve cosx x’in tiirevlenebilir fonksiyonlari olduklari icin, bunlarla iliskili 


sin x cos x 


COSx? cotx = nae? secx = 


tanx = osx? ve csCx = ane 
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fonksiyonlar1 da tanimli olduklari biitiin x degerlerinde tirevlenebilirdirler. Boliim 
kuralryla bulunan tiirevleri asagidaki formiillerle verilir. Kotanjant ve kosekant fonksiyon- 
larmuin tiirev formiillerindeki eksi isaretine dikkat edin. 


Diger Trigonometrik Fonksiyonlarin Tirevleri 


(tan) = sec? x 


d 
dx (See) = sec x tanx 


ad os ened 
A (cotx) = —cse* x 


d 
er (cscx) = —csc x cotx 


Bunlarin nasil hesaplandigini1 gormek icin, tanjat fonksiyonunun _ tirevini 
cikartacagiz. Digerlerinin ¢ikartilmasi Alistirma 50’ ye birakilmistir. 


ORNEK 5 
d(tan x)/dx’i bulun. 


Coziim 
cos x“ (sin x) - sin x (cos x) 
d jag d (sz) . dx dx cen 
po. olme kurall 
dx dx \ COSx ene 
_ cosxcosx — sinx (—sin x) 
cos” x 
_ cos*x + sin’ x 
cos” x 
ee! ee, 
=—,— = sec x a 
cos” x 
ORNEK 6 
y=sec x ise y” nti bulun. 
Coziim 
y = secx 


y = secx tanx 


d 
y= x (See x tan x) 
= d d 
= Sec x7. (tan x) F anx (sec x) Carpim kural 
= sec x(sec*x) + tan x(sec x tan x) 


= sec>x + secx tan? x | 


188 Boliim 3: Tiirev 


Trigonometrik fonksiyonlarin, tanim kiimelerinin tamaminda tirevlenebilir olmalan, 
tanim ktimelerinin her noktasinda stirekliliklerinin bir baska ispatidir (B6liim 3.1, Teorem 
1). Dolayistyla, trigonometrik fonksiyonlarin cebirsel kombinasyonlarinin ve bileskeleri- 
nin limitlerini dogrudan yerine yazma ile hesaplayabiliriz. 


ORNEK7 Bir trigonometrik limit bulma 


V2+secx — V2+sec0 — V24+1 V3 \/3 


im 
x0 cos(a — tan x) 


ALISTIRMALAR 3.4 


cos(w7 — tan0)  cos(m — 0) =] . 


Tiirevler 

1-12 alistirmalarinda dy/dx’i bulun. 

1. y = —10x + 3cosx 2. y= 24 Ssinx 

3. y= csex —4Vx +7 4. y = xcotx — 4 
x 


5. y = (secx + tanx)(secx — tanx) 


6. y = (sinx + cosx) secx 
_ __ cotx _ _ cos x 
es aaa eer ay 1 + sinx 
_ 4 1 _ COsx Ps 
9. Y= cosx + tanx 10. y= ~y cos x 
11. y = x’ sinx + 2xcosx — 2sinx 
12. y = x? cosx — 2xsinx — 2cosx 
13-16 aligtirmalarinda, ds/df’yi bulun. 
13. s = tant—t 14.5 =? —sect+1 
_ lt+esct _ _ sint 
tT eset Boy 8 1 — cost 
17-20 alistirmalarinda dr/d6’y1 bulun. 
17. r= 4 -— 6 sin@ 18. r = Osin6 + cosé 
19. r = secAcscd 20. r = (1 + sec @) sind 


21-24 alistirmalarinda dp/dq’yu bulun. 
1 


21. p= 5+ cog 22. p = (1 + escq) cosg 
__ sing + cosq tang 
23. p= COS G 24. p= err 


25. a.y=cscx by=secx 
ise y’’nii bulun. 


26 


.ay=—2sinx by=9cosx 


ise yp = a! y/dx"ii bulun. 


Te 


getler 


27-30 alistirmalarinda, verilen araliklarda egrileri, verilen x deger- 
lerindeki tegetleriyle birlikte cizin. Her egriyi ve tegetini denklemiyle 
isimlendirin. 


27. 


28. 


29. 


30. 


y=sinx, —37/25x 5 20 
x = —7, 0, 37/2 
y=tanx, —7/2<x< 7/2 
x = —17/3, 0, 7/3 


y=secx, —7/2<x< 7/2 

x = —17/3, 7/4 

y=1+cosx, —37/2 Sx = 27 
x = —17/3, 37/2 


31-34 alistirmalarimdaki fonksiyonlarin grafiklerinin 0 = x = 27 
araliginda yatay tegetleri var midir? Varsa, nerede bulunur? Yoksa, ne- 
den yoktur? Bulduklarinizi bir grafik programinda ¢izerek kontrol 
edebilirsiniz. 


31 


32. 
33. 
34. 
35. 


36. 


~y=xt sinx 

y = 2x + sinx 

y=x— cotx 

y=x+2cosx 

y = tan x, 17/2 <x < 7/2 eSrisinde, teetin y = 2x doSrusuna 
paralel oldugu biitiin noktalari bulun. Egriyi ve teget(ler)ini denk- 
lemleriyle isimlendirerek birlikte gizin. 

y=cotx,0 <x < 7@ egrisinde, tegetin y = —x dogrusuna paralel 
oldugu biittin noktalari bulun. Egriyi ve teget(ler)ini denklem- 
leriyle isimlendirerek birlikte ¢izin. 


37 ve 38 alistirmalarinda, egrinin (a) P noktasindaki tegetinin, (b) O 
noktasindaki yatay tegetinin denklemlerini bulun. 


37. 38. 


y =4+4 cotx — 2csex 


| 
1 2 3 


BIQE 


y=l1 + V2 ese x + cotx 


Trigonometrik Limitler 
39-44 alistirmalarindaki limitleri bulun. 


. : 1 1 
39. jim sin (3 _ 3) 


40. lim V1 + cos(mcscx) 


La 
T 
em (, =_) 1 
42. lim sin (t.) 
x0 tanx — 2 secx 


43. lim tan (1 a sit) 
10 t 


44. lim cos (24) 
0-0 sin @ 


Basit Harmonik Hareket 


45 ve 46 alistirmalarindaki denklemler bir koordinat dogrusu tizerinde 
hareket eden bir cismin s = f(t) konum fonksiyonlaridir (s metre, ¢ 
saniye). Cismin t = 7/4 sn’deki hizimi, stiratini, ivmesini ve silkin- 
mesini bulun. 


45. s=2-—2sint 


41. lim sec cos x 


Od 


46. s = sint + cost 


Teori ve Ornekler 
47. 
a Pee, 
= x 
fC) ~ CG, x=0 


fonksiyonunu x = 0’da stirekli yapacak bir c degeri var midir? Ya- 
nitinizi agiklayin. 
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48. 
x<0 
x20 


a) = {2 > 


COS x, 


fonksiyonunu x = 0’da stirekli yapacak bir b degeri var midir? 
Yanitinizi aciklayin. 


49. d’/dx?”*(cos x)’i bulun. 
50. Asagidakilerin x’e gore tiirevlerinin formillerini ¢gikarin. 


a. sec x. b. csc x. c. cot x. 


-y=(cos xi —7 Sx S27  araliginda ¢izin. Aym ekranda, 
h=1, 0.5, 0.3 ve 0.1 igin 
sin(x + A) — sinx 
h 
fonksiyonunu ¢izin. Baska bir gergeve acgarak, A = —1,—0.5, -0.3’°0 
deneyin. h > 0° ve h > 0 iken ne olur? Burada gésterilmek iste- 
nen olay nedir? 


52. 


y = -sin xi —7 S x S 27 araliginda gizin. Ayn ekranda, 
h=1, 0.5, 0.3 ve 0.1 igin 


cos(x + h) — cosx 
= h 


fonksiyonunu gizin. Baska bir gergeve acarak, h = —1, —0.5, 
~0.3°ii deneyin. h > 0° ve h > 0 iken ne olur? Burada gésteril- 
mek istenen olay nedir? 


53. 


Ortalanmis farklar oram’ = Ortalanmis farklar orani 


f(x + h) — f(x — h) 
2h 
sayisal hesaplamalarda f’(x)’e yaklasim igin kullanilir, giinkti (1) 
h + 0 iken, limiti, f’(x) varsa, f’(x)’i verir, (2) verilen bir h 
degeri icin, Fermat’nin 


y= fe), 


farklar oranindan daha iyi bir yaklasiklik saglar. 
Asagidaki sekle bakin. 


Egim = f(x) 


avi = fx + h) — f(x) 
gim = 


S(x +h) — fx — h) 
De 2h 
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54. 


55. 


Boliim 3: Tiirev 


a. f(x) = sin x’in ortalanmis farklar oraninin f (x) = cos x’e ne 
hizla yakinsadigini gormek igin, y = cos x ve 
_ sin(x + h) — sin(x — h) 
2h 


fonksiyonlarim, 4 = 1, 0.5 ve 0.3 degerleri igin [—7, 277] 
araliginda beraber gizin. Sonuglarimizi Alistirma 51’de 
bulduklarinizla karsilastirin. 

b. f(x) =cos xin ortalanmis farklar oraninin f (x) =-sin x’e ne 
hizla yakinsadigini gormek icgin, y =—sin x ve 


_ cos(x + h) — cos(x — h) 
2h 


fonksiyonlarm, 4 = 1, 0.5 ve 0.3 degerleri igin [-7, 27] 
araliginda beraber gizin. Sonuglarimizi Alistirma 52’de 
bulduklarinizla karsilastirin. 


Ortalanmis farklar oranlari hakkinda bir uyari 
53 tin devamt) 


(Alistirma 


F(x +h) — fa — A) 
2h 


farklar oraninin, f’nin x’te tiirevi olmadiginda, h — 0 iken bir 
limiti bulunabilir. Bir deneme olarak, f(x) = |x|alin ve 


_ |O+Fh|- |0-Al 
lim —.. 


h->0 2h 


limitini hesaplayin. Goreceginiz gibi, f(x) = |x| fonksiyonunun 
x = 0'da tiirevi olmamasina ragmen, limit vardir. Moral: Bir orta- 
lanmis farklar oram kullanmadan Once tiirevin varligindan emin 
olun. 


Tanjant fonksiyonunun grafigi tizerinde egimler y = tan x ve 
tiirevini (—7/2, 7/2) araliZinda birlikte ¢izin. Tanjant fonksiyonu- 
nun grafiginin en bitytik veya en kti¢tik bir egimi var midir? Egim 
hig negatif olur mu? Yanitlarmizi agiklayin. 


56. 


57. 


58. 


Kotanjant fonksiyonunun grafigi tizerinde egimler y = cot x 
ve tiirevini 0 < x < 7 araliginda birlikte ¢izin. Kotanjant fonksi- 
yonunun grafiginin en biiytik veya en kiigtik bir egimi var midir? 
Egim hig pozitif olur mu? Yanitlarinizi agiklayin. 
(sin Ax)/x’?i arastrmak = y = (sinx)/x, y = (sin2x)/x, ve 
y = (sin 4x)/x grafiklerini -2 < x < 2 araliginda birlikte ¢izin. 
Her bir grafik y eksenini nerede keser gibi gértinmektedir? Grafik- 
ler eksenle gercgekten de kesisirler mi? y = (sin5x)/x ve 
y = (sin (—3x))/x grafiklerinin x > 0 iken nasil davranmalarim 
beklersiniz? Neden? Peki ya farkli k degerleri igin y = (sin Ax)/x 
grafigi nasil davramir? Yanitinizi agiklayin. 
Radyan ve derece: derece modunda tiirevler x radyan yerine 
derece olarak dlciiliirse, sin x ve cos x’in ttirevlerine ne olur? 
Asagidaki adimlari izleyerek bulun. 
a. Grafik programinizi derece moduna ayarlayarak, 

sinh 


fn) = 2 


fonksiyonunu ¢izin ve lim;_,9 f(A)’yi tahmin edin. Tahminini- 
zi 7/180 ile karsilastirin. Limitin 7/180 olmasi icin bir ne- 
den var midir? 


b. Grafik programiniz yine derece modunda olmak tizere, 
lim cosh — 1 
h0 h 


limitini hesaplayin. 


c. sin x’in tiirevinin ¢ikartilisina geri déniin ve buradaki adimlari 
derece modunda limitler alarak tekrarlayin. Tiirev igin nasil bir 
formiil bulursunuz? 


d. cos x’in tiirevini derece modunda limitler alarak bulun. Tiirev 
icin nasil bir formiil bulursunuz? 


e. Derece modundaki formiillerin dezavantaji1 daha yiiksek 
mertebe tiirevler alirken iyice belirginlesir. sin x ve cos x’in 
ikinci ve ticiincti mertebe derece modundaki ttirevleri nedir? 


35) Zincir Kurali ve Parametrik Denklemler 


y = f(u) = sin u ve u = g(x) = x° — 4 fonksiyonlarimin tiirevlerini nasil alacagimuzi biliyo- 
ruz, fakat F(x) = f(g(x)) = sin(x? — 4) gibi bir bileskenin tiirevini nasil aliriz? Yani, 
F(x) = f ¢ g’nin tiirevini nasil buluruz? Cevap, iki tiirevlenebilir fonksiyonun bileskesinin 
tuirevinin, iki fonksiyonun da uygun noktalarda alinmis tiirevlerinin garpimi oldugunu sédy- 
leyen zincir kuralidir. Zincir kurali biiytik olasilikla matematikte en sik kullanilan tiirev al- 
ma yontemidir. Bu béltim, kurali ve nasil kullanilacagm tanimlamaktadir. Daha sonra ku- 
rali, diizlemde egrileri ve tegetlerini baska yolla tantmlamak ic¢in kullanacagiz. 
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Bir Bileske Fonksiyonun Tiirevi 


Orneklerle basliyoruz. 


ORNEK1 —_ Tiirevleri Iliskilendirmek 


y= 3x = 5 (3x) fonksiyonu y = u ve u = 3x fonksiyonlarinin bileskesidir. Bu tig 


fonksiyonun tirevlerinin arasindaki iliski nedir? 


Coziim 
dy 3 Ww} du _ 
& 2 dw 2 © dx 
e oe 3 1 e 
oldugunu biliyoruz. ia © 3 oldugundan, 
d d 
C:y déniis B: wu déniis A: x doniis — = < 7 fe 
buluruz. . 
SEKIL3.26 A dislisi x kere dénerken, B d d 
dislisi u kere, C dislisi ise y kere déner. ee se du, 
dx du dx 


Cevrelerini karsilastirarak veya dislerini . . oe oe ae _ seh seed 
olmasi bir tesadiif miidiir? Tiirevi bir degisim oran: olarak diisiiniirsek, simdiye kadar 


6grendiklerimiz bu iliskinin mantikl oldugunu gésterir. y = f(w) ve u = g(x) icgin, y w’nun 
yarisi kadar hizli deZisiyor ve u da x’in tic kati kadar hizli deBisiyorsa, y’nin x’in 3/2 kati 
hizh degismesini bekleriz. Bu coklu bir disli sisteminin etkisiyle aynidir (Sekil 3.26). sm 


sayarak, y = u/2 ( B’nin her bir doéniisti icin, 

C yarim doniis yapar ), vu = 3x (A’nin her bir 

d6niisii icin, B tig defa déner), yani y = 3x/2 

oldugunu gértirtiz. Dolayisiyla 

dy/dx = 3/2 = (1/2)(3) = (dy/du)(du/dx) olur. 
ORNEK 2 


y = 9x4 + 6x? + 1 = (3x? + 1)? 
y=w ve u = 3x’ + 1 fonksiyonlarimin bileskesidir. Tiirevleri hesaplarsak, 


dy du 
ae a 2u* 6x 
= 2(3x2 + 1)- 6x 
= 36x? + 12x 
oldugunu gortirtiz. Tirevleri acik formiilden hesaplarsak 


° = S (9x4 + 6x7 + 1) 
= 36x? + 12x 
elde ederiz. Bir kere daha 
dy du _ wy 
du dx dx : 


ile karsilasiriz. 
f(g(x)) bileske fonksiyonunun x’teki tiirevi f’nin g(x)’teki tiirevi garpi g’nin x’teki 
tiirevidir. Buna zincir kurali denir (Sekil 3.27). 
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Bileske fo g 


x’teki degigme orant 


S(g(x)) > g'@) tir. 
f 


x’teki degisme g(x)’teki degisme 


q ‘(x)’tir. ‘ tir. — = 
: orani g'(x)’tir. er orant f(2(x)) tir. y =f) feo) 


SEKIL 3.27 Degisim oranlan garpilir: f ° g’ nin x’teki tiirevi f’nin g(x) 
noktasindaki tiirevi carpi g’nin x’teki tiirevidir. 


TEOREM 3 Zincir Kurali 


f(u) u = g(x) noktasinda tirevlenebiliyorsa ve g(x) de x’te tiirevlene biliyorsa, 
(f ° g)(x) = f(g(x)) bileske fonksiyonu da x’de tiirevlenebilir ve bu tiirev 


(f ° g)'(x) = f'(g(x)) 9’) 
olur. Leibnitz gésterimiyle, y = f(u) ve u = g(x) ise, bu 


dy dy _ du 


dx du dx 
olarak yazilir. Burada dy/du u = g(x)’te hesaplanmaktadir. 


Zincir Kuralinin Sezgisel “‘ispati” : 
x’teki Ax degisimine karsilik w’daki degisme Aw olsun, yani 
Au = g(x + Ax) — g(x) 
olsun. Buna karsilik y’deki degisme 
Ay = f(u + Au) — fw) 
olur. 


Ay = Ay | Au (1) 
Ax Au Ax 


yazmak ve Ax —> 0 iken limit almak ilging olabilir: 


dy Ay 
dx peu Ax 


A y A (g stirekli oldugundan Ax > 0 


: c u 
= wim, ore Jim, he igin Au — 0 olduguna dikkat 
— — 
M - edin) 
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Bu akil yiirtitmedeki tek piirtiz su olabilir: (1) denkleminde Au = 0 olabilir (Au # 0 oldugu 
halde) ve siiphesiz ki 0 ile bélemeyiz. Ispat, bu piiriiziin tistesinden gelmek icin farkli bir 
yaklasim gerektirmektedir ve Boliim 3.8 de tam ispati verecegiz. 7 


ORNEK3 — Zincir Kuralin Uygulamak 

x-ekseni tizerinde hareket eden bir cismin her ¢ = O zamanindaki konumu 
x(t) = cos(? + 1) ile veriliyor. Cismin hizim1, f’nin bir fonksiyonu olarak bulun. 

Céziim  Hizin dx/dt oldugunu biliyoruz. Bu arada, x bir bileske fonksiyondur: x = cos (wv) 
veu=P +1, 


dx 


ae = —sin(u) x = cos(u) 
du _ sm 
ai = 2t u=t +1 
buluruz. Zincir kuralina gore, 
dx _ dx du 
dt du dt 
= —sin(u) + 2t a u‘da hesaplanir. 
= —sin(t? + 1)-2t 
= —2tsin(t? + 1) | 


bulunur. Ornek 3’te gérdiigiimiiz gibi, Leibniz notasyonundaki zorluk, tiirevlerin tam 
olarak nerede hesaplandigini belirtmemesindedir. 


“ic-Dis” Kurali 
Bazen zincir kuralini su sekilde diistinmek yararli olabilir: y = f(g(x)) ise 


d 
= f'(g(x)) +8") 


dir. Yani, “dis” fonksiyon f’nin tirevini alin ve “ig” fonksiyon g(x)’e dokunmayin; sonra 
da ig fonksiyon g(x)’in tiireviyle garpin. 


ORNEK4 _Distan Ice Tiirev Almak 


sin (x* + x)’in x’e gore tiirevini alin. 


Coziim 
a ; 2. =: 2 . 
sin (x° + x) = cos(x* + x)*(2x + 1) 7 
dx 
* ig” ig ayni igin tiirevi 
birakilmis 


Zincir Kuralinin Ust Uste Kullanilmasi 


Bazen bir tiirevi bulabilmek icin zincir kuralini iki veya daha fazla defa kullanmamiz 
gerekebilir. Asagida buna bir 6rnek verilmektedir. 
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ORNEK5 — Uc Halkali Bir “Zincir” 


g(t) = tan (5 — sin 2¢) fonksiyonunun tiirevini bulun. 


Céziim Burada suna dikkat edin, teget 5 — sin 2/’nin fonksiyonudur. Oysa sintis fonksiyo- 
nu, kendisi de ?nin bir fonksiyonu olan 2¢’nin fonksiyonudur. Bu nedenle Zincir Kura- 
Iv’ndan 


g(t) = “ (tan (5 — sin 21) 


= sec?(5 — sin 2r) oi (5 — sin 21) os Sees 
dt uzere tan w’nun turevi 
. d u = 2t olmak tizere 
= sec”(5 — sin 2t)- (0 — cos 2th (2x)) Stn ann ice 
= sec”(5 — sin 2t)+(—cos 2) -2 
= —2(cos 2f) sec?(5 — sin 2/) a 
elde edilir. 
Zincir Kurali ve Bir Fonksiyonun Kuvveti 
f, wnun tirevlenebilir bir fonksiyonu ve u da x’in tiirevlenebilir bir fonksiyonu ise, 


dy _ dd 


dx du dx 
zincir kuralinda y = f(w) yazmak 


f Hu) = fw) 
formiiliine gétiirtir. 

Nasil galistigina dair bir 6rnek asagidadir: n bir tamsaytysa, pozitif veya negatif, ve 
f(u) =u" ise, Kuvvet Kurali (2 ve 7 Kurallan) f’(w) = nu! oldugunu séyler. u , x’in 
turevlenebilir bir fonksityonu ise bunu, Zincir Kuralini Kuvvet Zincir Kurali’na genislet- 
mek icin kullanabiliriz: 


dn n-1 du Ct ee n-1 
ae nu dx: a (u ) 


ORNEK6 — Kuwet Zincir Kuralini Uygulamak 


@ re 3 4y7 3 46 4 (2,3 4 eh EP 
(a) (5x x")! = 7(5x x") 5x x u=5x°-—x+n=7 
dx dx ( ) ile Kuvwvet Zincir Kurali 


= 7(5x> — x4)°(5+3x? — 4x3) 
= 7(5x? — x*)®(15x? — 4x3) 


OF (5 = 5) om 


= —1(3x ay? (3x 2) ¢= 34 — 2,0 = —Lile 


Kuvwvet Zincir Kurali 


= —1(3x — 2) (3) 
ee ae 
(3x — 2)? 


(b) sikkinda tiirevi b6lme kuraltyla da bulabilirdik. 7 


| sin” x’in anlami (sin x)", n #-1. 
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ORNEK7 — Teget Egimlerini Bulmak 


(a) y=sin? x egrisine x = 7/3 noktasinda teget olan dogrunun egimini bulunuz. 
(b) y=1/(1 — 2x) eBrisine teet olan her dogrunun egiminin pozitif oldugunu gésterin. 
Coziim 


dy Se ae ; a 
(a) — = S5sin'x-—sinx u = sinx,n = 5 ile Kuwvet Zincir Kurali 
dx dx 


= 5sin’xcosx 


Teget dogrusunun egimi 


dy 
dx 


ale (M3) (4) 7 a 


= 3(1 ay) * . 4 (1 2x) u= (1 —2x), n =-3 Kuvvet Zincir Kurali 


dy _ d 3 
(b) mer ae — 2x) 


== 2a) 3) 

_ 6. 

(1 — 2x)4 

Egri tizerindeki her (x, y) noktasinda, x # 1/2 dir ve teBet doZrunun e%imi, pozitif iki 
sayinin orani olan 


tur. | 


ORNEK8 — Radyan ve derece 


sin x ve cos x’in ttirev formillerinin x’in derece degil, radyan olarak dlctilditigii varsayim1 

altinda cikarildigini unutmamak cok 6nemlidir. Zincir kurali bu ikisi arasindaki fark1 anla- 

maya daha iyi yardimci olur. 180° = a radyan oldugu igin, x° = 77x/180 radyan olur. 
Zincir kuralint kullanarak, 


ep Sain mx \_ 7 mx \ _ 7 (x°) 
aon dx >" \ 180 180 ©°S\ 180 iso 


buluruz. Sekil 3.28’e bakin. Ayni sekilde, cos(x°)’nin tiirevi —(77/180)sin(x°) olur. 

Daha ilk tiirevde rahatsiz edici gériinen 77/180 fakt6rii iist tiste tiirev almayla daha da 
belirginlesecekir. Bir bakista radyan 6lcti kullanmanin neden daha gcekici oldugu 
anlasilmaktadir. a 


Parametrik Denklemler 


Bir egriyi, egri tizerindeki bir P(x, y) noktasinin y-koordinatini x’in bir fonksiyonu olarak 
ifade etmekle tanimlamak yerine, bazen her iki koordinati da bir iiciincii degisken ¢ 
cinsinden ifade etmek daha uygundur. Sekil 3.29 da bir cismin, bir cift denklem x = f(), 
y = g(), ile tanimli yolu gortilmektedir. Hareket incelemesinde ¢ genellikle zamani gés- 
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y = sin(x°) = sin & 
180 


I AOI 
POTN TVET TTT TAIT 


y=sinx 


a 
T 

———— 
—<—— 
= 
-— 

[— ; 
= -— 
— 


SEKIL 3.28 sin x’in salinmasina karsin sin (x°) sadece 1/180 defa fazla salinir. Maksimum 
egimi, x =0 da 2/180’dir (Ornek 8). 


terir. Bu gibi denklemler, herhangi bir ¢ aninda pargacigin (x, y) = f(4), g()) konumunu 
verdikleri igin bir kartezyen formiilden daha tyidirler. 


t aninda parcacigin 
konumu 


(f1), gd) 


TANIM —_ Parametrik Egri 
x ve y, bir ¢ degerleri araliginda 


x=fO, y=e 


fonksiyonlari olarak verilmisse, bu denklemlerle tanimlanan (x, y) = (f(A), g(d) 
noktalarmin kimesi bir parametrik egridir. Denklemler, egrinin parametrik 


SEKIL 3.29 -diizleminde ilerl bi 
J xy: uzieminade 11er eyen ir denklemleridir. 


parcacigin izledigi yol her zaman x’in 


veya y’nin bir fonksiyonun grafigi 
degildir. 


t degiskeni egrinin bir parametresi ve tanim ktimesi I, parametre arahgidir. | kapali bir 

araliksa,a = t= 5b, (f(a), g(a)) noktasi egrinin baslangi¢ noktasi ve (f(b), g(b)) nok- 
y tas1 egrinin bitig noktasidir. Diizlemdeki bir egri igin parametrik denklemleri ve parame- 
is yel tre araligini verirsek, egriyi parametrize ettigimizi s6yleriz. Denklemler ve aralik egrinin 
parametrizasyonunu verir. 


ORNEK9 Bir Cember Uzerinde Saat Yoniiniin Tersine Hareket 


Asagidaki parametrik egrilerin grafiklerini ¢izin 


(a) x = cost, y = sint, 0=t= 27. 
(b) x = acost, y = asint, 0st 2z. 
Coziim 


(a) x°+y’ =cos’t+ sin? t= 1 oldugundan, parametrik egri_x° + y* = 1 cemberi iizerinde 


dir. tf O’dan 277’ye artarken (x, y) = (cos ¢, sin f) noktasi (1, 0)’dan baslar ve saat 
yoniiniin tersine olarak biitiin gemberi cizer (Sekil 3.30). 
2 


SEKIL3.30 x =cos ¢, y=sint¢ denklemleri 


= = i <ft< ici 2 2= 2 2 gin? t = adi bs 
x2 +)? = 1 cemberi iizerindeki hareketi (b) x =acost,y=asint,0 StS 27igin x+y a’ cos’ t + a* sin*t = a“ dir. Param 


faniiolatlan Ob artan tential etrizasyon, (a, ”) baslayip x? + y” =@ gemberini saat yOntiniin tersine bir defa kat 
etsienmelisdir (Omnek 9, eden ve t = 27'de (a, 0) noktasina d6énen hareketi tanimlar. a 


>x 
Harekete baslar 
t=0 


fo) 


SEKIL3.31 x = Vtvey =¢denklemleri 
ve ¢ = 0 araligi, y =x" paraboliiniin sa& 
kolunda ilerleyen bir parcacigin 
hareketini tanimlar (Ornek 10). 
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ORNEK 10 Bir Parabol Boyunca Hareket 


xy-dtizleminde ilerleyen bir pargacigin P(x, y) konumu 
£= V5. peg t=0 


denklemleri ve parametre araligtyla verilmektedir. Parcacigin izledigi yolu belirleyin ve 
hareketi tanimlayin. 


Céziim  {zlenen yolu x = Vt ve y = ¢ denklemleri arasinda ¢’yi yok ederek bulmaya 
calisiriz. Sansimiz varsa, bu x ile y arasinda tanimlanabilir bir cebirsel baginti verecektir. 
Bu sekilde 


= 8S (Se 


buluruz. Bu, parcacigin konum koordinatlarimin y = x? denklemini sagladigimi gésterir, 
dolayistyla pargacik y = x” parabolii boyunca hareket eder. 

Ancak parcacigin izledigi yolun tim y = x° parabolii oldugunu diisiinmek bir 
hatadir—bu yol paraboliin sadece yarisidir. Parcacigin x koordinati higbir zaman negatif 
degildir. Parcacik ¢ = 0 iken (0, 0)’dan harekete baslar ve ¢ arttikga birinci d6rtte bir 
bélgede yiikselir (Sekil 3.31). Parametre araligi [0, 00) dur ve bir bitis noktasi yoktur. = 


ORNEK 11 Bir Dogjru Parcasini Parametrelemek 


Ug noktalari (—2, 1) ve (3, 5) olan dogru pargasinin bir parametrizasyonunu bulun. 


Céziim  (—2, 1) noktasini kullanarak 
x=—2+at, y=1+5bt 
parametrik denklemlerini olustururuz. Her iki denklemi ¢’ye gére ¢ézer ve esitlersek 
x2 _ yol 
a b 
elde ederiz. Bu esitlikten, denklemlerin bir dogruyu temsil ettiklerini gértiriiz. Bu dogru, 


t = 0 iken (—2, 1) den gecer. t= 1 iken dogru (3, 5) noktasindan gecgecek sekilde a ve b 
degerlerini belirleriz. 


3=-2+a4 => a=5 t=1iginx =3 
5=1+b5 => b=4 t=liciny=5 


Bu nedenle, 
xe 2 + 5h y=l1+t 4t, 0O<=r<l 


denklemleri, baslangi¢ noktas1 (—2, 1) ve bitis noktasi (3, 5) olan dogru pargasinin bir pa- 
rametrizasyonudur. a 


Parametrize Egrilerin Egimleri 


f ve g fonksiyonlan ¢ ‘de tiirevlenebiliyorsa, parametrize x = f(4), y = g(t) e&risi de t’de 
tirevlenebilirdir. y’nin de xin siirekli bir fonksiyonu oldugu tiirevlenebilir parametrize 
bir eSrinin tizerindeki bir noktada dy/dt, dx/dt ve dy/dx tirevleri Zincir Kurali’na gore 
baglidirlar: 

dy ® de 

dt dx dt 
dx/dt # 0 ise, denklemin iki tarafim da dx/dt ile bolerek, dy/dx’i gézebiliriz. 
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dy/dx icin Parametrik Formiil 

Her iig tiirev varsa ve dx/dt # 0 ise 
dy _ dy/dt 
dx dx/dt 


(2) 


dir. 
ORNEK 12 —_Parametre ile Tiiretmek 
x=2t+3vey=f-—1lise dy/dx’in t= 6'daki degerini bulun. 


Céziim (2) denklemi dy/dx’i Pnin bir fonksiyonu olarak verir. 


i Le Eo 
dx  dx/dt 2 2 


t = 6 icin dy/dx = 6 olur. Suna dikkat edin, dy/dx tiirevini x’in bir fonksiyonu olarak da 
bulabiliriz. 
ORNEK13 —-x*/a? + y*/b? = 1 Elipsi Boyunca Hareket 
t anindaki konumu P(x, y) 

x=acost, y=bsint, 0sts27 
ile verilen bir parcacigin hareketini tanmlayin. t = 7/4 oldugu (a/ Vo b/ V2) : 
noktasinda egriye teget olan dogruyu bulun (a ve b sabitlerinin her ikisi de pozitiftir). 


Coziim 


_ x Se 
cost = q, at = 
denklemlerinden ¢’yi yok ederek, pargacigin konumu igin bir Kartezyen denklem buluruz. 
Bunu cos? ¢+ sin? t= 1 bagintisim kullanarak yapariz. Bu baginti 


2 2 >) 2 
x vs x ¥ 
(3) +G)=5 wa Ute 


verir. Pargacigin (x, y) koordinatlar (x*/a”) = (y7/b?) = 1 denklemini saglar, dolayistyla 
pargacik bu elips tizerinde hareket eder. t = 0 iken pargacigin koordinatlan 


x=acos(0)=a, y=bsin(0)=0 


olur, dolayisiyla hareket (a, 0)’da baslar. t artarken, parcacik yiikselir ve saat y6niiniin ter- 
sine sola dogru hareket eder. Elipsi bir kere dolasarak t = 27 iken baslangi¢ noktas1 
(a, 0)’a doner. 

t= 77/4 igin elipse teZet olan dogrunun egimi 


ay = Bim Denklem (2) 
dx t=7/4 dx/dt t=7/4 
_ bcost 
—asint ahs 


_ V2 4 
~a/V2 “ 


d’y/dx”yi t cinsinden bulmak 

1. y’ = dy/dx’i t cinsinden ifade edin. 
2. dy’/dt’yi bulun. 

3. dy’/dt’yi dx/dt ile boliin. 


a 
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Teget dogru 
: b b (x | 
‘5 V2 
F bob € =) 
Vo AyD 
veya 


y=—2x 4+ V2b a 


Parametrik denklemler y’yi x’in iki kere tiirevlenebilir bir fonksiyonu olarak 
tanmmltyorsa, @’y/dx”’yi nin bir fonksiyonu olarak hesaplamak icin Denklem (2) yi 
dy/dx =y”ye uygulayabiliriz: 

dy d i dy'/dt 
dee ax” a/dt 


(2) denkleminde y yerine y’ yazilmis. 


d’y /dx” icin Parametrik Formiil 

x = f(0, y = g(t) denklemleri y’yi x’in iki kere tirevlenebilir bir fonksiyonu 

olarak tanimliyorsa, dx/dt # 0 olan her noktada 
d’y __dy'/dt 
dx. dx/dt 


(3) 


ORNEK 14 —Parametrize Bir Eqri icin d2y/dx*’yi Bulmak 
x=t—-f vey =t—P ise d’y/dx’’yi bulun. 


Coziim 
1. y’=dy/dx’i t cinsinden ifade edin: 


iW _O/dt _ 1-3° 
Y dx” dxjdt 1 — 21 


2. y%niin ye gore tiirevini alin: 
dy’ d{1—3t?\_ 2-6 + 6¢7 
dt dt \ 1 — 2t (1 — 28)? 
3. dy’/dtyi dx/dt ile boliin. 
dy dja (2= 6+ 6/1 = 21)? 9 = 64 6 
dx* — dx/dt l= 2 (1 — 29) 


Boliim Kurali 


Denklem (3) t_| 


ORNEK 15 —Acil Yardim icin Erzak Atmak 


Bir Kizilhag hava araci, bir felaket bolgesine acil yardim icgin yiyecek ve ilag atmaktadir. 
Hava araci, erzag1 700 ft uzunlugundaki acik bir alanin hemen kenarinin tizerinde 
birakirsa ve kargo 


x=120t ve y=-l6°+500, t=0 


200 Boliim 3: Tiirev 


y yolunu izlerse kargo alan igine diiser mi? x ve y koordinatlar feet olarak ve ¢ parametresi 
* Birakma aninda hava aracimmn konumu 


nh (birakma dan itibaren) saniye olarak 6lcilmektedir. Diisen kargonun yolu igin bir 
Addtiiestoncayats Kartezyen denklem bulun (Sekil 3.32) ve yere garptigi anda alcalmasinin ilerlemesine 
oranim bulun. 
Coziim Kargo, y= 0 iken yere carpar ve bu da f’nin 
0 Acik alan 2700-~ —16¢7 + 500 = 0 y= 0 koyun 
j=,,[500 =. SVS, aA 
SEKIL 3.32 Ornek 15’teki atilan erzak ~ 16 = 2 : 


kargosunun izledigi yol re ; 
aninda goriilir. Birakilma aninda x-koordinati x = 0 dir. Kargonun yere carpmasi aninda 


x-koordinati 


x= 120t= 120(5¥5) 300V5 ft. 


2 


dir. 300\/5 © 670.8 < 700 oldugundan kargo alan icine diiser. 
Parametrik denklemler arasinda ¢ parametresini yok ederek kargo’nun yolu igin bir 
kartezyen denklem buluruz: 


y = —16t a4 500 y’nin parametrik denklemi 


_ -16(;55) 4509 27 120-resitiginden 


t’yl yerine yazin. 
=—-,,x* + 500 Bir parabol 


Kargo yere carptiginda alcalmasinin ilerlemesine orant 


dy _ dy/dt 
dx| ss. dx /dt 
=o28 
120 | =5V5/2 


JUNG. 
a 


Denklem (2) 
t= 5V'5/2 


—1.49 


dir. Boylece, kargo yere garptigi anda | foot (ayak = 30.4 cm) ilerlemesine karsilik 1.5 feet 
alcaliyordu. | 


TEKNOLOJI KULLANMAK _ Dikey Bir Dogru Uzerindeki Hareketin Simiilasyonu 


x(t)=c, y(t) = f(t) 


=e Parametrik denklemleri x = c dogrusu tizerindeki noktalan aydinlatacaktir. f(A), hareket 
x(t) =2 etmekte olan bir cismin ¢ anindaki yiiksekligini gésteriyorsa, x(t), y(t)) = (c, f())’yi 
{ y(t) = 1601-1617 cizmek asil hareketi simiile edecektir. Bunu, Béliim 3.3, Ornek 5’teki kaya igin, x(¢) = 2 
ve Ornegin, y(t) = 160t — 16° ile nokta modunda ¢ adimi igin deneyin. Noktalar 
arasindaki bosluk degisiyor? Tepeye ulasildiginda, grafik ¢gizici neden stop etmis gibi 
x(t) =t goztikiyor? (0 = t= 5 ve 5 <¢ < 10 igin ayn cizimler deneyin.) 
{ y(t) = 160 t-16 1? Ikinci bir deney icin, 


ve 


x(t)=t ve y(t) = 160t— 167 


nokta modunda 
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parametrik denklemlerini, hareketin dikey simiilasyonu ile birlikte yine nokta modunda 
cizin. Biitiin ilging davranisi gésterecek bir cerceve Slciisti segmek icin, Ornek 5’teki 
hesaplamalardan, kayanin davranisi hakkindaki bildiklerinizi kullanin. 


Standart Parametrizasyonlar ve Tiirev Kurallari 
‘ x2 y? 

CEMBER x? + y* =a’: ELIPS 2 + pe = 
x = acost x = acost 
y = asint y = bsint 
0=t=27 0<ts27 

FONKSIYON y = f(x): TUREVLER 

x=t ,_ a _ adyfdt d*y — dy'/dt 
y= ft) 0 de dx/dt’ dx? — dx/dt 


ALISTIRMALAR 3.5 


Turev Hesaplamalari 


_ .. (3at 3at 
22. s = sin 2 + COS 5) 
1-8 aligtirmalarinda, y = f(u) ve u = g(x) verilmistir. dy/dx = 
f ((x))g (xi bulun. 23. r = (csc @ + coté) ! 24. r = —(sec@ + tang)! 
= = = 4 = 3 = = 
1. y = 6u— 9, w= (1/2)x" 2. y = Qu’, u= 8x — 1 25. y= x? sintx + xcos?x 26. y= 4 sin“ x = 3 008° 
3. y=sinu, u=3xt1 4. y=cosu, u = —x/3 
-1 
5. y=cosu, u = sinx 6. y= sinu, u =x — cosx 27. y= 7 (3x — 2)7 4 (4 .) 
7. y=tanu, u= 10x —5 8. y = —secu, u=x?+ 71x 2x 
_ ii Ty. 
9-18 alistirmalarinda, fonksiyonu y = f(u) ve u = g(x) seklinde yazin. 28. y = (S — 2x) 4 glx 1 
dy/dx’i x’ in bir fonksiyonu olarak bulun. i. pe G+ $0, p28 sylG? = 598 
9. y = (2x + 1) 10. y = (4 — 3x) ee ae ‘is oo ae oe 
“4 -10 = eee :) 
31. A(x) = xtan(2Vx) +7 32. k(x) =x see(} 
lies (1 - =) iz, y= (5 - 1) (x) = xtan (2V3) @) x 


x 1\4 zt, 4 33. #0) = (—Si09@_ 54, gry = (Lt 2088)" 

13. y=(S+x-4) 4. y= (E+) 1 + cosé sin t 
: 1 
35. r = sin(6) cos (20 36. r = secV0t (5) 

epee eae fear cot(n 7 , r = sin (0°) cos (20) r = sec an {5 

: _ : t sin t 
17, y = sin’ x 18. y = 5cos *x 37. q = sin ( ) 38. g = cot( 2) 

Viel f 


19-38 alistirmalarindaki fonksiyonlarin tiirevlerini bulun. 


19. p= V3-t 20. g = V2r- Pr 


21. s= rer + 685 
3a Sar 


39-48 alistirmalarinda dy/d?’yi bulun. 
39. y = sin’ (at — 2) 
41. y = (1 + cos2r)* 


40. y = sec’ at 
42. y = (1 + cot(t/2))? 
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43. y = sin(cos(2t — 5)) 


3 
= aft 
45. y (1 + tan (5)) 


47. y = V1 4+ cos (t’) 


44. y = cos (s sin (4)) 


46. y= z(1 + cos? (71))> 


48. y = 4sin(V1 + V2) 


ikinci Tiirevler 
49-52 alistirmalarinda y" nti bulun. 


3 

#9. y=(1+4) 50. y = (1 — Vx)" 
1 x 

51. y= 79 cot (3x =) 52. y = 9tan (3) 


Tiirevlerin Sayisal Degerlerini Bulma 


53-58 alistirmalarinda, verilen x deSerinde (f © g)’’niin degerini bu- 
lun. 

53. fu) =u +1, u=g(x) = Vx, x= 1 

1 


1 
u? u=g(x)=7_=>> x= 1 


54. f(u) = 1 


55. f(u) = cot io u = g(x) =5Vx, x= 1 


56. flu) =u L , u=g(x) = mx, x = 1/4 
cos’ u 


57. f(u) = a i u = g(x) = 10x7+x+1, x=0 


u-1\/ 1 
58. f(u) = > u= = lx=-l 
flu) (S +) gtx) = <5 


59. f ile g fonksiyonlar ve tiirevlerinin x = 2 ve x = 3’teki degerleri 
asagida verilmistir. 


x F(x) sg) f'@) g(x) 


2 8 2 1/3 -3 
3 3 -4 Qa 5 


Asagidaki kombinasyonlarin verilen x degerlerinde x’e gore 
tirevlerini bulun. 


a. 2f(x), x =2 

c. f(x): g(x), x = 3 
e. f(g(x)), x=2 f. Vi(x), x=2 

g. I/g(x), x= 3 h. V9%(x) + g(x), x =2 


60. f ile g fonksiyonlari ve titrevlerinin x = 0 ve x = 1’deki degerleri 
asagida verilmistir. 


b. f(x) + g(x), x = 3 
d. f(x)/g(x), x =2 


x F(x) gs) f'@) g(x) 


0 1 1 5 1/3 
1 3 —4 -1/3 -8/3 


Asagidaki kombinasyonlarin verilen x degerlerinde x’e gore 
tirevlerini bulun. 


a. 5f(x) — g(x), x= 1 b. f(x)g*(x), x = 0 
f(x) 


c. fora x= 1 d. f(g(x)), x =0 


e. g(f(x)), x =0 

g. f(x + g(x)), x =0 
61. s =cos 6 ve d0/dt=5 ise, 0 =37/2 iken ds/dt yi bulun. 
62. y =x? + 7x—5 ve dx/dt=1/3 ise, x= 1 iken dy/dt ’yi bulun. 


f. (x!) + fy, x= 1 


Bileske Secimi 

Bir fonksiyonu bir bileske olarak farkli sekillerde yazabiliyorsaniz, ne 
olur? Her seferinde ayn: tiirevi bulabilir misiniz? Zincir kurali béyle 
oldugunu sdyler. Bunu 63 ve 64 alistirmalarmdaki fonksiyonlarla 
deneyin. 


63. y = x ise y’yi asagidaki bileskeler olarak kabul edip, zincir 
kuralin kullanarak dy/dx’i bulun. 


a. y=(u/5)+7 veu=5x—35 
b. y=1+(1/u) veu=1(x-1) 


64. y = x” ise y’yi asaBidaki bileskeler olarak kabul edip, zincir 
kuralim kullanarak dy/dx’i bulun. 


ay=ur ve u= Vx 
bo y=Vu ve u=x°. 


Teget ve Egimler 
65. a. y=2 tan (wx/4) eSrisinin x = 1 deki teSetini bulun. 

b. Bir tanjant e&risi tizerinde egimler Bu egrinin —2 < x < 2 
araliginda alabilecegi en ktigtik egim degeri nedir? Yanitinizi 
aciklayin. 

66. Siniis egrisi tizerinde egimler 

a. y = sin2x ve y = —sin(x/2) eBrilerinin orijindeki tegetleri- 
nin denklemlerini bulun. Tegetlerin birbiriyle iliskisinde bir 
6zellik var midir? Yanitinizi agiklayin. 

b. y = sinmx ve y = —sin(x/m) (m ¥ 0 bir sabit) erilerinin 
orijindeki tegetleri hakkinda bir sey séylenebilir mi? Yanitiniz1 
aciklayin. 


c. Verilen bir m igin, y = sinmx ve y = —sin(x/m) egrilerinin 
tegetlerinin egimlerinin alabilecegi en biiyiik degerler nedir? 
Yanitinizi aciklayin. 


d. y= sinx fonksiyonu [0,27], araliginda bir _ periyot, 
y = sin 2x fonksiyonu iki periyot, y = sin(x/2) fonksiyonu 
ise yarim periyot tamamlar. y = sinmx fonksiyonunun 
[0, 277] araliginda tamamladigi periyot sayistyla, bu egrinin 
orijindeki tegetinin egimi arasinda bir iliski var midir? Yantini- 
zi agiklayin. 


Parametrik Denklemlerden Kartezyen Denklemleri Bulmak 

67-78 alistirmalan, xy dtizleminde ilerleyen bir pargacigin pa- 
rametrik denklemlerini ve parametre araliklarin1 vermektedir. 
Pargacigin izledigi yolu bir Kartezyen denklem bularak belirleyin. 


Kartezyen denklemin grafigini cizin. (Grafikler kullanilan denkleme 
gore degisecektir). Grafigin, pargacigin kat ettigi parcasini ve hareket 
yontinii belirtin. 


67. x = cos2t, y=sin24, 0Sts7 


68. x = cos(7 — ft), y=sin(7—-t), OStsS7 
69. x= 4cost, y=2snt, 0S tS 27 
70.x=4sint, y=S5cost, 0S ts 27 
Nx =31, yp=9P, -~w<t<ow 
72.x=-Vi, y=t t=0 

13. = 2-9, peat 7, co<t< © 
74.x=3-3t, y=24 O<5t<=1 
5.x=t y=V1I-f, -1=1=<0 
76.x=Vt+1, y=vVt t=0 
77.x=se?t-1, y=tant, —c/2<t< 7/2 
78. x = —sect, p=tant, —7/2<t< 7/2 


Parametrik Denklemleri Belirlemek 


79. (a, 0) noktasindan baslayan ve x? + y* = a? cemberini cizen bir 
parcacigin hareketinin parametrik denklemlerini ve parametre 


araligint bulun. 
a. saat yOniinde bir kere b. saat y6niiniin tersine bir kere 
c. saat yOntinde iki kere d. saat yOnitiniin tersine iki kere 


(Bunu yapmanin bir cok yolu vardir, dolayisiyla yanitlarmiz 
kitabin arkasindakilerle ayni olmayabilir.) 


80. (a, 0) noktasindan baslayan ve (x7/a?) + (y?/b7) = 1 elipsini 
gizen bir pargacigin hareketinin parametrik denklemlerini ve 
parametre araligimi bulun. 
a. saat yOntinde bir kere b. saat y6niiniin tersine bir kere 

c. saat yOntinde iki kere d. saat yOniintin tersine iki kere 
Alistirma 79’da oldugu gibi, bir cok dogru yanit vardir.) 

81-86 alistirmalarinda, egri igin bir parametrizasyon bulun. 

81. Uc noktalar (—1, —3) ve (4, 1) olan dogru parcasi 

82. Uc noktalari (—1, 3) ve (3, —2) olan dogru parcasi 

83. x — 1 = y? paraboliiniin alt yarisi 

84. y = x? + 2x paraboliiniin sol yarisi 


85. Baslangic¢ noktasi (2, 3) olan ve (—1, —1) noktasindan gegen isin 
(yarim dogru) 


86. Baslangic noktasi (—1, 2) olan ve (0, 0) noktasindan gecen isin 
(yarim dogru) 


Parametrize Egrilerin Tegetleri 


87-94 alistirmalarinda verilen ¢ degerinin tanimladigi noktada egriye 
teget dogrunun denklemini bulun. Ayrica, bu noktada d?y/dx? ’nin 
degerini de bulun. 

87. x = 2 cost, t= 7/4 

88. x = cost, y= V3 cost, t = 27/3 


y =2sint, 


89. 
90. 
91. 
92. 
93. 
94. 
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x=t y=Vt, t= 1/4 

x= bel, y = V3t, f=3 
x=274+3, y=, t=-1 
x=t-—sint, y=1-—cost, t= 7/3 
x=cost, y=1+sint, t= 7/2 
x=sec’t-—1, y=tant, t= —7/4 


Teori, Ornekler ve Uygulamalar 


95. 


96. 


97. 


98. 


Bir aleti gok hizh ¢alistirmak Bir pistonun asag1 yukari hareket 
ettigini ve ¢ anmndaki konumunun, 4 ve 5 pozitif olmak tizere 


s =A cos (27bt) 


ile verildigini varsayin. A’nin degeri hareketin genligi ve b de fre- 
kanstir (saniyede pistonun asagi yukar1 hareket etme sayisi). Fre- 
kansin iki katina ¢ikarilmasinin hiz, ivme ve silkinme tizerindeki 
etkisi ne olur? (Sonucu buldugunuzda, bir aleti gok hizli galistir- 
diginizda aletin neden bozuldugunu anlayacaksin1z.) 

Fairbanks, Alaska’da sicakhklar Sekil 3.33’teki grafik tipik bir 
365 giinltik yil boyunca Fairbanks, Alaska’daki ortalama Fahren- 
heit sicakligi géstermektedir. x giintindeki sicakliga 


20 be 
365 


denklemiyle bir yaklasim yapilabilir. 


y = 31sin| 101)| + 25 
a. Sicaklik hangi giinde en hizli artmaktadir? 


b. En hizli artisi sirasinda, sicaklik giinde ortalama kag derece 
artmaktadir? 


i 
oO 


i) 
Oo 


oO 


4>xX 


Sicakhik (°F) 


SEKIL 3.33 Fairbanks, Alaska da hava sicakliklari normal 
ortalamasi, veri noktalarn olarak ¢izilmis ve sintis yaklasim 
fonksiyonu (Alistirma 96). 


Parcacik hareketi Bir koordinat dogrusu tizerinde ilerleyen bir 
cismin konumu, s metre ve ¢ saniye olmak tizere, s = V1 + 4r, 
ile verilmektedir. t = 6 sn’de hiz ve ivmeyi bulun. 

Sabit ivme Diisen bir cismin hizinin, baslangig konumundan s 
metre dtistiikten sonra v = Ks (k bir sabit) m/sn oldugunu 
varsayin. Cismin ivmesinin sabit oldugunu gésterin. 
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99. 


100. 


101. 


102. 


103. 


104. 


105. 


106. 
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Diisen meteor Diinyanin atmosferine giren agir bir meteorun 
hizi, diinyanin merkezinden s km uzaktayken Vs ile ters 
orantilidir. Meteorun ivmesinin s* ile ters orantili oldugunu gés- 
terin. 


Parcacik ivmesi Bir parcacik x ekseninde dx/dt = f(x) hiziyla 
ilerlemektedir. Pargacigin ivmesinin f(x)f (x) oldugunu gésterin. 


Sicakhk ve bir sarkacin periyodu  Kiictik genlikli salinimlar 
(kisa sallanmalar) icin, basit bir sarkacin periyodu 7 ile boyu L 


arasindaki iliskinin 
T= om|é 


ile verildigini s6yleyebiliriz. Burada g salinimin bulundugu yerdeki 
sabit yergekimi ivmesidir. g’yi santimetre bélii saniye kare olarak 
dlcersek, L’yi santimetre ve T’yi saniye olarak 6l¢memiz gerekir. 
Sarkag metalden yapilmissa, uzunlugu, L’ye orantili olarak, arta- 
cak veya azalacak sekilde sicaklikla degisir. Formiilti, u sicaklik ve 
k oran sabiti olmak tizere 


dL _ 


ae 


ile verilir. Bunu dogru varsayarak, periyodun sicakliga gére 
degisim oranimin k7/2 oldugunu gésterin. 


Zincir Kura f(x) = x7 ve g(x) = |x| oldugunu varsayin. Bu 
durumda (g ° g)(x) = |x? =x? ve (ge f (x) =|x7 |= 7 bileske 
fonksiyonlarinin ikisi de (g’nin x = 0’da tiirevlenememesine 
ragmen) x = 0'da tiirevlenebilir. Bu zincir kuraliyla ¢gelisir mi? 
Aciklayin. 

Tegetler uw = g(x)’in x = I’de ve y = f(u)’nun u = g(1)de 
tiirevlenebildigini varsayin. y = f(g(x)) grafiginin x = 1’de yatay 
bir tegeti varsa, g’nin grafiginin x = 1’deki tegeti veya f’nin 
grafiginin u = g(1)’deki tegeti hakkinda bir sey sdyleyebilir 
miyiz? Yanitinizi aciklayin. 

u = g(x)’in x =—S’te, y = f(u)’nun u = g(—5)’te tiirevlenebildik- 
lerini ve (f ° g)’ (—5)’in negatif oldugunu varsayin. g’(—5) ve 
f (g(-5)) hakkinda bir sey sdylenebilir mi? 

sin 2x’in tiirevi y = 2 cos 2x fonksiyonunu —2 = x <= 3.5 
araliginda gizin. Ayn ekranda, h = 1.0, 0.5 ve 0.2 icin 


_ sin2(x + h) — sin 2x 
h 


fonksiyonunu ¢izin. Negatif degerler de alarak baska h deger- 

lerini de deneyin. h > 0 iken ne oldugunu goriiyorsunuz? Bu 

davranis1 agiklayin. 

cos (x’)’nin titrevi _y = —2x sin (x*) fonksiyonunu —2 S x S 3 

araliginda ¢izin. Ayni ekranda, 4 = 1.0, 0.7 ve 0.3 icin 

cos ((x + h)?) — cos (x?) 
y= h 

fonksiyonunu cizin. Negatif degerler de alarak baska h degerlerini 
de deneyin. h — 0 iken ne oldugunu goériiyorsunuz? Bu davranisi 
aciklayin. 


107 ve 108 alistirmalarmdaki egrilere Papyon egrileri denmektedir. 
Her bir durumda, birinci dortte bir bélge icinde, egrinin yatay 
tegetinin bulundugu noktay1 ve orijindeki iki tegetin denklemlerini 


107. 


bulun. 
108. 
» x = sint y C= si 
A he? % x = sin 2t 
= sin 2t y = sin 3¢ 
>X i ; > X 


Zincir Kuralint kullanarak, 109 ve 110 alistirmalarindaki x” fonksi- 
yonlari icin (d/dx)x" = nx”! kuwvet kuralinin gecerli oldugunu gés- 


terin. 


109. 


x4 = V/Vx 110. x3/4 = VxVx 


BILGISAYAR ARASTIRMALARI 
Trigonometrik Polinomlar 


111. 


112. 


Sekil 3.34’te gériildtigii gibi, 
s = f(t) = 0.78540 — 0.63662 cos 2t — 0.07074 cos 6t 
—0.02546 cos 10t — 0.01299 cos 14t 


trigonometrik “polinomu” [—7, 7r] araliginda s = g(f) testere disi 

fonksiyonuna ¢ok iyi bir yaklasimdir. f ‘nin tiirevinin, dg/d? nin 

taniml: oldugu noktalarda g’nin tiirevine yaklasimi ne kadar iyi 

dir? Yanit igin, asagidaki adimlari izleyin. 

a. [-7, 7] araliginda dg/d?’yi (tantmli oldugunda) ¢izin. 

b. df/dt’yi bulun. 

ce. df/dtyi cizin. df/dtnin dg/dt’ye en iyi ve en kéotii 
yaklasimlar nerededir? Trigonometrik polinomlarla yapilan 
yaklasimlar 1s1 ve salinim teorilerinde 6nemlidirler, fakat bir 
sonraki alistirmada go6recegimiz gibi, bunlara fazla 
giivenemeyiz. 

(Altstirma 111’in devam1) Alistirma 111’de, bir g(t) testere disi 

fonksiyonuna [—7, 7] araliginda yaklasimda kullanilan bir f(t) 

trigonometrik polinomunun, testere disi fonksiyonunun tiirevine 

benzeyen bir tiirevi oldugunu goérdiik. Ancak, bir trigonometrik 


5 = g(t) 
4 s= fo) 
a 


SEKIL3.34 Bir testere disi fonksiyonunun 
bir trigonometrik “polinom” yaklasim1 
(Alistirma 111). 
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fonksiyon bir fonksiyonu, tiirevi o fonksiyonun tiirevine yakla- : Sus 

siklik géstermeyecek bir sekilde temsil edebilir. Ornek olarak, Parametrize Egriler ; ae 

Sekil 3.35’teki s = k(#) basamak fonksiyonunu temsil etmek iizere 113-116 alistirmalarinda asagidaki adimlari gergeklestirmek igin bir 
BCS kullanin. 


s = A(t) = 1.2732 sin 2t + 0.4244 sin 6¢ + 0.25465 sin 10¢ 
+ 0.18189 sin 14¢ + 0.14147 sin 18¢ 


a. Verilen ¢ degerleri araliginda egriyi gizin 


b. tonoktasinda dy/dx ve d’y/dx*’yi bulun. 


“polinomu” kullanilmistir. Ancak /’nin tiirevinin A’nin tiireviyle c. Egrinin, verilen fy degerinin belirttigi noktasindaki tegeti igin 


iliskisi yoktur. 


a. [—7, 7]. araliginda dk/dt’yi (tanimli oldugunda) gizin. l 


b. dh/dt’yi bulun. 


bir denklem bulun. Egriyi ve tegeti birlikte bir grafikte ¢izin 


113,.4=S?, pase, 0O=t=1, H=1/2 


ce. dh/dt’yi cizip dk/dt’ye yaklasiminin ne kadar kotii olduguna 114. x = 2° — 167 + 25t+5, p=rt+t—-3, 0=1t=6, 


bakin. Gordiiklerinizi agiklayin. 


115.x=t-—cost, y=1l+sint, -TSts7, t=7/4 


116.x=e'cost, y=e'sint, 0StS a7, t= 7/2 


SEKIL3.35 Bir basamak fonksiyonunun bir 


trigonometrik “polinom” yaklasim1 


(Alistirma 112). 


Kapali Tuirev Alma 


y 
A» 
y= V25 — x7 
>Xx 
5 5 
‘a 
yy = -V 25 — x? Bgim = -2 = 3 


SEKIL 3.36 Cember iki  fonksiyonun 
grafiklerini birlestirir. y, grafigi alt yari 
cemberdir ve (3, —4) noktasindan gecer. 


Simdiye kadar ilgilendigimiz fonksiyonlarin bir gogu, y’yi x degiskeni cinsinden agikga 
ifade eden y = f(x) seklindeki bir denklemle tanimlanmisti. Bu gsekilde tanimlanan 
fonksiyonlarin tiirevlerini almak icgin kurallar 6grendik. Béltim 3.5’te ayrica, bir egri 
x = x(t) ve y = y(x) denklemleriyle parametrik olarak tanimlandiginda dy/dx tirevinin 
nasil bulunacagim Grendik. Uciincii bir durum 


v+y-25=0, y-x=0 veya xvt+y-9xy=0 


seklinde denklemlerle karsilastig1mizda ortaya cikar (bkz. Sekil 3.37 ve 3.38). bu denk- 
lemler x ve y degiskenleri arasinda kapali bir baginti tanimlarlar. Bazi durumlarda béyle 
bir denklemden y’yi x’in agik bir fonksiyonu olarak (veya belki birkag fonksiyon) ¢ézebi- 
liriz. Bir F(x, vy) = 0 denklemini bildigimiz sekilde tiirevini alabilmek igin y = f(x) haline 
sokamadigimizda, kapali tiirev alma yéntemiyle dy/dx’i yine de bulabiliriz. Bu, denkle- 
min her iki tarafinin da x’e gore tiirevini almaktan ve sonra sonug denklemi y’’ye gore 
cézmekten ibarettir. Bu béliimde bu yéntem anlatilmakta ve bu yontem kullanilarak kuv- 
vet kurali, tiim rasyonel tisleri kapsayacak sekilde genisletilmektedir. Bu béliimdeki 6r- 
neklerde ve alistirmalarda verilen denklemlerin, daima y’yi x’in tiirevlenebilir bir fonksi- 
yonu olarak tanimladiklar kabul edilmektedir. 


Kapali Olarak Taniml Fonksiyonlar 


Bir 6rnekle baslryoruz 
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Egim =. 1 
2y2 2V%x 


SEKIL 3.37 y°—x=0, veya genelde 
yazildizi sekliyle y* = x denklemi x = 0 
araliginda x’in tiirevlenebilir iki 
fonksiyonunu tanmlar. Ornek 1’de, y* =x 
denklemini y’ye gore ¢6zmeden bu 
fonksiyonlarin tiirevlerinin nasil 
alinacagini géstermektedir. 


OM 


SEKIL3.38 x3 + 9° — 9xy = 0 e@risi x’in tek 
bir fonksiyonunun grafigi degildir. Ancak, 


egri x’in fonksiyonlarinin grafikleri olan 
ayr1 yaylara boliinebilir. Fo/vum olarak 
adlandirilan bu 6zel egrinin gecmisi 
1638’de Descartes’e kadar uzanir. 


ORNEK1 — Kapali Olarak Tiirev Alma 
y’ =x ise dy/dx’i bulun. 


Céziim y* = x denklemi x’in tiirevlenebilir ve aslinda bulabilecegimiz iki fonksiyonunu 
tammmlar, yani y) = Vx ve y2 = —V<x (Sekil 3.37). ikisinin de x > 0 icin tiirevlerinin 
nasil alinacagini biliyoruz: 


at oil ey ol 
dx Wx dx 2k 


Ama sadece y* = x denkleminin y’yi x > 0 icin x’in bir veya daha fazla tiirevlenebilir 
fonksiyonu olarak tanimladigini bildigimizi varsayalim (agik olarak bilmesek de). Hala 
dy/dx’i bulabilir miyiz? 

Yanit evettir. dy/dx’i bulmak igin, y = f(x)’e x’in tiirevlenebilir bir fonksiyonuymus 
gibi davranarak, y? = x denkleminin iki tarafinin da x’e gore tiirevini aliniz: 


Ss ad Oh. 
, Zincir kurali 5 (y’) = 
y=] eee eee ee 
dx all =te'G) =a, 
dy _ 1 verir. 
dx 2y’ 
Bu tek formiil, y; = Vx ve y2 = —Vx acik géziimlerinin ikisi icin de bulmus 
oldugumuz tiirevleri vermektedir: 
dy, 1 1 J 1 1 |. 1 . 
dx 2, wy =O dx 2y2 9(—/x) 2Vx 


ORNEK 2 


x? +y? =25 cemberinin (3, -4) noktasindaki egimini bulun. 


Bir Cemberin Bir Noktadaki Egimi 


Ciziim Cember_x’in tek bir fonksiyonunun grafigi degildir. [ki tiirevlenebilir fonksiyo- 
nun, y) = V25 — x? ve yy = —V25 — x? fonksiyonlarmin grafiklerinin birlesimidir 


(Sekil 3.36). (3, -4) noktas1 y)’nin grafiginde bulunmaktadir, dolayisiyla egimi agikg¢a he- 
saplayarak bulabiliriz: 


dy2 = —2x = —6 _ 3 
dx | .=3 2V25 — x2 1x=3 IV =—9 4 


Ancak, verilen cember denkleminin x’e gére kapali olarak tiirevini alirsak, problemi daha 
kolay gézebiliriz: 


dy 
2x 2y = 
ad __x 
dx Ne 
(3, —4) noktasindaki egim 7 =— 7 = ; *tiir. 
(3, -4) 


y? = x7 + sin xy 


SEKIL 3.39 Ornek 3’teki 

y’ +x° + sin xy’nin denklemi. 

Ornek, kapali olarak tanimlanmis bu egri 
tizerinde egimlerin nasil bulunacagint 
géstermektedir. 


Teget 


Mercegin 
yiizey 
egrisi 


SEKIL 3.40 Bir agik iginimin, mercegin 
yiizeyinden gecerken kirilmasini gésteren 
mercek profili. 
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Sadece x ekseninin altindaki noktalarda gecerli olan dy/dx formiiliiniin aksine, 
dy/dx =—x/y formiliiniin cemberin e%iminin bulundugu her yerde gecerli olduguna dikkat 
edin. Ayrica, tiirevin sadece bagimsiz degisken x71 degil, x ve vy degiskenlerinin ikisini de 
igerdigine dikkat edin. 

Kapali olarak tanimlanmis baska fonksiyonlarin tiirevlerini hesaplamak icin, Ornek 1 
ve 2’deki gibi ilerleriz: y’ye x’in tiirevlenebilir kapali bir fonksiyonu gibi davranir ve bilinen 
kurallari uygulayarak tanimlayici denklemin iki tarafinin da tiirevini aliriz. rT] 


ORNEK3 — Kapali Olarak Tiirev Alma 
y? =x? + sinxy ise dy/dx’i bulun (Sekil 3.39). 


Coziim 
y? = x? + sinxy 
d d dp... iki tarafinda x’e gore 
dx (v’) ~ x (x?) 9 de (sin xy) tiirevini alin... 
dy d ..J’ye x’in bir fonksiyonu 
2y ae = 2x + (cos xy) a7) gibi davranin ve zincir 
me 7 kuralini kullanin. 
dy dy 
2y— = 2x + (cosxy)| y + x= xy’ye bir garp1 gibi davranin 
dx y\ J dx 
dy dy 
2y a (cos xy) (« dx = 2x + (cos xy)y dy/ dx li terimleri bir araya toplayi... 
dy 
(2y — x cos xy) com 2x + ycosxy ... ve dy/dx’i ortak paranteze alin. 


dy 2x + ycosxy 


= oe 
dx 2y — xcos xy Bolerek dy/dx’i bulun.. 

dy/dx formiiliiniin, kapali olarak tanimlanmis eSrinin eZiminin tanimli oldugu her yere 
gecerli olduguna dikkat edin. Ayrica, tiirevin sadece bagimsiz degisken xi degil, x ve y 
degiskenlerinin ikisini de igerdigine tekrar dikkat edin. 7 


Kapali Tiirev Alma 


1. y’ye xin tiirevlenebilir bir fonksiyonu gibi davranarak, denklemin iki 
tarafinin da x’e gore tiirevini alin. 


2. dy/dx’li terimleri esitligin bir tarafinda toplayin. 
3. dy/dx’i géziin 


Mercekler, Tegetler ve Normal Dogrular 


Bir mercege girerken 1s1g1n nasil yOn degistirdigini tanimlayan yasada, 6nemli agilar 
1g1Z1n mercege giris noktasinda mercegin ytizeyine dik olan dogruyla yaptig agilardir 
(Sekil 3.40’taki A ve B agilari). Bu dogruya giris noktasinda yizeyin normali adi verilir. 
Sekil 3.40’taki gibi bir mercegin yandan gGriintistinde, normal, egrinin 1sig1n giris nok- 
tasindaki tegetine dik olan dogrudur. 
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+ y3—9xy =0 


>X 


SEKIL3.41 Ornek 4, Descartes folyumunun 
(2, 4)’teki tegetinin ve normalinin 
denklemlerinin nasil bulunacagini 
géstermektedir. 


ORNEK4 — Descartes Folyumunun TeGeti ve Normali 


(2,4) noktasinin x° + y° — 9xy = 0 e@risi iizerinde oldugunu gésterin. Sonra, eSrinin bu- 
radaki tegetini ve normalini bulun (Sekil 3.41). 


Céziim (2, 4) noktasi egrinin tizerindedir giinkti koordinatlam egrinin denklemini saglar: 
23 + 4 — 9(2)(4) = 8 + 64-72 =0. 

Eérinin (2, 4)’teki eZimini bulmak igin, 6nce kapali tiirev kullanarak dy/dx’in for- 
miiliinti buluruz: 


d d d d iki tarafinda x’e gére 
ae (x3) + de (y?) dx (9xy) — dx (0) tiirevini alin... 
dy dy ae Pe ay’yi bir garpim ve y’ye 
2 2 = xin bir fonksiyonu gibi 
ae 3y dx (« dx ve dx . davranin. 


d 
3(y? — 3x) = = Dy — 3x? 
d 3y — x? 
= 2 = dy/dx’i géziin. 


Sonra (x, y) = (2,4) noktasinda tiirevi hesaplariz: 


dy 3(44)-2? 8 4 
dx g4 4-—3(2) 10° 5 


3y — x? 


@.4) y? — 3x 
(2, 4) noktasindaki teget, (2, 4) noktasindan 4/ 5 egimiyle gecen dogrudur: 


y=442(x-2) 
yoGr+ 2 


Egrinin (2, 4) noktasindaki normali ise burada tegete dik olan dogru, (2, 4) noktasindan 
—5 i; 4 egimiyle gecen dogrudur: 


5 
y=4— F(x — 2) 


y= 5x + $ a 

Kuadratik formiil, y? — 2xy + 3x” = 0 seklindeki ikinci derece bir denklemden y’yi 

x cinsinden cézmemizi saglar. Uciincii dereceden bir denklemin tig k6kiinii veren, 

kuadratik formiil gibi bir formil vardir fakat cok daha karmasiktir. Eger bu formil 

x3 + y> = 9xy denkleminden y’yi x cinsinden gdzmek igin kullanilsaydi, denklem 
tarafindan tanimlanan ti¢ fonksiyon 


3 [6 3 [6 
_ _ 3/_ x x 3 ce ne Pe 3 
y = f(x) r} ea a 27x? + r} > - 27x 


3.6 Kapali Tiirev Alma 209 


y= 5 |p) + V-3 (¥ « +, Ee 27x3 F} « 1 fe 2°) 


olurdu. Ornek 4’te kapali tiirev almak, dy/dx’i yukaridaki formiillerden herhangi birinden 
dogrudan dogruya hesaplamaktan cok daha kolaydir. Daha yiiksek dereceden denklem- 
lerin tanimladigi egriler tizerinde egim bulmak genellikle kapali tiirev alma gerektirir. 


ve 


Yiiksek Mertebe Tiirevler 


Kapali tiirev alma daha yiiksek mertebeden tiirevler almak igin de kullanilabilir. Asagida 
bir 6rnek verilmistir. 


ORNEK5 Bir Ikinci Mertebe Tiirevi Kapali Olarak Bulmak 


2x3 — 3 =8 ise d’y/dx’’yi bulun. 


Ciziim Baslangig olarak, denklemin iki tarafinin da x’e gore tiirevini alarak, 
y’ = dy/dx’i buluruz: 


@ (2x3 — 3y2) = = (8) 


Qo ri y’ye x’in bir fonksiyonu 
6x boyy’ = 0 gibi davranin. 
x? — yy’ =0 
2 
xX 
y= y? y#0 yyii céziin 


Simdi y”nii bulmak igin Boliim Kuralini uygulariz. 


4f d (=) = 2xy — oy _ 2x x, 


vO dx \Y y? yy y 
Son olarak y”nii x ve y cinsinden yazabilmek igin y’ = x?/y’yi yerine yazariz. 
y! = 2x = x? (=) ., 2% x4 rr; > 
y y y y ys y 


Tiirevlenebilir Fonksiyonlarin Rasyonel Kuvvetleri 


aX =n * 
kuwvet kuralinin n bir tamsay1 oldugunda gecerli oldugunu biliyoruz. Simdi bunun her 
rasyonel n sayisi icin de dogru oldugunu gésterecegiz. 


TEOREM4 —_ Rasyonel Usler icin Kuvvet Kurali 


qyl>: 


p/q bir rasyonel sayrysa, x4, x” in tanim kiimesinin her ig noktasinda 


tiirevlenebilir. 


@ ofa —P /g-1 
ax~ 4* 
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ORNEK 6 —_Rasyonel Us Kuralini Kullanmak 


(a) ae) 7 / De x > 0 igin 
dad 2/3) — 2 -1/3 = 
(b) A (x ) 3 x #0 icin 
(c) £ (x48) = -$.7 x #0 igin a 
Teorem 4’iin ispat! p ve g, g > 0 olmak iizere iki tamsayi olsun ve y = Wy? =xP/ 
oldugunu varsayin. Bu durumda 
yt = xP 


olur. p ve q’nun ikisi de tamsayi oldugu igin (ki tamsayilar igin kuvvet kuralin 
ispatlamistik), denklemin iki tarafinin da x’e gore kapali tiirevini alabiliriz: 
dy 
gl pypol 
Pk . 


y #0 ise, denklemin iki tarafim da gy4~! ile blip, dy/dx’i bulabiliriz: 


dy _ px?! 
dx ~ qt! 
= ‘ae D 
1 (xp/aya-l pau? 
= et P = 
= qga-)=e-g 


«x (P-)-(P-P/9) Bir iis kurali 


«x (P/g)-1 


Q/D QD Ql w Qld 
é 
xD 
x 
= 


béylece kural ispatlanir. 7 


Kuvvet Kurali’nin sifirdan farkli herhangi bir reel tis icin ispatlandig1 Béliim 7 de, 
Teorem 4’tin ispatinda kullanilan tiirevlenebilirlik varsayimim kaldirabilecegiz (Bkz. 
Boliim 7.3). 

Teorem 4’iin sonucunu Zincir Kurali ile birlestirince Kuvvet Zincir Kuralinin w’nun 
rasyonel kuvvetlerine bir genislemesini elde ederiz: p/q bir rasyonel sayiysa ve wu x’in 
tiirevlenebilen bir fonksiyonu ise wv’? x’in tiirevlenebilen bir fonksiyonudur ve 


Zz u 


dpa = Pi (v/q—1 du 
dx q dx 


dir. ((p/q) < 1 igin u #0 olmasi kosuluyla). Bu kisitlama zorunludur, zira takip eden 
drnekte de goriilecegi gibi, 0 v’/”’nun tanim kiimesinde olabilir fakat w/in tanim 
kiimesinde bulunmayabilir. 


ORNEK 7 


[-1, 1]’de taniml: fonksiyon 
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Rasyonel Kuwet ve Zincir Kurallarini Kullanmak 
(a) q (1 x pr = (1 x?)-/4(—2x) u = 1 — x? ile Kuvvet Zinciri Kurah 
dx + 


(b) £ (cos x) 1/5 


TX 


yes al 


yalniz (—1, 1) de tanimli tiirev 


(cos x) °/ L (cos x) 


(cos x) 9/5 (—sin x) 


5 (sin x)(cos x)~*/5 


ALISTIRMALAR 3.6 


Rasyonel Kuvvetlerin Turevleri 
1-10 alistirmalarinda dy/dx’i bulun. 


ly= er 2y= x / 

3. y= W2x 4. y= W5x 

5. y= 7Vx + 6 6. y= -2Vx- 1 
7. y = (2x + 5)? 8. y = (1 — 6x) 
9% yp = x(x? + 1)? 10. y = x(x2 + 1) 


11-18 alistirmalarindaki fonksiyonlarin ilk tiirevlerini bulun. 


is = V2 12. r= We? 
13. y = sin[(2¢ + 5)77] 14. z = cos[(1 — 61)77] 


15. f(x) = V1 - Vx 
17. h(0) = W1 + cos (20) 


Kapali Tiirev Alma 
19-32 alistirmalarinda dy/dx’i bulmak igin kapali tiirev alin. 


16. g(x) = 2(2x 7 + 13 
18. k(@) = (sin(@ + 5))°/4 


19. x*y + xy? = 6 20. x3 + y? = 18xp 
21. yt y=xt+y 22. 3B -xaty=1 
23. x°(x — py? =x? - y? 24. (3xy + 7)? = 6y 
2s, y? == 26. x? = 

27. x = tany 28. xy = cot(xy) 

29. x + tan(xy) = 0 30. x + siny = xy 


31. 32. y? cos () = 2x + 2y 


fl) _ 
ysin | y = 1 — xy 


33-36 alistirmalarinda dr/d6’y1 bulun. 


34. r—-2V0= 3 pi 5 6/4 


33. 87 4 7! = |] 


36. cosr + cot@ = ré 


Nile 


35. sin(rd) = 


ikinci Mertebe Tiirevler 


37-42 alistirmalarinda, énce dy/dx’i, sonra da @y/dxyi bulmak igin 
kapal: tiirev alin. 


37.7 +y? =1 38. x73 + y73 =1 

39. yp? =x + 2x 40. y? — 2x =1-2y 

41. 2Vy=x-y 4.x +y=1 

43. x° + y= 16 ise, (2, 2) noktasinda d’y/dx?’nin degerini bulun. 


44, xy + y’ = 1 ise, (0, -1) noktasinda @*y/dx?’nin degerini bulun. 


Egimler, Tegetler ve Normaller 

45 ve 46 alistirmalarinda verilen noktalarda egimi bulun. 

45. +x? =y'-2x (-2, 1) ve (-2, -1) de 

46. 0? +y’P=(x-y)? (1, 0) ve (1, -1) de 

47-56 alistirmalarinda verilen noktanin egrinin tizerinde oldugunu 


dogrulayin ve verilen noktada egrinin (a) tegetini ve (b) normalini bu- 
lun. 


47. x7 +xy-y?=1, (2,3) 
48. x7 + y? = 25, (3, —4) 
49. x*y?=9, (1,3) 
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50. y> — 2x -4y-—1=0, (-2,1) 

51. 6x? + 3xy + 2y? + 17v-6=0, (-1,0) 
52. x2 — V3xy + 2y? = 5, (V3,2) 

53. 2xy + wsiny = 27, (1, 7/2) 

54. xsin2y = ycos2x, (7/4, 7/2) 

55. y = 2sin(7x — y), (1,0) 

56. x’ cos*y — siny = 0, (0,7) 


57. Paralel tegetler Paralel tegetler x° + xy +)° =7 eBrisinin x-ek- 
senini kestigi iki noktay1 bulun ve bu noktalardaki tegetlerin para- 
lel olduklarin: gésterin. Tegetlerin ortak egimi nedir? 


58. Koordinat eksenlerine paralel tegetler x7 + xy + > = 7 
egrisinin tegetinin (a) x-eksenine paralel oldugu ve (b) y-eksenine 
paralel oldugu noktalar: bulun. [kinci durumda dy/dx tanimli 
degildir, fakat dx/dy tanmlidir. Bu noktalarda dx/dy’nin degeri 
nedir? 

59. Sekiz egrisi Asagida gésterilen iki noktada y* = y’ — x’ egrisinin 
egimini bulun. 


y 
A 


-1 


60. Diocles’in sarmagik e&risi (M.6. 200 civarmda) Diocles’in 
sarmasik egrisi olarak adlandimlan y°(2 — x) = x° e@risinin 
(1, 1)’deki teget ve normalinin denklemlerini bulun. 


y 


A 
y2—-x =x 


61. Seytan egrisi (Gabriel Cramer [Cramer Kuralinin Crameri], 
1750) y*—4y° = x*— 9x7 denklemiyle verilen seytan eSrisinin be- 
lirtilen dort noktadaki egimlerini bulun. 


y 


: yt — dy? = x4 — 9x 


62. Descartes’in folyumu (Bkz. Sekil 3.38) 


a. x° + y° — 9xy = 0 denklemiyle verilen Descartes’in fol- 
yumunun (4, 2) ve (2, 4) noktalarindaki egimini bulun. 


b. Folyumun orijinden baska hangi noktada yatay bir tegeti 
vardir? 


c. Sekil 3.38’de gésterilen ve folyumun dikey bir tegetinin 
bulundugu 4 noktasimin koordinatlarin bulun. 


Kapali Olarak Tanimlanan Parametrizasyonlar 

63-66 alistirmalarindaki denklemlerin x ve y’yi kapali olarak, 
x= f(t), y = g(t) tirevlenebilir fonksiyonlari olarak tanimladikla- 
rim varsayarak, x = f(t), y = g(f) e&risinin verilen ¢ degerindeki 
egimini bulun. 

63. x? — 2x + 27 = 4, 27-37 =4, 1=2 

64.x= VS5—Vi, vp(t-l=Vi t=4 

6.x 297? =P +4 yVtt+14+2vy=4, 1=0 

66. xsint+ 2x =f, tsint—-2t=y, t=a7 

Teori ve Ornekler 

67. f"(x) =x)? ise, asagidakilerden hangisi dogru olabilir? 


a. f(x) = 3 y2/ =3 b. f(x) = at _4 


c. f(x) eyes 


68. =x ve 2x° + 3° =5 e@rilerinin (1, £1) noktalarmm tegetlerinin 
bir 6zellikleri var midir? Yanitinizi aciklayin. 


1 -ap iy) — 2 42/3 
3% d. f’(x) 7% +6 


69. Normalini kesme x” + 2xy— 3y"= 0 e@risinin (1, 1) noktasindaki 
normali egriyi baska hangi noktada keser? 

70. Bir dogruya paralel normal xy + 2x — y = 0 erisininin 
2x + y= 0 dogrusuna paralel olan normallerini bulun. 

71. Bir parabole normal x = y” paraboliindeki (a, 0) noktasindan 
asagida verilen tic normali cizmek miimkiinse, a’nin 1/2’den 
biiyiik olmasi gerektigini gésterin. Normallerden biri x-eksenidir. 
Diger iki normalin dik olmasi igin a ne olmalidir? 


>< 


0 (a, 0) 


72. Ornek 6(b) ve Ornek 7(a)’daki tiirevlerin tanim kiimeleri iiz- 
erindeki kisitlamalarin altinda yatan geometri nedir? 


73 ve 74 alistirmalarinda hem (y’ye x’in bir fonksiyonuymus gibi 
davranarak) dy/dx’i hem de (x’e y’nin bir fonksiyonuymus gibi davra- 
narak) dx/dy’yi bulun. dy/dx ve dx/dy arasinda ne gibi bir iliski var 
gibidir? Bu ikliskiyi grafikler cinsinden geometrik olarak aciklayimiz. 


73. xy + xy = 6 74. 3 + y? = sin’ y 
BILGISAYAR ARASTIRMALARI 


75. a. x' + 4y° = 1 ise, dy/dx ’i iki yoldan bulun: (1) y’yi géziip, 
gikan fonksiyonlarin tiirevlerini her zamanki gibi alarak ve (2) 
kapali tiirev alarak. [ki durumda da aym sonucu buluyor 
musunuz? 


b. x‘ + 4y? = 1 denkleminden y’yi céziin ve cikan fonksiyonlari 
birlikte cizerek x‘ + 47 = 1 denkleminin tam bir grafigini 
olusturun. Seklinize bu fonksiyonlarin birinci tirevlerinin 


76. 


3.7 iliskiti Orantari 213 


grafiklerini de ekleyin. x‘ + 4y? = 1 grafigine bakarak tiirev 
grafiklerinin genel davranisin1 tahmin edebilir miydiniz? 
Tiirev grafiklerine bakarak x‘ + 4y° = 1 grafiginin genel 
davranisini tahmin edebilir miydiniz? Yanitiniz1 agiklayin. 
(x2) +y* =4 ise, dy/dx’i iki yoldan bulun: (1) y’yi céziip, 
cikan fonksiyonlarin x’e gére tiirevlerini alarak ve (2) kapali 
tiirev alarak. [ki durumda da ayn: sonucu buluyor musunuz? 
(x — 2% + y° = 4 denkleminden y’yi cdziin ve cikan 
fonksiyonlari birlikte cizerek (x — 2)* + y* = 4 denkleminin 
tam bir grafigini olusturun. Seklinize bu fonksiyonlarin 
birinci tiirevlerinin grafiklerini de ekleyin. (x — 2)’ + y° = 4 
grafigine bakarak tiirev grafiklerinin genel davranisim1 tahmin 
edebilir miydiniz? Tiirev grafiklerine bakarak (x —2)° + y° = 4 
grafiginin genel davranisin1 tahmin edebilir miydiniz? 
Yanitinizi aciklayin. 


77-84 alistirmalarindaki adimlar igin bir BCS kullanin. 


77. 
78. 


79. 


80. 


81. 


82. 


83 
84 


a. 


x3 


Denklemi BCS’nin kapali ¢izim programiyla ¢izin. Verilen P 
noktasinin denklemi dogruladigini kontrol edin. 


Kapali tiirev almayi kullanarak dy/dx tiirevi icin bir formiil 
bulun ve bunu verilen P noktasinda hesaplayin. 


(b) sikkinda buldugunuz egimi kullanarak, egrinin P’deki 
tegetinin denklemini bulun. Kapali egriyi ve tegeti tek bir 
grafikte gizin. 
~ayty?=7, P(,1) 

yx + yx2? + yt = 4, PCI, 1) 


2 2S 
Te age P(O, 1) 


+ cosxy = x7, P(1,0) 


Bs 7 
x + tan (%) = 2; (1,2) 


xy? 


tan(x + y) = 1, (Zo) 


224 Gy =2 +2, PU, 1) 


.xV1+ 2yt+y=x7, P(I,0) 


aria lliskili Orantart 


Bu béliimde, bazi degiskenlerin degisim oranlarinin soruldugu problemlere bakacagiz. 
Her durumda oran, degistigi bilinen baska bir degiskenin (belki birkag degiskenin) 
degisim oranindan hesaplanmasi gereken bir tiirevdir. Bunu bulmak igin, ilgili degisken- 
leri birbirine baglayan bir denklem yazar ve aradigimiz orani bildigimiz oranlara baglayan 
bir denklem elde etmek icin tiirevini aliriz. Degisimini d6l¢ebildiginiz baz oranlardan ko- 
layca elde edemediginiz bir oran bulma problemine iliskili oranlar problemi denit. 
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wv _ | 
©, = ~3000 L/dak 


SEKIL3.42 Bir silindirik tank igindeki sivi 
hacminin degisim oram1, tank i¢gindeki sivi 
seviyesinin degisim oranina baglidir 
(Ornek 1). 


iliskili Orantar Denklemleri 


Kiresel bir balon igine hava pompaladigimizi varsayin. Balonun hem hacmi ve hem de 
yarigap1 zamanla artar. Belirli bir anda balonun hacmi V ve yarigap1 r ise 


V= a 


3 
olur. Zincir Kuralini kullanarak, [liskili oranlar denklemi bulmak icin tiirev aliriz: 


dV _dVdr _, 2dr 
dt drdt —" dt 


Dolayistyla, verilen belirli bir zaman aninda balonun yaricapini ve hacmin dV/dt artis ora- 
nin biliyorsak, son denklemden dr/dt’yi cézebilir ve verilen anda yarigapin ne kadar hiz- 
lt arttigimt bulabiliriz. Hacmin artis oraninin dogrudan 6lcimiiniin, yarigapin artis oraninin 
dogrudan Olciimiinden daha kolay olduguna dikkat edin. [liskili oranlar denklemi dr/dt’yi 
dV /dt’den hesaplamamizi salar. 

Asagidaki drnekte gésterildigi gibi, gogu zaman, bir iliskili oranlar problemindeki de- 
giskenleri iliskilendirmenin anahtari, degiskenler arasindaki geometrik iliskileri gésteren 
bir sekil cizmektir. 


ORNEK1 Bir Tanktan Disari Sivi Pompalamak 


Dikey bir depolama tankinin icindeki sivi seviyesi, sivry1 3000 L/dak hizla pompalarsak 
ne hizla diisecektir? 


Céziim Bir kism: dolu dik bir silindir tank ¢izer ve yarigapimi r, sitvinin yiiksekligini ise h 
ile belirtiriz (Sekil 3.42). Sivinin hacmini ise V ile gésteririz. 
Zaman gectikce, yaricap sabit kalir, fakat V ve A degisir. V ve A’y1 zamanin 
tiirevlenebilir fonksiyonlar olarak kabul eder ve zamani ¢ ile gésteririz. Bize 
Sivry1 disar1 3000 L/dak hizla 
dv = —3000 pompalariz. Oran negatiftir, ciinkti 
dt hacim azalmaktadir. 


oldugu verilmistir ve bulmamuiz istenen 


a Sivi seviyesi ne hizla diigecektir? 
t 
dir. dh/dt’yi bulmak icin 6nce h’yi V’ye baglayan bir denklem yazariz. Denklem /, r ve h 
icin secilen birimlere baglidir. V litre ve r ile h metre ise, silindirin hacmi icin uygun denklem 


V = 1000mr7h 


olacaktir, giinkti bir metrektipte 1000 litre bulunur. 

V ve h f’nin tirevienebilir fonksiyonlar olduklari icin, V = 1000ar7h_ denkleminin 
iki tarafinin da ?’ye gore tiirevini alarak, dh/dt’yi dV/dt ile iliskilendiren bir denklem bula- 
biliriz: 


av = 1000¢r2 a r bir sabittir. 
t 


dt 
Bilinen dV/dt = —3000 degerini yerine koyar ve dh/dt’yi c6zeriz: 
dh —3000 ee) 


dt 1000ar? mr? 


Balon 


6 = 7/4 iken 

do _ 

ae 0.14 rad/dak 
6 = 7/4 iken 

/dy 
dt 
6 
Tarayici 


500 ft 


SEKIL3.43  Balon yiiksekliginin degisim 
orani telemetrenin yer ile yaptig1 aginin 
deSisim oranina baglidir (Ornek 2). 
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Siv1 seviyesi 3/(ar) m/dak. hizla diisecektir. 
dh/dt =—3/mr’ denklemi stv1 seviyesinin diisiis oranmnim tankin yaricapina nasil bagli 
oldugunu géstermektedir. r kiiciikse, dh/dt bityiik olacaktur; r bityiikse, dh/dt kiiciik olur. 


dh 3 


r=1m: Bo m/dak = —95 m/dak 
dh 3 . 
r=10m: a oe 0.0095 m/dak =—0.95 m/dak 


iliskili Orantar Problemlerini Cézme Stratejisi 

1. Bir resim cizin ve degigkenlerle sabitleri isimlendirin. t’yi zaman icin kul- 
lanin. Biitiin degiskenlerin zamanin fonksiyonu olduklarini varsayin. 

2. Sayisal bilgileri yazin (segtiginiz sembolleri kullanarak). 


3. Neyi bulmak istediginizi yazin (genellikle bir tiirev olarak ifade edilen bir 
orandir). 

4. Degiskenleri birbirine baglayan bir denklem yazin. Bilmek istediginiz oran1 
bildiginiz oranlarla birlestirecek tek bir denklem yazmak igin iki veya daha 
fazla denklemi birlestirmeniz gerekebilir. 

5. t’'ye gore ttirev alin. Bilmek istediginiz oram degerini bildiginiz oran ve 
degiskenler cinsinden ifade edin. 


6. Hesaplayin. Bilinen degerleri kullanarak bilinmeyen oran: bulun. 


ORNEK 2 


Yerden yukari dogru yiikselen bir sicak hava balonu kalkis noktasindan 500 ft uzaktaki bir 
tarayici ile izlenmektedir. Tarayicinin balonla yaptigi agi 7/4 oldugu anda, agi 0.14 
rad/dak. hizryla artmaktadir. Balon o anda ne hizla yiikselmektedir? 


Yiikselen Bir Balon 


Coziim  Soruyu alti adimda yanitlariz. 
1. Bir resim gizin ve sabitlerle degigkenleri isimlendirin (Sekil 3.43). Resimdeki 
degiskenler 
6 = tarayicinin yer ile yaptigi agi (radyan), 
y = balonun feet olarak yiiksekligi 
dir. ¢ zamani temsil eder ve 6 ile y’nin nin tiirevlenebilir fonksiyonlar1 oldugunu varsa- 
yariz. 
Resimdeki tek sabit tarayicinin kalkis noktasina olan uzakligidir (500 ft). Buna 6zel 
bir sembol atamanin geregi yoktur. 


2. Diger sayisal bilgileri yazin. 


_nl, do 
6 iken e 


= 0.14 rad/dak. 


3. Neyi bulmamuz gerektigini yazin. 0 = 1/4 iken dy/dt’yi istiyoruz. 
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x=0.8, y=0.6 
iken durum 


SEKIL3.44 Arabanin hizi, polis ekibinin 
hizina ve aralarindaki uzakligin degisim 
oranina baglidir ( Ornek 3). 


4. y ve 0 degiskenlerini iliskilendiren bir denklem yazin.. 


Yo = 
500 ~ tan 0 veya y= 500tané 
5. Zincir kuralini kullanarak t’ye gore tiirev alin. Sonug (aradigimiz) dy/d?’nin 


(bildigimiz) d6/dt ile iliskisinin nasil oldugunu gésterir. 


=" = 500 (sn70) o 


6. 0=77/4 ve d6/dt=0.14 degerlerini yerine koyup dy/dt’yi bulun. 


dy 
Fy = 500(V2)(0.14) = 140 sn T= V2 


Séz konusu anda, balon 140 ft/dak hiztyla yiikselmektedir. : 


ORNEK3 —Otoyolda Takip 


Kuzeyden dik agili bir kesisime yaklasan bir polis ekibi fazla hiz yaparak késeyi dénen ve 
doguya dogru giden bir arabay1 izlemektedir. Ekip kesisimin 0.6 mil kuzeyinde ve araba 
0.8 mil dogusundayken, polis radarla kendileri ile araba arasindaki mesafenin 20 mil/saat 
ile artmakta oldugunu tespit eder. Ekip Slciim aninda 60 mil/saat ile ilerliyorsa, arabanin 
hizi nedir? 


Céziim Pozitif x-eksenini doguya giden otoyol ve pozitif y eksenini de giineye giden 
otoyol olarak segip, koordinat diizleminde arabayi ve ekibi gizeriz (Sekil 3.44). Pyi za- 
mani belirtmesi icin secer ve 


x = ¢ zamaninda arabanin konumu, 


y =tzamaninda ekibin konumu, 
s =tzamaninda ekip ile araba arasindaki mesafe 


olarak tanimlariz. x, y ve s’nin f’nin tirevlenebilir fonksiyonlan olduklarimi varsayariz. 


= ‘ _ . ay : ds 
x=0.8mil, y= 0.6mil, a 60 mil/saat i 


= 20 mil/saat 
iken dx/dt’yi bulmak istiyoruz (dy/dt negatiftir, ciinkii y azalmaktadir). 

sax 4 y? 
Uzaklik denkleminin tiirevini aliriz (s = Vx? + y? denklemi de kullanilabilirdi). 


ds dx dy 
28 XG OE 


ds _ 1 dx | dy 
das \a at 


_ 1 ye 4 dy 
Vit + ye de” at 


elde ederiz. 


ie = 9 f3/dak 


a 


SEKIL3.45 Konik tankin geometrisi ve 
suyun tanki doldurma orani, su seviyesinin 
ne hizda yiikseldigini belirler ( Ornek 4). 
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Son olarak, x = 0.8, y = 0.6, dy/dt = 60, ds/dt = 20 degerlerini kullanin ve dx/d?’yi bulun. 


1 dx 
0= 0.8 — + (0.6}{ —60 
dx 20 (0.8)? + (0.6)? + (0.6)(60) 
0.8 - 


dt 


70 


S6z konusu anda, arabanin hizi 70 mil/saat’tir. 7 


ORNEK4 — Konik Bir Tanki Doldurmak 


Konik bir tanka 9 ft?/dak hizla su akmaktadir. Tankin ucu yere dogru bakmaktadir ve yiik- 
sekligi 10 ft ve taban yarigapi 5 ft’tir. Su derinligi 6 ft oldugunda, su seviyesi ne hizla art- 
maktadir? 


Ciziim Sekil 3.45 te kismen dolu bir konik tank goriilmektedir. Problemdeki degiskenler 
V = t (dakika) zamaninda tanktaki suyun hacmi (ft*) 
x = ¢zamaninda suyun yiizeyinin yarigap1 (ft) 
y = ¢t zamaninda tanktaki suyun yiksekligi (ft) 


olarak verilmistir. Y x ve y’nin fnin tiirevlenebilir fonksiyonlari olduklarim varsayariz. 
Sabitler tankin boyutlaridir. 
dV 


= <= 9 f>/dak. 
y = 6ft ve 7 9 ke /da 


iken dy/dt sorulmaktadir. 
Su, hacmi 

V= Famx’y. 
olan bir koni seklindedir. 
Bu denklemde V ve y’nin yanisira x de bulunmaktadir. S6z konusu anda x ve dx/dt 
hakkinda bir bilgi verilmedigi igin, x’1 ortadan kaldirmamuz gerekir. Benzer ti¢genleri kul- 
lanarak (Sekil 3.45) xi y cinsinden yazabiliriz: 


Ze veya = 
2 ag SS Wg: 

Dolayistyla, 

2 
1 y T 3 
y=t0(3)y= By 
ve 

WVvV_a. Yt 7d 
dt 12°°Y dt 4” at 


tuirevini buluruz. 
Son olarak, dy/dt’yi bulmak icin y= 6 ve dV/dt= 9 degerlerini kullanin. 


dy 
T (e\2¥ 
2716) dt 
dy | 


S6z konusu anda, su seviyesi yaklasik olarak 0.32 ft/dak. gibi bir hizla artmaktadir. rT] 
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ALISTIRMALAR 3.7 


. Alan Bir dairenin yarcap1 r ve alam A = ar7’nin fnin 


tiirevlenebilir fonksiyonlari oldugunu varsayin. dA/dt’yi dr/dt’ye 
baglayan bir denklem yazin. 


. Yizey Alam Bir kiirenin yarigapt r ve yizey alan 
S=4nr?nin fnin  tirevlenebilir fonksiyonlan. oldugunu 
varsayin. dS/dt’yi dr/dt’ye baglayan bir denklem yazan. 


. Hacim Dik bir silindirin yarigap1 r ve yiiksekligi A silindirin 
hacmi V’ye V = wr7h formiiliiyle baglidir. 
a. r sabitse, dV/dt dh/dt’ye nasil baglidir? 
b. h sabitse, dV/dt dr/dt’ye nasil baghidir? 


c. Ne fh ne de r sabit degilse, dV/dt dr/dt ve dh/dt’ye nasil 
baglidir? 


. Hacim Dik bir koninin yarigapi r ve yikksekligi / koninin hacmi 
V’yeV=(1/3)ar-h formiiliiyle baglidur. 


a. r sabitse, dV/dt dh/dt’ye nasil baglidir? 
b. h sabitse, dV/dt dr/dt’ye nasil baghidir? 


c. Ne h ne de r sabit degilse, dV/dt dr/dt ve dh/dt’ye nasil 
baglidir? 


. Gerilim degistirme Sekildeki gibi bir eletrik devresinin V geri- 
limi (volt), 7 akim1 (amper) ve R direnci (ohm) arasindaki iliski 
V = IR denklemi ile verilmektedir. J 1/3 Amper/sn hiziyla azalir- 
ken, Vnin 1 V/sn hiztyla arttigim varsayin. ¢ saniye olarak zama- 
ni gostersin. 


Ve 


dV /dt’nin degeri nedir? 
di/dt nin degeri nedir? 
. dR/dt nin dV/dt ve dl/dt ile iliskisi nedir? 


V=12V ve J=2 Amper iken R’nin degisim oranim bulun. R 
artar mi, azalir m1? 


Be sp 


. Elektrik giicii Bir elektrik devresinin gticti P (watt) devrenin 
direnci R’ye (ohm) ve akimi /’ya (amper) P = RP denklemi ile 
baglidir. 

a. Ne P R ve Inin hicbiri sabit deSlise, dP/dt ne de J sabit 
degilse, dP/dt, dR/dt ve dI/dt arasindaki iliski nedir? 


b. Psabitse, dR/dt dI/dt’ye nasil baglidir? 


. Uzakhk_x ve y fnin tirevlenebilir fonksiyonlan ve 
x? + y? de xy diizleminde (x, 0) ve (0, y) noktalan 
arasindaki uzaklik olsun. 


s= 


a. y sabitse, ds/dt dx/dt’ye nasil baghidir? 


8. 


10. 


11. 


12. 


13. 


b. Ne x ne de y sabit degilse, ds/dt, dx/dt ve dy/dt’ye nasil 
baglidir? 


c. s sabitse, dx/dt, dy/dt’ye nasil baghidir? 


dikdértgen bir 
késegenlerinin 


kutunun = kenar 
uzunluklari 


Késegenler x, y ve Zz 

uzunluklariysa kutunun 

Vixr + yp? + 2? “dir. 

a. x, y ve z’nin nin tiirevlenebilir fonksiyonlan olduklarim 
varsayarak, ds/dt, dx/dt, dy/dt ve dz/dt’ye nasil baglidir? 

b. x sabitse, ds/dt, dy/dt ve dz/dt’ye nasil baglidir? 

c. s sabitse, dx/dt, dy/dt ve dz/dt arasindaki iliski nedir?? 


. Alan’ Kenar uzunluklari, aralarindaki @ agisi ile a ve b olan bir 
liggenin alan su sekilde verilir: 
A= as ab sin 0 
2 


a. ave b sabitse, dA/dt d0/dt’ye nasil baglidir? 
b. Sadece b sabitse, dA/dt d0/dt ve da/dt ’ye nasil baglidir? 


c. e, a, b, ve 6’nin higbiri sabit degilse 9 sabit degilse, dA/dt 
d6/dt, da/dt ve db/dt’ye nasil baglidir? 


Bir tabagi isitmak Dairesel bir metal tabak bir firinda 
isitildiginda, yaricap1 0.01 cm/dak. hiziyla artmaktadir. Yaricap 
50 cm oldugunda, tabagin alani hangi oranda artar? 


Bir dikd6értgenin boyutlarm degistirmek Bir dikdértgenin 
uzunlugu / 2 cm/sn hizla azalirken, genisligi w 2 cm/sn hizla art- 
maktadir. / = 12 cm ve w = 5 cm iken, dikdértgenin (a) alanimin, 
(b)gevresinin ve (c) késegenlerinin uzunluklarinin degisim oran- 
larm1 bulun. Hangi biiyiikliikler artmakta, hangileri azalmaktadir? 


Dikdértgen bir kutunun boyutlarim degistirme Kapali bir 
dikdértgen kutunun kenar uzunluklari x, y ve z’nin asagidaki sek- 
ilde degistiklerini varsayin. 

dx 


dt 


dy dz / 
m/sn —=— | es 
1m, a 2m/sn di 1m/sn 
x =4, y=3 vez =2 iken, kutunun (a) hacminin, (b) yiizey alaninin 
ve (c)s = Vx? + y? + 2? késegen uzunluklarmin hangi oranda 
degistiklerini bulun. 


Kayan bir merdiven 13-ft uzunlugunda bir merdiven, tabani 
kaymaya basladiginda bir eve dayanmaktadir. Taban evden 12 ft 
uzakliga geldiginde, taban 5 ft/sn hizla kaymaktadir. 


a. O anda merdivenin tist tarafi ne hizla kaymaktadir? 


b. Yer, duvar ve merdivenin olusturdugu tiggenin alan ayni anda 
ne oranda degisir? 


c. Merdivenle yer arasindaki 6 acisi ayni anda ne oranda degisir? 


14. 


15. 


16. 


17. 


18. 


19. 


13-ft uzunlugunda 
merdiven 


—=>—> X 
0 x(t) 
Ticari hava trafigi [ki ticari ugak yerden 40.000 ft yukarida dik 
bir aciyla kesigen diz rotalar izlemektedirler. A ucagi kesisim 
noktasina 442 notluk (bir saatte deniz mili, bir deniz mili 2000 
yarddir) bir hizla yaklasmaktadir. B ugagi ise kesisim noktasina 
dogru 481 notla ugmaktadir. A kesisim noktasmna 5 hava mili, B 
ise 12 deniz mili uzaktayken iki ugak arasindaki uzaklik hangi 
hizla degisir? 
Ucurtma ucurmak Bir kiz 300 ft yiikseklikte bir ucurtma ucur- 
makta ve riizgar ugurtmay1 kizdan yatay olarak 25 ft/sn hizla uza- 
klastrrmaktadir. Ucurtma kizdan 500 ft uzaktayken, kiz ugurtmanm 
ipini hangi hizla birakmalidir? 


Bir silindirin ¢apim degistirmek Lincoln Otomotiv’deki 
tamirciler yeni bir pistona uymasi igin 6 ing derinliginde bir 
silindirin gapini degistirmek istiyorlar. Kullandiklari makine her 3 
dakikada bir silindirin yarigapini bir ingin binde biri kadar 
arttrmaktadir. Silndirin gap1 3.800 ing oldugunda hacmi ne 
oranda artar? 


Biiyiiyen bir kum torbasi Konik bir tepenin tizerine kayan bir 
kemerden 10 m?/dak. hizla kum diismektedir. Tepenin yiiksekligi 
her zaman taban yarigapinin sekizde tiidiir. Tepe 4 metreye 
ulastiginda (a) yiikseklik, (b) yarigap hangi hizla degismektedir? 
Konik bir depoyu bosaltmak Taban yaricap1 45 m ve yiik- 
sekligi 6 m olan, ucu asagi bakan bir konik depodan su 50 m3/dak 
hizla disari akmaktadir. 
a. Su 5 m derinligindeyken, su seviyesi hangi hizla (dakikada 
santimetre) diismektedir? 
b. Suyun yiizeyinin yaricapi ne hizla degismektedir? Cevabinizi 
cm yp dak. olarak verin. 
Yarim kiire seklinde bir depoyu bosaltmak Yan kesidi asagida 
goésterilen, 13 m yarigapinda yarim ktre seklinde bir depodan 
6m i dak hizla su akmaktadir. Yarigap1 R olan yarim ktire seklin- 
deki bir depoda bulunan suyun derinligi y iken hacmi 
V = (/3)y?(3R — y) dir. Asagidaki sorulan cevaplayin. 


Kiirenin merkezi 


Su seviyesi 


20. 


21. 


22. 


23. 
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a. Suyun derinligi 8 m iken, su seviyesi hangi oranda de- 
gismektedir? 

b. Suyun derinligi y m ise, su yiizeyinin yaricapi r nedir? 

ec. Suyun derinligi 8 m iken, 7 yarigap1 ne oranda degisir? 

Biiyiiyen bir yagmur damlasi Bir sis damlasinin mtikemmel 

bir ktire oldugunu ve sikismayla damlanin yiizeyiyle orantili bir 


hizla nem topladigini varsayin. Bu kosullar altrnda damlanimn 
yarigapinin sabit bir oranla arttigim1 gésterin. 


Sisen bir balonun yaricapi Kiiresel bir balon 100a f° Mi dak. 
hizla helyumla doldurulmaktadir. Yarigap 5 ft oldugunda, balonun 
yarigap1 ne hizla artmaktadir? Yiizey alani ne hizla artmaktadir? 


Bir sandali cekmek Bir sandal, iskelede bulunan ve sandaldan 
6 ft yukaridaki bir makaraya bali bir iple ¢gekilmektedir. Ip 
2 ft/sn hizla cekilmektedir. 


a. Ipin uzunlugu 10 ft iken kayik hangi hizla iskeleye 
yaklagmaktadir? 


b. @ acisi ne oranda degismektedir (sekle bakin)? 


Iskelenin kenarindaki 


Bir balon ve bir bisiklet Bir balon diz bir yolun tizerinde dik 
olarak 1 ft/sn sabit hizla yiikselmektedir. Balon yerden tam 65 ft 
ytiksekteyken, altindan 17 ft/sn sabit hizla bir bisiklet gegmekte- 
dir. Bisikletle balon arasindaki mesafesi 3 sn sonra ne hizla artar? 


>X 
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24. Kahve yapmak Koni seklinde bir filitreden silindirik bir gay- 


danliga 10 ing?/dak. hizla kahve damlamaktadur. 


a. Konideki kahve 5 ing yiiksekligindeyken ¢gaydanliktaki kahve 
seviyesi ne hizla yiikselir? 


b. Konideki kahve seviyesi ne hizda azalir? 


Ora 


Bu seviye 
ne hizda 
diiser? 


Bu seviye 


ne hizda 
Ko yiikselir? 
6" 
7 
25. Kan pompalanmasi 1860’larin —sonunda, Wiirtzberg, Al- 


manya’daki Tip Faktiltesinde bir fizyoloji profesérii olan Adolf 
Fick, giiniimtizde de kalbin dakikada ne kadar kan pompaladigini 
6lg¢mek icin kullanilan bir yontem gelistirmistir. Bu ctimleyi 
okurken kalbiniz ortalama dakikada 7 litre kan pompalamaktadir. 
Dinlenirken ise kan pompalanmasi ortalama 6 L/dak. dir. 
Egitimli bir maraton kosucusuysaniz, kosarken kalbinizin kan 
pompalamasi dakikada 30 litreye kadar gikacakttr. 
Kalbinizin kan pompalayis oran1 


Y= Dp: 


gibi bir formiille verilir. Burada Q dakikada soludugunuz CO, 
miktarinin mililitre sayisi, D ise kalbin cigerlere pompaladigi 
kandaki CO, konsantrasyonu ile cigerlerden geri dénen kandaki 
CO), konsantrasyonu (ml/1) arasindaki farktir. O = 233 ml/dak. ve 
D=97-—56=41 ml/L iken, 


_ 233 ml/dak. 


= 5.68 L/dak. 
41 ml/L 


cogu kisinin sahip oldugu taban (dinlenme sirastndaki) oran 
6 L/dak’ya ¢ok yakindir. (Veriler: J. Kenneth Herd, M.D., Quillan 
Tip Fakiiltesi, East Tennessee State University.) 

QO = 233 ve D = 41 iken, D’nin dakikada 2 birim huizla a- 
zaldigim, fakat O’nun sabit kaldigini bildigimizi varsayalim. Kan 
pompalama oranina ne olur? 


26. 


27. 


28. 


29. 


30. 


31. 


32. 


Maliyet, kazan¢ ve kar Bir sirket x adet mali c(x) dolar 
maliyet, r(x) dolar satis kazanci ve p(x) = r(x) — c(x) dolar kar 
marjiyla tiretebilmektedir (her sey binle garpilacak). Asagidaki x 
ve dx/dt degerleri icin, dc/dt, dr/dt ve dp/dt’yi bulun. 

a. x =2 ise r(x) = 9x, c(x) =x — 6x* + 15x ve dx/dt=0.1 

b. x= 1.5 ise, r(x) = 70x, c(x) =x? — 6x* + 45/x ve dx/dt = 0.05 
Bir parabol iizerinde ilerlemek Bir pargacik, birinci dértte bir 
bélgede y = x* parabolii iizerinde, x-koordinati (metre) 10 m/sn 
sabit hizla artacak sekilde ilerlemektedir. x = 3 m iken, pargacigi 
orijine baglayan dogrunun egim agisi 0 ne hizla degisir? 


Baska bir parabol iizerine ilerlemek Bir parcacik y = V—x 
parabolii iizerinde x koordinati (metre) 8 m/sn hizla azalacak gek- 
ilde sagdan sola dogru ilerlemektedir. x = -4 ise, parcacigi orijine 
baglayan egim agisi @ nasil degisir? 

Diizlemde hareket Metrik xy diizlemindeki bir parcgacigin koor- 
dinatlari, dx/dt = —-1 m/sn ve dy/dt = —5 m/sn ile, zamanin 
tiirevlenebilir fonksiyonlaridir. Pargacik (5, 12) noktasindan 
gecerken orijinden uzakligi nasil degisir? 


Hareket eden bir gélge 6 ft boyunda bir adam yerden 16 ft 
yiiksekte olan bir sokak lambasina dogru 5 ft/sn hizla yiiriimekte- 
dir. Gélgesinin ucu hangi hizda ilerler? Adam 1siktan 10 ft uzak- 
tayken gélgesinin boyu ne hizla degisir? 

Baska bir hareket eden gélge 50 ft yiiksekliginde bir diregin 
tepesinden bir isik parlamaktadir. 30 ft uzakliktaki bir noktadan, 
igikla aymi yiiksekten agagi bir top birakilir (sekle bakiniz). 1/2 sn 
sonra topun yerdeki gédlgesi ne hizla ilerler? (Topun ¢ saniyede 
s = 16f gibi bir mesafe diistiigiinii varsayin.) 


Tsik 


“t= 0 aninda top 


1/2 s sonra 


OLGCEKLi DEGIL 
Videoya kaydetmek Pistten 132 ft uzaktaki bir tribtinden, 180 
mil/sa (264 ft/sn) hizla ilerleyen bir arabay1 izleyerek yarisi 


videoya aldiginizi varsayin. Araba tam Gntintizden gecerken kam- 
era aciniz @ hangi hizla degisir? Ya yarim saniye sonra? 


33. 


34. 


35. 


Kamera 


132’ 


Araba 


Bir buz tabakasimi eritmek 8 ing gapli kiiresel bir demir top 
her yerinde ayni kalinlikta bir buz tabakasiyla kaplidir. Buz 10 
ing?/ dak hizla eriyorsa, buzun kalinligi 2 ing iken kalinlik ne 
hizla azalir? Buzun dis yiizey alan hangi hizla azalir? 


Otoyol devriyesi Bir otoyol devriye ucag: diiz bir yolun 3 mil yu- 
karisinda 120 mil/sa hizla ugmaktadir. Pilot gelen bir araba goriir 
ve radarla arabayla ucak arasindaki mesafe 5 mil iken, bu mesafe- 
nin 160 mil y saat hizla azaldigini belirler. Arabanin otoyoldaki hizi- 
mt bulun. 


Bir binanin gélgesi Giinesin dogrudan binanin tizerinden 
gececegi bir giintin sabahinda, 80 ft yiksekliginde bir binanin 
gélgesi 60 ft uzunlugundadir. S6z konusu anda, gtinesin yerle 
yaptig1 @ acisi 0.27°/dak hizla artmaktadir. Gélgenin kisalma hizi 
nedir? (Radyan kullanmay1 unutmayin. Cevabinizi ing bélti 
dakika olarak verin.) 


36. 


37. 


38. 
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Yiirtiyiisgiiler 4 ve B dik aciyla birlesen diiz sokaklarda 
yiiriimektedir. 4 késeye 2 m/sn hizla yaklasirkan, B késeden 1 
m/ sn hizla uzaklasmaktadir. A késeden 10, B ise 20 m uzak- 
tayken @ acisi hangi hizla degisir? Cevabinizi derece bélii saniye 
olarak ifade edin. 


A» 


| 


A 


O B 


Beyzbol oyunculari Bir Beyzbol alan bir kenari 90 ft olan bir 

karedir. Bir oyuncu birinci késeden ikinci késeye 16 ft/sn hizla 

kosgmaktadir. 

a. Oyuncu birinci késeden 30 ft uzaktayken, oyuncunun tigiincii 
kdseye olan uzakligi ne hizla degismektedir? 

b. Ayni anda 6, ve 6, acilari (sekle bakin) hangi hizla degisir? 

ce. Oyuncu ikinci késeden 15 ft/sn hizla gecer. Oyuncu késeye 
ayak bastiginda, 0, ve 0, agilari nasil degisir? 


Gemiler {ki gemi birbirleriyle 120° aci yapacak sekilde bir O 
noktasindan uzaklasmaktadirlar. A gemisi 14 not (deniz mili béli 
saat, bir deniz mili 2000 yarddir) hizla, B gemisi ise 21 not hizla 
ilerlemektedir. OA = 5 ve OB = 3 deniz mili iken gemiler birbir- 
lerinden ne hizla uzaklasmaktadir? 


| 3.8 | Lineerizasyon ve Diferansiyeller 


Bazen karmasik fonksiyonlara, 6zel uygulamalar igin istedigimiz hassasligi veren ve 
calisilmasi daha kolay olan fonksiyonlarla yaklasimda bulunuruz. Bu béliimde tartisilan 
yaklasim fonksiyonlarina /ineerizasyonlar denir ve teget dogrularini temel alirlar. Poli- 
nomlar gibi, baska yaklasim fonksiyonlar Boliim 11 de tartisilacaktir. 
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>< 


Egim = f (a) 


(a, f(a) 


SEKIL3.47 y= f(x) eBrisinin x = a daki 
teget dogrusunun denklemi 


L(x) = f(a) + fax — ay'dir. 


Diferansiyeller adi verilen yeni dx ve dy degiskenlerini tanitacak ve bunlan, tiirevin 
dy/dx Leibniz gésterimine gercgek bir oran anlami verecek sekilde tanimlayacagiz. dy’yi 
dlgiimlerdeki hatay: ve bir fonksiyonun de@gisikliklere karsi duyarliligi d6lgmekte kul- 
lanacagiz. Bu fikirlerin uygulamalar Zincir Kuralini tam ispatini saglayacaktir (Boliim 
3.5). 


Lineerizasyon 


Sekil 3.46’da géreceginiz gibi, y = x’ eSrisinin tegeti deSme noktasi civarinda egriye ya- 
kin bulunur. [ki tarafta da kisa bir aralikta, teSet doSrusu tizerindeki y degerleri eri iize- 
rindeki y degerlerinin oldukga iyi bir yaklasimini verir. Bu olay1, her iki grafik tizerinde 
degme noktasina yakindan bakarak veya degme noktasinin x-koordinati yakinlarinda f(x) 
ile tegeti arasindaki deger farklari tablosuna bakarak gérebiliriz. Yerel olarak her tiirevle- 
nebilir egri bir dogru gibi davranir. 


2 


(1, 1)’in cok yakininda teget ve egri 


1.003 
0.8 0.997 : 1} 1.003 
0.997 
Teget ve egri gésterilen x-araliginin Teget ve egri hala yakin. Bilgisayar ekrani 
tamamuinda ¢ok yakindir bu x-araligi iizerinde tegeti egriden ayirt 
edemiyor. 


SEKIL 3.46 Bir fonksiyonun tirevlenebilir oldugu bir noktadaki grafigini biiyiittiikce 
grafik dtizlesir ve tegetine benzerligi artar. 


Genel olarak, y = f(x)’in tirevlenebilir oldugu bir x = a noktasindaki tegeti (Sekil 
3.47) (a, f(a)) noktasindan ge¢er, dolayistyla nokta-egim denklemi su sekildedir: 


y= fla) + flay — a). 
Yani, teget 
L(x) = fla) + f'(a)(x — a). 


lineer fonksiyonunun grafigidir. Dogru f’nin grafigine yakin kaldig: stirece, L(x) f(x)’e 
iyi bir yaklasim verecektir. 


0.9 | 
-0.1 0 0.1 0.2 


SEKIL 3.49 Sekil 3.48’deki cercevenin 
bityiitiilmitis goriintiisii. 


3.8 — Lineerizasyon ve Diferansiyeller 223 


TANIMLAR _Lineerizasyon, Standart Lineer Yaklasim 
f fonksiyonu x = a’da tiirevlenebilirse, 
L(x) = fla) + f(a — a) 


yaklastirma fonksiyonu, f’nin a’daki lineerizasyonudur. f’ye L tarafindan 
yapilan 


f(x) * L@) 


yaklasimi f’nin a’daki standart lineer yaklasimidir. x = a noktasi yaklasimin 
merkezidir. 


ORNEK1 Bir Lineerizasyon Bulmak 
f(x) = V1 4+ x7in x=07daki lineerizasyonunu bulun (Sekil 3.48). 


SEKIL 3.48 y = V1 + x’in grafigi ve x = 0 ve x = 3’teki 
lineerizasyolari. Sekil 3.49 da y-eksenindeki 1 civarinda 
kiciik bir cercevenin biiyiitiilmiis goriintiisti verilmistir 


Coziim 


f(x) = +(1 + i 


oldugu igin, f(0) = 1 ve f’(0) = 1/2’dir. Buradan 


L(x) = fla) + fax - a) =14+5(x- 0) =145 


bulunur. Sekil 3.49’a bakin a 


Ornek 1’deki V1 + x © 1 + (x/2) yaklasiminin 0’a yakin x’ler icin ne kadar dogru 
olduguna bakin. 

Sifirdan uzaklastikga dogrulugu kaybederiz. Ornegin, x = 2 igin, lineerizasyon V3 
igin yaklasim olarak 2’yi verir ki, bir ondalik basamaga kadar bile dogru degildir. 

Bu hesaplamalarla lineerizasyonla biitiin yapacaklarimizin bir hesap makinesiyle ya- 
pilmasinin daha iyi olacagi fikrine kapilmayin. Pratikte, asla belirli bir karekékti bulmak 
icin bir lineerizasyon kullanmayiz. Bir lineerizasyonun yarari karmasik bir fonksiyonu bi- 
tiin_bir deger araliginda daha basitiyle degistirme becerisidir. 0’a yakin x degerlerinde 

1 + x ile galismak zorundaysak ve ortaya cikacak kiictik bir hataya g6z yumabilecek 
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>X 
ae 
2 


y = cosx 


T 


yaxts 


SEKIL3.50 f(x) =cos x’in grafigi ve 
x = 77/2’deki lineerizasyonu. x = 77/2 


yakininda cos x ~ —x + (7/2) (Ornek 3). 


Yaklasim Gercek deger | Gercek deger-Yaklasim | 
Vi2~1+% = 110 1.095445 <107 
V1.05 ~ 1 + 29? = 1.025 1.024695 <1073 
V1.005 ~ 1 + 29° = 1.00250 1.002497 <10°5 


durumdaysak, 1 + (x/2) ile caligabiliriz. Elbette, bu durumda da hatanin ne kadar oldugu- 
nu bilmemiz gerekir. B6lim 11’de hata tahmini tizerine daha s6yleyeceklerimiz var. 
Normalde bir lineer yaklasim merkezinden uzakta hassasligini yitirir. Sekil 3.48’in 
gosterdigi gibi, V1 + x © 1 + (x/2) yaklasimi biiyiik olasilikla x = 3 civarinda yararl 
olamayacak kadar kaba olacaktir. O noktada, x = 3’teki lineerizasyona ihtiyacimiz vardir. 


ORNEK 2 
f(x) = V1 + x’in x = 3’teki lineerizasyonunu bulun. 


Baska Bir Noktada Bir Lineerizasyon Bulmak 


Coziim L(x)’i tanmmlayan denklemi a = 3’te hesaplariz. 


1Q)=2,  f'@)=F(1 +2)? 


oldugu icin, 


1 2 
fg)+24 ¢(e=3) +74 
x = 3.2’de, Ornek 2’deki lineerizasyon 
Vit¢x=V1+32% 22 


verir, ki bu da gergek deger V4.2 ~ 2.04939 ‘dan binde birden daha az bir oranda 
dedisir. Ornek 1 deki lineerizasyon 


Viera Vie so eth 2 io iea 56 


2 
ise gercek degerden %25’ten daha fazla fark gésteren bir sonuctur. 


+ = 1.250 + 0.800 = 2.050 


RLn 


ORNEK 3 


f(x) = cos x’in x = 7/2’deki lineerizasyonunu bulun (Sekil 3.50). 


Kosiniis Fonksiyonu Icin Bir Lineerizasyon Bulmak 


Coziim §=f(a/2) = cos(a/2) = 0, f'(x) = —sinx,ve f'(a7/2) = —sin(a/2) =—1, 
oldugundan, 


L(x) = f(a) + f'(a)(x — a) 
=0+( D(2 ) 


= ag a 


buluruz. 
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Kokler ve kuvvetler icin 6nemli bir lineer yaklasim sudur: 
(1+x)'~1+kx (x 0’a yakin, & herhangi bir say1) 


(Alistirma 15). Sifira yeterince yakin x degerlerinde iyi sonug veren bu yaklasimin genis 
uygulamalari vardir. Ornegin, x kiigiik ise, 


Ce ee = 12 


2 
i a =(1- x)! =1+(-1)\(-x)=1+x k=-1; x yerine —x 
W1 + 5x4 = (1+ 5x4) 3 x1lt+ 5 (Sx) =1+5x4 k= 1/3; x yerine 5x* 
a =(1= ey x 1t+ (- L(x) =1+ yx? k=—-1/2; x yerine —x* 
1 =x 
Diferansiyeller 


Bazen y’nin x’e gore tiirevini géstermek igin dy/dx Liebniz notasyonunu kullaniriz. 
Goriniisiintin tersine, bu bir oran degildir. Simdi, oranlari tanimli oldugunda tiireve esit 
olacak olan iki yeni degisken, dx ve dy tanitacagiz. 


TANIM _ Diferansiyeller 


y = f() tirevlenebilir bir fonksiyon olsun. dx diferansiyeli bagimsiz bir 
degiskendir. dy diferansiyeli 


dy = f'(x) dx 


olarak tanimlanir. 


Bagimsiz degisken dx’in aksine, dy degiskeni her zaman bagimli bir degiskendir. Hem x’e 
hem de dx’e baglidir. dx belirli bir degerse ve x, f fonksiyonunu tanim kiimesinde 6zel 
bir say1 ise dy’nin sayisal degeri tanimlidir. 


ORNEK4 — dy Diferansiyelini Bulmak 


(a) y =x° + 37x ise dy’yi bulun. 
(b) x = 1 ve dx = 0.2 ise, dy’nin degerini bulun. 


Coziim 
(a) dy = (5x4 + 37) dx 
(b) dy’nin ifadesinde x = 1 ve dx = 0.2 yazarsak; 
dy = (5-14 + 37)0.2 = 84. i 
buluruz. 


Diferansiyellerin geometrik anlamlari Sekil 3.51 de gésterilmistir. x = a olsun ve 
dx = Ax koyun. Buna karsilik y = f(x)’teki degisme 
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Ay = fla + dx) — fla) 


AL = f(a)dx 
(a, f(a) 


| dx = Ax 
dx, x’te kticiik bir degisim ise, 
c | lineerizasyonda buna kars1 gelen 
Teget | deSisim tam olarak dy dir 
dogru 
| >Xx 
0 a at+dx 


SEKIL 3.51 Geometrik olarak, dy diferansiyeli f’nin x = a’daki 
lineerizasyonunun dx = Ax degisimine karsi gelen AL 
degisimidir. 


Ay = f(a + dx) — f(a). 
Buna karsilik ZL teget dogrusundaki degisim 
AL = L(a + dx) — L(a) 
= f(a) + f'(@l(a + dx) — a] — fla) 
L(a + dx) L(a) 
= f'(@) dx 
dir. Yani,x =a ve dx = Ax oldugunda /’nin lineerizasyonundaki degisim tam olarak dy 
diferansiyelinin degeridir. Bu nedenle dy, x’te dx = Ax kadar bir degisim meydana 
geldiginde, teget dogrunun buna kars1 gelen yiikselmesini veya alcalmasini gésterir. 
dx # 0 ise, dy diferansiyelinin dx diferansiyeline oram f’(x) tirevine esittir ciinkti: 
fide dy 
aa P(x) = dx 


dy + dx 


olur. Bazen dy = f'(x) dx yerine df’e f’nin diferansiyeli diyerek 
df = f'(x) dx 
yazariz. Ornegin, f(x) = 3x” — 6 ise 
df = d(3x* — 6) = 6x dx. 
gibi 
du+v) du, dv d(sinu) _ du 


veya 
dx dx * dx ” dx ad dx 


gibi her tiirev formiiliine karsilik, 


du+v)=du+dv_ veya dsinu) = cosu du 


seklinde bir diferansiyel form karsilik gelir. 


dr = 0.1 


AA = dA = 27a dr 


SEKIL3.52 dr=0.1 vea=10 
iken oldugu gibi, dra ile 
karsilastirildiginda kiictikse, 
dA = 27a dr diferansiyeli 

r =a +dr yarigapli gemberin 
alanini tahmin icin bir yol verir 
(Ornek 6). 
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ORNEK5 —_Fonksiyonlarin Diferansiyellerini Bulmak 


(a) d(tan 2x) = sec?(2x) d(2x) = 2 sec? 2x dx 
x j tee x dx + dx — x dx dx 


) a; +1 ie Te ei  §©6&tae > 


Diferansiyellerle Tahmin Etme 


Tiirevlenebilir f(x) fonksiyonunun bir a noktasindaki degerini bildigimizi ve bu degerin 
cok yakindaki bir a + dx noktasina gittigimizde nasil degistigini tahmin etmek 
istedigimizi varsayalim. dx kiiciikse, Sekil 3.51den Ay’nin yaklasik olarak dy diferansiye- 
line esit oldugunu gorebiliriz, ciinkii 


fla + dx) = fla) + Ay, 
oldugundan diferansiyel yaklasim1 dx = Ax olmak tizere 

fla + dx) ® fla) + dy 
verir. Béylece, Ay ~ dy yaklasimi, f(a) biliniyorsa ve dx ktigiikse f(a + dx)’i hesapla- 
mak icin kullanilabilir. 


ORNEK 6 _Diferansiyellerle Tahmin Etme 
Bir gemberin yarigapi r, a = 10 m’den 10.1 m’ye artiyor (Sekil 3.52). Cemberin alani A 


‘daki artisi tahmin etmek icin dA’yi kullanin. Genisletilmis gemberin alanim tahmin edin 
ve bunu ger¢ek alanla karsilastirin. 
Cizim =A=a7r oldugu icin, tahmin edilen artis 
dA = A'(a) dr = 21a dr = 277(10)(0.1) = 27 m’. 
bulunur. Béylece, 


A(10 + 0.1) © A(10) + 27 
= 7(10)? + 27 = 1027. 


dir. Yaricgap1 10.1 m olan cemberin alan: yaklasik olarak 1027 m? dir. 
Gercek alan 


A(10.1) = (10.1)? 
= 102.017 m 
dir. Tahminimizdeki hata AA — dA farki olan 0.017 m? dir. | 


Diferansiyel Yaklasimdaki Hata 


f(x) fonksiyonu x = a da tiirevlenebilir olsun ve x’teki bir artma dx = Ax olsun. x a’dan 
a+ Ax’e degisirken f’deki degisimi tanimlamanin iki yolu vardir: 


Gercek degisim: Af = f(a + Ax) — f(a) 
Diferansiyel tahmin: df = f'(a) Ax 


df’nin Af’e yaklasimi ne kadar iyidir? 
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Yaklasimdaki hatay1 Af’ten df?i cikararak buluruz: 
Yaklasim hatasr = Af — df 
= Af — f'(a)Ax 
= fia + Ax) — f(a) — f'(@Ax 
Af 


_ é& +A) - FO _ py ) i 


buna e deyin 
=e-:Ax. 
Ax > 0 iken 


f(a + Ax) — f(a) 
Ax 


fark oram f’(a)’ya yaklasir (f'(a)’nin tanimini hatirlayin), dolayistyla parantez igindeki 
deger cok kiiciik bir say1 haline gelir (bu yiizden ona e dedik). Aslinda, Ax > 0 iken 
€— O’dir. Ax ktictik ise € Av yaklasim hatasi daha kticiiktiir. 


Af = f'(aAx + € Ax 


gergcek — tahmini hata 
degisim degisim 


Hatanin tam olarak ne kadar ktigtik oldugunu bilmememize ve Béliim 11’den 6nce bunun 
lizerine fazla ilerleme yapmayacak olmamiza ra&men, burada bahsedilmeye deger bir sey 
vardir, yani denklemin aldigi form. 


x = a yakininda y = f(x)’teki degisim 
y = f(x) x = a’da tiirevlenebiliyor ve x a’dan a+ Ax’e degisiyorsa, f’deki Ay 
degisimi 

Ay = f'(a) Ax + € Ax (1) 


formunda bir denklemle verilir. Burada Ax > 0 iken € > 0 olur. 


Ornek 6’da 
AA = 7(10.1)? — w(10)? = (102.01 — 100) = (2a + 0.0177) m? 
ee tee 


bulduk, dolayistyla yaklasim hatasi AA — dd = € Ar = 0.017 ve € = 0.01m/Ar = 
0.017/0.1 = 0.17 m‘dir. 
(1) denklemi Zincir Kuralinin ispatini basarili bir sekilde sonlandirmamizi saglar. 


Zincir Kuralinin ispati 


Amacimiz f(w) w’nun tirevlenebilir bir fonksiyonu ve u = g(x) de x’in tirevlenebilir 
bir fonksiyonu ise, y = f(g(x)) bileskesi x’in tiirevlenebilir bir fonksiyonudur. 

Daha agcik olarak, g xo’da tiirevlenebiliyorsa ve f de g(xp)’da ttirevlenebiliyorsa, 
bileske xq'da tiirevlenebilir: 
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d 
S| = F-g(x0)) +8" (x0). 


dx x=Xo 


Ax x’in bir artimi ve Au ve Ay de u ve y’de buna karsilik gelen artimlar olsun. Den- 
klem (1) i uygulamakla 


Au = g'(xo)Ax + €; Ax = (g'(xo) + €1;)Ax 
elde ederiz. Burada Ax > 0 iken €, > 0 olur. Ayn sekilde, 
Ay = f'(uo)Au + €2 Au = (f'(uo) + €2)Au 


olur ve yine Au > 0 iken €) > 0’dir. Ayrica Ax > 0 iken Au > 0 olduguna dikkat edin. 
Au ve Ay denklemlerini birlestirmek 


Ay = (f'(uo) + €2)(g'(x0) + €1)Ax 


verir, dolayisiyla 


Ay 
i f' (uo)g' (x0) + €2 g'(xo) + f’(uo)er + €2€1 


olur. Ax sifira giderken e€, ve €, de sifira gittigi igin, denklemin sag tarafindaki dért terimin 
lcti limitte sifir olur ve 


dy ‘ Ay t , t , 
elven, = ait, Ae = f'(uols! (a0) = f'(gla)) + g'(x0) 


kalir. Boylece ispat tamamlanmis olur. ] 


Degisime Karst Duyarlilik 


df = f'(x) dx denklemi f’nin ciktisinin farkli x degerleri igin girdilerdeki degisikliklere ne 
kadar duyarli oldugunu géstermektedir. f’’niin x’teki degeri ne kadar biiyiikse, dx’e ver- 
ilen bir degisikligin etkisi de o kadar bityiiktiir. Bir a noktasindan yakinindaki bir a + dx 
noktasina giderken f’deki degisimi tig sekilde tanimlayabiliriz. 


Gercek Tahmin edilen 
Mutlak degisim Af = f(a + dx) — f(a) df = f'(a) dx 
eer Af df 
Bagil degisim f(a) f(a) 
Yiizde degisi Af x 100 ff x 100 
uzae aegisim ea rer ae 
a fla) fla) 


ORNEK7 Bir Kuyunun Derinligini Hesaplamak 


s = 16f denkleminden, attiginiz agir bir tasin suya ne kadar zamanda diistiigiinii dlcerek 
bir kuyunun derinligini hesaplamak istiyorsunuz. Hesabiniz zamani 6lgerken yapacaginiz 
0.1 sn’lik bir hataya ne kadar duyarlidir? 


Coziim 
ds = 32t dt 


denkleminde ds’nin boyutu f’nin ne kadar biiyiik olduguna baglidir. 
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Anjiografi 


Opak bir boya, icerisinin x-1sinlari altinda 
gortilebilmesi amaciyla kismen tikal bir 
atardamara enjekte edilir. Bu tikamkligin yerini 
ve ciddiligini ortaya ¢ikarir. 


Kateter 


Anjioplasti 


Uzerine balon takilmus bir kateter tkamk noktada 
damari genisletmek icin atardamar i¢inde sisirilir. 


Eger t =2 snise, dt=0.1’in yol acgacagi hata sadece 
ds = 32(2)(0.1) = 6.4 ft. 
olacaktir. Ug saniye sonra, t= 5 sn iken, aymi df’nin yol actig1 hata 
ds = 32(5)(0.1) = 16 ft. 


olacaktir. Kuyunun tahmin edilen derinliginin gergek derinliginden farki, zaman 6l¢iimtin- 
deki verilen bir hata icin, atilan tasin asagidaki suya carpmasina kadar gecen siire arttikca 
biyiir. rT] 


ORNEK8 — Tikanmis Damarlari Acmak 


1830’larin sonunda, Fransiz fizyolog Jean Poiseuille ("puasoy") gtintimiizde normal 
akigina geri dénebilmesi igin kismen tikali bir atardamarin yarigapinin ne kadar 
genisletilmesi gerektigini tahmin etmek igin kullandigimiz formiilti kesfetmistir. Formiilti, 


V=kr* 


sabit basin¢ta birim zamanda kigik bir boru veya tiipten akan akiskanin hacmi W’nin, bir 
sabit kere tiibiin yarigapi r’nin dérdiincti kuwveti oldugunu séyler. r’'deki %10’luk bir artis 
Vyi nasil etkileyecekir? 


Ciziim rve Vnin diferansiyelleri arasindaki iliski su formiille verilir: 


_@ 


= 3 
ay dr = Akr? dr. 


dV 


Dolayisiyla, V’deki bagil degisim 


dV _ kre dr _ , ar 
a kr* . 


bulunur. Vdeki bagil degisim r’deki bagil degisimin 4 katidir, dolayisiyla r’deki %10’luk 
bir artis, akista %40’lik bir artis yaratacaktur. a 


ORNEK9 —_Kiitlenin Enerjiye Déniisiimii 


Newton’un ikinci yasas1, 


du 
dt 


d 

Fo= 4, (mv) =m = ma 
kiitlenin sabit oldugu varsayimina dayanarak kurulmustur, ancak bunun tamamen dogru 
olmadigini biliyoruz, cinkti bir cismin kiitlesi hizla birlikte artar. Einstein’1n diizeltilmis 
formiiltinde, kiitlenin degeri 
ee 

1 — v*/c? 
olarak verilir. Burada “durgun kiitle” mp hareket etmeyen bir cismin kiitlesini temsil eder 
ve c 300.000 km/sn civarinda olan 1sik hizidir. Eklenen v hizindan kaynaklanan, kiitledeki 


Am artisini tahmin etmek ic¢in 
1 


1.9 
xs1l+2x (2) 
l1-x 2 


2 


yaklasimint kullanin. 


Coziim 
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v, c ile karsilastirildiginda cok kiiciikse, c, v’/ c? sifira yakin olur ve 


2 
a xs 1+ 1 (4) r= ba ile Denklem (2) 


1 — w/e? 2 \c? 


yaklasimini kullanmak giivenlidir. Buradan, 


veya 


ee) ee 1 v 1 2 1 
= gam 2(B) |= tam (B) 


m mo + mov? (4) (3] 


(3) denklemi kiitlede, eklenen v hizindan kaynaklanan artis1 ifade eder. 


Enerji Yorumu 


Newton fiziginde (1/ 2)mgv" cismin kinetik enerjisidir (KE), ve (3) denklemini 


seklinde yeniden yazarsak, 


(m — mo)c? & 


1 1 1 
(m — mo)c? © > Mov" ae mou" 5) m0)? = A(KE) 


veya 


(Am)c? = A(KE) 


oldugunu gortirtiz. Baska bir deyisle, 0 hizindan v hizina giderken kinetik enerjideki 
degisim A(KE) yaklasik olarak (Am)c?’ye esittir, ktitledeki degisim kere 1sik hizimin 
karesi. c ~ 3 x 108 m/sn’yi kullanarak, kiitledeki kiigiik bir degisikligin enerjide biiyiik 
bir degisiklik yarattigini goririiz. = 


ALISTIRMALAR 3.8 


Lineerizasyonlari Bulmak 

1-4 alistirmalarinda f(x)’in x = a’daki L(x) lineerizasyonunu bulun. 
1. f(x) =2° — 2x +3, a=2 

2. f(x) = Vx? +9, a=-4 


3. fe) =xtH, 


a=1 
4. f(x) = Wx, a= 8 


Yaklasim icin Lineerizasyon 


Verilen x9 noktalarm igeren araliklarda, 5—10 alistirmalarindaki 
fonksiyonlarm yerine gececek lineerizasyonlar istiyorsunuz. Isinizi 


miimkiin oldugunca basitlestirmek icin de, her lineerizasyonun mer- 
kezini xo’da degil de, verilen fonksiyon ve birinci tiirevinin kolayca 
hesaplanabilecegi yakindaki bir x = a tamsayisinda almak istiyorsu- 
nuz. Her durumda hangi lineerizasyonu kullanirsiniz? 


5 
6 
7 
8 
9 


10 


. f(x) =x? + 2x, x = 0.1 
~f=x!, x = 09 


. f(x) = 2x? + 4x -— 3, x9 = —0.9 
~f@) =H 1+ x, xm = 8.1 
. f(x) = Wa, x = 8.5 

— x — 
(=e w= 13 
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Trigonometrik Fonksiyonlarin Lineerlestirilmesi 


11-14 alistirmalarinda, f’nin x = a’daki lineerizasyonunu bulun. Li- 
neerizasyonu ve f’yi birlikte ¢izin. 


11. f(x) =sinx (a) x=0, (b) x=7 
12. f(x) =cos x (a) x=0, (b) x=-7/2 
13. f(x) =sec x (a) x=0, (b) x=-7/3 
14. f(x) =tanx (a) x=0, (b) x=77/4 


(1 +x)* = 1+ kx Yaklasimi 


15. f(x) = (1 + x)" nin x = O’daki lineerizasyonunun L(x) = 1 + kx 
oldugunu gésterin. 


16. 0’a yakin x degerlerinde f(x) fonksiyonuna bir yaklasim bulmak 
icin (1 + x) © 1 + kx formiiliinii kullanin. 


= an 22 
a fo) = 0-3! b. f(x) = 725 
1 2 
. > d. 6 2 x 
& fl) = Fa I) - 
2 
e. f(x) = (4 + 3x2 f. fix) = 3 (1 = | 


17. Hesap makinesinden daha hizh (1 + x) ~1 + kx formiiliinii 
kullanarak asagidakileri tahmin edin. 


a. (1.0002) b. V/1.009 
18. x =07da f(x) = Vx + 1 + sin x’in lineerizasyonunu bulun. 
Vx + 1 ve sin x’in tek tek lineerizasyonlarina nasil baglidir? 


Diferansiyel Formda Tiirevler 


19-30 alistirmalarinda, dy’yi bulun. 
2, 


¥ 
A 
t 
Af = fo + dx) — fxg) 
(xo, foo) peo) & 
dx 
Teget 
! ! >x 
0 Xo Xo + dx 
31. f(x) =x7 + 2x, m=1, dv =0.1 
32. f(x) = 2x7 + 4x - 3, x9 = 1, dy =011 
33. f(x) =x? -—x, xm = 1, dk = 01 
34. f(x) =x4, x = 1, de =0.1 
35. f(x) =x!, x» = 0.5, dx =0.1 
36. f(x) =x° — 2x +3, x =2, dv=0.1 


Degisimlerin Diferansiyel Tahminleri 


37 


—42 alistirmalarinda, hacim veya yiizey alaninda verilen degisimi 


tahmin eden bir diferansiyel formitil yazin. 


37. 


38. 


39. 


40. 


41. 


42. 


Yarigap rodan ro + dr’ye degisirken bir ktrenin hacmi 
V= (4/ 3)ar'teki degisim. 

Kenar uzunluklan x9’dan x) + dx’e degisirken bir kiibitin hacmi 
V = xteki degisim. 


Kenar uzunluklar xo’dan x9 + dx’e degisirken bir kiibiin yiizey 
alam S = 6x7’deki degisim. 


Yarigap ro’dan ro + dr’ ye degisir ve yiikseklik ayn kalirken dik bir 
koninin yan yiizey alam S = mrVr? + h7'deki degisiklik 
Yarigap ro’dan rg + dr’ ye degisir ve yiikseklik ayn kalirken dik bir 
silindirin hacmi V = a7*h’deki degisiklik. 

Yiikseklik Ag’dan hy + dh’ye degisir ve yaricap ayni kalirken dik 


19. y=x° — 3Vx 20. y=xV1l-x 

2. y= 22, y= —2Ve _ 
l+x 3(1 + Vx) 

23. 2y3? +xy-x=0 24. xy? — 4x3/2 — y=0 

25. y = sin(5Vx) 26. y = cos (x7) 


27. 


29. 


y = 4tan (x3/3) 


y = 3esc(1 — 2Vx) 


. y = sec (x? — 1) 


bir silindirin yan ytizey alani S = 27rh’deki degisiklik. 


Uygulamalar 
43. Bir cemberin yaricapi 2.00’den 2.02 m’ye cikarilmaktadir. 
a. Alanda meydana gelen degisikligi tahmin edin. 


b. (a)’daki tahmini cemberin esas alaninin yiizdesi olarak ifade 


30. y= 2e0(-) 


Yaklasim Hatas1 


31-36 alistirmalarinda, x x9’dan x9 + dx’e degisirken her f(x) fonksi- 
yonu deger degistirir. 


a. Af = f(xo + dx) — f(xo) degisimini; 
b. df = f'(xo) dx tahmininin degerini; ve 
ce. | Af —df | yaklastirma atasim 


bulun. 


44. 


45. 


edin. 
Bir agacin gap 10 ingtir. Bir yil iginde, gevresi 2 ing bityiir. 
Agacin gap ve kesit alan yaklasik olarak ne kadar biiyiimiistiir? 
Hacim tahmin etmek Yiiksekligi 30 ing, yaricapi 6 ing ve 
kalinligi 0.5 ing olan silindir seklindeki bir malzemenin hacmini 
tahmin edin. 


46. 


47. 


48. 


49. 


50. 


51. 


30 in. 


6 in. 


Bir binanin yiiksekligini tahmin etmek Bir binanin tabanin- 
dan 30 ft uzakta duran bir dl¢iimcii, binanin tepesine olan yiiksel- 
me agisimt 75° olarak dlcityor. Binanin tahmin edilen yiiksekli- 
gindeki hatanin %4’ten az olmasi igin agi ne kadar hassasiyetle 
Olciilmelidir? 

Tolerans Dik bir silindirin yiiksekligi ve yarigapi aynidir, dola- 
yisiyla silindirin hacmi V = 7h? olur. Hacim, gercek degerinden 
en fazla %1 hata ile hesaplanacaktir. h’de izin verilebilecek en bii- 
yuk hatay1 yaklasik olarak bulun ve /’nin bir yiizdesi olarak ifade 
edin. 


Tolerans 


a. 10 m yiiksekliginde silindirik bir tankin ig ¢api tankin hacminin 
%1 hatayla hesaplanabilmesi igin hangi hatayla dl¢tilmelidir? 


b. Tankin dis gap1 tanki boyamak igin gereken boya miktarinin 
%5 hatayla hesaplanabilmesi i¢in hangi hatayla dl¢iilmelidir? 


Bozuk para tiretmek Bir iiretici federal hiikiimet igin bozuk pa- 
ra yapmak tizere anlasmistir. Paralarin ideal agirliklarindan en 
fazla 1 Zi 1000 kadar farkli olmalari gerekiyorsa, paralarin yarigap1 
r’de ne kadar bir hataya géz yumulabilir? Kalinligin degismedigi- 
ni varsayin. 


Bir kiibiin hacmindeki de@isikligi gizmek. Kenarlarinin uzun- 
lugu x olan bir kiibiin hacmi V = x°, x’teki Ax kadar artisla AV 
kadar degisiyor. Bir resim gizerek AV’yi geometrik agidan, asag1- 
da verilen hacimlerin toplam: olarak nasil ifade edilebilecegini 
gosterin. 


a. Boyutlari x x x x Ax olan tig dilim. 

b. Boyutlart x x Ax x Ax olan tig cubuk. 

c. Boyutlari Av x Ax x Ax olan bir kiip. 

dV = 3x* dx diferansiyel formiilii Vdeki degisimi tig dilimi kulla- 
narak hesaplar. 


Ucus manevralarimin kalbe etkisi. Kalbin ana pompalama 
odacig1, sol karincik, tarafindan birim zamanda yapilan is 
Viv" 


W=PV+ 2g 


denklemiyle verilir. Burada W is, P ortalama kan basinci, V birim 
zamanda pompalanan kanin hacmi, 6 kanin yogunlugu, v ¢gikan 
kanin ortalama hizi ve g de yercekimi ivmesidir. 


52. 


53. 


54. 


55. 


56. 


57. 


58. 
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PV, 6 ve v sabitseler, W sadece g’nin bir fonksiyonu olur ve 
denklem 


W=at : (a, b sabit) 


haline gelir. NASA’nin tip ekibinin bir tiyesi olarak, g’de ucus 
manevralari dolayistyla olusacak belirgin degisikliklere W’nun ne 
kadar duyarli oldugunu bilmek istiyorsunuz ve bu da g’nin 
baslangic degerine baglidir. Arastirmanizin bir parcasi olarak, 
verilen bir dg degisiminin g = 5.2 ft/; sn’ olan aydaki etkisini ayn 
degisimin g = 32 ft/ sn’ olan diinyadaki etkisiyle karsilastirmaya 
karar veriyorsunuz. dW,1n dW6inyq ya oranim bulmak igin 
yukaridaki basitlestirilmis denklemi kullanin. 


Yercekimi ivmesini 6lgmek Bir saat sarkacinm uzunlugu L 
sicakligi kontrol edilerek sabit tutuldugunda, sarkacin periyodu T 
yercekimi ivmesi g’ye baglidir. Dolayistyla periyot, saat diinya 
lizerinde bir yerden digerine gétiriltirken g’deki degisime bagli 
olarak biraz degisecektir. AT’yi izleyerek, J g ve L’yi birbirine 
baglayan T = 27(L/g)!/? denkleminden g’deki degisimi tahmin 
edebiliriz. 

a. L sabit ve g serbest degisken olmak tizere, dT’yi hesaplayin ve 

bunu (b) ile (c)’de sorular yanitlamakta kullanin. 


b. g artiyorsa, 7 artar m1, azalir m1? Sarkagli bir saat ileri mi geri 
mi gider? Aciklayin. 

c. 100 cm uzunlugunda sarkact olan bir saat g = 980 cm/sn? olan 
bir yerden baska bir yere  g6tiiriilityor. Bu _ periyodu 
dT = 0.001 sn kadar arttirtyor. dg’yi bulun ve yeni yerde g’nin 
degerini belirleyin. 

Bir kibiin kenari %1’lik bir hatayla 10 cm olarak dl¢iilmektedir. 

Kiibiin hacmi bu 6l¢timle hesaplanacaktir. Hacim hesabindaki 

yuizde hatay1 bulun. 


Alani, gercek degerinin %2’si kadar bir hatayla buldugunuzdan 
emin olmak igin, bir karenin kenarii ne hassaslikta 6lg¢melisiniz? 


Bir kiirenin gap1 100 + 1 cm olarak dl¢iiltiyor ve hacmi de bu 
dlgiimle hesaplanryor. Hacim hesabindaki yiizde hatay1 bulun. 


Hacim hesaplanirken en fazla %3 hata yapilabilecekse, bir ktirenin 
capi D’yi dlgerken izin verilebilecek yiizde hatay1 bulun. 


(Ornek 7’nin devami) t’yi Slgerken yapilacak %5°lik bir hatanin 
s = 16 denkleminden s bulunurken %10’luk bir hataya neden 
olacagini gosterin. 


(Ornek 8’in devami) V ’yi %50 arttirmak icin r hangi yiizdeyle 
arttirilmalidir? 


Teori ve Ornekler 


59. 


Orijindeki lineerizasyonu ile V1+ x ’e yapilan yaklasimin 
x— 0 iken iyilesmesi gerektigini 


Vi+x 


aa 


limitini hesaplayarak gésterin. 
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60. 


61. 


62. 


— a | 
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Orijindeki lineerizasyonu ile tan x’e yapilan yaklasimin x > 0 
iken iyilegsmesi gerektigini 

. tanx 

lim —— = 1 

ro > 
limitini hesaplayarak gésterin. 
Lineerizasyon en iyi lineer yaklastirimdir. (Lineerizasyonu 
kullanmamizin nedeni budur.) y = f(x)in x = a’da 
tiirevlenebildigini ve g(x) = m(x — a) + c’nin de, m ve c sabit olmak 
lizere, lineer bir fonksiyon oldugunu  varsayin. Eger 
E(x) = f(x) — g(x) hatas! x = a civarinda yeterince kticiikse, 
L(x) = f(a) + f'(a)\(x — a) lineerizasyonu yerine f’ye lineer 
yaklasim olarak g’yi kullanabiliriz. g tizerine asagidaki kosullari 
koyarsak, 


1. E(a) = 0 x = a’da yaklasim hatasi sifirdir. 
; E(x) x —a ile karsilastirildiginda hata ihmal 
2. lim y—q=9 — edilebilir. 
x a 


g(x) = f(a) + f'(a(x — a) oldugunu gésterin. Yani, L(x) lineeriza- 
syonu hatasi hem x = a’da sifir olan hem de x — a’ya gore ihmal 
edilebilir tek lineer yaklastirimi verir. 


L(x) lineerizasyonu: 


v= fa + f(A -4a) 


\ 


Baska bir lineer 
yaklastirim, g(x): 
y=m(x—a)+e 


(a, f(@)) 


; >x 
a 
Kuadratik Yaklasimlar 
a. O(x) = bo + b\(x — a) + bo(x — a)? f(x)’in x =a da 
asagidaki 6zellikleri saglayan bir kuadratik yaklasimi olsun: 
i. O(a) = f(a) 
ii. O'(a) = f'(a) 
iti. O" (a) = f"(a) 
bo, b; ve by katsayilarini belirleyin. 
b. f(x) = 1/(1 —x)’in x = 0’daki yaklasrmim bulun. 


c. f(x) = 1/(1 —x)’i ve x = 0’daki yaklasimini cizin. Sonra her iki 
grafikte (0, 1) noktasim yaklastirin. Gordiigtiniizii agiklayin. 


d. g(x) = 1/x’in x = 1’deki yaklasimimi bulun. g’yi ve yaklasmini 
birlikte cizin. Gérdiigiiniizti agiklayin. 

e. A(x) = V1 +x in x = O’daki yaklasimm bulun. h’yi ve 
yaklasmimi birlikte cizin. Gérdtigtiniizii agiklayin. 

f. (b), (d) ve (e) siklarinda, karsi gelen noktalarda f, g ve h’nin 
lineerizasyonlari nelerdir? 


63. 


64. 


65. 


66. 


Grafiklerden  tiirevleri okumak Tiirevlenebilir  egrilerin 
bitytitiildtiklerinde diizlestikleri diisiincesi belirli noktalarda 
fonksiyonlarin tiirevlerinin degerlerini tahmin etmede kullanila- 
bilir. Egriyi gordiigiimtiz kisminin istenilen noktada diz bir 
dogru gibi gértinecegi kadar biiyiitiir ve ekranin koordinat dilim- 
lerini kullanarak egrinin egimini benzedigi dogrunun egimiymis 
gibi okuruz. 


a. Islemin nasil yiiriidiigiinii gérmek icin, 6nce x = 1’de y = 2x7 


fonksiyonu ile deneyin. Okuyacaginiz egimin 2 olmasi 
gerekir. 

b. x =1,x =0 vex =—1'de y =e" eBrisini deneyin. Her durumda, 
tahmin ettiginiz tiirevin degerini e* ’in o noktadaki degeriyle 
karsilastirin. Ne gibi bir iliski gérityorsunuz? Baska x degerle- 
rini de deneyin. Boliim 7’de neler oldugu agiklanacaktir. 


Tiirevlenebilir bir f(x) fonksiyonunun x = a’da yatay bir tegeti 
oldugunu varsayin. f’nin x = a’daki lineerizasyonu hakkinda bir 
sey soylenebilir mi? Yanitinizi agiklayin. 


Durmakta olan bir cismin kiitlesini %1 arttirabilmek igin hangi 
bagil hiza ivmelemek gerekir? 


Arka arkaya kék almak 


a. Hesap makinenize 2 yazin ve kare-k6k tusuna stirekli basarak 
(veya arka arkaya 0.5 kuvvetini alarak) art arda karek6k alin. 
Ne gibi bir kalip gérityorsunuz? Neler oldugunu agiklayin. 
Arka arkaya onuncu kékleri alirsaniz ne olur? 


b. Islemi, girdi olarak 2 yerine 0.5 alarak tekrarlayin. Simdi ne 
oluyor? 2 yerine herhangi bir pozitif x sayisi kullanabilir 
misiniz? Neler oldugunu aciklayin. 


BILGISAYAR ARASTIRMALARI 
Fonksiyonlari Lineerizasyonlari ile Karsilastirmak 


67-70 alistirmalarinda belirli bir 7 araliginda fonksiyonun yerine li- 
neerizasyonu kullanmaktan dogacak hatay1 bulmak igin bir BCS kul- 
lanacaksiniz. Asagidaki adimlari gergeklestirin: 


a. 
b. 
c. 
d. 


e. 


67. 


68. 


69. 
70. 


f fonksiyonunu / araliginda ¢izin. 

a noktasinda fonksiyonun L lineerizasyonunu bulun. 
f ve L’yi tek bir grafikte birlikte gizin. 
T araligindaki mutlak hata | f(x) — L(x) 
mum degerini bulun. 


(d) sikkindaki grafiginizden, € = 0.5, 0.1 ve 0.01 igin 


| f(x) — L(x)| < € 


kosulunu saglayacak bulabildiginiz en biiytik 6 > 0 degerini bulun. 
Sonra grafik olarak 6 tahmininizin dogru olup olmadigini kontrol 
edin. 


>} birlikte cizin ve maksi- 


|x -a| <6 => 


f(x) = x9 +x? -— 2x, [-1,2], a=1 
x-1 3 1 
fo Tae EL =? 
f(x) = x°7(x — 2), [2,3], a= 
f(x) = Vx — sinx, [0,27], a= 


235 


Boliim 3 Tekrar Sorular! 


Tekrar Sorulari 


. Bir f fonksiyonunun tiirevi nedir? Tiirevin tanim araligi ile f? nin 


tamim aralig1 arasindaki iliski nedir? Ornekler verin. 


. Egim, teget ve degisim oranlarim tanimlamada tiirevin oynadigi 


rol nedir? 


. Elinizde sadece bir fonksiyonun degerlerinin tablosu varsa, o 


fonksiyonun tiirevinin grafigini nasil ¢izersiniz? 


. Bir fonksiyonun agik bir aralikta ve kapali bir aralikta tiirevlene- 


bilir olmasi ne anlama gelir? 


. Tirevler ve tek tarafli tiirevler arasindaki iliski nedir? 


6. Bir fonksiyonun bir noktada tiirevinin olmamasini geometrik 


10. 


11. 


12. 


olarak agiklayin. 


. Bir fonksiyonun bir noktadaki tiirevlenebilirligi ile o noktadaki 


stirekliligi arasinda nasil bir iliski vardir, eger varsa? 


. Birim basamak fonksiyonu 


0, x<0 


uc) = {t x=0 


{-1, 1] araligindaki baska bir fonksiyonun tiirevi olabilir mi? 
Aciklayin. 


. Tiirev hesaplamak icin hangi kurallar biliyorsunuz? Bir kag 


Ornek verin. 
d e 


a. —-(x") = nx” 


dx 


d (yy = ot 
b. 7 (CU) = Oa 


d ; du; du» 
dx (m1 fF Un) = dx dx | x 
formiillerinin bir polinomun tiirevini almamuizi nasil sagladigini 
aciklayin. 


c. t Ug +::: 


Onuncu sorudaki tig formiile ek olarak, rasyonel fonksiyonlarin 
tiirevini almak igin hangi formiile gerek vardir? 

Ikinci ve ticiincti mertebeden bir tiirev nedir? Bildiginiz fonksi- 
yonlarin kag tiirevi verdir? Ornekler verin. 


18. 


19. 


20. 


21. 


22. 


23. 


24, 
25. 


26. 


. Bir fonksiyonun anlik ve ortalama degisim oranlari arasindaki 


iliski nedir? Bir 6rnek verin. 


. Hareketin incelenmesinde tiirevin rolii nedir? Bir cismin bir 


dogru tizerindeki hareketi hakkinda konum fonksiyonunu in- 
celeyerek ne 6%renebilirsiniz? Ornekler verin. 


. Tiirevler ekonomide nasil bir rol oynar? 
. Tirevlerin diger uygulamalarina 6rnek verin. 


~ limp—o((sin A)/h) ve limp—o((cos A — 1)/A) limitlerinin sintis ve 


kosintis fonksiyonlarmin tiirevleriyle iliskisi var midir? Bu 
fonksiyonlarin tiirevleri nedir? 


sin x ve cos x’in tiirevlerini biliyorsaniz, tan x, cot x, sec x ve csc x 
fonksiyonlarinin tirevlerini nasil bulabilirsiniz? Bu fonksiyon- 
larin tiirevleri nedir? 


Alti temel trigonometrik fonksiyon hangi noktalarda stireklidir? 
Nereden biliyorsunuz? 


iki tiirevlenebilir fonksiyonun bileskesinin tiirevini hesap-lama- 
nin kurali nedir? Boyle bir tiirev nasil hesaplanir? Ornekler verin. 
x = f(t), vy = g(t) parametrik egrisinin dy/dx egimi igin formiil 
nedir? Formiil ne zaman uygulanir? Ne zaman d’y/dx’yi bula- 
bilmeyi beklersiniz? Ornekler verin. 


u x’in tirevlenebilir bir fonksiyonu ve n bir tamsayrysa, 
(d/dx)(u")’yi nasil hesaplarsiniz? Peki ya, n rasyonel bir sayiysa? 
Ornek verin. 

Kapali tiirev alma nedir? Buna ne zaman ihtiyag duyarsiniz? 
Ornek verin. 

lliskili oranlar problemleri neden ortaya ¢ikar? Ornek verin. 
fliskili oranlar problemlerini ¢ézmek icin bir strateji tanimlayin. 
Bir 6rnege uygulayin. 

Bir f(x) fonksiyonunun x = a noktasindaki lineerizasyonu L(x) 
nedir? Lineerizasyonun bulunabilmesi icin f’nin a’da nasil 
davranmasi gerekmektedir? Lineerizasyonlar nasil kullanilir? 
Ornek verin. 


. x, a’dan yakindaki bir a + dx degerine giderse, tiirevlenebilir bir 


f(x) fonksiyonunun degerinde buna karsilik gelen degisimi nasil 
bulursunuz? Bagil ve yiizde degisimlerini nasil tahmin edersiniz? 
Ornek verin. 


Boliim 


Problemler 


Fonksiyonlarin Tirevleri 


1-40 problemlerindeki fonksiyonlarin tiirevlerini bulun. 


1. 


3% 


2. y = 3 — 0.7x3 + 0.3x7 


4. y=x!'4 Vx 


y = x° — 0.125x? + 0.25x 


— 3 2 2 
y=x 3(x° + a) id 


9. s 


~y = (x + 1 (x? + 2x) 


. y= (0? + sec? + 1) 


6. y = (2x — 5)(4— x)! 


_ cscO— @2\" 
8. y ( 1 5) *) 


= Vi _ 1 
= 10. s = 
1+ Vt Vint 
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. ies ed ay eee: 
11. y = 2 tan’ x — sec*x 12. y aida Se 
13. s = cos*(1 — 24) 14. s = cot? (3) 
15. s = (sect + tant) 16. s = csc?(1 — t + 377) 
17. r= V26siné 18. r = 20V cos@ 
19. r = sin V20 20. r= sin(9 + Vo + 1) 
21. y= $e ese 2 22. y = 2Vxsin Vx 
23. y =x? sec(2x)? 24. y = Vxese(x + 1) 
25. y = 5cotx? 26. y = x* cot 5x 
27. y = x* sin? (2x) 28. y = x *sin? (x3) 
4t \? -1 
29.°5°= |= 30.8 = 
G 1) 15(15t — 1) 
2 2 
a y= (YE) 22 y= (2) 
I+x 2Vx +1 
2 
33. y= 1 tx 34. y= 4xVx + Ve 
x 
: 2 ‘ 2 
= sin 6 ._ {it siné 
a as aad vee e cord 
37. y= (2x + 1)V2x +1 38. py = 20(3x — 4)'/4(3x — 4-15 
39. p= = 40. y = (3 + cos?3x) 


(5x2 + sin 2x)3/ 


Kapali Tiirev Alma 
41-48 problemlerinde, dy/dx’i bulun. 


41. xy + 2x + 3y=1 42. x7 +xy + y?- 5x =2 
43. x3 + dxy — 3y42 = 2x 44, 5x49 + 10y% = 15 
45. Vxy = 1 46. x°y? = 1 

Dy. x 2_ 1l+x 
47. y ar 48. y = 


49 ve 50 problemlerinde dp/dq’yu bulun. 

49. p> + 4pq — 3q7 = 2 50. ¢ = (Sp? + 2p)??? 

51 ve 52 problemlerinde dr/ds bulun. 

51. rcos2s + sin? s = 7 52. 2rs —r—s+s*=-3 

53. d°y/dx’’yi kapali tiirev alarak bulun. 
ax+y=1 by? =1 


54. a. x7 — y? =1 denkleminin tiirevini kapali olarak alarak, 
dy/dx = x/y oldugunu gésterin. 


pe 
x 


b. @y/dx* =—1/ a oldugunu gésterin. 


Tiirevlerin Sayisal Degerleri 


55. f(x), g(x) fonksiyonlarinin ve ilk tiirevlerinin x = 0 ve x = 1’deki 
degerlerinin asagidaki gibi oldugunu varsayin. 


x FO) gs) f'®) g(x) 


0 1 1 -3 1/2 
1 3 5 1/2 —4 


Asagidaki kombinasyonlarin verilen x degerlerinde birinci tiirev- 

lerini bulun. 

a. 6f(x) — g(x), x = 1 

c. fe) x= 1 

g(x) +P 

e. g(f(x)), x =0 

g. f(x + g(x)), x= 0 
56. f(x) fonksiyonu ve birinci tiirevinin x = 0 ve x = 1’deki deger- 

lerinin asagidaki gibi oldugunu varsayin. 


b. f(x)g(x), x = 0 
d. f(g(x)), x=0 


f. (x + fix)”, x=1 


x FO) f'®) 


0 9 ~2 
1 =4 1/5 


Asagidaki kombinasyonlarin verilen x degerlerinde birinci tiirev- 
lerini bulun. 


a. Vx f(x), x= 1 b V f(x), x= 
ce. f(Vx), x= 1 d. f(1 — Stanx), x =0 
f(x) 


- - {| TX) 62 = 
© 5 eoag? x=0 f. 10sin (3°) 0. x=1 


57. y=3 sin 2x vex=P + wise, t= 0'da dy/de’nin degerini bulun. 
58. s=f+5tvet=(wt+ 2u)! 3 ise, u = 2’de ds/dw’nin degerini bu- 


lun. 

59. w = sin (vr — 2) ve r=8 sin (s + 77/6) ise,s =O’'da_ dw/ds’yi 
bulun. 

60. r = (6 + 7)!8 ve @t+0=1 ise t= 0'da dr/d?’nin degerini bu- 
lun. 


61. y+ y=2 cos x ise, (0, 1) noktasmnda @y/dx’nin degerini bulun. 
62. x!/3 + 1/3 = 4 ise, (8, 8) noktasinda d’y/dx" nin degerini bulun. 


Tiirev Tanimi 


63 ve 64 problemlerinde, tanimi kullanarak tirevleri bulun. 


63. f(t) = 64. g(x) = 2x7 + 1 


Zt 1 
65. a. Asagidaki fonksiyonu gizin. 
2 
we Hae 0 
f(x) = { 2 
=; VS eS 1) 


b. f, x =0'da siirekli midir? 


c. f, x =07da tirevlenebilir mi? 


Yanitinizi aciklayin. 
66. a. Asagidaki fonksiyonu gizin. 
x; =lL=x< 0 


tan x, 05x w/4. 


j= | 


b. f, x =0'da siirekli midir? 
c. f, x =0'da tirevlenebilir mi? 
Yanitinizi aciklayin. 


67. a. Asagidaki fonksiyonu gizin. 


Xs 0=xs 
fla) = = fag, 
b. f, x =1de siirekli midir? 
ce. f, x =1de tirevlenebilir mi? 
Yanitinizi aciklayin. 
68. m sabitinin hangi deger veya degerleri icin, 


sin2x, x =0 
fix) = {s x>0 


a. x = 0’'da stireklidir? 
b. x = 07da tiirevlenebilir? 


Cevaplarinizi aciklayin. 


Egim, Teget ve Normaller 


69. Belirli egimde tegetler y = (x/2) + 1/(2x — 4) eBrisinin, 
eSimi —3/2 olan bir noktasi var midir? Varsa, bulun. 


70. Belirli egimde tegetler y = x — 1/(2x) eBrisinin, e%imi 3 olan 
bir noktasi var midir? Varsa bulun. 


71. Yatay tegetler y = 2x° — 3x7 — 12x + 20 e@risinin iizerinde tegetin 
x-eksenine paralel oldugu noktalar bulun. 


72. Teget Kesimleri y = x egrisine (—2, —8) noktasinda teget olan 
dogrunun x- ve y-eksenlerini kesim noktalarm1 bulun. 


73. Verilen Dogrulara dik veya 
y = 2x3 — 3x? 
a. y= 1 —(x/24) dogrusuna dik; 


paralel 
12x + 20 eSrisinin tizerinde tegetin 


tegetler 


b y= V2 -- 12x dogrusuna paralel oldugu noktalari bulun. 


74, Tegetlerin Kesisimi y = (7 sinx)/x erisinin x = 7 ve x =—7 
noktalarindaki tegetlerinin dik kesistiklerini gésterin. 


75. Bir dogruya paralel normaller y = tan x, —7/2 < x < 7/2 
egrisinin normalinin y = —x/2 dogrusuna paralel oldugu noktalari 
bulun. Egriyi ve normalleri denklemleriyle isimlendirerek birlikte 
cizin. 

76. Te%et ve normal dogrular y = 1 + cos x egrisinin (7/2, 1) nok- 
tasindaki normal ve tegetinin denklemlerini bulun. Egriyi, nor- 
mali ve tegeti denklemleriyle isimlendirerek birlikte ¢izin. 
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77. Teget parabol y = x” + C paraboliiniin y = x dogrusuna teget 
olmasi igin C ne olmalidir? 

78. Tegetin egimi y= x° e@risinin herhangi bir (a, a°) 
noktasindaki tegetinin, eBriyi, egimi (a, a) ’teki egimin dort kat 
olan baska bir noktada kestigini gésterin. 

79. Teget eSri_ c’nin hangi deerinde y = c/(x + 1) eBrisi (0, 3) 
ve (5, —2) noktalarindan gecen dogruya teget olur? 


80. Cembere normal x? + y” = a’ cemberinin herhangi bir nok- 
tasindaki normalinin orijinden gectigini gésterin. 


Kapali Olarak Tanimlanmis Egrilerin Tegetleri ve Normalleri 


81-86 problemlerinde, egrilerin verilen noktalardaki teget ve normal 
denklemlerini bulun. 


81. x7 + 2y7 = 9, (1,2) 
82. °° + y?=2, (1,1) 
83. xy + 2x — 5y = 2, (3,2) 
84. (y — x)? =2x +4, (6,2) 
85. x + Vxy = 6, (4,1) 
86. x92 + 2y92 = 17, (1,4) 


87. x¢y3 + y? =x + y ebrisinin (1, 1) ve (1, —1) noktalarmdaki 
egimini bulun. 


88. Asagidaki grafik y = sin (x — sinx) eBrisinin x-ekseninde yatay 
tegetleri olabilecegini belirtmektedir. Gergekten var mudir? 
Yanitinizi aciklayin. 


y = sin (x — sin x) 


Parametrik Egrilerin Tegetleri 


89 ve 90 problemlerinde, verilen ¢ degerine karsilik gelen noktada 
egriye teget olan xy-diizlemindeki dogrunun denklemini bulun. Ayrica 
@’y/dx?’nin bu noktadaki degerini bulun. 


89. x=(1/2) tant, y=(1/2)sant4 t=7/3 
90..x=14+ 1/7, y=1-3/4, r=2 


Grafikleri inceleme 

91 ve 92 problemlerindeki sekillerin her biri, biri y = f(x) 
fonksiyonu, digeri onun tiirevi f’(x) olan iki grafigi 
gdstermektedir. Hangi grafik hangisidir? Nasil anlarsiniz? 
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93. Asagidaki bilgileri kullanarak —1 = x S 6 araliginda y = f(x) 
grafigini ¢izin. 
i. Grafik uc uca eklenmis dogru parcalarindan olusur. 
ii. Grafik (—1, 2) noktasindan baslar. 
iii. Tanimli oldugunda, /f’nin tiirevi asagida gésterilen basamak 
fonksiyonuyla uyusur. 


y 
A 


y=fQ) 


94, Grafigin (—1, 2) yerine (—1, 0) noktasindan basladigimi diistinerek 
Problem 937% tekrar edin. 


95 ve 96 problemleri Sekil 3.53’teki grafiklerle ilgilidir. (a) 
kismindaki grafikler kiictik bir topluluktaki tavsan ve tilki sayisim 
gdstermektedir. 200 giinlik bir zaman icinde zamanin fonksiyonu 
olarak isaretlenmistir. Baslangicta, tavsanlar tirerken, sayilar1 artmak- 
tadir. Fakat tilkiler tavsanlarla beslenmektedir ve tilkilerin sayis1 
arttikca, tavsan sayisi diismeye baslamaktadir. Sekil 3.53b tavsan nii- 
fusunun tiirev grafigini géstermektedir. Egimleri isaretleyerek gizdik. 


95. a. Tavsan sayisi en ytiksek ve en distik oldugunda, Sekil 
3.53’teki tavsan ntifusunun tiirevinin degeri nedir? 
b. Tiirevi en yiiksek ve en diisiik oldugunda, Sekil 3.53’ teki 
tavsan toplulugunun biyiikligii nedir? 


96. Tavsan ve tilki topluluklarinin egrilerinin egimi hangi birimle be- 
lirtilmelidir? 


Trigonometrik Limitler 


7 ine a eee 
x0 2x2 —x x0 2x 


||} -Tavsan- 
| sayist | 


2000 f \ : i ‘im : 
E )\ Hk tavsan sayisi = 1000) 
Ik tilki'sayist = 40 


1000 © 


a 
| 


0 50 100 150 200 
Time (days) 
(a) 
+ 100 
50} 
Vaann | 
ea aN | ECC eee oo 
0 
50 ; REA a ti tt tit 
nS 50 100 150 200 


Zaman (giinler) 
Tasvan niifusunun tiirevi 


(b) 


SEKIL3.53 Bir av-avei toplulugundaki tavsan ve tilkiler 


inr 1 in 0 
99, lim 227 0 te 
,—>o0 tan2r 60 0 
2: 
101. an 4 tan ae tanéd + 1 
60> (a/2)~ tan’ @ + 5 
_ 2: 
102. lim, ——* 90 @ 
60° 5 cot’ 6 — 7coté — 8 
103. tim =" — 108, fi 
x>0 2 — 2cosx 0-0) =? 


Problem 105 ve 106’da, fonksiyonlarin orijinde stirekli olacak sekilde 
nasil genisletilecegini gésterin. 


__ tan (tan x) tan (tan x) 


5.12) =e 106. f(x) = 


sin (sin x) 
itiskili Orantar 
107. Dik dairesel silindir Bir dik dairesel silindirin toplam yiizey 


alam S, taban yaricapi r ile yiikseklik h’ye S = 2ar* + 2arh 
denklemiyle baglidir. 


a. h sabitse, dS/dt dr/dt’ye nasil baglidir? 
b. rsabitse, dS/dt dh/dt’ye nasil baglidir? 


108. 


109. 


110. 


111. 


112. 


113. 


114. 


115. 


c. Nerne deh sabit degilse, dS/dt dr/dt ile dh/dt’ye nasil 
baglidir? 

d. Ssabitse, dr/dt dh/dt’ye nasil baghidir? 

Dik dairesel koni Bir dik dairesel koninin toplam yiizey alan 

S, taban yaricapi r ile yiikseklik h’ye S = arVr? + h? 

denklemiyle baglidir. 

a. hsabitse dS/dt, dr/dt’ye nasil baglidir? 

b. rsabitse dS/dt, dh/dt’ye nasil baghdir? 

c. Ne rne de h sabit degilse dS/dt, dr/dt ile dh/dt’ye nasil 
baglidir? 

Dairenin alan degisimi Bir dairenin yarigapi —2/7 m/s hizla 

degismektedir. y =10 m iken, dairenin alan ne hizla degisir? 

Kiipiin kenarlarinin degisimi Bir ktpiin hacmi, kenarlari 20 

cm iken 1200 cm3/dak. hizla artmaktadir. Aym anda kenarlarmin 

degisim orani nedir? 


Paralel bagh direncler Bir elektrik devresinde bulunan R, ve 
R, ohmluk iki direng R-ohmluk direng olusturacak sekilde para- 
lel baglanmistir. R’nin degeri 


1 
a 


denklemiyle bulunur. R; 1 ohm/sn ve R, 0.5 ohm/sn hizla azali- 
yorsa, R,; = 75 ohm ve R, = 50 ohm iken R hangi hizla degisir? 


Bir seri devrede empedans Bir seri devrede 


empedans Z 
(ohm), direng R (ohm) ve reaktans X’e (ohm) Z = VR? +X’. 


denklemiyle baghdir. R 3 ohm/sn hizla artiyor ve Y 2 ohm/s 
hizla azalryorsa, R = 10 ohm ve X = 20 ohm iken Z ne hizla 
degisir? 

Bir pargacigin stirati Metrik xy dizleminde ilerleyen bir 
parcacigin koordinatlar dx/dt = 10 m/sn, dy/dt = 5 m/sn olmak 
lizere zamanin tiirevlenebilir fonksiyonlaridir. Pargacik (3, —4) 
noktasindan gecerken orijinden ne kadar hizli uzaklasmaktadir? 
Bir pargacigin hareketi Bir pargacik, orijinden uzakligi saniyede 
11 birim artacak sekilde, y = x*/? egrisinin, birinci dértte bir bélge- 
deki pargasi tizerinde ilerlemektedir. x = 3 iken, dx/dt’yi bulun. 
Bir su tankini bosaltmak Asagidaki sekilde gériilen konik 
tanktan 5 ft? /dak. hizla su akmaktadir. 

a. Sekildeki A ve r degiskenleri arasindaki iliski nedir? 

b. h=6 ft iken su seviyesi hangi hizla diiser? 


116. 


117. 


118. 
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Problemler 


Cikis hizi: 5 ft?/dak. 


Bir makaray cevirmek Bir caddedeki telefon direklerinden 
gecirilmek tizere biiyiik bir makaradan televizyon kablosu ¢eki- 
lirken, kablo makaranin tizerindeki sabit yarigaphi katlardan ¢6- 
ziilmektedir (Sekle bakiniz). Kabloyu ceken kamyon 6 ft/s (4 
mil/saat’den biraz fazla) hareket ediyorsa, s = r6 denklemini 
kullanarak, 1.2 ft yarigapli kat ¢éziiltirken, makaranin hangi hiz- 
la déndiigiinii bulun. 


Isildak ismimin hareketi Asagidaki sekil sahilden 1 km uzak- 
ta, kiyry1 bir fenerle tarayan bir sandali géstermektedir. Isik 
d0/dt = —-0.6 rad/sn hizla dénmektedir. 


a. A noktasina ulastiginda 1sik hangi hizla ilerlemektedir? 
b. 0.6 rad/sn dakikada kag déniis demektir? 


Koordinat eksenlerinde kayan noktalar A ve B noktalar 
sirastyla x ve y eksenlerinde, orijinden AB dogrusuna olan dik 
uzaklik (metre) sabit kalacak sekilde hareket etmektedirler. 
OB = 2r oldugunda ve B O’ya dogru 0.3r m/sn hizla ilerlerken, 
OA ne hizla degismektedir? Bu mesafe artar mi, azalir m1? 
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Lineerizasyon 

119. Asagidaki fonksiyonlarin lineerizasyonunu bulun. 
a. tanx, x=-7/4 b. secx, x=-7/4 
Efrileri ve lineerizasyonlari birlikte ¢gizin. 

120. f(x) = 1/1 + tan x) fonksiyounun x = 0’da yararli bir lineerizas- 
yonunu 


ea ae ve tanx © x 


yaklasimlarim. 


1 


i ?ene 


olacak sekilde birlestirerek elde edebiliriz, Bu sonucun 
1/(1 + tan x)’in x = O’daki standart lineer yaklasimi oldugunu 


gosterin. 
121. f(x)=V1 +x + sin x—0.5’in x = 0’da lineerizasyonunu bulun. 
122. f(x) = 2/1 — x) 4 1+ x — 3.1’in x = 07a lineerizasyo- 
nunu bulun. 


Degisimin Diferansiyel Tahminleri 


123. Bir koninin yiizey alani Yitikseklik /o’dan ho + dh’ye degisir 
ve yaricap ayni kalirsa, dik bir dairesel koninin yiizey alaninda 
meydana gelecek degisikligi tahmin eden bir formiil yazin. 


v= ; amrh 


S=arVr +H? 


(Yiizey alan1) 


124. Hatayi kontrol etmek 


a. Bir kiibiin yiizey alanini en fazla %2’lik bir hatayla 
hesapladiginizdan emin olmak icin kiibtin kenarim ne 
hassaslikta 6l¢melisiniz? 


b. Kenarin (a) sikkinda istenen hassaslikta dlctildiigiinti 
varsayin. Kiibiin hacmi bu kenar 6l¢iimiiyle hangi hassaslikta 
hesaplanabilir? Bunu bulmak igin hacim hesaplanmasinda 
kenar 6lctimtinti kullanmaktan kaynaklanacak yiizde hatay1 
tahmin edin. 


125. Hata Birlestirme Bir kiirenin bir bitytik gemberinin cevresi 
olasi bir 0.4 cm’ lik hatayla 10 cm olarak dlgiilityor. Olgiim daha 
sonra yaricgap1 kesaplamada kullaniliyor. Yarigap da ktirenin 
yiizey alanini ve hacmini hesaplamak igin kullaniliyor. 


a. Yaricgapin 
b. yiizey alaninin 
c. hacmin 

126. Yikseklik bulmak Bir isik direginin (sekle bakin) 
yiiksekligini bulmak icin direkten 20 ft uzaklhga 6 ft 
uzunlugunda bir cubuk yerlestiriyorsunuz ve gdlgesinin 
uzunlugu a’y1 6lcityorsunuz. A icin buldugunuz deger 15 ft, arti 
eksi bir inctir. Lamba direginin uzunlugunu a = 15 ft degerinden 
hesaplayin ve sonu¢taki olasi hatay1 bulun. 


Boliim Ek - ileri Alistirmalar 


1. sin? @ + cos*@ = 1 gibi bir denkleme 6zdeslik denir, ciinkii her 
0 degeri icin gecerlidir. sin 6 = 0.5 gibi bir denklem ise 6zdeslik 
degildir, ciinktii hepsinde degil, sadece belirli 0 degerlerinde 
gecerlidir. Bir trigonometrik 6zdesligin iki tarafinin da 6’ya gore 
turevini alirsaniz, ortaya cikan denklem yine bir ézdeslik ola- 
caktir. 

a. sin20 = 2sin@cos0 


b. cos 20 = cos*6@ — sin? @ 


2. sin(x + a) = sinxcosa + cosxsina 6zdesliZnin x’e gore 
tiirevi alinirsa, ortaya ¢ikacak denklem yine bir 6zdeslik olur mu? 
Ayn prensip x” — 2x — 8 = 0 denklemine de uygulanabilir mi? 
Yanitinizi agiklayin. 


2 denklemlerinin 


3. a. f(x) =cosx ve g(x)=a+ bx + cx 


F0)= 80), f'O)=g'O) ve f"0)=g"(0) 


kosullarina uymasini saglayacak a, b ve c degerlerini bulunuz. 


b. f(x)=sina&+a) ve g(x)= bsinx+ccos x denklemlerinin 


f(0) = g(0) ve f'(0) = g'(0) 


kosullarina uymasini saglayacak a, b ve c degerlerini bulunuz. 


ce. a, b ve c’nin buldugunuz degerleri igin, (a) ve (b) siklarindaki 
f ve g’nin tigtincti ve dérdiincii ttirevlerine ne olur? 


4. Diferansiyel denklemlerin ¢éziimleri 


a. y=sinx, y=cosx vey =acosx + bsinx (ave b sabit) 
denklemlerinin hepsinin 


y’+y=0 
denklemini sagladigini gésterin. 
b. (a) sikkindaki fonksiyonlari 
y’+4y=0 


olmasini saglayacak sekilde nasil degistirirsiniz? Bu sonucu 
genellestirin. 


5. Dokunan bir cember (x — h)? + (y — k)? = a? cemberini 
y =x* + 1 paraboliine (1, 2) noktasinda te%et olmasini ve her iki 
eri iizerinde d’y/dx* ikinci tiirevlerinin o noktada ayn degerde 
olmasini saglayacak h, k ve a degerlerini bulun. Bunun gibi, bir 
egriye teget olan ve teget noktasindaki ikinci tiirevi e&rininkiyle 
aym olan cemberlere dokunan gemberler denir. Bu gibi gember- 
lerle Boliim 13’te yine karsilasacagiz. 


6. Marjinal kazan¢ Bir otobiis 60 kisi almaktadir. Yolculuk 
basina otobiisti kullanan kisi sayisi x toplanan ticrete (p dolar) 
p=([3—(x/40)}* denklemiyle baglidir. Otobiis sirketinin yolculuk 
basina toplam kazancini, r(x), veren bir denklem yazin. Her yol- 
culukta kag kisi olmalidir ki, dr/dx marjinal kazanci sifir olsun. 
Buna karsilik gelen ticret nedir? (Bu kazancin en yiiksek olmasini 
saglayan iicrettir, yani otobiis sirketi ticret politikasim1 yeniden 
gozden gecirse iyi our.) 

7. Endiistriyel tiretim 


a. Ekonomistler “biiytime orani” ifadesini genellikle mutlak 
degil de, géreli terimler icin kullanirlar. Ornegin, u = f(t) bir ¢ 
zamaninda bir endiistri kolunda galisan insan sayis1 olsun. (Bu 
fonksiyon aslinda tamsay1 degerli bir basamak fonksiyonu 
oldugu halde, tiirevlenebildigini varsayacagiz.) 

v = g(t) zamaninda is giicti olarak kisi basina ortalama 
tiretim olsun. Dolayistyla toplam iiretim y = uv olur. Is giicii 
yilda %4’liik bir oranda artiyorsa (du/dt = 0.04u) ve kisi 
basina_ tiretim yilda %S’lik bir oranda artiyorsa 
(du/dt = 0.05v) toplam iiretim y’deki artis oranimi bulun. 


b. (a) sikkindaki kisi basina tiretim yilda %3 oraninda artarken, 
ig giictintin %2 oraninda azaldigini varsayin. Toplam tiretim 
hangi oranda artar veya azalir? 
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8. Bir gondol tasarlamak 30 ft yarigapl bir sicak hava balonunun 
imalatgisi, sekilde gériildtigii gibi, balonun 8 ft altina balonun 
ylizeyine teget kablolarla bir sepet baglamak istiyor. Sekilde 
sepetin iki ucundan (—12, —9) ve (12, —9) noktalarina teget olarak 
cikan iki kablo gériilmektedir. Sepetin genisligi ne olmalidir? 


(12, -9) 


Aski 


kablolari 
Sepet 
— | | Genislik 


OLGEKLi DEGIL 


9. Pisa’dan parasiitle Asagidaki fotograf 5 Agustos 1988’de Pisa 
Kulesi’nin tizerinden parastitle atlayan Mike McCarthy’yi géster- 
mektedir. Atlayis sirasindaki stiratinin grafiginin seklini kabaca 
gésteren bir sekil ¢izin. 


Londra’li Mike McCarthy Pisa Kulesi’nden atlamis ve parasiitiinti 
kendi deyisiyle yere en yakin parasiit atlayisi olan 179 ft’te agmistir. 
Kaynak: Boston Globe, 6 Agustos, 1988. 
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10. 


11. 


12. 


13. 


14. 


15. 


16. 


Boliim 3: Tiirev 


Bir parcacigin hareketi Bir koordinat dogrusunda ilerleyen bir 
parcacigin ¢ = 0 zamanindaki konumu 


s=10cos (t+ 7/4) 
ile verilmektedir. 
a. Pargacigin baslangi¢ konumu nedir (t = 0)? 


b. Pargacigin, orijinin saginda ve solunda ulastigi1 en uzaktaki 
noktalar hangileridir? 


c. Parcgacigin (b) sikkinda buldugunuz noktalardaki hizin1 ve 
ivmesini bulun. 


d. Pargacik ilk olarak orijine ne zaman varir? Bu anda hizi, stirati 
ve ivmesi nedir? 


Bir atasi firlatmak Diinyada, bir atasi bir lastikle rahatlikla 
64 ft yukartya firlatabilirsiniz. Firlattiktan ¢ saniye sonra, atas 
elinizden s = 64t — 162? ft yiiksektedir. 


a. Atasin maksimum yiikseklige ulasmasi ne kadar siirer? Eliniz- 
den hangi hizla ¢ikar? 


b. Ayda, ayni ivme atasi ft saniyede s = 64¢ — 2.617 ft yiiksege 
firlatacaktir. Atasin maksinum yiikseklige ulasmasi ne kadar 
stirer ve bu yiikseklik nedir? 


iki parcacigin hizlari_ 7 saniye aninda, bir koordinat eksenin- 
deki iki pargacigin konumlan s, = 322 — 1277 + 18¢ + 5m ve 
so =—-P + 9f — 12t m dir. Parcaciklarin hizlar1 ne zaman aym 
olur? 


Bir parcacigin hizi Sabit m kiitleli bir parcacik x-ekseninde iler- 
lemektedir. Hizi v ve konumu x 


1 1 
5) m(v? — v9?) = 5) k(x? — x?) 


denklemini saglamaktadir. Burada, k, vp ve Xp birer sabittir. v 4 0 
oldugunda, 


oldugunu gésterin. 


Ortalama ve anhik hiz 


a. Hareket eden bir noktann x koordinati x = AP + Bt + C gibi t 
zamaninin ikinci dereceden bir fonksiyonu olarak verilmisse, 
herhangi bir [¢), &] araligindaki ortalama hizin zaman araligi- 
nin tam orta noktasindaki anlik hiza esit oldugunu gésterin. 

b. (a) sikkindaki sonucun geometrik 6nemi nedir? 


Hangi m ve b degerlerinde 


{ sin x, x< 7 
y= 
fonksiyonu mx +b, x =o 
a. x = 7'de siireklidir? 
b. x = 7'de tirevlenebilirdir? 
| ie eee, ee® 
f(x) = 0, er, 


fonksiyonunun x = 0’da tiirevi var midir? Agiklayin. 


17. 


18. 


19. 


20. 


21. 


22. 


23. 


24. 


25. 


a. ave b’nin hangi degerleri igin 


fai = i 2 


ax’? — bx +3, x=2 


fonksiyonu her x degerinde tiirevlenebilirdir? 
b. Ortaya ¢ikan f grafiginin geometrisini tartisin. 


a. ave b’nin hangi degerleri igin 


és ee x=-l 
x)= 
g ae+x+2b, x>-1 


fonksiyonu her x degerinde tiirevlenebilirdir? 
b. Ortaya ¢ikan g grafiginin geometrisini tartisin. 
Tiirevlenebilir tek fonksiyonlar x’in tiirevlenebilir bir tek 
fonksiynunun tiirevinin bir ézelligi var midir? Yanitimizi acikla- 
yin. 
Tiirevlenebilir cift fonksiyonlar x’in tiirevlenebilir bir cift 
fonksiyonunun tiirevinin bir 6zelligi var midir? Yanitinizi acikla- 
yin. 
f ve g fonksiyonlarmin x9 noktasim igeren bir acik aralikta 
tanmli olduklarim, f’nin x9’da tiirevlenebildigini ve f(xo) = 0, 
oldugunu ve g’nin x9’da stirekli oldugunu varsayin. fg ¢arpiminin 
Xq'da_ tiirevlenebildigini gésterin. Bu, drnegin, |x|, x = O’da 
tiirevlenemezken, x|x| capimmun tiirevlenebilecegini gésterir. 
(Alistrma 21’in devami) Alistirma 21’in sonucunu kullanarak 
asagidaki fonksiyonlarin x = 0'da tiirevlenebildiklerini gésterin. 
c. We(1 — cos x) 
x? sin(1/x), x #0 
0; x=0 


a. |x| sinx b. x73 sinx 


d. A(x) = { 


i= ana ips ; 


fonksiyonunun tiirevi x = O’da_ siirekli 
k(x) = xh(x)’in tiirevi? Cevabinizi acgiklayin. 


midir? Peki ya, 


Bir f fonksiyonunun her reel x ve y degerlerinde, asagidaki 
kosullart sagladigini varsayin. 


i. f(x + y) = f(x): f(y). 

ii, f(x) = 1 + xg(x), limyso g(x) = 1. 

Her x degerinde f'(x) tiirevinin var oldugunu ve f’(x) = f(x). 
oldugunu gésterin. 


Genellestirilmis garpim kurali y = w,w2:-:u, tiirevlenebilir 
fonksiyonlarin sonlu bir garpimiysa, y’nin bu fonksiyonlarin or- 
tak tanim araliginda tiirevlenebilir oldugunu ve 


dy du ; dun ; ; duy 
— = uy, + Uu Uy bee yun + Upg—1 SZ 
ax ax 2 n a n 142 n lox 


oldugunu matematiksel indiiksiyonla gésterin. 
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26. Carpimlarin yiiksek mertebe tiirevleri igin Leibniz kurali a. Periyodu 7= 1 sn olan saat sarkacinin uzunlugunu. 
ee oo carpimlarinin yiiksek mertebe b. (a) sikkindaki sarkag¢ 0.01 ft uzatilirsa Tdeki dT degisimini. 
es haa ° aa ; ec. (b) sikkindaki dT kadarlik periyot degisiminden dolay1 saatin 
a d(uv) _ du yah? du dv jg d‘v bir giinde kazandigi ya da kaybettigi miktar1. 
: 2 2 2 
e dx oe dx 28. Eriyen buz kiipii Bir buz kibiiniin erirken ktip  seklini 
b a(uv) — du . d@udv . ,dud’v , : d°v korudugunu varsayin. Kiibiin kenar uzunluguna s dersek, hacmi 
* ax dx} dx* dx dx dx? dx? V =x ve yiizey alam 6s* olur. V ve s’nin ¢ zamanimin 
d"(uv) dy du dv tiirevlenebilir fonksiyonlar1 oldugu varsayalim. Ayrica ktbiin 
Ca gen UTE det! dx ae hacminin de yiizey alanryla orantili olarak azaldigini varsayalim. 


(Bu son varsayim erimenin ytizeyde ger¢eklestigini diistintirsek 


n(n ~ We (ak + Id ud’y oldukca mantiklidir: Alan miktarim degistirmek erimeye 
kl dx"—* ax birakilan buzun miktarini degistirir.) Matematiksel bir ifadeyle 
d"v 
We nt a = -K(6s?), k>0 


oldugunu sdéyler. (a) ve (b) denklemleri (c) denkleminin 6zel a2 : . : : = 
durumlaridir, (c) denklemini matematik indiiksiyonla ve olur. Eksi isareti hacmin azaldigini belirtmektedir. Oranti sabiti 
(") ( m ) wi ai k’nin sabit oldugunu kabul edelim. (Fakat gercekte etraftaki ha- 


t ; vanin goreli nemliligi, hava sicakligi, kirilma veya giines 1181 bu- 


i eae: eS EN. Mee Me eT) lunmamas: gibi bir cok dis etkene baglidir.) 
esitligini kullanarak bulun. Son olarak, kiibiin ilk bir saat iginde hacminin 1/4?iinii kay- 
bettigi bir dizi kosul bulundugunu ve ¢=0 aninda hacmin Vy 
27. Bir saat sarkacimin periyodu Bir saat sarkacinin periyodu T oldugunu varsayin. Buz kiibiintin erimesi ne kadar stirer? 


(ileri ve geri tam bir sallanma icin gereken siire) T? = 27°L/g 
formiliiyle verilir. Burada JL _ saniye olarak  dlciiltir, 
g = 32.2 ft/ sn’ olarak verilir ve L, sarkacin uzunlugu, ft ile 
Oletiliir. Asagidakileri yaklasik olarak bulun. 


Boliim Teknoloji Uygulama Projeleri 


Mathematica/Maple Module 

Kiris Egimlerinin Tiirev Fonksiyonuna Yakinsamalari 

Bir egri tizerinde art arda gelen noktalar arasindaki kirisleri géziintizde canlandiracaksiniz ve aralarindaki uzaklik kiiciildiikge neler oldugunu 
gézleyeceksiniz. Fonksiyon, 6rnek noktalar ve kirisler tek bir grafikte cizilmistir. Ikinci bir grafik kirislerin eZimleri ile tiirev fonksiyonunu 
karsilastirmaktadir. 


Mathematica/Maple Module 

Tiirevler, Egimler, Teget Dogrular ve Film Yapmak 

Boliim J-III. Bir noktada tirevi, bir fonksiyonun lineerizasyonunu ve tiirev fonksiyonunu goéziiniizde canlandiracaksiniz. Aymi grafik tizerinde 
grafigin ve secilmis tegetlerinin nasil ¢izildigini 6greniyorsunuz. 

Boliim IV Bircok Teget Cizmek) 

Boliim V (Film Yapmak). Modiiliin IV. ve V. Béltimleri bir fonksiyonun grafigi boyunca kayan teget dogrular canandirmak i¢in kullanilabilir. 


Mathematica/Maple Module 

Kiris Egimlerinin Tiirev Fonksiyonuna Yakinsamalari 

Soldan ve Sagdan tirevleri g6ziintizde canlandiracaksiniz. 

Mathematica/Maple Module 

Bir Dogru Boyunca Hareket: Konum— Hiz — Ivme 

Konum, hiz ve ivme fonksiyonlari arasindaki tiirev bagintilarinin dramatik canlandirmalarin gézleyin. Metindeki sekiller canlandirilabilir. 


TUREV 
UYGULAMALARI 


GIRIS Bu béliim, tiirevlerin énemli baz uygulamalarim incelemektedir. Fonksiyonlarin 
ekstrem degerlerinin bulunmasinda, grafiklerin sekillerinin belirlenmesinde ve incelen- 
mesinde, pay ve paydasi ikisi birden sifira veya sonsuza yaklasan kesirlerin limitlerinin 
bulunmasinda ve bir fonksiyonun nerede sifir oldugunun sayisal olarak bulunmasinda 
tirevlerin nasil kullanildigini 6greniyoruz. Ayrica, tiirevinden fonksiyonu bulma islemini 
ele altyoruz. Bu basarilarin bir gogunun anahtar1, sonuclari Boliim 5’teki integral analizine 
giris kapisini agan Ortalama Deger Teoremi dit. 


ae Fonksiyonlarin Ekstrem Degerleri 


SEKIL 4.1 siniis ve kosiniis fonksi- 
yonlarinin [-7/2, 7/2] araligi 
iizerindeki mutlak ekstremumlari. Bu 
degerler fonksiyonun tanim kiimesine 
bagli olabilir. 
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Bu béltim, stirekli fonksiyonlarin ekstrem degerlerinin, tiirevlerinden nasil bulunup tanim- 
lanacagin1 géstermektedir. Bunu yapabildigimiz andan itibaren, bir cok optimizasyon 
problemini ¢ézebiliriz ki, bu problemlerde baz seyleri, verilen durumlarda optimal (en 
iyi) sekilde yapmanin yolunu buluyoruz. 


TANIMLAR- Mutlak Maksimum, Mutlak Minimum 
f, tanim kiimesi D olan bir fonksiyon olsun. Bu durumda, 


D’deki her x icin f(x) = flo) 


ise, f’nin D tizerinde, c noktasinda bir mutlak maksimum deégeri, 
D’deki her x igin f(x) = fc) 


ise, f’nin D tizerinde, c noktasinda bir mutlak minimum degeri vardir. 


Mutlak maksimum ve minimum degerlere mutlak ekstrema (Latincede ekstremum’un 
cogulu) denir. Mutlak ekstremler ayrica, asagida tanimlanan yerel ekstremlerden ayirt et- 
mek icin, global ekstrem diye de adlandirilir. 

Ornegin, [-7/2, 1/2] araliginda, f(x) = cos x fonksiyonu maksimum deer olarak 1 
degerini (bir kere) ve minimum deger olarak 0 degerini (2 kere) alir. Ayn aralikta 
g(x) = sin x fonksiyonu ise maksimum deger olarak 1, minimum deger olarak —1 degerini 
alir (Sekil 4.1). 

Ayn kuralla tanimlanan fonksiyonlarin, tanim kiimelerine bagli olarak, farkli ekstrem 
noktalari olabilir. 
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ORNEK1 —Mutlak Ekstremleri Arastirmak 


Asagidaki fonksityonlarin tanim kiimeleri tizerindeki mutlak ekstremleri Sekil 4.2 de 


gortilebilir. 
| >x 
2 
(a) yalniz mutlak min. (b) mutlak maks. ve min. 
Ne y 
A A 
y= x2 y= x2 
D = (0, 2] D = (0, 2) 
S ! >x ! >x 
2 2 
(c) yalniz mutlak maks. (d) maks. veya min. yok. 
SEKIL 4.2 Ornek 1 igin grafikler 
Fonksiyon kurali D Tanim kiimesi D’deki mutlak ekstremler 
(a) y =x? (—oo, co) Mutlak maksimum yok. 
x = 0’da mutlak minimum 0. 
bb) y=xX [0, 2] x = 2’de mutlak maksimum 4 
x = 0’da mutlak minimum 0 
ic) vex (0, 2] x = 2’de mutlak maksimum 4 
Mutlak minimum yok. 
(dy 7 =x" (0, 2) Mutlak ekstrem yok. = 
TARIHSEL BiyoGRAFi Asagidaki teorem, bir [a, b] kapali araliginin her noktasinda siirekli olan bir fonksi- 


yonun, bu aralik tzerinde bir mutlak maksimum degerinin ve bir mutlak minimumu dege- 
rinin var oldugunu ileri stirer. Bir fonksiyonun grafigini ¢izerken her zaman bu degerleri 
arariz. 


Daniel Bernoulli 
(1700-1789) 
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En biiyiik deger yok 
ae 


ypux 
0Osx<l 
- >Xx 
O-\ ZA 
En kiictik deger 


SEKIL 4.4 Siireksizligin tek bir noktada 
olmasi bile, bir fonksiyonun bir 
minimumunun veya maksimumunun 
olmasini engelleyebilir. 


\° 0=x=1 
= 
~~ lo, x=1 


fonksiyonu [0, 1] araliginin x = 1 disindaki 
her noktasinda stireklidir, ama [0, 1] 
araligindaki grafiginin en ytiksek bir 
noktas1 yoktur. 


TEOREM1 —_—Ekstrem Deger Teoremi 


f, kapali bir [a, bJaraliginin her noktasinda stirekli ise, bir mutlak maksimum 
deger M’ye ve bir mutlak minimum degeri m’ye [a, b] icinde erisir. Yani, 
[a, b]’da, f(x) = m ve f(x.) = M olacak sekilde x, ve x, sayilari vardir ve 
[a, b]’daki diger her bir x igin m S f(x) S M dir ( Sekil 4.3). 


I 
y =f) 
| M 
I 
m 
>x - - >x 
a b 
Ug noktalarda 
maksimum ve minimum 
(x, m) 
ig noktalarda maksimum 
ve minimum 
| 
y= fl (x) 
| I 
I I 
I I 
| } 
I I 
| I 
I I 
m 
fea l > x l Se 
a X b a xy b 
Bir ig noktada maksimum, Bir ig noktada minimum, 
bir ug noktada minimum bir ug noktada maksimum 


SEKIL 4.3 Kapal bir [a, 6] araliginda siirekli bir fonksiyonun olas1 mutlak 
maksimum ve minimumlar1 


Ekstrem Deger Teoremi’nin ispati reel say1 sistemi hakkinda detayli bilgi gerek- 
tirmektedir (Bkz. Ek 4), bunun icin burada verilmeyecektir. Sekil 4.3 te, bir [a, b] kapali 
araliginda siirekli olan bir fonksiyonun, mutlak ekstrem degerlerinin olasi konumlari gés- 
terilmektedir. y = cos x fonksiyonunda gézledigimiz gibi, bir mutlak minimumun (veya 
mutlak maksimumun), araligin iki veya daha fazla farkli noktasinda bulunmasi olasidir. 

Teorem 1 ’deki, araligin kapali ve sonlu olmasi ve fonksiyonun stirekli olmasi kosullart 
anahtar bilesenleridir. Bunlar olmadan, teoremin sonuclarinin gecerli olmasi gerekmez. 
Ornek 1, araliZin hem sonlu ve hem de kapali olmamasi durumunda bir mutlak ekstrem 
degerin bulunmayabilecegini géstermektedir. Sekil 4.4, stireklilik sartinin ihmal edile- 
meyecegini gdstermektedir. 


Yerel (Géreceli ) Ekstremum Degerler 


Sekil 4.5’te, bir fonksiyonun, [a, b] tanim araliginda bes noktada ekstremum degerleri 
olan grafigi gértilmektedir. e noktasinda fonksiyonun degerinin, ¢evresinde bulunan her 
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Mutlak maksimum 
f’nin daha biiyiik degeri yok. 


Vesa tasks levuni Ayrica yerel bir maksimum. 


Yakinlarda f’nin daha 
biiytik degeri yok. 


Yerel minimum 
Yakinlarda f’nin 


| daha ktictik degeri 
yok. 
} 
rda Yerel minimum 
aha kiicii | Yakinlarda f’nin | 
egeri yok. Ayrica ‘daha kiigiik 'bir | 
bir yerel minimum degeri yok ; 
f L p OSEet YOR ! >x 
a c e d b 


SEKIL 4.5 Maksimum ve minimumlarin simflandiriimasi 


hangi bir noktada oldugundan, daha kticgiik olmasina ragmen, fonksiyonun mutlak mini- 
mumu a noktasindadir. Egri, c civarinda solda yiikselir ve sagda dtiser béylece f(c)’yi bir 
yerel maksimum yapar. Fonksiyon mutlak maksimum degerini d noktasinda alir. 


TANIMLAR — Yerel Maksimum Yerel Minimum 
Bir f fonksiyonunun, tanim araliginin bir c ig noktasinda, 


c’yi igeren bir agik araliktaki her xigin f(x) = f(c) 


ise, bir yerel maksimum degeri vardir. Bir f fonksiyonunun, tanim araligimin 
bir c ig noktasinda, 


c’yl iceren bir acik araliktaki her x igin f(x) = fc) 


ise, bir yerel minimumu vardir 


c ug noktasini igeren bir yar1 agik araliktaki her x icin uygun bir esitsizlik gegerliyse, f’nin 
c ug noktasinda bir yerel minimumunu veya yerel maksimumunu tanimlayarak, yerel 
ekstremum tanimini araliklarin ug noktalarin da kapsayacak sekilde genisletebiliriz. Sekil 
4.5’te, f fonksiyonunun c ve d noktalarinda yerel maksimumlani, a, e ve b noktalarinda 
ise yerel minimumlari vardir. Yerel ekstremumlara goreceli ekstremumlar da denir. 

Bir mutlak maksimum ayni zamanda bir yerel maksimumdur. Her yerdeki en biiyiik 
deger oldugu igin, en yakin komsulugundaki en biiyiik deger de odur. Yani, biitiin yerel 
maksimumlarin kiimesi ayni zamanda, varsa, mutlak maksimumu da igerecektir. Benzer 
sekilde, biitiin yerel minimumlarin ktimesi ayni zamanda, varsa, mutlak minimumu da 
igerecektir. 


Ekstremumlari Bulmak 
Asagidaki teorem, bir fonksiyonun ekstrem degerlerini bulmak igin neden genellikle 
sadece bir kag degeri incelememiz gerektigini agiklamaktadir. 


TEOREM2 _—_Yerel Ekstrem Degerler icin Birinci Tiirev Teoremi 


Tanim araliginin bir c ig noktasinda, f’nin bir yerel maksimum veya minimumu 
varsa ve c’de f'tanimliysa, 


fte)=9 
dir. 
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Yerel maksimum deger 


1 
Kiris egimleri = 0 
(asla negatif degil) 


1 
Kiris egimleri = 0 
(asla pozitif degil) 


x 


Cc 


> xX 
x 


SEKIL 4.6 Bir yerel maksimum degeri 


olan bir egri. c’deki egim, yani negatif 


olmayan sayilarin ve pozitif olmayan 


sayilarin ortak limiti, sifirdir. 


ispat f ’(c)’nin bir yerel ekstremumda sifir oldugunu géstermek icin, énce f ‘(c)’nin pozi- 
tif olamayacagini, sonra da negatif olamayacagini gésterecegiz. Ne pozitif ne de negatif 
olmayan tek sayi sifirdir, yani f’(c) sifir olmalidir. 

Baslangig olarak, f’nin x = c’de, c’ye yeterince yakin her x degerinde 
f(x) — f(c) = 0 olacak sekilde bir yerel maksimum degeri oldugunu varsayin (Sekil 
4.6). c, f’nin tanim kiimesinin bir i¢ noktas1 oldugu igin, f ’(c) 


tm 22) fo 
— «=e 

iki tarafli limitiyle verilir. Bu, x = c’de hem sagdan hem de soldan limitlerin var oldugu ve 
f (c)’ye esit oldugu anlamina gelir. Bu limitleri ayr1 ayri inceledigimizde 


.. f() = fle) 
’ = | = <0, (@-c)>O0ve ] 
f (¢) ioe x . f(x) = f(c) oldugundan 


Ayni sekilde, 


f(x) = fle) =o. oc) <0ve 


Pte = yous x— Cc f(x) = f(c) oldugundan u) 


(1) ve (2) birlikte f’(c) = 0 olmasini gerektirir. 

Boylece yerel maksimumlarla ilgili teorem ispatlanmis olur. Yerel minimumlarla ilgili 
teoremi ispatlamak iginse, (1) ve (2)’deki esitsizlikleri koruyan f(x) = f(c) esitsizligini 
kullaniriz. a: 

Teorem 2, bir fonksiyonun, bir yerel ekstremum degerinin bulundugu ve tiirevinin 
tanimli oldugu bir ig noktada, birinci tiirevinin sifir oldugunu sdyler. Dolayisiyla, bir f 
fonksiyonunun bir ekstremum degerinin (yerel veya mutlak) bulunabilecegi yerler 
1. f’=0 oldugu ig noktalar, 

2. f niin tanimli olmadig1 ig noktalar, 


3. f’nin tanim kiimesinin ug noktalar 


dir. Asagidaki tanim bitiin bunlari 6zetlemeye yardimci olacaktir. 


TANIM _ Kritik Nokta 


Bir f fonksiyonunun tanim kiimesinin, f niin sifir veya tanimsiz oldugu bir i¢ 
noktasi /’nin bir kritik noktasidir. 


B6ylece, bir fonksiyonun ekstrem degerler alabilecegi noktalar sadece tanim kiimesinin 
kritik noktalari ve ug noktalaridir. 

Teorem 2’yi yanlis anlamamak icin dikkatli olun, ciinkti tersi dogru degildir. 
Tiirevlenebilir bir fonksiyonun, bir yerel ekstremum degerinin bulunmadig1 bir kritik nok- 
tasi var olabilir. Ornegin, f(x) =x° fonksiyonunun, orijinde bir kritik noktasi vardir ve bu- 
radaki degeri sifirdir, fakat orijinin saginda pozitif ve solunda negatiftir. Dolayistyla, ori- 
jinde bir yerel ekstremum degeri bulunamaz. Onun yerine, burada bir déntim noktasi 
vardir. Bu kavram, Boliim 4.4’te tanimlanmakta ve daha fazla tartisilmaktadir. 

Ekstremum noktalari bulma nedenlerinin en basinda kapali bir aralikta stirekli bir 
fonksiyonun mutlak ekstremlerini bulmak gelir. Teorem 1 béyle degerlerin var oldugunu 
soyler; Teorem 2 ise bunlarin ancak kritik ve u¢ noktalarda bulunabilecegini belirtir. 


SEKIL 4.7 [+2, 1] araligunda 
g(t) = 8t — t’ nin ekstrem degerleri 
(Ornek 3). 
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Genellikle, bu noktalarin bir listesini kolaylikla yapabilir, hangilerinin en bitytik ve en 
kiigtik oldugunu ve nerede bulunduklarim bulmak igin karsilik gelen fonksiyon degerlerini 
hesaplayabiliriz. 


Kapali Sonlu Bir Aralikta Siirekli Bir f Fonksiyonunun Mutlak Ekstremleri Nasil Bulunur? 
1. Bitiin kritik ve u¢ noktalarda f’yi hesaplayin. 


2. Bu degerlerin en biyiigiinii ve en kigigiint alin. 


ORNEK2 — Mutlak Ekstremleri Bulmak 
f(x) = x?’nin [-2, 1] araliginda mutlak maksimum ve minimum deerlerini bulun. 
Coziim Fonksityon tanim kiimesinin tamaminda tirevlenebilirdir, dolayisiyla tek kritik 


nokta f’(x) = 2x = 0,oldugu x = 0 noktasidir. x = 0 ve x = —2 ile x = 1 ug noktalarinda 
fonksiyonun degerlerini kontrol etmemiz gerekir. 


Kritik nokta degeri: f (0) =0 
Ug nokta degerleri: f(—2) = 4 
jy 4 
Fonksiyonun x = —2’de degeri 4 olan bir mutlak maksimumu ve x = 0’da degeri 0 olan bir 
mutlak minimumu vardir. = 


ORNEK3 — Uc Noktalarda Mutlak Ekstremumlar 


g(t) = 8t— fin [-2, 1] araliginda mutlak ekstremlerini bulun. 


Céziim Fonksiyon tanim kiimesinin tamamuinda ttrevlidir, dolayistyla kritik noktalar 
sadece g ’(t) = 0 oldugu yerlerde bulunur. Bu denklemi ¢ézersek, 
8-42=0 veya ¢=W2>1, 


verilen tanim kiimesinde bulunmayan bir nokta buluruz. Dolayistyla, fonksiyonun mutlak 
ekstremleri ug noktalardadir: g(—2) =-32  (mutlak minimum) ve g(1) = 7 (mutlak maksi- 
mum) Sekil 4. 7’ye bakin. a 


ORNEK4 Bir Kapali Aralik Uzerinde Mutlak Ekstremumlari Bulmak 
f(x) = x?/"iin [-2, 3] araliginda mutlak ekstremlerini bulun. 


Céziim Fonksiyonu kritik noktalarda ve u¢ noktalarda hesaplariz ve degerlerin en biiyiigii 
ile en ktigtigiinii aliriz. 

2 
3Wx 
birinci tiirevinin sifirlan yoktur, fakat x = 0’da tanimsizdir. f’nin bu kritik noktadaki ve u¢ 
noktalarindaki degerleri 


Ny) = 24-13 = 
f'@) = gx 


Kritik nokta degeri: (0) = 0 
Uc nokta degerleri: f(-2) = (—2)? = W4 
f3) = B78 = WV. 


dur. 
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>< 


= x2/3 | —2<x=3 


y 


Mutlak maksimum; 


Yerel ayrica yerel maksimum 


maksimum 2 [- 


| 

—2 -1 O 1 2 3 
Mutlak minimum; 
ayrica yerel minimum 


SEKIL 4.8 f(x) = x?/iin [—2, 3] 
araligindaki mutlak ekstrem degerleri 
x =0 ve x = 3’tedir (Ornek 4). 


>X 


>X 


(b) 


SEKIL 4.9 Ekstrem deger bulunmayan 
kritik noktalar. (a) y’ = 3x7 x =0’da 
sifirdir, fakat y = x?’iin burada ekstrem 
degeri yoktur. (b) x =O'da y’ = (1/3)x 73 


1/394 


tanimsizdir fakat y = x’/°’tin burada 


ekstremumu yoktur. 


Bu listeden, mutlak maksimum degerin, sa& uc nokta x = 3’te bulunan Wo = 2.08, 
degerinin oldugunu gorebiliriz. Mutlak minimum degeri ise x = 0 ig noktasinda bulunan 0 
degeridir. (Sekil 4.8). a 


Bir fonksiyonun ekstremleri sadece kritik ve ug noktalarda bulunabilirken, her kritik 
veya uc nokta bir ekstrem degerin varligini belirtmez. Sekil 4.9 bunu ig noktalar icin gés- 
terir. 

Bu béliimii, calismis oldugumuz bu kavramlarin bir gercek diinya problemini 
cézmede nasil kullanildiklarini gésteren bir 6rnekle tamamliyoruz. 


ORNEK5 Bir Sondaj Makinesinden Bir Rafineriye Petrol iletmek 


Kuyidan 12 mil agiktaki bir sondaj makinesi, boru hatti ile kiyida sondaj makinesi hizasin- 
dan dogrusal olarak 20 mil ilerideki bir rafineriye baglanacaktir. Sualti boru hatt: maliye- 
ti mil basina 500.000$ ve yeryiizii boru hatt: maliyeti mil basina 300.000$ ise, ikisinin 
hangi kombinasyonu en ucuz baglantiy1 saglayacaktir? 


Céziim Problemi hissetmek icin birkag deneme yapalim: 


(a) En az miktarda sualti hatti 


Sondaj makinesi 


Rafineri 


20 


Sualti boru hatti cok pahalidir, dolayisiyla olabildigi kadar az kullanalim. Dogrudan 
krytya ulasalim (12 mil), sonra rafineriye kadar (20 mil) yeryiizti hatt: kullanalim. 


Dolar maliyeti = 12(500,000) + 20(300,000) 
= 12,000,000 


(b) Biittin hat sualt (en diiz rota) 


Sondaj makinesi 


V 144 + 400 


Rafineri 


20 


Su altindan dogrudan rafineriye gideriz. 


Dolar maliyeti = \/544 (500,000) 
= 11,661,900 
Bu (a)’daki plandan daha ucuzdur. 
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(c) Bunlarin arasinda bir sey 


Sondaj makinesi 


12 mil 


Rafineri 


Simdi, sualt: hat uzunlugu xi ve yerytizii hat uzunlugu y’yi degiskenler olarak 
tanmmlayalim. x ile y arasindaki iliskiyi ifade etmenin anahtar, sondaj makinesinin tam 
karsisindaki dik acidir. Pisagor teoremi 


S12 (20 = 
x = V 144 + (20 - y)’ (3) 


verir. Bu modelde sadece pozitif kéktin anlami vardir. 
Boru hattinin dolar maliyeti 


c = 500,000x + 300,000) 


dir. c’yi tek bir degiskenin fonksityonu olarak ifade edebilmek icin (3) denkleminden x’i 
yerine yazabiliriz: 


c(y) = 500,000V 144 + (20 — y)* + 300,000y. 


Simdi, amacimiz 0 = y = 20 araliginda c(y)’nin minimum degerini bulmaktir. Zincir 
Kuralina gore c(y)’nin y’ye gore birinci tiirevi 


2(20 — y)(—1 
c'(y) = 500,000° 7 20 = WED 399,000 
144 + (20 — y)* 
20 -—y 
= —500,000 = + 300,000 


V144 + (20 — y) 


dir. c’’yii sifira esitlemek 


500,000 (20 — y) = 300,000 144 + (20 — y) 


2 (20 - y) = Viaa + (20 — y? 
+ (20 — y)? = 144 + (20 - y? 
16 


(20 — y)? = 144 


y=20+9 


y=11 veya y=29 
verir. 
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Yalniz y= 11 ilgili araliktadir. c’nin bu tek kritik noktada ve u¢ noktalardaki degerleri 
c(11) = 10,800,000 
c(0) = 11,661,900 
c(20) = 12,000,000 


dir. En ucuz baglant: 10,800,000 $ tutar ve hatt: su atindan rafinerinin 11 mil uzagina 


g6tiirerek bu sonuca ulasiriz. a 

Ekstremumlari Grafiklerden Bulmak a A 

1-6 alisturmalarinda, grafiklerden fonksiyonun [a, b] araliginda bir ? 
ekstrem degeri olup olmadigini bulun. Yanitinizin Teorem 1 ile olan 
uygunlugunu aciklayin. 

1 oy 2.0 Oy 

A A 
y = ha) 
! >Xx 
2 0 2 


11-14 alistirmalarinda tabloyu bir grafikle esleyin 


ofa a eb a rc ee FD) 
7 - 2 a 0 a 0 
b 0 b 0 
c 5 Cc =o) 
13. ; 14. ; 
x f'@) x f') 
L | |__s x ! | | +x 
0 a c b 0 a cb a yok a yok 
b 0 b yok 
5 y 6. y Cc —2 Cc =1i7 
y = gQ) 
e y = g(x) 


L L | yx ——_———— ee oe | 
0 a c b 0 a c b a be a boc 


7-10 alistirmalarinda, exstremum degerleri ve nerede olduklarim bulun (a) (b) 
7. 8. 
en ae 
f II 
re 
>x L 1 | | 
a boc a b. -e¢ 


(c) (d) 


Kapali Sonlu Araliklarda Mutlak Ekstremler 


15-30 alistirmalarinda, her fonksiyonun verilen aralikta maksimum 
ve minimum degerlerini bulun. Sonra fonksiyonu gizin. Mutlak 
ekstremlerin bulundugu noktalari belirleyin ve koordinatlarin yazin. 


15. fx) = Sx - 5, 25x53 


16. f(x) = -x-4, -45 x51 
17. f~) =x? -1, -lsx=2 
18. f(x) =4-2x7, -35x=1 


19. F(x) =-—, 05<x<2 


20. F(x) = — 


21. h(x) = Wx, -1 <x <8 

22. h(x) = —3x?3, -1<x<1 

23. g(x) = V4—-x°, -25x=1 
24. g(x) = —V5 — x’, -V5<x<0 


25. f(@) = sind, -2<0< 


P 6 

26. f(0) = tand, - 20S] 
27. g(x) = escex Oe gage 
a Se 
28. g(x) = secx, 3 =X =o 

29. f(t) =2-|t|, -lst=3 


1 
30. f(t) = |t-5|, 451457 
31-34 alistirmalarinda, fonksiyonun mutlak maksimum ve minimum- 
larim ve bunlarin hangi noktalarda olduklarm: bulun. 
31. f(x) = x43, -l<=x<=8 
32. f(x) = x93, -l1<x=8 
33. g(0) = 05, -32<0<1 
34. A(0) = 3077, -27<0<8 


Ekstremum Degerleri Bulmak 


35-44 alistirmalarinda, fonksiyonun ekstremum degerlerini ve bun- 
larin hangi noktalarda olduklarini bulun. 


35. y = 2x7 - 8x +9 36. y=x?—- 2x44 
37. y=xe tx? - 8x45 38. y= x? — 3x7 + 3x - 2 
39. y= Vx? 1 40. y=—_2 

1 — x? 


41. y = —L_ 42. y= V3 4 2x — x? 


x x+1 
43. y= 44, y = ——_ 
z - x? + 2x4+2 
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Yerel Eksremumlar ve Kritik Noktalar 


45-52 alistirmalarinda, her kritik noktada tiirevi bulun ve yerel 
ekstremum degerleri belirleyin 
45. y = x73(x + 2) 


47. y=xV4- x 


46. y= x2/3(x2 — 4) 


48. y = x°V3-—x 


49 a xsl 50 a = x <0 
Vz Fy = 
) ee #1 . 342x-—x7, x=0 
—x?7 -2+4 x=<1 
51. y= 2 
—x° + 6x-4, x>1 
sleet. 
52. y 4% ax ta x1 
x? — 6x? + 8x, x>1 


53 ve 54 alistirmalarinda, cevabinizi agiklayiniz. 
53. f(x) =(x—2)*? olsun. 
a. f'(2) varmidir? 


b. f’nin tek yerel ekstremum degerinin x = 2 de oldugunu 
gosterin. 


c. (b) deki sonug Ekstremum Deger Teoremi ile ¢elisir mi? 


d. (a) ve (b) yi, 2’yi a ile degistirerek f(x) = (x — a)’? icin 
tekrarlayin. 


54. f(x) = |x> — 9x| olsun. 
. f'(O) var midir? 
b. f’(3) var midir? 
c. f'(-3) var midir? 
d 


. f’nin biitiin ekstremumlarini belirleyin. 


i) 


Optimizasyon Uygulamalari 


Tek degiskenli bir fonksiyonu maksimize veya minimize ederken, si- 
ze, cozdtigiintiz probleme uygun bir tanim kiimesi tizerinde fonksiyo- 
nun grafigini cizmenizi tavsiye ederiz. Grafik, hesaplamalarmiza bas- 
lamadan G6nce olayin i¢ytiziinti anlamanizi saglayacak ve cevabiniz1 
anlamaniza yardimci olacak bir gérsel kapsam saglayacaktir. 


55. Bir boru hatti kurmak  Siiper tankerler 4 mil agiktaki bir liman 
tesisine petrol bosaltirlar. En yakin rafineri, liman tesisine en 
yakin kiy1 noktasindan 9 mil dogudadir. Liman tesisini rafineriye 
baglayan bir boru  hatt: kurmak gerekmektedir. Boru hatti su 
altina kurulursa maliyeti mil basina 300,000$, yeryiiziine kuru- 
lursa maliyeti mil basina 200,000$ dir 


zx Liman Tesisi 


A B 


| 9 mil ——_+ 


Rafineri 
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a. B noktasim, kurulus maliyetini minimize edecek sekilde yer- 
lestirin. 

b. Yer yizii kurulumunun maliyetinin sabit kalmasi beklenirken 
su alt: kurulumun maliyetinin artmasi beklenmektedir. Hangi 
maliyette boru hattini1 dogrudan A noktasina kurmak optimal 
(en uygun) hale gelir? 

56. Bir ana yolu gelistirmek 4 k6yiinti B kéyiine baglayan bir 
anayol yapilmasi gerekmektedir. [ki k6yii birlestiren doZrunun 50 
mil giineyinde gelistirilebilecek bir yol bulunmaktadir. Mevcut 
yolu iyilestirmenin maliyeti mil basina 300,000 $ dir, oysa yeni 
bir anayol yapiminin maliyeti mil basina 500,000 $ dir. [ki kéyii 
baglamanin maliyetini minimize edecek iyilestirme ve yeni 
yapim kombinasyonunu bulun. Acikcasi, 6nerilen yolun konu- 
mun belirleyin. 


|{___— 150 mi] >| 


ee = —- e 

A B 

50 mil 50 mil 
Eski yol 


57. Bir pompa istasyonunu yerlestimek _ [ki sehir, bir nehrin giiney 
tarafinda kalmaktadir. [ki sehre hizmet edecek bir pompa istasyo- 
nu konumlandirilacaktir. Sehirleri pompa istasyonuna birlestiren 
dogrular boyunca birer boru hatt: yapilacaktir. Pompa istasyonu- 
nu, boru hatt: uzunlugunu minimize edecek sekilde yerlestirin. 


| k 10 mil >| 
i saa i aid a 
2mil | get Ps 
ae 4 
i "A * 5 mil 
. 


I 

I 

I 

I 
nai 
Be 


58. Bir halatin uzunlugu Bir kule 50 feet, bir digeri 30 feet yiik- 
sekliktedir. Kuleler 150 feet uzakliktadirlar. A noktasindan her iki 
kulenin tepelerine bir halat gekilecektir. 


| 150° | 


a. A noktasim, halatin uzunlugu minimum olacak sekilde 
yerlestirin 


b. Genel olarak, kulelerin yiiksekligine bakilmaksizin, A’daki 
acilar esit ise halat uzunlugunun minimum oldugunu gésterin. 
59. V(x) =x(10—2x)16-—2x), O< x<5 
fonksiyonu bir kutunun hacminin modelidir. 


a. V nin ekstremum degerlerini bulunuz. 


b. (a) da buldugunuz degerleri, kutunun hacmine bagli olarak yo- 
rumlayin 


60. 


200 


P(x) = 2x 4-5 0<x<w, 


fonksiyonu, boyutlari x 100/x olan dikdértgenin gevresini mo- 
dellemektedir. 


a. P nin ekstremum degerlerini bulunuz. 


b. (a) da buldugunuz degerleri, dikdértgenin cevresine bagli ola- 
rak yorumlayin 


61. Bir dik iti¢genin alam Hipoteniisiintin uzunlugu 5 cm olan bir 
dik tiggenin miimkiin olan en biiyiik alan: nedir. 


62. Bir spor sahasimin alam Bir spor sahasi, uzunlugu x birim olan 
ve iki ucu r yarigaph yarim gemberlerle sinirli bir dikd6értgen seklin- 
de yapilacaktir. Saha, 400 m uzunlugunda bir parkurla cevrilecektir. 


a. Sahanin dikdértgensel kisminin alanimi yalniz x’e bagli olarak 
veya yalniz r’ye bagli olarak ifade edin. (siz segin) 


b. x ve r’nin hangi degerleri igin dikd6rtgensel bélgenin alani en 
biiyiiktiir. 


63. Dikey olarak hareket eden bir cismin maksimum yiiksekligi 
Dikey olarak hareket eden bir cismin yiiksekligi, s metre ve ¢ 
saniye olmak tizere 


1 
s= = et + vot + So, 


ile verilir. Cismin maksimum yiiksekligini bulun. 


g> 0, 


64. Tepe akim_ Herhangi bir ¢ (saniye) zamaninda, bir alternatif 
akim devresindeki akim i (amper), i = 2 cos t + 2 sin ¢ ile verilir. 
Bu devre igin tepe akimi (en bityiik genlikli akim) nedir? 


Teori ve Ornekler 


65. Tiirev yokken minimum f(x) = |x| fonksiyonu x = 0’da 
tiirevlenemedigi halde, fonksiyonun o noktada mutlak minimumu 
vardir. Bu Teorem 2 ile uyusgur mu? Yanitinizi agiklayin. 

66. Cift fonksiyonlar Bir f(x) gift fonksiyonunun x = c’de yerel bir 
maksimum degeri varsa, f’nin x = — c’deki degeri hakkinda bir 
sey sdylenebilir mi? Yanitinizi agiklayin. 

67. Tek fonksiyonlar Bir g(x) tek fonksiyonunun x = c’de yerel bir 
minimum degeri varsa, g’nin x = — c’deki degeri hakkinda bir sey 
soylenebilir mi? Yanitinizi aciklayin. 

68. Kritik noktalardaki ve u¢ noktalardaki degerlerini inceleyerek, 
stirekli bir f(x) fonkstyonun ekstrem degerlerinin nasil bulu- 
nacagini biliyoruz. Ya kritik nokta veya u¢ nokta yoksa, ne olur? 
Boyle fonksiyonlar gergekten var midir? Yanitinizi aciklayin. 

69. Kiibik fonksiyonlar 


f(x) = avetbet+ext+d 
fonksiyonunu g6z 6niine alin. 


a. f’nin 0, 1 veya 2 kritik noktasinin olabilecegini gésterin. 
Diistincenizi destekleyecek 6rnekler ve grafikler verin 


b. f’nin kag tane yerel ekstremum degeri bulunabilir? 
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70. Ug noktalarda ekstremumlari bulunmayan fonksiyonlar a. Genel davranisim gérmek igin, verilen aralikta fonksiyonu gizin. 
a. b. f’ = 0 olan ig noktalari bulun. (Bazi alistirmalarda bir ¢dézitim 
| bulmak igin sayisal denklem ¢6ziictisti kullanmak zorunda 
sin-, x >0 ade ossice ys ; : taal tects 
f@ = x kalabilirsiniz.) f nti de cizmek isteyebilirsiniz. 
0, x= 0. c. f niin bulunmadigi i¢ noktalart belirleyin. 


fonksiyonun grafigini gizin. f(0) = 0’1n neden bir ekstremum 


deger olmadigini agiklayin. 


b. Kendiniz, tanim kiimesinin bir ug noktasinda ekstremum 
degeri bulunmayan bir fonksiyon olusturun. 


T 71-74 Alistirmalarindaki fonksiyonlarm grafiklerini gizin. Sonra, 
fonksiyonun aralik tizerindeki ekstremum degerlerini bulun ve nerede 


bulunduklarin: séyleyin 


d. (b) ve (c)’de bulunan biitiin noktalarda ve araligin u¢ noktalarinda 
fonksiyonun degerini bulun. 


e. Fonksiyonun aralik tizerindeki mutlak ekstremlerini bulun ve 
bunlarin hangi noktalarda bulunduklarm1 belirtin. 


75. f(x) = x4 — 8x7 + 4x + 2, [—20/25, 64/25] 
76. f(x) = —x4 + 4x3 -— 4x + 1, [-3/4, 3] 
77. f(x) = x77(3 — x), [2,2] 


71. f(x) = |x — 2| + jv +3], -S Sx <5 78. f(x) = 2 + 2x — 3x73, [-1, 10/3] 
72. g(x) = |x—1| — |x-—5|, -25x57 79. f(x) = Vx + cosx, [0,27] 
73. h(x) = |p 2 3 o<x< oo 

> | | Be |: is 80. f(x) = x3/4 — sing + Ls [0, 27] 
74. k(x) = |x + 1] + |x — 3], -00 <x< 2 
BILGISAYAR ARASTIRMALARI 


75-80 alistirmalarinda, belirlenen kapali aralikta verilen fonksiyonun 
ekstremlerini bulmak igin asagidaki adimlari izlerken bir BCS kullanin. 


fae Ortalama Deger Teoremi 


y 
A 


f@=0 


SEKIL 4.10 Rolle Teoremi, tiirevlenebilir 
bir egrinin, yatay bir dogruyu kestigi iki 
nokta arasinda en az bir yatay tegeti 
oldugunu sGyler. Yatay teget sayisi bir (a) 
veya daha fazla (b) olabilir. 


Sabit fonksiyonlarin tiirevlerinin sifir oldugunu biliyoruz, fakat tirevleri sifir olan bir gok 
terimden olusan karmasik bir fonksiyon olabilir mi? Bir aralik tizerindeki tiirevleri 6zdes 
olarak esit olan iki fonksiyon arasindaki baginti nedir? Burada gercekte sordugumuz sey, 
hangi fonksiyonlarin tiirevlerinin 6zel bir tipte olabildigidir. Bunlar ve bu béliimde 
calisacagimiz bir cok soru, Ortala Deger Teoreminin uygulanmasiyla cevaplanir. Bu teo- 
reme ulasmak i¢in nce Rolle Teoremine gereksinim vardir. 


Rolle Teoremi 


Bir fonksiyonun grafigini gizmek, tiirevlenebilir bir fonksiyonun yatay bir dogruyu kestigi 
herhangi iki nokta arasinda, e&rinin tegetinin yatay oldugu en az bir nokta bulunduguna 
dair giiclii geometrik kanitlar verir (Sekil 4.10). Michel Rolle’nin (1652-1719) 300 yillik 
teoremi bunun gercekten dogru oldugunu séyler. Daha kesin olarak, su teoremi verebiliriz. 


TEOREM 3 ROLLE TEOREMI 


y = f(x) fonksiyonunun [a, 5] kapal: araliginin her noktasinda stirekli ve (a, b) 
agik araliginin her noktasinda tiirevlenebilir oldugunu varsayin. 


f(a =f(6) 
ise, (a, b)’da 
f'()=0 


olacak sekilde en az bir c sayisi vardir. 


ispat Siirekli oldugu igin, [a, 6] araliginda f’nin mutlak maksimum ve minimum deger- 
leri vardir. Bunlar sadece 
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TARIHSEL BiyoGRaAFi 


Michel Rolle 
(1652-1719) 


(V3, -2V3) 


SEKIL 4.12 Rolle Teoreminin séyledigi 
gibi, bu egrinin x-eksenini kestigi 
noktalarin arasinda yatay tegetler vardir 
(Ornek 1). 


fniin sifir oldugu i¢ noktalarda, 
f niin bulunmadig1 i¢ noktalarda, 


fonksiyonun tanim araliginin u¢ noktalarmnda, yani burada a ve b noktalarmnda bu- 
lunurlar. 


Hipoteze gore, f’nin her i¢ noktada tiirevi vardir. Bu (2) sikkin ortadan kaldirir ve geriye 
f’ =0 olan ig noktalar ve iki ug nokta a ve b kalir. 

Maksimum veya minimum a ve b arasindaki bir c noktasinda ise, Boliim 4.1 ’deki Teo- 
rem 2’ye gére f’(c) =0’dir ve Rolle teoreminin bir noktasin1 elde ederiz. 

Maksimumun ve minimumun her ikisi de ug noktalarda ise, f(a) = f(b) oldugundan, 
her x ¢ [a, b]igin f’nin f(x) = f(a) = f(D) ile sabit fonksiyon olmasi gerekir. Boylece, 
f(x) = 0 olur ve c araliginin herhangi bir yerinde alinabilir. a 


Teorem 3’iin hipotezleri gerektir. Tek bir noktada bile gecerli degillerse, grafigin 
yatay bir tegeti bulunmayabilir (Sekil 4.11). 


y By y 
rN N vN 
y= f(x) 
>Xx ! \ >x 
a xg b 
(a) [a, 6] araliginin bir (b) [a, b] araliginin bir (c) [a, b] araliginda siirekli, 
ug noktada stireksiz i¢ noktada stireksiz fakat bir i¢ noktada tiirev yok. 


SEKIL 4.11 Rolle Teoreminin hipotezleri saglamazsa yatay teget bulunmayabilir. 


ORNEK1 Bir Kiibik Polinomun Yatay Tegetleri 
Sekil 4.12’de cizili olan 


x3 
flee) = 75 — 3x 


polinom fonksiyonu [-3, 3] araliginin her noktasinda stirekli ve (—3, 3) araliginin her nok- 
tasinda tiirevlidir. f(—3) = f(3) = 0 oldugundan, Rolle Teoremi, a=-3 ile b =3 arasindaki 
agik aralikta f’’niin en az bir defa sifir olmasi gerektigini sdyler. Gercgekten de, 


f'(x) = x? — 3, bu aralikta x = ~V3 ’te ve x = V3"te olmak iizere iki defa sifir olur. 
r] 


ORNEK2 Bir f(x) =0 Denkleminin Céziimi 

x+3x+1=0 
Denkleminin tam olarak bir reel kéktiniin var oldugunu g6sterin. 
Coziim = y = f(x) =x° + 3x + 1 olsun. 

f'(x) = 3x? + 3 


tiirevi higbir noktada sifir degildir (Ctinkti daima pozitiftir). 


SEKiL 4.13 


y=x4+3x41 
polinomunun tek reel sifin, egrinin 


x-eksenini —1 ile 0 arasinda kestigi 
yukarida gésterilen noktadir. 


Egim f“(c) 


Egim 


—a 


I 
| 
! 
c b 


y Kirise pore! teget 


| 
f(b) = f(a) 
b 


SEKIL 4.14 Geometrik olarak, Ortalama 


Deger Teoremi A ve B arasinda, egrinin AB 


kirisine paralel en az bir tegetinin 
bulundugunu sdéyler. 


Bob, flby) 


y =fo) 
A(a, fia)) 
Se 


| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
! 
a 


b 


SEKIL 4.15 [a, b] araliginda f’nin grafigi 


ve AB kirisi. 
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Simdi, f(x)’in sifir oldugu sadece iki x = a ve x = b noktas1 bile olsaydi, Rolle Teoremi 
bunlar arasinda f’’niin sifir oldugu bir x = c noktasimin varligini garanti ederdi. Bu ne- 
denle, f’nin birden fazla sifiri yoktur. Aslinda, bir sifiri vardir ginkii Aradeger Teoremi, 
y = f(x)’in grafiginin, x eksenini (vy = —3 oldugu) x =—1 ile (v = 1 oldugu) x = 0 arasinda 
bir yerde kestigini s6yler. (Bkz. Sekil 4.13). a 


Rolle Teoreminin asil kullanimi Ortalama Deger Teoreminin ispatindadir. 


Ortalama Deger Teoremi 


ilk olarak Joseph-Louis Lagrange tarafindan ifade edilen Ortalama Deger Teoremi, Rolle 
teoreminin biraz degistirilmis halidir (Sekil 4.14). Sekilde tegetin AB kirisine paralel 
oldugu bir nokta vardir. 


TEOREM4 = Ortalama Deger Teoremi 


y = f(x) fonksiyonunun [a, b] kapali araliginda sitirekli ve (a, b) agik araliginda 
tiirevlenebilir oldugunu varsayin. Bu durumda (a, b) araliginda 


f(b) — f(a) 


pag Te. 


olacak sekilde en az bir c noktas1 vardir. 


ispat f’nin grafigini diizlemde bir eSri olarak isaretler ve A(a, f(a)) ve B(b, f(b)) nokta- 
larmdan bir dogru gegiririz (Bkz. Sekil 4.15). Bu dogru 


f(b) — fla) 
b-a 


g(x) = fla) + (x — a) (2) 
fonksiyonunun (nokta-egim denklemi) grafigidir. x noktasinda f ve g grafiklerinin 
arasindaki dikey uzaklik 


Ax) = fl) ~ g(a) 
b) — fla 
= fx) ~ pla) - P= 


dir. Sekil 4.16’da f, g veh grafikleri birlikte gizilmistir. 

h fonksiyonu [a, 6] araliginda Rolle Teoreminin hipotezini saglar. Hem f hem de g, 
[a, b] araliginda stirekli ve (a, b) araliginda da tiirevlenebilir oldugundan dolayi, bu durum 
h igin de gegerlidir. Ayrica, f ve g grafiklerinin ikisi de A ve B noktalarindan gectikleri 
ic¢in, A(a) = h(b) = 0 olur. Bu nedenle, (a, b) araligindaki bir c noktasinda A’ = 0 olur. Bu 
Denklem (1) icin istedigimiz noktadir. 

Denklem 1’i dogrulamak icin, Denklem (3)’tin iki tarafinin da x’e g6re tirevini alir ve 
x’ic’ye esitleriz: 


(¢ = 2). (3) 


h'(x) = f'(x) -_ = ie Denklem (3)’iin tiirevi ... 
ne) = pe) —§ Fe cite 

0= f'(c) fo) - = h'(c) = 0 
f'(c) = -_—— Yeniden diizenlenmis hali 


Boylece ispatlamak istedigimiz esitligi elde ederiz. a 
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TARIHSEL BiyoGRaAFi 


Joseph-Louis Lagrange 
(1736-1813) 


A(0, 0) 


B(2, 4) 


SEKIL 4.18 Ornek 3’te buldugumuz gibi, 
c = | tegetin kirise paralel oldugu noktadir. 


320 


Konum (ft) 


Bu noktada 
arabanin hizi 
30 mil/sa’dir. 


>t 


5 
Zaman (s) 


SEKIL 4.19 Ornek 4’teki arabanin konum- 
zaman grafigi 


A(x) = fx) — g@) 
/ 


ee se 
i 
a x b 


SEKIL 4.17 f(x) = 
fonksiyonu, f ‘nin —1 ve 1’de 
tiirevlenememesine ragmen [—1, 1] 


SEKIL 4.16 AB kirisi g(x) fonksiyonunun 
grafigidir. h(x) = f(x) — g(x) fonksiyonu 
x noktasinda f ve g grafikleri arasindaki 
dikey uzakliktir. 


araliginda ortalama deger teoreminin 
hipotezini (ve sonuglarin1) saglar.. 


Ortalama Deger Teoreminin hipotezinin f’nin a veya bde tirevlenebilir olmasini 
gerektirmedigine dikkat edin. a ve b’de stireklilik yeterlidir (Sekil 4.17). 


ORNEK3 f(x) = x? fonksiyonu (Sekil 4.18), 0 < x < 2 icin siireklidir ve 0 < x < 2 
igin tirevlidir. (0) = 0 ve f(2) = 4 oldugundan, Ortalama Deger Teoremi, araliktaki bir c 
noktasinda, f’(x) = 2x tiirevinin degeri (4 — 0)/(2 — 0) = 2 olmalidir. Bu (istisna) durumda 
c’yi 2c = 2 denkleminden c = | olarak buluruz. 7 


Bir Fiziksel Yorum 


(f(b) — f(a))/(b — a) sayisina f’nin [a, 6] araligindaki ortalama degisimi ve f'(c)’ye 
anlik bir degisim olarak bakarsak, Ortalama Deger Teoremi, bir ig noktadaki anlik 
degisimin biitiin araliktaki ortalama degisime esit oldugunu séyler. 


ORNEK 4 ilk hizi sifir olan bir arabanin 352 ft yol almas1 8 sn siiriiyorsa, 8 saniyelik siire- 
deki ortalama hiz1 352/8 = 44 ft/sn’dir. Hizlanma siirecindeki bir anda, Ortalama Deger 
Teoremine gore, hiz géstergesi tam 30 mil/saat (44 ft/sn) gdsterecektir (Sekil 4.19). a 


Matematiksel Sonuclar 


Bu béliimiin basinda, ne tip bir fonksiyonun tiirevinin bir aralik tzerinde sifir oldugunu 
sormustuk. Ortalama Deger Teoreminin ilk sonucu bu sorunun yanitini verir. 


SONUC1 — Tiirevi Sifir Olan Fonksiyonlar Sabittir 


Bir (a, b) agik araliginin her x noktasinda f(x) =0 ise, C bir sabit olmak tizere, 
her x & (a, b) icin f(x) = C dir. 


y=xr+e ‘ C=2 
C=1 
C=0 
c= 


> X 


SEKIL 4.20 Geometrik bir bakis acistyla, 
Ortalama Deger Teoreminin 2. sonucu, bir 
aralik tizerinde tiirevleri 6zdes olarak esit 
olan fonksiyonlar arasindaki farkin sadece 
bir dikey kayma oldugunu sdyler. Tirevi 2x 
olan fonksiyonlarin grafikleri, burada 
degisik C degerleri igin cizilmis olan 

y =x* + C parabolleridir. 
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ispat f’nin araligindaki deSerinin sabit oldugunu gdstermek istiyoruz. Bunu, x, ve x,’da 
herhangi iki nokta ise f(x) = f(x) oldugunu géstererek yapacagiz. x; ve x,, soldan saga 
dogru numaralanirsa x; < x, olur. Bu durumda, f fonksiyonu [x,, x,] araliginda Ortalama 
Deger Teoreminin hipotezini saglar: [x,, x.] araligmin her noktasinda tiirevlenebilir ve 
dolayistyla her noktasinda stireklidir. B6ylece x, ve x, arasinda bulunan bir c noktasinda 


f(x2) — fr) 


H=e 1 
dir. (a, 6)’nin her yerinde f’ = 0 oldugundan, bu denklem 


He) = 10) _ 9, f(x) — fai) =0, ve — f(x) = f(x). / 


haline déniisiir. 

Bu b6élimiin basinda, bir aralik tizerinde tiirevleri 6zdes olarak esit olan fonksiyonlar 
arasindaki iliskiyi da sormustuk. Asagidaki sonug, fonksiyonlarin s6z konusu aralik tize- 
rindeki degerlerinin bir sabit kadar fark ettigini sdyler. 


SONUC2 __ Tiirevleri Ayni Olan Fonksiyonlarin Arasindaki Fark Sabittir. 


Bir (a, b) araligimin her x noktasinda f’(x) = g'(x) ise dyle bir C sabiti vardir ki 
her x € (a, b) igin f(x) = g(x) + C dir. Yani, f— g fark: (a, 5) iizerinde sabittir. 


ispat Herxe (a, b) noktasinda, h = f — g fark fonksiyonunun tiirevi 

h'(x) = f'(x) -g'(x) =0 
olur. Dolayistyla, Sonug 1’e gére (a, b) tizerinde h(x) = C’dir. Béylece, (a, b) tizerinde 
f(x) — g(x) = C'dir, dolayistyla f(x) = g(x) + C bulunur. 7 


Sonug | ve Sonug 2, (a, 6) acik araliginin sonlu olmamasi durumunda da ge¢cerlidir. 
Yani, (a, 00), (—00, b) veya (—00, 00) araliklari icin de dogrudurlar. 

Sonug 2, Bdéliim 4.8 de ters tiirevleri tartigirken 6nemli rol oynar. Bize, 6rnegin, 
(—00, 00) araliginda f(x) = x? fonksiyonunun tiirevi 2x oldugundan, (—0o, 00) araliginda 
tuirevi 2x olan baska herhangi bir fonksiyonun formiiliiniin, C bir sabit olmak tizere 
x?+ C olmasi gerektigini sdyler (Sekil 4.20). 


ORNEK5 —‘Tiirevi sin x olan ve grafigi (0, 2) noktasindan gecen f(x) fonksiyonunu bulun. 


Coziim f(x) ile g(x) =-cos x fonksiyonlarinin tirevleri ayni oldugu igin, C bir sabit ol- 
mak tizere, f(x) =-cos x + C oldugunu biliyoruz. C’nin degerini f(0) = 2 olmasi (f’nin 
grafiginin (0, 2) noktasindan ge¢mesi) kosulundan bulabiliriz: 


f(0) =—cos (0) + C=2, dolayisiyla C =3 


f’nin formiilii f(x) =—cos x + 3’ tir. a 


ivmeden Hiz ve Konum Bulmak 


Serbest diigen ve ivmesi 9.8 m/sn? olan bir cismin hiz ve konum fonksiyonlarimin nasil bu- 
lundugu asagida verilistir. 
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v(t)’nin, tiirevi 9.8 olan bir fonksiyon oldugunu biliyoruz. Ayrica, g(t) = 9.8¢ fonksi- 
yonunun tiirevinin de 9.8 oldugunu biliyoruz. Sonug 2’ye gére, C bir sabit olmak tizere, 


v(t) =9.81+C 


olur. Cisim serbest diistigii icin, v(0) = 0 olur. Buradan 


9.8(0)+C=0 ve C=0 


bulunur. Hiz fonksiyonu v(t) = 9.8¢ v(t) = 9.8¢. olmalidir. Peki, konum fonksiyonu s(t) 


nedir? 


s(t)’nin tiirevi 9.8t olan bir fonksiyon oldugunu biliyoruz. Ayrica, f(t) = 4.97 fonksi- 
yonunun tiirevinin de 9.8¢ oldugunu biliyoruz. Sonug 2’ye gore, C bir sabit olmak iizere, 


s(t) =4.9P +C 


olur. Baslangig yiiksakligi, bulundugu noktadan asagiya dogru pozitif olarak dlgilen, 


s(0) =h ise, 


4.9(0)2+C=h ve C=h 


bulunur. Konum fonksiyonu s(t) = 4.97 + A olmalidir. 
Degisim oranlarindan fonksiyonlarin kendilerini bulma kabiliyeti analizin en giiclt 
araclarindan biridir. Gérecek oldugumuz gibi, Béliim 5’teki matematiksel gelismelerin 


kalbidir. 


ALISTIRMALAR 4.2 


Ortalama Deger Teoreminde c’yi Bulmak 


1— 4 alistirrmalarindaki fonksiyon ve araliklar igin, ortalama deger teo- 
remindeki 


f(b) — fla), 
7 
denklemini saglayan c deger veya degerlerini bulun. 
1. f(x) =x? + 2x-1, [0,1] 
2, fax, [0,1] 


3. fx) =x tH, 5.2] 
4. f(x) = Vx-1, [1,3] 
Hipotezleri Kontrol Edip Kullanmak 


5-8 alistirmalarindaki fonksiyonlarin hangileri verilen aralikta Orta- 
lama Deger Teoreminin hipotezini saglar, hangileri saglamaz? 
Yanitlariizi aciklayin. 


5. f(x) = x77, [1,8] 

6. f(x) = x4, [0,1] 

7. f(x) = Vx(1 — x), [0,1] 
sin x 


8. f@)=4 * * 


—-Tsx<0 


x, OSx<l 
Cee 


fonksiyonu x = 0 ile x = Ide sifirdir ve (0, 1) araliginda 
ttirevlenebilir, fakat bu araliktaki tiirevi higbir zaman. sifir 
degildir. Bu nasil olabilir? Rolle teoremine gore, tiirev (0, 1) 
araliginin bir noktasinda sifir olmak zorunda degil midir? 
Agiklayin. 


10. Hangi a, m ve b degerlerinde 


3, x=0 
f(x) = 4 -x? + 3x +a, 0<x<l 
mx + b, lsSx=2 


fonksiyonu [0, 2] araliginda ortalama deger teoreminin hipotez- 
lerini saglar? 


Kokler (Sifirlar) 


11. a. Asagidaki polinomlarin sifirlarmi ve tiirevlerinin sifirlarini bir 
dogru tizerinde gosterin. 


i) y=x?-4 

ii) y = x7 + 8x + 15 

iii) y= x? — 3x7 +4 = (x + 1x —- 2) 

iv) y = x3 — 33x? + 2l6x = x(x — 9)(x — 24) 


b. Rolle Teoremini kullanarak 
x" + dy—yx" | +++ + ayx + ag’ her iki sifin arasinda 
nx" | + (nm = l)dy—yx" 7 405+ + ay 
fonksiyonunun bir sifiri oldugunu gosterin. 
12. f’’niin [a, b] araliginda siirekli oldugunu ve f’nin bu aralikta tig 


tane sifirmin bulundugunu varsayin. f’’niin (a, 5) araliginda en 
az bir sifirmin bulundugunu gésterin. Bu sonucu genellestirin. 


13. Bir [a, 5] araliginda f” > 0 ise, bu aralikta f’’niin en fazla bir 
sifir1 oldugunu gésterin. Bu aralikta f” < 0 ise ne olur? 


14. Uciincii dereceden bir polinomun en fazla ii¢ tane reel k6kii bu- 
lunabilecegini gosterin. 
15-22 alistirmalarindaki fonksiyonlarin verilen aralikta tek bir 


sifirlarinin bulundugunu gésterin. 


15. f(x) =x44+ 3x41, [-2,-1] 


16. f(x) =x? = 7, (—0o, 0) 


x 
17. e() = Vt+ V1 +t-4, (0,0) 


18. g() = 7 + Vi +74 - 3.1, (-1,1) 


19. (0) = 6 + sin’ (4) 8, (—00, 00) 
20. r(6) = 20 — cos?9 + V2, (—c0, 00) 
21. r(@) = secd — - +5, (0, 7/2) 


22. r(O) = tand — cotd — 0, (0, 7/2) 


Tiirevlerden Fonksiyonlari Bulmak 

23. f(—1) = 3 ve her x icin f’(x) = 0 oldugunu varsayin. Her x icin 
f(x) = 3 olmak zorunda midir? Yanitinizi agiklayin. 

24. f(0) =5 ve her x igin f’(x) = 2 oldugunu varsayin. Her x icin 
f(x) =2x + 5 olmak zorunda midir? Yanitinizi agiklayin. 

25. Her x igin, f’(x) = 2x olsun. Su durumlarda f(2)’yi bulun. 
a. f(0) = 0 b. f(1) = 0 ec. f(-2) = 3. 

26. Tiirevleri sabit olan fonksiyonlar hakkinda ne sdylenebilir? Yani- 


tinizi agiklayin. 


27-32 alistirmalarinda, verilen tiirevlere sahip olabilecek biitiin fonksi- 
yonlan bulun. 
3 


27. a. yi =x by’ =x cy =x 
28. a. y’ = 2x b. y’ = 2x - 1 ce. y = 3x7 4+2x- 1 
1 1 1 
29. a. py) = -——> by =1-— 4 ey =5+ > 
. x? - x? . x? 
1 1 1 
30. a yy’ = by’ = — ce. yo = 4x —- — = 
2Vx Vx Vx 


‘ t 
c. y’ = sin2t + cos > 


32. a. y’ = sec?0 b y= Vo cy = V0 — sec? 9 


31. a. y’ = sin 2t b. y’ = cos 
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33-36 alistirmalarinda, tiirevi verilen ve grafigi P noktasindan gegen 
fonksiyonu bulun. 


33. f'(x) = 2x — 1, P(0,0) 


34. g'(x) => + 2x, P(-1,1) 
x 


35. r'(0) = 8 — csc20, (5, 0) 


36. r'(t) = secttant — 1, P(0,0) 


Hizdan Konum Bulmak 


37-40 alistirmalarinda, bir koordinat ekseni tizerinde hareket eden bir 
cismin v = ds/dt hizi ve baslangig konumu verilmektedir. Cismin ¢ 
anindaki konumunu bulun. 


37. v= 9.8t+ 5, s(0)= 10 38. v 


32-2, s(0.5)=4 


39. v= sinat, s(0)=0 40. v = 2 cos 7t s(7) = 1 


ivmeden Konum Bulmak 


41-44 alistirmalarinda, bir koordinat dogrusu tizerinde hareket eden 
bir cismin, a = a’s/ dt’ ivmesi, baslangi¢ hizi ve baslangi¢ konumu 
verilmektedir. Cismin ¢ anindaki konumunu bulun. 

41. a = 32, v(0) = 20, s(0)=5 

42. a= 9.8, v(0) = —3, s(0)=0 


43. a= —4sin2t, v(0) = 2, s(0) = -3 
44. a = cos al v(0) = 0, s(0) = -1 
Uygulamalar 


45. Sicakhk degisimi Bir termometrenin, buzdolabindan ¢ikarilip 
kaynar suya sokulmasiyla, —19°C’tan 100°C’a ¢ikmasi 14 saniye 
siirmiistiir. Bu siire zarfindaki bir anda, civanin 8.5°C/s hizla yiik- 
seldigini gésterin. 

46. Bir kamyoncunun, hiz limiti 65 mil/sa olan bir ticretli yolda bir 
licret gisesine uzattig1 bilet, 2 saatte 159 mil yol kat ettigini 
gostermektedir. Kamyoncu hiz nedeniyle uyari almistir. Neden? 


47. Klasik hesaplamalar, 170 ktirekli bir savas gemisinin (Eski Yunan 
veya Roma savas gemisi) 24 saatte 184 deniz mili yol aldigini 
sdylemektedir. Bu yolculugun bir aninda, savas gemisinin hizinin 
7.5 knot’u (saat basina deniz mili) neden astigim agiklayin. 


48. Bir maraton kosucusu 26.2 millik New York maratonunu 2.2 sa- 
atte kogsmustur. Kosu esnasinda maratoncunun hizinin en az iki 
defa tam olarak 11 mil/saate esit oldugunu gésterin. 


49. 2 saatlik bir araba yolculugunun bir aninda, arabanin hiz géster- 
gesindeki degerin yolculugun ortalama siiratine esit oldugunu 
gosterin. 

50. Ay’ da serbest diigme Ay’da yercekimi ivmesi 1.6 m/sn? dir. Bir 
tas, derin bir uguruma birakiltyor, 30 sn sonra yere ¢arpmasindan 
hemen once ne kadar stiratli gidiyordu? 
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Teori ve Ornekler 


51. 


52. 


53. 


54. 


55. 


56. 


a ve b’nin geometrik ortalamasi Iki pozitif a ve b sayisimin 
geometrik ortalamast ab ‘dir. Ortalama Deger Teoreminin 
sonucundaki c’nin, pozitif sayilardan olusan [a, 6] araligindaki 
f(x) = 1/x iginc= Vab oldugunu gésterin. 

a ve b’nin aritmetik ortalamasi [ki a ve } sayisinin aritmetik 
ortalamasi (a + b)/2 sayisidir. Ortalama defer teoreminin sonu- 
cundaki c sayisinin, [a, 5] araligindaki f(x) = x? fonksiyonu icin 
c=(a+b)/2 oldugunu gésterin. 


f(x) = sin x sin (x + 2) — sin? (x + 1) 


fonksiyonunun grafigini gizin. Grafik ne yapiyor? Neden 
fonksiyon bu sekilde davraniyor? Cevabinizi agiklayin. 


Rolle Teoremi 


a. x =-2,-1, 0, 1 ve 2’de sifirlan bulunan bir f(x) fonksiyonu 
tanmlayin. 


b. f ve tiirevi f’’nii birlikte cizin. Gordiigiintiz, Rolle Teoremine 
nasil baglidir? 

c. g(x) = sinx ve tiirevi g’, aynt olay sergiler mi? 

Tek Céziim f’nin [a, 5] tizerinde stirekli oldugunu ve (a, b) tiz- 

erinde tiirevli oldugunu varsayin. Ayrica, f(a) ile f(b)’nin zit 

isaretli olduklarimi ve a ile b arasinda f’ # 0 oldugunu kabul edin. 

a ile b arasinda tam olarak bir defa f(x) = 0 oldugunu gésterin. 


Paralel tegetler f ve g’nin iizerinde tiirevli olduklarm ve 
f(a) = g(a) ve f(b) = g(b) oldugunu varsayin. a ile b arasinda, f 
ve g’nin grafiklerinin tegetlerinin paralel veya ayni oldugu, en 
az bir noktanin var oldugunu gésterin. 


57. 


58. 


59. 


60. 


61. 
62. 


63. 


64. 


Tiirevlenebilir f(x) ve g(x) fonksiyonlarinin grafikleri diizlemde 
ayn noktada basliyorsa ve fonksiyonlarin degisim oranlari her 
noktada ayntysa, grafikler ayn olmak zorunda midir? Yanitiniz1 
aciklayin. 

Herhangi a ve 5b sayilari igin, 
oldugunu gésterin. 

fin a = x = b iizerinde tiirevlenebildigini ve f(b) < f(a) 
oldugunu varsayin. a ile 6 arasindaki bir noktada f’’niin negatif 
oldugunu gésterin. 


|sinb — sina| = |b — al 


f, bir [a, 6] araliginda tanimli bir fonksiyon olsun. 
b) — fla 

min f' eee ) = max f’ 
saglanmasini garanti etmek igin f tizerine hangi sartlar koyarsiniz. 
Burada, min f’ ve max f’, f’’niin [a, b] araligindaki minimum ve 
maksimum degerlerini gostermektedir. Cevabinizi agiklayin. 
0 = x = 0.1 igin f’(x) = 1/(1 +.x* cos x) ve f(0) = 1 ise f(0, 1)’i 
tahmin etmek igin Alistirma 60’taki esitsizligi kullanin. 
0 = x < 0.1 icin f'(x) = 1/1 +. x*) ve f(0) =2 ise f(0, 1)’i tah- 
min etmek igin Alistirma 60’taki esitsizligi kullanin. 
fnin her x degerinde tirevlenebildigini, f(1) = 1 oldugunu, 
(—00, 1) araliginda f’ < 0 ve (1, CO) araliginda f’ > 0 oldugunu 
varsayin. 
a. Herxicin f(x) = 1 oldugunu gésterin. 
b. f’(1) =0 olmak zorunda midir? Agiklayin. 
f(x) = px? + qx +r kapali araliginda tanmlanmis _ bir 
fonksiyon olsun. (a, 5) araliginda f’nin Ortalama Deger Teoremi- 
ni sagladigi tek bir nokta oldugunu gosterin. 


439) Monoton Fonksiyonlar ve Birinci Turev Testi 


Tiirevlenebilir bir fonksiyonun grafigini ¢izerken, bir aralik tizerinde nerede arttigini (sol- 
dan saga dogru yiikseldigini) ve nerede azaldigini (soldan saga dogru alcaldigin1) bilmek 
faydalidir. Bu béliim, bir fonksiyonun bir aralik tizerinde artmasinin veya azalmasinin ne 
demek oldugunu tam olarak tanimlar ve nerede arttigini, nerede azaldigini belirlemek igin 
bir test verir. Ayrica, bir fonksiyonun kritik noktalarinin, yerel ekstremum degerlerin 
varligi konusunda, nasil test edildigini g6sterecegiz. 


Artan Fonksiyonlar ve Azalan Foksiyonlar 


Hangi tip fonksiyonlarin pozitif tiirevleri veya negatif tiirevleri vardir? Ortalama Deger 
Teoreminin ticiincii sonucunun sagladigi cevap sudur: yalnizca pozitif tirevli fonksiyonlar 
artan fonksiyonlardir; yalnizca negatif ttirevli fonkstyonlar azalan fonksiyonlardir. 


Fonksiyon 
azaliyor 


Fonksiyon 
artiyor 


y<0 y>0 


> % 


SEKIL 4.21 f(x) = x? fonksiyonu 
(—0©o, 0] ve [0, ©), araliklarinda 
monotundur, fakat (— 00, 0O) araliginda 
monoton degildir. 
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TANIMLAR  Artan, Azalan Fonksiyonlar 
f, Zaraliginda tanimli bir fonksiyon ve x, ile x, de J ‘da herhangi iki nokta olsun. 


1. x, <x, iken f(x;) < f(x.) ise, f /’da artandir denir. 
2.0 xX, <x, iken f(x.) < f(x;) ise, f J ’da azalandir denitr. 


7 ’da artan veya azalan bir fonksiyona / ‘da monotondur denir. 


Artan ve azalan fonksiyonlarin tanimlarinin, J ’daki her x, ve x2 (x; < x2) nokta ¢ifti 
igin saglanmasi gerektigini fark etmek 6nemlidir. “<” esitsizligi fonksiyonlarin deger- 
lerini karsilastirdigindan, = degil, bazi kitaplar, f, J araliginda kesin olarak artandir 
veya azalandir derler. J araligi sonlu veya sonsuz olabilir. 

f(x) = x’ fonksiyonu, grafiginden goriilebilecegi gibi (Sekil 4.21) (—00, 0] iiz- 
erinde azalir ve [0, ©) iizerinde artar. f fonksiyonu, (—©°, 0] ve [0, ©©) iizerinde mono- 
tondur fakat (—0°, ©©) tizerinde monoton degildir. (—°°, 0) araligi tizerinde tegetlerin 
egimlerinin negatif olduguna dikkat edin, dolayisiyla burada birinci tiirev daima negatiftir; 
(0, CO) igin tegetlerin egimleri pozitiftir, dolayisryla birinci tiirev pozitiftir. AsaSidaki 
sonug bu gézlemleri dogrulamaktadir. 


SONUC3 = Monoton Fonksiyonlar icin Birinci Tiirev Testi 
f’nin [a, 6] araliginda stirekli ve (a, b) araliginda ttirevlenebilir oldugunu 
varsayin. 


Her x € (a, b) noktasinda f(x) > Oise f| [a, 6] araliginda artandir. 
Her x € (a, b) noktasinda f(x) < Oise f| [a, b] araliginda azalandir. 


ispat x, ile x), x, < x5 olmak iizere, [a, b] araliginda iki nokta olsun. [x,, x] araliginda 
f’ye Ortalama Deger Teoremi uygulanirsa, x, ile x, arasindaki bir c igin 


fs) — fou) = F (Ge = %) 


bulunur. Bu denklemin sag tarafinin isareti f’ (c)’nin isaretiyle aynidir, ciinkii x, — x, pozi- 
tiftir. Dolayisryla, (a, b) araliginda f’ pozitifse, f(x.) > f(x) ve f’ negatifse, 
f (x2) < f(x) olur. rT 


Bir fonksiyonun, nerede artan ve nerede azalan oldugunu bulmak igin, Birinci Tirev 
Testinin nasil uygulanacag1 asagidadir. a < } bir f fonksityonunun iki kritik noktasi ise 
ve (a, b) araliginda f' var ve sifir olmuyorsa, f(a, b) araliginda pozitif veya negatif olmak 
zorundadir (Boliim 3.1, Teorem 2). f’niin (a, 5) araligindaki isaretini belirleyebilecegi- 
miz bir yol, basitge (a, b) araligindaki bir x icin f”’nti hesaplamaktir. Sonra, Sonug 3’ti 
uygulariz. 


ORNEK1 — Monoton Fonksiyonlar icin Birinci Tiirev Testini Kullanmak 
f(x) = x? — 12x — 5’in kritik noktalarim bulun ve f’nin arttig1 ve azaldigi araliklari be- 
lirleyin. 
Coziim f fonksityonu her yerde siirekli ve tiirevlenebilirdir. Birinci ttirev 
f'(x) = 3x? — 12 = 3(x? — 4) 
= 3(x + 2)(x — 2) 


264 Baliim 4: Tiirev Uygulamalari 


= a 
Y y=x-12x - 5 


SEKIL 4.22 f(x) =x? — 12x — 5 
fonksiyonu tig ayri aralik tizerinde 
monotondur (Ornek 1). 


TARIHSEL BiyoGRaFi 


Edmund Halley 
(1656-1742) 


Mutlak min. 


x =—2 ve x = 2 de sifirdir. Bu kritik noktalar f’nin tanim kiimesini f’’ntin pozitif veya 
negatif oldugu (—0co, —2),(—2,2), ve (2, 0©) araliklarina béler. f’’niin her bir alt 
araliktaki igaretini, f’yi uygun bir noktada hesaplayarak buluruz. Sonra, her bir alt araliga 
Sonug 3 uygulanarak f’nin davranisi belirlenir. Sonuglar, asagidaki tabloda 6zetlenmis ve 
fonin grafigi Sekil 4.22 de verilmistir. 


Arahklar -—o<x<-2 =2 <x = 2 2<x< © 
Hesaplanmis f’ f'(-3) = 15 f'(0) = -12 f'B) = 15 
f’niin isareti + - + 
f’nin davranisi artan azalan artan 


Sonug 3, sonlu araliklar icin oldugu gibi sonsuz araliklar igin de gecerlidir ve bu 
gercesi Ornek 1 ’deki incelemede kullandik. 

Bir fonksiyonun nerede arttigini ve nerede azaldigini bilmek, yerel ekstremumlarin 
tabiatini nasil test edecegimizi de séyler. 


Yerel Ekstremum Degerler icin Birinci Tiirev Testi 


Sekil 4.23’te, f’nin bir yerel minimum degerinin bulundugu noktalarin, hemen solunda 
f' > 0 ve hemen saginda f’ < 0 dir (Nokta bir ug noktaysa, g6z 6niine alinmasi gereken 
sadece bir taraf vardir). Boylece, minimum degerin solunda fonksiyon azalan ve saginda 
artandir. Benzer sekilde, f’nin bir yerel maksimum degerinin bulundugu noktalarin, he- 
men solunda f’ > 0 ve hemen saginda f’ < 0 dir. B6ylece, maksimum degerin solunda 
fonksiyon artan ve saginda azalandir. 


Mutlak maksimum 
jf’ tammsiz 
Yerel max 


f'=0 


Ekstrem yok 


Ekstrem yok 


Yerel min ; Yerel min. 


f'=0 


SEKIL 4.23 Bir fonksiyonunun birinci tiirevi, grafigin nasil yiikseldigini ve alcaldigini sdyler. 


Bu gézlemler, tiirevlenebilir bir fonksiyonun yerel ekstremum degerlerinin varligi ve 
tabiyati icin bir teste yol agar. 
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Yerel Ekstremum Degerler icin Birinci Tiirev Testi 

c’nin, stirekli bir f fonksiyonunun bir kritik noktasi oldugunu ve f’nin, c’yi 
igeren bir araligin her noktasinda (c’nin kendisi harig¢ olabilir) tirevlenebilir 
oldugunu varsayin. Soldan saga, c’den gecerken. 


1. f' cde negatiften pozitife degisiyorsa, f’nin c’de bir yerel minium degeri 
vardir. 

2. f' c’'de pozitiften negatife degisiyorsa, f’nin c’de bir yerel maksimum degeri 
vardir. 


3. f' cde isaret degistirmiyorsa (yani, f’ c’nin iki tarafinda da pozitif veya her 
iki tarafinda da negatif ise), f’nin c’de bir yerel ekstremum degeri yoktur. 


Ug noktalarda, yerel ekstremum degerler igin test benzerdir, fakat g6z 6ntine alinacak 
yalniz bir taraf vardir. 

ispat Kuisim (1). f’’niin isareti c’de negatiften pozitife degistisinden, (a, c) tizerinde 
f' <0 ve(c, 6) tizerinde f’ > 0 olacak sekilde a ve b sayilari vardir. x € (a,c), ise 
flc) < f(x) dir, giinkti f’ < 0 olmasi f’nin [a, c] iizerinde azalan olmasini gerektirir. 
xe(c, b), ise f(c) < f(x) dir, ciinkii f’ > 0 olmasi f’nin [c, 5] tizerinde artan olmasin1 
gerektirir. Bu nedenle, her x ¢ (a, b) icin f(x) = f(c) dir. Tamima gore, f’nin c’de bir ye- 
rel minimumu vardir. 


Kisim (2) ve (3) benzer sekilde ispatlanir. a 


ORNEK2 — Yerel Ekstremum Degerler icin Birinci Tiirev Testini Kullanmak 
f(x) =x! — 4) = 479 — 4x19 


fonksiyonunun kritik noktalarin1 bulun. f’nin arttigi ve azaldigi araliklan belirleyin. 
Fonksiyonun yerel ve mutlak ekstremum degerlerini bulun. 


Cézim f fonksiyonu iki siirekli fonksiyonun, x!/? ve (x — 4) garpim1 oldugundan her «x te 
sureklidir. Birinci tiirev 


, d (43 13\ — 4.13 _ 4,23 
fO=E( 4x ) 3% 3% 


A 3 A(x — 1) 

=a4 (=) = 38 
x = | de sifir ve x = 0’da tanimsizdir. Tanim ktimesinde ug noktalar yoktur, dolayistyla yal- 
nizca x = 0 ve x = | kritik noktalan f’nin herhangi bir ekstremum degerinin bulunabilece- 

&1 yerlerdir. 

Bu kritik noktalar x eksenini f’’niin ya pozitif ya da negatif oldugu araliklara bdler. 
fniin isaretlerinin sekli f’nin kritik noktalarda ve bu noktalarin arasindaki davranisini 

belirler. Bu bilgiyi asagidaki gibi bir resimle gésterebiliriz. 


Aralhiklar x <0 0<x<l x>1 


f’’niin isareti - oe + 
f’nin davranisi azalan azalan artan 
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y Ortalama Deger Teoreminin tigtincti sonucu, /’nin (—0O, 0) araliginda azaldigini, 
A 


degisir). 


dikey tegeti vardir. 
(1, —3) 


SEKIL 4.24 f(x) =x!8(@- 4) x <1 
iken azalir x > 1 iken artar (Ornek 2). 


ALISTIRMALAR 4.3 


(0, 1) araliginda azaldigini ve (1, ©) araliginda arttigini sdyler. Yerel Ekstremum Degerler 
icin Birinci Tiirev Testi, f’nin x = 0’da bir ekstremum degerinin bulunmadifini (f’ isaret 
degistirmez) ve x = 1’de bir yerel minimumu bulundugunu séyler (f’ negatiften pozitife 


Yerel minimumun degeri f (1) = 1'/3(1 — 4) = -3’tiir. Bu ayrica mutlak bir minimum- 
dur, ciinkti solda, fonksiyonun degerleri bu noktaya dogru diiserler ve sagda, yiikselerek 
bu noktadan uzaklasir. Sekil 4.24 fonksiyonun grafigi ile bu noktay1 gésterir. 

lim,_59 f’(x) =— CO olduguna dikkat edin, dolayistyla, f’nin grafiginin orijinde bir 


f’ Verildiginde f ‘yi incelemek 
Tiirevleri 1—8 alistirmalarinda verilen fonksiyonlarla ilgili asagidaki 
sorular yanitlayin. 


nna um WY 


. f’nin kritik noktalari nedir? 
. f, hangi araliklarda artandir veya azalandir? 


. Varsa, hangi noktalarda f yerel maksimum veya minimum 


degerler alir? 


. f(x) = x(x — 1) 2. f(x) = (x — 1)(x + 2) 
Poe 1a 2) 4, f'(x) = (x — 1% + 2)? 

~ f(x) = (& — Ie + 2)(x — 3) 

~ f(x) = ( — 7)(x + I) + 5) 


fie) = x(x + 2) 8. f'(x) =x /%x — 3) 


Verilen Fonksiyonlarin Ekstrem Degerleri 


9-28 alistirmalarinda: 


a. Fonksiyonun artan ve azalan oldugu araliklari bulun. 


b. Varsa, 


. f(x) = x4 — 8x? + 16 18. 


fonksiyonun ekstrem degerlerini belirleyin ve bu 


degerlerin nerede bulunduklarini sdyleyin. 


. Varsa, ekstrem degerlerin hangileri mutlaktir? 


. Bulduklarinizi bir hesap makinesi veya bilgisayar kullanarak 


destekleyin. 
. g(t) = —? — 3 +3 10. g(t) = —307 + 94 + 5 
. A(x) = —x? + 2x? 12. A(x) = 2x3 — 18x 
. f(0) = 30 — 40° 14. f(0) = 60 - & 
. f(r) = 3r? + 16r 16. h(r) = (r +: 7) 


g(x) = x4 — 4x3 + 4x? 


19. 


21. 


23. 


25. 
27. 


H(t) = 34 — 79 20. K(t) = 158-6 
g(x) =xV8 — x? 22. g(x) =x°V5—x 
f(x) = _ x#2 24, f(x) x 


7 3x7 + 1 
. g(x) = x23(x + 5) 
. A(x) = x2 (x2 — 4) 


f(x) = x'F(x + 8) 
h(x) = x'/3(x? — 4) 


Yari-Acik Araliklarda Ekstrem Degerler 


29— 


. Varsa, 


. fe) = + 1, 
. e(x) =x? — 4x + 4, 
. g(x) = -x* — 6x — 9, 


36 alistirmalarinda: 


fonksiyonun verilen araliktaki ekstrem degerlerini 
belirleyin ve bu degerlerin nerede bulunduklarini sdyleyin. 


Varsa, ekstrem degerlerin hangileri mutlaktir? 


. Bulduklarinizi bir hesap makinesi veya bilgisayar kullanarak 
destekleyin. 
. f(x) = 2x — x7, -00 <x =2 


-o <x=0 
lsx<w 


4=x<©w 


. f(t) = 12t- 8, -3 <= t< 
~fd =P -3?, -~ <1 53 
x3 
- A(x) = > — 2x? + 4x, 0s<x<o 
. k(x) = x9 + 3x? + 3x + 1, o<x=s0 
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Hesap Makinesi veya Bilgisayarla Grafik Cizme c. x# Ligin f(x) > Oise, 
37-40 alistirmalarinda, d. x #1 igin f'(x) < Oise, 
a. Varsa, fonksiyonun verilen araliktaki ekstrem degerlerini gizin. 
belirleyin ve bu degerlerin nerede bulunduklarini sdyleyin. 44. Tiirevlenebilir bir y = f(x) fonksiyonunun 
b. Fonksiyonu ve tiirevini beraber gizin. f’nin davranisim f’’niin a. (1,1)’de yerel minimumuyla (3,3)’te yerel maksimumu; 

isaretlerine ve degerlerine bakarak aciklayin. b. (1,1)'de yerel maksimumuyla (3, 3)’te yerel minimumu; 

37. f(x) = ; 2 sin 5, 0<x<27 c. (1, 1) ve (3, 3)’te yerel maksimumlar1; 

d. (1, 1) ve (3, 3)’te yerel minimumlar1 
38. f(x) = 2 cosx — cos x, —47 Sx Sm varsa grafigini cizin. 
39. f(x) = esc’x — 2eotx, O<x<a 45. Sitirekli bir y = g(x) fonksiyonunun grafigini asagidaki kosullan 


di: JG) = sees = Sane, ~E 2e2é z saglayacak sekilde gizin. 
a. 9(2)=2, x<2icgin0d<g’<1, x2 ikeng(x) 91, 
oR x > 2icgin -1 < g’< Ove x > 2+ iken g(x) > -1'; 
Teori ve Ornekler sd 4 
: . : ; b. g(2)=2, x <2 icin g'<0, x 42 iken g(x) 3 -%, 
41 ve 42 alistirmalarindaki fonksiyonlarin verilen 0 degerlerinde yerel x>2icin g’>0 ve x 32° iken g(x) > ~. 
ekstrem degerleri oldugunu gésterin ve bu ekstrem degerlerin cesidini 


belirleyin 46. Stirekli bir y = A(x) fonksiyonunun grafigini asagidaki kosullan 


saflayacak sekilde ¢izin. 


41. h(@) = 3 cos, 00527, 0=0da ve 0=27 a. (0) = 0, her x igin -2 S A(x) S$ 2, x 3 0 iken h(x) > ~ ve 
x 3 0° iken h(x) > —00; 
42. h(@) = ssn’, 0<0<7, 0=0da ve 6=7 b. 1(0) =0, her x igin-2 = A(x) = 0, x 3 0° iken h(x) > © ve 
x — 0° iken h(x) > —c0; 
43. (1, 1) noktasindan gecen tiirevlenebilir bir y = f(x) fonksiyonunun 47. x, c = 2  noktasindan soldan saga dogru _ gecerken, 
grafigini, f’(1) = 0 ve f(x) = x3 — 3x + 2 fonksiyonunun grafigi yiikselir mi, alcalir 
a. x < ligin f'(x) > Ovex > 1 icin f’(x) < 0 ise, m1? Yanitinizi aciklayin. 
b. x < 1 icin f'(~) <0 vex > 1 icin f’(x) > 0 ise, 48. f(x) = ax? + bx +c, a #0 fonksiyonun arttigi ve azaldigi araliklari 


bulun. Yanitinizin nedenini agiklayin. 


Konkavlik ve Egri Cizimi 


Boliim 4.3’te, birinci tiirevin, bir fonksiyonun nerede artigini ve nerede azaldigini nasil 

sdyledigini gérdtik. Birinci Tirev Testi, tiirevlenebilir bir fonksiyonun bir kritik 

noktasinda bir yerel minimum veya bir yerel maksimum deger olup olmadigin1, veya bu- 
y rada grafigin artmaya veya azalmaya devam ettigini sdyler. 

Bu bdliimde, tiirevlenebilir bir fonksiyonun grafiginin nasil biktldtigii veya déndiigii 
hakkinda, ikinci tiirevin nasil bilgi verdigini goérecegiz. Bu ek bilgi, bir fonksiyonun ve 
grafiginin davranisinin ana yonlerini yakalamamizi ve sonra bu 6zellikleri bir grafikte 
gdstermemizi saglar. 


= Konkavlik 
Sekil 4.25’te gdreceginiz gibi, y = x° eBrisi, x artarken yiikselir, fakat (—00, 0) ve (0, 0) 
araliklariyla tanimlanan bélgelerde farkli yGnlerde d6ner. Egriyi izleyerek soldan orijine 
dogru ilerlerken, egri bizim sagimiza dogru doner ve tegetlerinin altina diiser. (—©o, 0) 
: araliginda tegetlerin egimleri azalirlar. Egri tizerinde, orijinden saga dogru uzaklasirken, 
SEKIL 4.25 f(x) = x°*iin grafigi eSri solumuza dogru doner ve tegetlerinin tizerinde yiikselir. (0, 00) araliginda tegetlerin 


(—00, 0) araliginda agagi konkav, RS) egimleri artar. Bu dénme ve biiktilme davranisi egrinin konkaviigini belirler. 
araliginda ise yukari konkavdir (Ornek 1a). 
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SEKIL 4.26 f(x) =x? fonksiyonun grafigi 
her aralikta yukari konkavdir (Ornek 1b). 


y 

* y=3+4 sinx 

4K 
NY 
Qe 

1K 

po =e +x 
0 7 27 
—-lF 
y” = -sinx 

2 


SEKIL 4.27 y’nin konkavliginin 
belirlenmesinde y" grafiginin kullanilisi 
(Ornek 2). 


TANIM —_Yukartya Konkav, Asagiya Konkav 
Tiirevlenebilir bir y = f(x) fonksiyonunun grafigi, 
(a) bir / agik araligi tizerinde, f’ J tizerinde artan ise, yukarirya konkav, 


(b) bir J agik araligi tizerinde, f’ J iizerinde azalan ise, asagrya konkav, 
dir. 


y = f(x)’in ikinci tiirevi varsa, Ortalama Deger Teoreminin ticiincti sonucunu uygulayarak 
f" > 0 ise Jiizerinde f’’niin arttigi, f” < 0 ise f’’niin azaldigi sonucunu gikaririz. 


Konkavhk igin ikinci Tiirev Testi 

y = f(x) bir J araliginda iki kere tirevlenebilir olsun. 

1. Jiizerinde f” > Oise, f’nin ’daki grafigi yukan konkavdir. 
2. Jiizerinde f” < Oise, f’nin /’daki grafigi asagi konkavdir. 


y = f(x)’in ikinci tiirevi varsa, ikinci tiirevi gésterirken f” ve y” notasyonlarim degismeli 
olarak kullanabiliriz. 


ORNEK1 — Konkavlik Testini Uygulamak 


(a) y =x eBrisi (Sekil 4.25), y” = 6x < 0 oldugu (—©%, 0) araliginda asagi konkav, 
y"=6x>0 oldugu (0, ©) araliginda ise yukari konkavdir. 


(b) y =x? eBrisi (Sekil 4.26), y’ = 0 daima pozitif oldugundan, (—00, 00) iizerinde yukar 
konkavdir. : 


ORNEK2 —_ Konkavlig Belirlemek 


y=3+sin x’in [0, 277) tizerindeki konkavligini belirleyin. 


Ciziim y = 3 + sinx’in grafigi, y” = —sin x’in negatif oldugu (0, 77) araliginda asag1ya 
konkav, y” = —sinx’in pozitif oldugu (a, 277) araliginda yukariya konkavdir (Sekil 
4.27). 7 
Biikiim Noktalari 


Ornek 2’deki y = 3 + sinx e6risinin konkavligi (77, 3) noktasinda deSisir (7, 3) nok- 
tasina egrinin bir biiktim (déniim) noktasi denir. 


TANIM Biikiim Noktasi 


Bir fonksiyonun tegetinin bulundugu ve konkavligin degistigi noktaya biikiim 
noktasi denir. 


Bir egri tizerinde, bir noktanin bir tarafinda y” pozitif diger tarafinda negatif ise bu 
nokta egrinin bir bikiim noktasidir. Boyle bir noktada, y" ya sifir (ciinkii tiirevlerin de ara 
deger 6zelligi vardir) ya da tanimsizdir. y iki kere tiirevlenebilen bir fonksiyonun bir 
biikiim noktasinda y” = 0’dir ve y’’niin bir yerel maksimum veya minimum degeri vardir. 


>X 


-1 0 1 


SEKIL 4.28 y = xin grafiginin, 
y" = 0 olmasina ragmen, orijine biikiim 
noktasi yoktur (Ornek 3). 


SEKIL 4.29 yniin bulunmadigi bir 
noktada biikiim noktas1 olabilir (Ornek 4). 
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ORNEK3 ~=—y” = O Oldugu Bir Noktada Biikiim Noktasi Bulunmayabilir 


y =x* eBrisinin x = 0’da biikiim noktasi yoktur (Sekil 4.28). O noktada y"” = 12x? sifir 
oldugu halde, isaret degistirmez. | 


ORNEK4 —y” ‘niin Bulunmadiqi Bir Noktada Bikiim Noktasi Bulunabilir 
y = x? eprisinin x = 0’da bir biikiim noktasi vardir (Sekil 4.29), fakat o noktada y” yoktur. 


2 
ve £ (08) _ (4 rm) = 2. 7 
xX 


Ornek 3’ten, ikinci tiirevin sifir oldugu bir noktada her zaman bir biikiim noktasinin 
bulunmayabilecegini gérdiik. Ornek 4’ten, ikinci tiirevin bulunmadigi noktalarda da 
biikiim noktalarinin bulunabilecegni gérdtik. 

Bir dogru tizerinde, zamanin bir fonksiyonu olarak hareket eden bir cismin hareketini 
incelemek igin, genellikle cismin, ikinci tiirevle verilen, ivmesinin nerede pozitif ve 
nerede negatif oldugunu bilmekle ilgileniriz. Cismin konum fonksiyonunun grafigi tiz- 
erindeki biikiim noktalari, ivmenin isaret degistirdigi noktalar gésterir. 


ORNEK5 Bir Dogru Boyunca Hareketi Incelemek 
Bir parcacik, yatay bir dogru tizerinde 
s(f) =2P -147 +221-5, 120 


konum fonksiyonu ile hareket etmektedir. Hizi ve ivmeyi bulun ve pargacigin hareketini 
tanimlayin. 


Coziim = Hiz, 


u(t) = s'(t) = 6f — 28t + 22 = 2(t— 1)3t-11) 
ve ivme 


a(t) = v'(t) = s"(t) = 12t— 28 = 4(3t-7) 


dir. s(f) fonksiyonu artarken, parcacik saga dogru gider; s(¢) azalirken, parcacik sola dogru 
gider. 
t=1vet=11/3 iken birinci tiirev’in (v =’) sifir olduguna dikkat edin. 


Arahiklar 0<t<l l<r< 1/3 I/3<t 
v = s’’iin isareti ae = + 
s’nin davranis1 artan azalan artan 
Parcacagin hareketi saga sola saga 


Pargacik, [0, 1) ve (11/3, ©) zaman araliklarinda saga, (1, 11/3) araliginda sola gider. 
t= 1 vet=11/3 te, bir an icin duragandir. 


t=7/3 iken, a(t) = s(t) = 4(3¢ — 7) ivmesi sifirdir. 


Arahiklar 0<1t< 7/3 7/3<t 


wo 


a=s”’ niin isareti = + 


s’nin grafigi asagikonkav —_yukartya konkav 
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f =0,7'"<0 


=> yerel max 


f=0,/">0 


=> yerel min 


Ivme kuwvetinin yonii, [0, 7/3] zaman araliginda sola dogru, ¢ = 7/3 te bir anlik sifir ve 
bundan sonra saga dogrudur. rT] 


Yerel Ekstremum Degerler icin ikinci Tiirev Testi 


Bir kritik noktada f’’niin isaret degisikliklerine bakmak yerine, bazen bir yerel 
ekstremum degerin varligini ve karakterini belirlemede asagidaki testi kullanabiliriz. 


TEOREM5 _Yerel Ekstremum Degerler icin ikinci Tiirev Testi 

f’’niin x = c’yi igeren bir acik aralikta stirekli oldugunu varsayin. 

1. f'(c)=0ve fc) < 0 ise, f’nin x = c’de bir yerel maksimumu vardir. 
2. f'(c)=0 ve f"(c) > 0 ise, f nin x = c’de bir yerel minimumu vardir. 


3. f'(c) =0 ve f"(c) = 0 ise, test sonug vermez. Fonksiyonun bir yerel maksi- 
mumu, bir yerel minimumu bulunabilir veya higbiri bulunmayabilir. 


ispat Kasim (1). f"(c) < 0 ise, f” siirekli oldugundan, c’yi iceren bir J acik aralik tiz- 
erinde f"(x) < 0 dir. Bu nedenle, / tizerinde f’ azalandir. f’(c) = 0 oldugundan, c’de 
f'’niin isareti pozitiften negatife degisir ve dolayisiyla Birinci Tiirev Testine gore f’nin 
c’‘de bir yerel maksimumu vardir. 

Kisim (2)’nin ispati benzerdir. 

Kasim (3) igin, y = x*, y = -x* ve y = x° fonksiyonlarm: diisiiniin. Her bir fonksiyon 
icin birinci ve ikinci tiirevler x =0 da sifirdir. y =x* fonksiyonunun bu noktada bir yerel 
minimumu, y = -x* fonksiyonun bir yerel maksimumu vardir ve y = x° fonksiyonu 
x = 071 igeren her acik aralikta artandir (burada ne bir maksimumu ne de bir minimumu 
vardir). Boylece, test sonug vermez. 

Bu test, c’yi igeren bir aralikta degil sadece c’nin kendisinde f” yii bilmemizi gerek- 
tirir. 

Bu, testi uygulamay1 kolaylastirir. Bu iyi haberdir. K6tii haber sudur: f” = 0 veya c’de 
f” yoksa test sonugsuzdur. Bu durumda yerel ekstremum degerler icin Birinci Tirev 
Testi’ni kullanin. 

f' ve f" birlikte, fonksiyonun grafiginin seklini, yani, kritik noktalarin nerede olduk- 
lari ve bir kritik noktada ne oldugunu, fonksiyonun nerede arttigini ve nerede azaldigini ve 
konkavligi ile tanimlandig1 gibi, egrinin nasil déndiigiinti ve bukiildtigiinii sdylerler. Bu 
bilgileri, fonksiyonun, baslica 6zelliklerini gésteren, bir grafigini ¢izmek igin kullaniriz. 


ORNEK 6 —fnin Grafigini Cizmek Icin f’ ve fF” ‘nii Kullanmak 
Asagidaki adimlar kullanarak 
f(x) = x* — 4x3 + 10 
fonksiyonunun bir grafigini ¢izin. 
(a) f’nin ekstremumlarinin nerelerde olduklarini belirleyin. 
(b) f’nin artan oldugu araliklari ve azalan oldugu araliklar1 bulun. 
(c) f’nin grafiginin nerede yukarrya konkav ve nerede asag1ya konkav oldugunu bulun. 
(d) f’nin grafiginin genel bir seklini gizin 


(e) Yerel maksimum ve minimum noktalar, biikiim noktalari ve egrinin eksenleri kestigi 
noktalar gibi 6zel baz1 noktalari isaretleyin. 
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Coziim § —f'(x) = 4x3 — 12x? var oldugundan ff siireklidir. f’nin tamim kiimesi 
(—co, 00)’dur, ayrica f’’ntin tanim kiimesi de (—co, 00) dur. Béylece, f’nin kritik nokta- 
lari sadece f’’niin sifirlarinda goriiliir. 


f'(x) = 4x3 — 12x? = 4x?(x — 3) 


oldugundan, birinci tirev x =0 ve x = 3’te sifirdir. 


Arahklar x<0 0<x<3 3<x 
f’niin isareti - - + 
f’nin davranis1 azalan azalan artan 


(a) Yerel ekstremumlar igin Birinci Tiirev Testini ve yukaridaki tabloyu kullanarak, 
x = 0'da bir yerel ekstremum bulunmadigini ve x = 3’te bir yerel minimum bu- 
lundugunu goririiz. 

(b) Yukaridaki tabloyu kullanarak, f’nin, (—©°, 0] ve [0, 3] iizerinde azalan ve [3, 00) 
tizerinde artan oldugunu goriiriiz. 


(c) f"(x) = 12x? — 24x = 12x(x — 2),x=0 vex =2de sifirdur. 


Arahklar x <0 0O<x<2 2<x 
f’ niin isareti + = + 
f’nin davranisi yukariya konkav asagiyakonkav = yukariya konkav 


f’nin, (—©o, 0) ve (2, ©) araliklarinda yukariya konkay, (0, 2) araliginda asag1ya konkav 
oldugunu goriiriiz. 
(d) Yukarida iki tablodaki bilgileri 6zetleyerek sunlari elde ederiz; 


x <0 0<x<2 2<x<3 3<x 


azalan azalan azalan artan 
yukariya konkav asagiyakonkav yukariya konkav — yukarrya konkav 


Egrinin genel sekli s6yledir; 


I I I ; 
azalan | azalan | azalan! artan Genel sekil 
I I I 
I I | 
yukariya asagiya yukartya, yukariya 
konkav | konkav | konkav konkav 
I I I 
a 
I I 1 
I | | 
biikiim biikiim Yerel 


noktas1 noktas1 min 
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y (e) Egrinin eksenleri kestigi noktalar1 ( miimkiinse ), y’ ve y’’ntin sifir oldugu noktalar 


y=xt —4x3 +10 cizin. Ekstremum degerleri ve biiktim noktalarim: gésterin. Egriyi gizmek igin genel 
E sekli bir kilavuz olarak kullanin. (Gerektiginde ilave noktalar cizin.) Sekil 4.30 f’nin 
L grafigini gdstermektedir. a 
bikiim yp 6.) Ornek 6’daki adimlar, bir fonksiyonun ve grafiginin baglica 6zelliklerinin ortaya 
noktast | koyan grafik giziminde bir prosediir vermesi bakimindan yardimc1 olurlar. 
| >X 
-l 0 
7° biiki es ar 
aa ee y=f (4) Grafigini Cizme Stratejisi 
1. f’nin tanim kiimesini ve olabilecek simetrileri belirleyin 
-15- 
2. y’ vey’ nti bulun. 
20K (3, -17) 
Yerel 3. f’nin kritik noktalarini bulun ve her birinde fonksiyonun davranisini belirleyin 
ceuiiaiae 4. Egrinin nerede arttigini ve nerede azaldigini bulun. 
SEKIL 4.30 f(x) =x4 — 4x7 + 10’un 5. Biikiim noktalarim (varsa) bulun ve egrinin konkavligini belirleyin. 
grafigi (Ornek 6). 6. Asimptotlari tanimlayin. 
7. Eksenleri kesim noktalarin1 ve 3-5 adimlarinda bulunanlar gibi, 6zel 
noktalari isaretleyin ve efriyi ¢izin. 


ORNEK7 Grafik cizme Stratejisini Kullanmak 


Co) eee rere 
f(x) = oe ’in grafigini cizin. 
x 


Coziim 


1. f’nin tanim kiimesi (— °°, 00) dur ve eksenlere veya orijine gére simetri yoktur 
(Béliim 1.4 ). 


2. f've f’’nii bulun. 
> x-kesim x =—1 ‘de, 
f(x) = (x + 1) y-kesim (y = 1) x =0 da 


; (1 + x7)+2(x + 1) — (x + 1)*+ 2x 
PG) = G+ x2) 
21 — x) Kritik noktalar: 
= a+x? x=-1,x=1 
(1 + x*)?+2( —2x) — 2(1 — x7)[2(1 + x7) + 2x] 
a (1 + x?)4 


f"(x) 


_ 4x(x? — 3) 
+x 


Biraz hesaptan sonra 


3. Kritik noktalarda davranis. f', tanim kiimesinin her yerinde tanimli oldugundan, kri- 
tik noktalar yalnizca f'(x) = 0 oldugu x = +1 noktalarindadir (Adim 2). 
f"-1) = 1 > 0 oldugundan ikinci Tiirev Testine gore x = —1 de, bir yerel minimum 
vardir. f’(1) =—1 < 0 oldugundan Ikinci Tiirev Testine gére x = 1 de, bir yerel maksi- 
mum vardir. Adim 6 da, ikisinin de ayni zamanda mutlak ekstremum olduklarini 
gorecegiz. 


y 
* x= V3 


1,2 biiktim noktas1 
3b O2/ 


Yatay 


asimptot 
| >x 
zeigt | 
biikiim noktas1 
' PT. pe 
SEKIL 4.31 y= i > in grafigi 
+x 
(Ornek 7). 
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4. Artanlik ve azalanhk. (—co, —-1) araliginda f(x) < 0 oldugunu ve eSrinin azalan 
oldugunu goriiriiz. (—l, 1) araliginda, f’(x) > 0 dir ve eri artandir; (1, ©) 
araliginda tekrar f’(x) < 0 dir ve azalandir. 

5. Biiktim noktalar:. tkinci tirevin paydasinin (Adim 2 ) daima pozitif olduguna dikkat 


edin. Ikinci tiirev, f”, x = =1/3, 0 ve V3 "te sifir olur. [kinci tiirev bu noktalarin 
her birinde isaret degistirir: (—00, -V3) lizerinde negatif, (-V3, 0) lizerinde 
pozitif, (0, V3) lizerinde negatif ve ce oo) iizerinde tekrar pozitiftir. Boylece, 
her nokta bir biiktim noktasidir. Egri, (—co, -V3) ,lizerinde asagiya konkav, 
(-V3, 0) lizerinde yukarrya konkav, (0, V3) lizerinde asagiya konkav ve 
(V3, oo) tizerinde tekrar yukartya konkavdir. 
6. Asimptotlar. f(x)’in payim agarak ve sonra pay ve payday1 x” ile bélerek 
f(x) = Came Oa = x7 +2x4+ 1 hud 
1+ x? 1+ x? 
1 + (2/x) + (1/x?) 
Gl ee ee 


x? ile bélmek 


elde edilir. x > 00 iken f(x) > 1* ve x > — 00 iken f(x) > 17 oldugunu goriiriiz. 
Béylece y = 1 dogrusu yatay asimptottur. 


f, (—©%,-1) iizerinde azaldigindan ve sonra (1, 1) iizerinde arttigindan, 
f(-1) = 0’ bir yerel minimum oldugunu biliyoruz. f, (1, C©) iizerinde azalmasina 
ra&men bu aralik tizerinde y = | yatay asimptotunu asla kesmez (asimptota tistten 
yaklasir). Grafik asla negatif olmadigindan, ayn f(—1) = 0 zamanda bir mutlak 
minimumdur. Benzer sekilde, f(1) = 2 bir mutlak maksimumdur ciinkti grafik 
(—0o, —1) tizerinde alttan yaklastigi y = 1 yatay asimptotunu asla kesmez. Bu nedenle, 
dikey asimptotlar yoktur (f’nin deger kimesi 0 = y = 2 dir). 


7. f’nin grafigi Sekil 4.31’de cizilmistir. x 4 — co iken y = | yatay asimptotuna yaklasan 
grafigin, nasil asagiya konkav olduguna ve x > ©O iken y = 1’e yaklasiminda nasil 
yukariya konkav olduguna dikkat edin. 7 


Tiirevlerden Fonksiyonlar Hakkinda Bilgi Edinmek 


Ornek 6 ve 7’'de gérdiigziimiiz gibi, iki defa tiirevlenebilir bir y = f(x) fonksiyonu hakkinda 
neredeyse gereken her seyi, birinci tiirevini inceleyerek 6grenebiliriz. Grafigin nerede 
yiikselip algaldigini ve yerel ekstremum degerlerin nerede olduklarim: bulabiliriz. Yuk- 
selme ve alcalma araliklarint gecerken grafigin nasil bikiildtigiinii 6grenmek icin y’’niin 
turevini alabiliriz. Fonksiyonun grafiginin seklini belirleyebiliriz. Tiirevden elde ede- 
meyecegimiz tek bilgi grafigi xy-dizlemine nasil yerlestirecegimizdir. Fakat B6ltim 4.2’de 
gordiigiimiiz gibi, grafigi yerlestirmek icin gerekli olan tek ek bilgi f’nin bir noktadaki 
degeridir. Ttirev, limitler kullanilarak bulunan asimptotlar hakkinda bize bilgi vermez 
(Béliim 2.4 ve 2.5). 
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y = fix) y =f) y =f) 


Tiirevlenebilir > y’ > 0 = soldan y’ < 0 => soldan 
diizgiin, baglantil; saga dogru yiikselir; saga dogru alcalir; 
yiikselip algalabilir dalgali olabilir. dalgal: olabilir. 


TNL INA, 


y" igaret degistirir 
y" > 0 = yukan y"” <0 = asagi biikiim noktas1 
konkav; dalga yok; grafik konkav; dalga yok; grafik 


yiikselip alcalabilir yiikselip algabilir 
¢ 


veya \_ EF 
+ — 


y’ isaret degistirir => yerel bir noktada bir noktada 
maksimum veya y'=0 ve y"<0; y'=0 ve y”>0; 
yerel minimum Yerel maksimum Yerel minimum 


_ALISTIRMALAR 4.4 


Grafikleri Cizilmis Fonksiyonlari incelemek y= 3 (2 = 178 4 y= 2x10? -7) 
1-8 alistirmalarinda grafikleri verilen fonksiyonlarin biiktim nokta- y y 

larini, yerel maksimum ve minimumlarini belirleyin. Fonksiyonlarin 

asa konkav ve yukari konkav olduklari araliklar belirleyin. 


2 2. 
ya% -E- 2+ yot ots On et 


2 5) 
y y 


A 
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Sy =x + sin 2x, Mt cx x 20 6 y= tanx—4r,-Zcx<Z y Biliniyorsa Genel Sekli Cizmek 
y y 41-62 alistirmalarinin her biri stirekli bir y = f(x) fonksiyonunun bi- 
rinci tirevini vermektedir. y” nti bulun ve sayfa 214’teki grafik gizme 
yonteminin 2-4 adimlarini kullanarak f’nin grafiginin genel seklini 


L ie x bulun. 
_20 20 0 2 2 
3 3 41. y =2+x-x 42. y =x°-x-6 
43. y' = x(x — 3) 44, y' = x7(2 — x) 
45. y' = x(x — 12) 46. y’ = (x — 1)°(2x + 3) 
* y=sin |x|, -207<x<27 S y=2cosx— V2x, asx< SE AT. y' = (8x — 5x2)(4—x)? 48. y! = (x2 — 2x)(x — 5) 
4 y 
i = See? _t r 
49. y sec” x, gE 
x a T 7 
0 50. y tan x, 5) <x < 5) 


OLCEKLI DEGIL 51. y’ = cot 2 0<0<27 52. y' = csc? , 0<0<27 


Denklemlerin Grafiklerini cizmek 53. y' = tan’ @-1, —7<0< a 
Sayfa 272’deki grafik ¢gizme yonteminin adimlarini izleyerek 9-40 
alistirmalarindaki denklemlerin grafigini ¢izin. Biitiin yerel ek- 
stremum ve biiktim noktalarinin koordinatlarini belirtin. 


54. y) =1-—co?@é, 0<0<a7 
55. y =cost, 0S tX27 


9 yp=x?- 4x +3 10. y = 6 — 2x — x? 56. y =sint, 0StsS 27 
M1. y=x3 — 3x43 12. y = x(6 — 2x)? 57. y' =(x + 1) 58, y' = (x — 2) 13 
13. y = —2x3 + 6x? — 3 14. y= 1 — 9x — 6x? — x3 59, y= x 73x — 1) 60. y =x (x + 1) 
15. y=(x-2)4+1 16. y=1—(x +1) 6. y= 2Ix| = {5* - 
17. y = x4 = 2x? = x(x? — 2) : ese mh 
18. y = -x4 + 6? — 4 =21°(6- x?) -4 ae. aes x=0 

x’, x>0 


19. y = 4x3 — x4 = x3(4 — x) 
20. py = xt + 2x3 = x(x + 2) 
21. yp =x — 5x* = x4(x — 5) 


y vey” Grafiklerinden y ‘yi Cizmek 


4 63-66 alistirmalarinin her birinde bir y = f(x) fonksiyonunun birinci 
22. y= x(5 = s) ve ikinci tiirevlerinin grafikleri verilmektedir. Resmi kopyalayin ve P 
noktasindan gegmek tizere, f’nin yaklasik grafigini gizin. 


23. y=xtsinx, 0O=x=20 64 r 


24. y=x-—sinx, 05x27 


25. y = ah? 26. y= x 
27. y= xP 28. y= x45 
29, y = 2x — 37/3 30. y = 5x7/5 — 2x 
31. y=($-2) 32. y = PB 5) 
33. y=xV8- x? 34. y = (2 — x)? 65. 
2 3 
ak = 3 a: 
35. y="—5, x #2 a 
37. y = |x? -1| 38. y = |x? — 2x| 


—-x, x=0 
9. y= Vil = {Ve 
ipa 
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>X 


Teori ve Ornekler 


67. Asagidaki sekil iki kere tiirevlenebilir bir y = f(x) fonksiyonunun 
grafiginin bir parcasini gdstermektedir. Isaretlenmis bes noktada 
y’ ve y"’nii pozitif, negatif veya sifir olarak belirleyin. 


>< 


>X 


68. Asagida verilenlerle diizgiin birlestirilmis bir y = f(x) grafigi 


gizin. 

f-2)=8, f' Q)=f'C2)=9, 

f(0) = 4, |x|<2 igin f’(x) <0 
f(2) =9, x<0 icin f"(x) <0 


|x| > 2 igin f’(x) > 0 x>0 icin f’(x) >0 
69. Asagida verilenlerle iki kere tiirevlenebilen bir vy = f(x) fonksiyo- 
nunun grafigini ¢izin. Miimktin oldugu yerde koordinatlar: belirtin. 


x y Tiirevler 
KS 2 y <0, y”">0 
y 1 vy HQ yr Sd 
2<x<4 y >0, vy” >0 
4 4 y>0, y= 
4<x<6 y>0, yp’ <0 
6 7 y =0, y" <0 
x>6 y <0, y” <0 


70. (—2, 2), (-1, 1), (0, 0), (1, 1) ve (2, 2) noktalarindan gegen ve ilk 
iki tiirevi asagidaki isaret sekillerine uyan iki kere tiirevlenebilir 
bir y = f(x) fonksiyonunun grafigini ¢izin. 


Bir Dogru Boyunca Hareket 71 ve 72  alistirmalarindaki 
grafiklerde bir koordinat dogrusu tizerinde ileri geri ilerleyen 
bir cismin s = f(f) konumu goriilmektedir. (a) Cisim ne zaman 
orijinden uzaklasir, ne zaman orijine yaklasir? Yaklasik hangi 
anlarda (b) hiz sifira esittir? (c) ivme sifira esittir? (d) lvme ne 
zaman pozitif, ne zaman negatiftir? 


71. s 


Yerdegistirme 


0 5 10 15 


Zaman (sn) 


72. s 


Yerdegistirme 


10 


Zaman (sn) 


73. Marjinal maliyet Asagidaki grafik x adet mal tiretmenin 
c = f(x) hayali masrafini géstermektedir. Yaklasik hangi tiretim 
seviyesinde marjinal masraf azalmay1 birakip artmaya baslar? 


c 


Masraf 


Pi rc a a 


20 40 60 80 100120 
Uretilen bin birim 


74. Asagidaki grafik Widget Sirketi’nin son 12 yil igindeki aylik ka- 
zancini géstermektedir? Yaklasik olarak hangi zaman araliklarin- 
da marjinal kazang¢ artmakta, hangilerinde azalmaktadir? 


y 


75. y =f(x) fonksiyonunun tiirevi 
y’=(@-1°@-2) 


oldugunu varsayin. Varsa, hangi noktalarda f’nin grafiginin yerel 
bir minimumu, yerel bir maksimumu veya bir biiktim noktasi 
vardir? (Yol gosterme: y’ icin isaret tablosu gizin.) 


76. y = f(x) fonksiyonunun tirevi 
y’=(x— 1P@— 2-4) 


oldugunu varsayin. Varsa, hangi noktalarda f’nin grafiginin yerel 
bir minimumu, yerel bir maksimumu veya bir biktim noktas1 
vardir? 

77. x >0 icin, f(1) = 0 ve f’ (x) = 1/x olan bir y = f(x) eSrisi cizin. 
Boyle bir egrinin konkavligi hakkinda bir sey sdylenebilir mi? 
Yanitinizi aciklayin. 


78. Hicbir yerde sifir olmayan siirekli bir ikinci ttireve sahip olan bir 
y = f(x) fonksiyonunun grafigi hakkinda bir sey sdylenebilir m1? 
Yanitinizi aciklayin. 

79. b, c ve d birer sabitse, hangi b degerinde y = x° + bx? + cx + d 
egrisinin x = 1’de bir biiktim noktas1 vardir? Yanitinizi agiklayin. 


80. Yatay tegetler Dogru mu, yanlis m1? Aciklayin. 


a. Cift mertebeli (en biiytik tissti cift) her polinomun grafiginin 
en az bir yatay tegeti vardir. 


b. Tek mertebeli (en bityiik tissti tek) her polinomun grafiginin 
en az bir yatay tegeti vardir. 


81. Paraboller 


a. y = ax’ + bx +c a # O paraboliiniin tepe noktasimin 


koordinatlarim bulun. 


b. Parabol ne zaman yukari konkav, ne zaman asag1 konkavdir? 
Yanitinizi aciklayin. 


82. Iki kere tiirevlenebilir bir y = f(x) fonksiyonunun grafiginin 
konkavliginin her f"(x) = 0 oldugunda degistigi dogru mudur? 
Yanitinizi aciklayin. 


83. Kuadratik egriler Bir y = ax’ + bx + c, a # 0 kuadratik 
egrisinin biktim noktalar. hakkinda ne sdyleyebilirsiniz? 
Yanitinizi aciklayin. 

84. Kiibik egriler Bir y = ax° + bx? + cx +d, a#0 kiibik egrisinin 
biiktim noktalar1 hakkinda ne sdyleyebilirsiniz? Yanitinizi 
aciklayin. 


BILGISAYAR ARASTIRMALARI 


85-88 alistirmalarinda, fonksiyonunun grafigi tizerindeki (varsa) 
biikiim noktalarim1 ve fonksiyonun bir yerel minimum veya bir yerel 
maksimum degerinin bulundugu noktalarin koordinatlarini bulun. 
Sonra bu noktalarin hepsinin aymi anda goriilebilecegi kadar biiytik bir 
bélgede fonksiyonun grafigini ¢izin. Ciziminize fonksiyonun birinci 
ve ikinci tiirevlerini de ekleyin. Bu grafiklerin x-eksenini kestikleri 
degerler ile fonksiyonun grafigi arasinda nasil bir iliski vardir? Tiirev- 
lerin grafikleri baska hangi yénlerden fonksiyonun grafigiyle iliski- 
lidir? 


85. 


89. 


90. 


91. 


92. 


93. 


94. 


95. 
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y =x> — 5x4 — 240 86. y = x3 — 12x 


yrsr + 16x? — 25 
4 3 
_* x ouer 1 
y 4 3 4x +t 12x + 20 


f(x) = 2x4 — 4x? + 1 fonksiyonunu ve ilk iki tiirevini birlikte 
cizin. f’ve f” niin isaretleri ve degerlerine bagli olarak f fonksi- 
yonunun davranisini yorumlayin. 


f(x) = x cos x fonksiyonunu ve ikinci tirevini 0 = x = 27 
araliginda birlikte cizin. f’’niin isaretleri ve degerlerine bagl 
olarak f fonksiyonunun davranisini yorumlayin. 


a. Ortak bir ekranda, k = 0 ve civarindaki negatif ve pozitif 
degerler igin f(x) =x° + kx fonksiyonunu gizin. k’nin 
degeri grafigin seklini nasil etkilemektedir? 

b. f’(x)’i bulun. Goreceginiz gibi, f’(x) x’in kuadratik bir fonksi- 
yonudur. Bu kuadratik denklemin diskriminantini bulun 
(ax? + bx + c’nin diskriminantt 5* — 4ac’dir). Hangi k de- 
gerlerinde diskriminant pozitif, hangilerinde sifir veya negatif- 
tir? Hangi k degerlerinde f’’niin iki sifiri ya da tek sifiri var- 
dir, hangilerinde hig sifir1 yoktur? Simdi & degerlerinin f 
fonksiyonunun grafiginin sekliyle olan iliskilerini aciklayin. 


c. Baska k degerlerini deneyin. k ~ — CO ve k— © iken ne 
olur? 


a. Ortak bir ekranda, k = — 4 ve civarmdaki degerler igin 
f(x) = xt + kx + 6x7, -25x 52 fonksiyonunu izin. 
knin degeri grafigin seklini nasil etkilemektedir? 

b. f"(x)’i bulun. Goreceginiz gibi, f"(x) x’in kuadratik bir fonksi- 
yonudur. Bu kuadratik denklemin diskriminantini bulun (Alis- 
tirma 91(b)’ye bakin). Hangi k degerlerinde diskriminant po- 
zitif, hangilerinde sifir veya negatiftir? Hangi k degerlerinde 
fx)’ in iki sifir1 ya da tek sifiri vardir, hangilerinde hig sifin 
yoktur? Simdi k degerlerinin f fonksiyonunun grafiginin sek- 
liyle olan iliskilerini agiklayin. 


a. y = x7/3(x? — 2) fonksiyonunu —3 = x < 3 araliginda cizin. 
Ekranda konkavlik, yiikselme ve alcalma ile ilgili gérdiik- 
lerinizi analiz kullanarak dogrulayin (Grafik ¢izicinize bagli 
olarak, x’in negatif degerlerinde bir ¢izim elde etmek icin 


x73 (x?)3 olarak yazmak zorunda kalabilirsiniz). 


b. Egrinin x = 0’da bir sivri ucu mu, yoksa sadece sagdan ve 
soldan tiirevleri farkli olan bir késesi mi vardir? 


a. y = 9x7/3(x — 1) fonksiyonunu -0.5 = x = 1.5 araliginda 
gizin. Ekranda konkavlik, yiikselme ve algalma ile ilgili 
gordiiklerinizi analiz kullanarak dogrulayin. Orijinin soluna 
dogru egrinin konkavligi nedir? (Grafik gizicinize bagli 
olarak, x’in negatif degerlerinin bir cizimini elde etmek icin 
x2/3i (x2)"/3 olarak yazmak zorunda kalabilirsiniz). 

b. Egrinin x = 0’da bir sivri ucu mu, yoksa sadece sagdan ve 
soldan tiirevleri farkli olan bir késesi mi vardir? 

y = x? + 3 sin 2x egrisinin x = —3 civamnda yatay bir tegeti var 

midir? Yanitinizi aciklayin. 
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45 | Uygulamali Optimizasyon Problemleri 


(b) 


SEKIL 4.32 Kare seklindeki ince bir 
teneke levhanin késeleri kesilerek yapilan 
acik kutu. Hacmi maksimize eden kése 
dlciileri nedir (Ornek 1)? 


Maksimum 


y =x(12-2 x), 


g 0O=x=6 

2 

an 

. min 
min 

\ | ly 

0 6 


OLCEKLi DEGIL 


SEKIL 4.33 Sekil 4.32’deki kutunun 
hacminin, x’in fonksiyonu olarak grafigi 


Bir seyi optimize etmek demek onu bir y6nden minimize veya maksimize etmek demektir. 
Cevresi sabit olan maksimum alanli bir dikd6értgenin boyutlan nedir? Silindirik bir kutu 
i¢in en ucuz sekil nedir? En karli tiretim veriminin boyutu nedir? Diferansiyel hesap, bir 
fonksiyonun maksimizasyonunu veya minimizasyonunu isteyen problemlerin ¢éziimti igin 
giiclti bir aractir. Bu béliimde, is hayatindan, matematikten fizik ve ekonomiden ¢esitli op- 
timizasyon problemler ¢6ztiyoruz. 


is ve Endiistriden Ornekler 
ORNEK1 Bir Kutu Uretmek 


Ustii acik bir kutu 12 x 12 ing”’lik bir teneke levhanin kdselerinden eg biiyiikliikte kiiciik 
kareler kesilip, kenarlari kivrilarak yapilacaktir. Kutunun miimktin oldugunca fazla sey 
alabilmesi igin késelerden kesilen kareler ne biyiikliikte olmalidir? 


Ciziim Ise bir resimle baslariz (Sekil 4.32). Sekilde, kenar karelerinin kégeleri x inctir. 
Kutunun hacmi bu degiskenin bir fonksiyonudur: 


Vix) = x(12 — 2x)? = 144x — 48x? + 4x3 


V = hlw 


Teneke levhanin kenarlar sadece 12 ing uzunlugunda oldugu igin, x < 6 ve V ’nin tanim 
aralig10 =x < 6 araligi olur. 

Vnin grafigi (Sekil 4.33) x = 0’da ve x = 6’da 0 degerli birer minimum ve x = 2 
yakininda bir maksimum oldugunu gésterir. Daha fazlasini 6grenmek igin, V ’nin x’e gore 
birinci tiirevini inceleriz: 

dV _ — x = 

7 144 — 96x + 12x° = 12(12 — 8x + x*) = 12(2 — x)(6 — x). 
x = 2 ve x = 6 koklerinden, sadece x = 2 fonksiyonun deger araliginda bulunur ve kritik 
nokta listesini olusturur. Bu tek kritik noktada ve iki ug noktada V ’nin degerleri sdyledir: 


Kritik nokta degeri: V(2) = 128 
Ug nokta degerleri: V(0)=0, V(6)=0. 
Maksimum hacim 128 ing? olur. Kesilen karelerin bir kenari 2 ing olmalidir. a 


ORNEK 2 


Bir dik silindir seklinde bir 1 litrelik kutu yapmaniz isteniyor (Sekil 4.34). Hangi boyut- 
larda en az malzeme kullanilir? 


Randimanti Bir Silindirik Kutu Tasarlamak 


Kutunun hacmi: r ve h santimetre olarak dlciiliirse, kutunun hacmi cm? olarak 


ar?h = 1000 


Coziim 


1 L=1000 cm? 
olur. 


Kutunun ytizey alam: A = 2mr? + 2arh 


dairesel dairesel 
tabanlar duvar 
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|-_ 2 —__> “En az malzeme” terimini nasil yorumlayacagiz? Bir olasilik malzemenin kalinligini ve tire- 
timdeki artiklari géz ardi etmektir. Bu durumda, 77h = 1000 kosulunu saglayan ve toplam 
Za yuizey alanim olabildigince kiictk yapan r ve A boyutlarimi arariz. 
Yiizey alanim tek degiskenin fonksiyonu olarak ifade etmek igin, 7r°h = 1000 den bir 
degiskeni g6zer ve bunu yiizey alam formiiltinde yerine yazariz. h’yi c6zmek daha ko- 
h laydir: 
 —_—_—_ | h = 1000 
we ar 
Boylece A’nin formilti su hale gelir: 
SEKIL 4.34 Bu] litrelik kutu h =2r A = 2nr* + 2arh 
oldugunda en az malzeme gerektirir 1000 
(Ornek 2). = 2ar° + 2ar are 
= 2nr? + 20) 


Amacimiz, A’nin degerini minimize eden bir r > 0 degeri bulmaktir. Sekil 4.35 béyle bir 
degerin varligini ileri stirer. 


> 


Ince ve 
uzun kutu 


Kalin ve 
genis kutu 


A= 2ar + 2000 ,r>o0 
Ince ve uzun 


> 


Kalin ve genis 


SEKIL 4.35 A = 2ar? + 2000/r’nin grafigi yukariya konkavdur. 


Grafikte guna dikkat edin: kiiciik bir r degeri igin (bir boru pargasi gibi ince uzun bir 
kap), 2000/r terimi baskin cikar ve A biiyiik olur. Daha bityiik r deZerlerinde (pizza tabagi 
gibi kisa genis bir kap), 277° terimi baskindir ve A yine biiyiik olur. 

A, ug noktalar1 bulunmayan bir aralik, r > 0 tizerinde tiirevlenebilir oldugundan, 
sadece birinci tiirevinin sifir oldugu yerde bir minimumu olabilir. 


aA _ 4,,,— 2000 
dr 2 
0 = 4ar — a dA/dr = 0 yazin 
4rr? = 2000 ? ile carpin 
r= 3 = ~ 5.42 r’yi céziin. 


r = W500/z' ‘de ne olur? 
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SEKIL 4.36 Ornek 3’teki yarrm cember 
icine cizilen dikdértgen. 


Ikinci tiirev 


2 
d as = Peed a0) 
dr r 

A’nin biitiin tani araliginda pozitiftir. Bu nedenle, A’nin grafigi her yerde yukari 


konkavdir ve A’min r = W500/z7 ‘deki degeri bir mutlak minimumdur. 
f’nin kars1 gelen degeri (biraz islemden sonra) 


1000 500 
h = 1000 =n yd = > 
=F T i 


dir. En az malzeme kullanilan 1-litrelik en randimanli kutunun yiiksekligi gapina esittir, 
burada r © 5.42 cm ve h © 10.84 cm. 7 


Uygulamali Optimizasyon Problemlerini Cézmek 

1. Problemi okuyun. Anlayana kadar problemi okuyun. Neler verilmistir? 
Optimize edilecek bilinmeyenin niceligi nedir? 
Bir resim gizin. Problem igin 6nemli olabilecek noktalari isimlendirin. 
Degiskenleri belirleyin. Resimdeki ve problemdeki her bagintry1 bir denk- 
lem veya cebirsel bir ifade olarak yazin ve bilinmeyen degiskeni tanimlayin. 

4. Bilinmeyen nicelik igin bir denklem yazin. Yapabiliyorsaniz, bilinmeyenleri 
problemdeki bir degisken cinsinden veya iki bilinmeyenli iki denklem sek- 
linde ifade edin. Bu oldukga islem gerektirebilir. 

5. Tanim ktimesindeki kritik noktalari ve ug noktalarini test edin. Fonksiyonun 
grafiginin sekli hakkinda bildiklerinizi kullanin. Kritik noktalari belirlemek 
ve simiflandirmak igin birinci ve ikinci tiirevleri kullanin. 


Matematikten ve Fizikten Ornekler 
ORNEK3 —_Dikddrtgen yerlestirmek 


2 yarigapli bir yar gemberin igine bir dikdértgen yerlestirilecektir. Bu dikdértgenin alan 
en fazla ne olabilir ve boyutlari nedir? 


Ciziim Cemberin ve dikdértgenin koordinat sistemine yerlestirilmesiyle elde edilen 
dikdértgenin késesinin koordinatlan (x, V4 — x7) olsun (Sekil 4.36). Bu durumda, 
dikdértgenin uzunlugu, yiiksekligi ve alani sag alt kdsenin koordinati x cinsiden ifade 
edilebilir: 


Uzunluk: 2x, Yiikseklik: V4—x? ; Alan: 2x- \4—x? 


x’in degerlerinin, dikdértgenin segilen kdésesinin bulundugu 0 = x = 2 araliginda olmasi 
gerektigine dikkat edin. 
Amacimiz, [0, 2] tanim ktimesi tizerinde 


A(x) = 2xV4 — x? 


fonksiyonunun mutlak maksimum degerini bulmaktir. 


TARIHSEL BiyoGRaFi 


Willebrord Snell van Royen 
(1580-1626) 


Kirilma 
Ortam 2 ee 


SEKIL 4.37 Bir ortamdan daha yogun bir 
ortama gecerken kirilan (yolu degisen) bir 
isin demeti (Ornek 4). 
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a4 2 aa 
ae roe ee 4— x 


tiirevi, x = 2 oldugunda tanimsiz ve 


—2x? 
—=— + 2V4-77=0 
V4 — x? 
—2x? + 2(4 — x7) =0 
8 — 4x7 = 0 
x? =2 veya x= 4V2 
oldugunda sifirdir. [ki kék x = V2 ve x = —V2 ‘den sadece x = V2 4’nn tanm 
araliginda bulunur ve kritik nokta listesine katilir. A’nin ug noktalardaki ve bu tek nok- 
tadaki degerleri s6yledir: 


Kritik nokta degeri: A(V2) =2V2V4-2=4 


Ug nokta degerleri: A(0) = 0, A(2) = 0. 
Dikdértgenin yiiksekligi Y4—x? = V2 ve uzunlugu 2x =2/2 oldugunda, alanin maksi- 
mum degeri 4 olur. rT] 


ORNEK4 — Fermat Prensibi ve Snell Yasasi 


Isigin hizi iginde dolastig1 ortama baglidir ve daha yogun ortamlarda daha yavas olma 
egilimi vardir. 

Optikteki Fermat prensibi isigin her zaman bir noktadan digerine en cabuk gide- 
bilecegi yoldan gittigini sdyler. Bir 1sik demetinin, 1sik hizinin c, oldugu bir ortamdaki A 
noktasindan hizinin c, oldugu bir ortamdaki B noktasina giderken izleyecegi yolu bulun. 


Coziim A’dan B’ye giden 1sik bu isi en gabuk gidebilecegi yoldan yaptigina gore, yolculuk 
zamanini minimize edecek bir yol arayacagiz. A ve B’nin xy-diizleminde bulunduklarim 
ve iki ortami ayiran dogrunun x ekseni oldugunu varsayacag1z (Sekil 4.37). 

Diizgiin bir ortamda, yani 1s11n hizinin sabit kaldigi bir ortamda, “en kisa zaman” 
“en kisa yol” anlamina gelir ve isik demeti bir dogru izleyecektir. Dolayistyla, A’dan B’ye 
giden yol A’dan bir P sinir noktasina giden bir dogru pargasi ve oradan da B’ye giden bir 
baska dogru parcasindan olusur. Mesafe esittir stirat carp1 zaman formiliinden 


mesafe 
Zaman = 
surat 


olarak bulunur. Isig1n A’dan P’ye gitmesi igin gereken zaman buradan 


AP Na +x? 


Cl Cl 


ty 


seklinde bulunur. P’den B’ye gitmesi icin gereken zaman ise 


pa _ Vie + (d- 5) 


n= Q C2 


olur. 
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dt/dx dt/dx dt/dx 
negatif sifir pozitif 
| : b++tee4t44 | 
0 be d 


SEKIL 4.38 Ornek 4’teki dt/dx’in isaret 
diizeni 


A‘dan B’ye gitmesi icgin gereken zaman bunlarin toplamidir: 


Va* +x? Vb? + (d — x)? 


Cl C2 


t=t t+h= 
Bu denklem ?’yi xin, tanim araligi [0, d] olan bir fonksiyonu olarak tanimlar ve biz de 
fnin bu kapali araliktaki minimumunu bulmak istiyoruz. Buradan 


dt _ x d-x 
dx Vat tx? oVb? + (d—- x)? 


tiirevini elde ederiz. Sekil 4.37’teki 6; ve 6  agilari cinsinden 


dt sin 0; sin 0) 


dx C1 C2 


bulunur. x’i 0 = x < daraligina kisitlarsak, nin x = 0’da bir negatif tiirevi ve x = d’de bir 
pozitif tiirevi vardir. Dolayistyla, Tiirevler [gin Ara Deer Teoremine gére (Béliim 3.1) 
dt/dx = 0 oldugu bir x9 € [0, d] noktasi vardir (Sekil 4.38). Boyle tek bir nokta bulunur, 
gtinkii dt/dx x’ in artan bir fonksiyonudur (Alistirma 54’e bakin). Bu noktada 


sin6, _ sin 62 


Cl C2 


olur. Bu denklem Snell yasasi veya Kirilma Yasasidir ve optik teoride Gnemli bir prensip- 
tir. Igik demetinin izledigi yolu tanimlar rT] 


Ekonomiden Ornekler 


Bu orneklerde, analizin ekonomi teorisine katkida bulundugu iki noktaya dikkat ¢ekmek 
istiyoruz. [Iki, kari maksimize etmek igin yapilmasi gerekenler, ikincisi ortalama maliyeti 
minimize etmek igin yapilmasi gerekler. 


r(x) =x birim satmanin kazanc1 
c(x) = x birim tiretmenin maliyeti 


P(x) = r(x) — c(x) =x birim tiretme ve satmanin kari 


oldugunu varsayin. Marjinal gelir, marjinal maliyet ve marjinal kar 


Be. marjinal gelir, 
dx 

dc _ ey : 
— = = marjinal maliyet, 
dx 

dp = maryjinal kar 

dx 


olarak verilir. [Ik gdzlem p karimin bu tiirevlerle olan iliskisi hakkindadir. 

r(x) ve c(x) her x > 0 igin tiirevlenebiliyorsa ve p(x) = r(x) — c(x)’in maksimum bir 
degeri varsa, bu p (x) = 0 oldugu bir iiretim seviyesinde ortaya ¢gikar. p (x) = r(x) — c'(x) 
oldugundan, p(x) =0 

r(x)—c(x)=0 veya r(x)=c(x) 


gerektirir. 


(x) = x3 — 6x? + 15x 


r(x) = 9x 


| Sede te 
; Kar igin 
| maksimum 


Zarar igin yerel maksimum 


> x 


| 
0 2-V2 2 24+V2 


OLCEKLi DEGIL 


SEKIL 4.40 Ornek 5 icin maliyet ve gelir 


egrileri. 
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Bu nedenle 


Maksimum kara yol agan tiretim seviyesinde, marjinal gelir marjinal maliyete 
esittir (Sekil 4.39) 


Gelir r(x) 


Dolar 


Esitlik 


1 
| Maksimum kar, ¢’(x) = r’(0) 
1 
I 
I 
I 


I 

; Zarar igin yerel maksimum (minimum kar), c (x) = r'() 

| - ! >Xx 
Uretilen birim 


SEKIL 4.39 Tipik bir maliyet fonksiyonunun grafigi asagi konkav baslar ve daha sonra yukari 
konkav olur. Esitlik noktasi B’de gelir egrisini keser. B’nin solunda, sirket zararla calismaktadir. 
Sagda ise sirket, maksimum kar c’(x) = r'(x)’te gerceklesmek tizere, karla calismaktadir. Daha da 
sagda, maliyet geliri gecer (belki pazar doyumu, isgticti artim1 ve malzeme maliyetlerinin bir 
birlesiminden dolay1) ve tiretim seviyesi yine karsiz bir hale gelir. 


ORNEK5 —_Kar Maksimize Etmek 
x, bin birimi temsil etmek tizere 
r(x) =9x ve c(x) =x — 6x" + 15x 


olsun. Kari maksimize edecek bir tiretim seviyesi var midir? Varsa, nedir? 


Céziim =r" (x) = 9 ve c'(x) = 3x — 12x + 15 olduguna dikkat edin. 
3x2 — 12x +15 =9 c'(x) =r'(x) koyun. 
3x7 — 12x +6=0 


Kuadratik denklemin iki ¢6ziimti 


pe V2 


xy 6 


IN ee aie 


=2-—V2~ 0.586 ve 


x2 3.414 

tur. En fazla kar igin olasi tretim seviyeleri x ~ 0.586 bin birim veya x © 3.414 bin birimdir. 
p(x) = r(x) — c(x)’in ikinci tiirevi, r’(x) her yerde sifir oldugundan p"(x) = —c"(x) 
dir. Béylece, p"(x) = 6(2-—x), x =2 + V2 de pozitif vex =2—V2_ de negatiftir. 
ikinci Tiirev Testine gore, yaklasik olarak x = 3.414 yakinlarinda bir maksimum kar 
(gelirin maliyeti astig1 yer) ve yaklasik olarak x = 0,586 yakinlarinda maksimum zarar 
goéziikir. r(x)’in grafigi Sekil 4.40’ta gésterilmistir. a 


284 Baliim 4: Tiirev Uygulamalari 


y 
fy efx) = 2000 + 25, 


Maliyet 


in 
Devre uzunlugu 


| 
| 
| 
| 
| 
fj 
| 
| 
| 
| 
| 
m 


SEKIL 4.41 Ortalama giinliik maliyet c(x), 
bir hiperbol ve bir lineer fonksiyonun 
toplamidir ( Ornek 6). 


ORNEK 6 —Maliyeti Minimize Etmek 


Bir marangoz, her gtin 5 mobilya tiretmek icin fidan-iiretimi maun kullanmaktadir. Her bir 
tahta konteynerinin teslimati 5000 $ iken bu malzemenin depolama iicreti giin basina bir 
birim igin 10$ dir. Bir birim, bir mobilya tiretmek igin gereken malzemedir. Teslimatlar 
arasindaki tiretim devresinde, giinliik ortalama maliyeti minimize etmek igin her defasinda 
ne kadar malzeme siparis edilmelidir ve ne siklikta teslimat yapilmalidir? 


Coziim Her x giinde bir teslimat yapilmasi istenirse, bu tiretim devresinde yeterli malze- 
menin bulunmasi igin 5x birim siparis edilmelidir. Ortalama depolama miktari yaklasik 
olarak teslimatin yarisi kadar, veya 5x/2 dir. Boylece, her bir devrenin teslimat ve depo- 
lama maliyeti yaklasik olarak 


Devre basina maliyet = teslimat maliyeti + depolama maliyeti 


2 uo uw 


Devre basina maliyet = 5000 + (=) " x 10 


teslimat SRaee depolanan giin basina 
maliyeti depolanan giin sayis1 depolama maliyeti 
ortalama miktar 


Ortalama giinltik maliyet c(x)’i devre basina maliyeti devredeki giin sayisi x’e bélerek 
buluruz (Bkz. Sekil 4.41). 


c(x) = 2000 a5, x > 0. 


x — 0 iken ve x > ©¢ iken giinliik ortalama maliyet cok bityiir. Dolayisiyla bir minimum 
olmasini bekleriz, fakat nerede? Amacimiz, mutlak minimum maliyeti saglayan, teslimat- 
lar arasi x giin sayisini belirlemektir. 

Tiirevin nerede sifir oldugunu belirleyerek kritik noktalari buluruz: 


c'(x) +25 =0 


x= +V200 = £14.14. 


5000 
ye 


Iki kritik noktadan sadece VV 200 c(x)’in tanim kiimesindedir. Ortalama giinliik maliyetin 
kritik nokta degeri 


c(V200) = om + 25200 = 500V/2 = $707.11. 
200 


dir. c(x)’in tamm kiimesi (0,00) dur ve c"(x) = 10000/x7 > 0 dir. Béylece, 
x= V200 = 14.14 giin de bir mutlak minimum vardur. 
Marangoz, egzotik tahtadan her 14 giinde 5(14) = 70 birim teslimatlik bir program 
yapmalidir. a 
Ornek 5 ve 6’da birim sayis1 x’in herhangi bir pozitif reel say: olmasina izin verdik. 
Gercekte, genellikle x ’in sadece pozitif tamsayi (veya sifir) olmasi durumunda bir anlam 
vardir. Cevabimizi yuvarlamamiz gerekirse, yukar1 mi yoksa asagi mi yuvarlamaltyiz? 


ORNEK7 — Minimum Maliyetin Hassasiyeti 


Ornek 6 da en iyi ¢6ziim icin, teslimatlar arasindaki giin sayisin1 yukar1 mi yoksa agai m1 
yuvarlamaltyiz? 
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Ciziim 14.14 ten 14’e yuvarlarsak ortalama giinliik maliyet yaklasik olarak 0.03 $ kadar ar- 


tar: 


ve 
olur. 

Ote yandan, 
tyidir. 


ALISTIRMALAR 4.5 


c(15) 
$708.33 — $707.11 = $1.22 artar. Béylece, x’i 


5000 


e(14) = 2 + 25(14) = $707.14 


14 


c(14) — c(14.14) = $707.14 — $707.11 = $0.03 


$708.33. dir ve yukari yuvarlarsak maliyetimiz 
asagiya, 14 giine yuvarlamamiz daha 


Tek degiskenli bir fonksiyonu maksimize veya minimize ederken, ¢6z- 
diigiintiz probleme uygun bir tanim araliginda fonksiyonun grafigini 
gizmenizi tavsiye ederiz. Grafik hesaplamalariniza bir 6ng6riis getire- 
cek ve yanitinizi anlamaniza yardimci olacak g6rsel bir kapsam sagla- 
yacaktir. 


Geometrik Uygulamalar 


1. Cevreyi minimize etmek Alam 16 ing olan bir dikdértgenin 
olasi en kiigtik gevresi ve boyutlari nedir? 


2. Cevreleri 8 m olan biitiin dikd6drtgenler arasinda alani en biyiik 
olaninin bir kare oldugunu gésterin. 


3. Asagida verilen sekil, hipotentisii 2 birim uzunlugunda bir ikizke- 
nar dik tig¢genin igine yerlestirilmis bir dikdértgeni gdstermektedir. 


a. P’nin y koordinatim x cinsinden ifade edin (Yol gésterme: AB 
dogrusu igin bir denklem yazin). 


b. Dikd6rtgenin alanini x cinsinden ifade edin. 
c. Dikd6rtgenin alabilecegi en biiyiik alan ve boyutlari nedir? 


y 
N 


B 


P(x, ?) 


4. Bir dikdértgenin tabam x-ekseninde ve iist iki kégesi y = 12 — 27 
paraboliiniin tizerine bulunmaktadir. Dikdértgenin alabilecegi en 
biiytik alan ve boyutlari nedir? 


5. Kenarlari 8 ing ve 15 ing olan dikd6rtgen bir kartonun késelerin- 
den es biiyiikliikte kareler kesip, kenarlart katlayarak acik bir dik- 


10. 


. En iyi cit plam 


dértgen kutu yapmay planliyorsunuz. Bu sekilde yapabileceginiz 
en biiytik hacimli kutunun boyutlari ve hacmi nedir? 


. Birinci dértte bir bélgenin késesini (a, 0)’dan (0, b)’a giden 20 bi- 


rim uzunlugunda bir dogru pargasiyla kapatmay: planlryorsunuz. 
Doégru pargasiyla gevrelenen tiggenin alaninin a = b oldugunda 
en biiytik oldugunu gésterin. 


Dikd6rtgen bir tarla pargasi bir kenarindan bir 
nehir ve diger tig kenarindan elektrikli gitle gevrelenecektir. Elin- 
izde 800 m tel bulunuyorsa, en fazla ne kadar bir alani gevreleye- 
bilirsiniz? Boyutlari nedir? 


. En kisa git 216 m”’lik dikdértgen bir bezelye tarhi bir citle 


cevrelenecek ve kenarlardan birine paralel baska bir citle esit iki 
parcaya ayrilacaktir. En kiigtik toplam git uzunlugunu saglamak 
igin dis dikdértgenin boyutlari ne olmalidir? Ne kadar cit gereke- 
cektir? 


. Bir tank tasarlamak Demir fabrikaniz bir kagit fabrikasi icin 


500 ft? hacminde, kare tabanl1, iistii ack, bir dikd6rtgen seklinde 
celik tank yapmak i¢in anlasmistir. Tank, paslanmaz celik tabaka- 
larm kenarlarindan birbirlerine lehimlenmesiyle yapilacaktir. 
Uretim mithendisi olarak isiniz tankin olabildigince hafif agirlik- 
ta olmasini saglayacak taban ve yiikseklik boyutlarin1 bulmaktir. 


a. Fabrikaya kullanmalari icin hangi boyutlari bildirirsiniz? 
b. Agirligi nasil hesaba kattiginizi kisaca aciklayin. 


Yagmur suyu toplamak 1125 ft*liik iistii acuk, tabam bir kena- 
ri x ft olan bir kareden olusan ve y ft derinlikte dikdértgen seklin- 
de bir tank yagmur suyu toplamak igin tistii yerle ayni seviyede 
olacak sekilde yapilacaktir. Tankin maliyeti sadece tankin yapil- 
digi malzemeden degil, xv garpimryla orantili kazma masrafindan 
da olusmaktadir. 


a. Toplam maliyet 
c= 5(x* + 4xy) + 10xy 


ise, hangi x ve y degerleri bunu minimize eder? 


b. (a) daki maliyet fonksiyonu igin olasi bir senaryo verin. 
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11. 


12. 


13. 


14. 


15. 


16. 


Bir poster tasarlamak Kenar paylar yukarida ve asagida 4-in¢ 
ve diger iki kenarda 2-ing olmak iizere, 50 ing” bask: igerecek bir 
poster tasarimi yaptyorsunuz. Kullanilacak kagidin miktarint 
minimize edecek tiim boyutlar nedir? 


3 yarigaphi bir kiirenin icine oturtulabilecek en biiytik dik koninin 
hacmini bulun. 


Bir tiggenin iki kenarinm uzunluklari a ve b, ve aralarindaki agi 
@’dir. Hangi @ deger iicgenin alanim1 maksimize eder? ([pucu: 
A = (1/2)ab sin 6). 

Bir kutu tasarlamak 1000 cm*’liik bir hacim icerebilecek en 
hafif (en az malzemeyle yapilmis), tistti agik, dik bir silindir kutu- 
nun boyutlari nedir? Buradaki sonucunuzu Ornek 2’deki sonucla 
karsilastirin. 


Bir kutu tasarlamak Uretim siirecindeki fireyi de hesaba kata- 
rak, 1000 cm? hacimli dik silindirik kutu tasarimi yapiyorsunuz. 
Yanlar igin alttminyumu keserken fire olmamaktadir, ancak r ya- 
rigapli taban ve tavan kenarlan 27 uzunlugunda olan karelerden 
kesilecektir. Dolayisiyla her kutu icin kullanilacak toplam alii- 
minyum miktari Ornek 2’deki A = 2ar? + 2mrh yerine 


A = 8r? + 2arh 


olacaktir. Ornek 2’de en ekonomik kutu icin h’nin r’ye oran 2’ye 
1’di. Simdi bu oran nedir? 

Kapakh bir kutu tasarlamak Bir mukavva pargasi 10 ing e 15 
ing dletilerindedir. Sekilde gésterildigi gibi dl¢tisti 10 ing olan ke- 
narin késelerinden es kareler cikariliyor. Cikintilar katlanarak ka- 
pakhi bir dikd6értgensel kutu elde edecek sekilde diger késelerden 
es dikd6rtgenler ¢ikariliyor. 


ex Kx 
a |} t 
5 i ane i 
ja) 
Z 10" Taban ! |! Kapak 
wo 
2 Aas 
| t | t 
¥ ¥ 
ex Xo} 
kK 15" > 


a. Kutunun hacmi icin bir V(x) formiilti yazi 


b. Problemdeki durum igin Vnin tanim kiimesini bulun ve bu 
tanim kiimesi tizerinde V’yi cizin. 


ce. Maksimum hacmi bulmak igin bir grafik yéntem kullanin ve 
bu degeri veren x’i bulun. 


d. (c) deki cevabinizi analitik olarak dogrulayin. 


17. Bir bavul tasarlamak  24-ing’e 36-ing bir karton tabaka, sekil- 


de gésterildigi gibi 24-incg’e 18-ing bir dikdértgen elde edilecek 
gekilde ikiye katlanryor. Sonra, kath dikdértgenin késelerinden 
kenar uzunlugu x olan dort es kare ¢ikarilryor. Daha sonra karton 
aciliyor ve alti ¢ikinti, yanlari ve bir kapagi olan bir kutu olustur- 
mak tizere yukartya katlantyor. 


a. Kutunun hacmi igin bir V(x) formilii yazin. 


b. Problemdeki durum igin V’nin tanim ktimesini bulun ve bu 
tanim kiimesi tizerinde V’yi cizin. 


ce. Maksimum hacmi bulmak igin bir grafik yéntem kullanin ve 
bu degeri veren x’i bulun. 


d. (c) deki cevabinizi analitik olarak dogrulayin. 
e. 1120 ing? hacim veren bir x degeri bulun. 


f. (b)’de ortaya gikan durumu tanmmlayan bir paragraf yazin. 


uN T K 
Be x 
BA x 
24" 24 
Xx x 
x Ge 
Vv Vv 
Ik 36" s| kk 1g"——| 


Sonra karton tabaka ag¢iltyor 


24" Taban 


36" 


18. x =-m'den x= 7’ye kadar y = 4 cos (0.5x) eSri yayinin altina 


bir dikdértgen ¢izilecektir. En bitytik alanli dikdértgenin boyut- 
lari ve en biiytik alan nedir? 


19. 10 cm yarigapli bir kiirenin icine oturtulacak en biyiik hacimli 


dik dairesel silindirin boyutlarin: bulun. En biiyiik hacim nedir? 


20. a. Amerikan Posta Servisi ancak, uzunlugu ve gevre mesafesinin 


toplam1 108 ingi asmayan kutulari yurtigi tagima igin kabul et- 
mektedir. Hangi boyutlar, uclari birer kare olan kutuya olasi en 
biiyiik hacmi verir? 
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24, Asagidaki oluk gésterilen boyutlarda yapilacaktir. Sadece @ agisi 
degistirilebilir. Hangi 6 degeri olugun hacmini maksimize ede- 
cektir? 


WY 


A ce —- eee we fe Vv 
ii ie, —__W Kare uc ——— 


Cevre mesafesi 


b. 108 inglik (uzunluk arti gevre mesafesi 108-ing olacak) bir ku- Le 
tunun hacminin grafigini, uzunlugunun bir fonksiyonu olarak 
cizin ve gérdiiklerinizi (a)’ daki yanitinizla karsilastirin. 25. Kagit katlamak Asagida gésterilen 8.5’e-11-inglik dikdértgen 
21, (Oradk 20 nimdevam.) kagit parcasi diz bir yiizeye konulmus ve késelerinden biri, sekil- 
; : de gésterildigi gibi, karsisindaki uzun kenarin tizerine konmus ve 
a. Ucu kare olan bir kutu almak yeune, boyutlari A x h x w ve kagit diizlestirilirken orada tutulmustur. Problemimiz katin ola- 
cevre mesafesi 2h + 2w olacak sekilde kenarlari kare olan bir bildigince kiigiik olmasim: saZlamaktir. Uzunluga L deyin. Bunu 
kutu aldiginizi varsayin. Bu durumda kutuya en biiyiik hacmi kagit ile deneyin 
Bae tayacsie boyableeacdi? : a. 1? =2x° /(2x — 8.5) oldugunu gésterin. 
(eure esate b. Hangi x degeri L*’yi minimize eder? 


ce. L’nin minimum degeri nedir? 


D Cc 
R 
h 
ea ae 
h L Q (asil konumu 4’da) 
b. Hacmin grafigini, A’nin bir fonksiyonu olarak ¢izin ve & 
gordtigiintizti (a) daki gevabinizla karsilastirin. 
22. Bir pencere tizerine bir yarim gember konulmus bir dikdértgen- A 7 P B 
den olusmaktadir. Dikdértgen seffaf camdan yapilmisken, yarim - 
cember birim alan basina seffaf camin yarisi kadar isik gegiren 26. Silindirler kurmak Asagidaki iki kurulum probleminin cevap- 
buzlu camdan yapilmistir. Toplam ¢evre sabittir. En fazla 1sik ve- lari karsilastirin. 
recek pencere boyutlarim bulun. Cergevenin kalinligim dikkate a. Boyutlari x cm’ye y cm ve gevresi 36 cm olan dikdértgensel 
almayin. bir kagit, sekilde (a) kisminda gésterildigi gibi, bir silindir 
yapmak tizere yuvarlanacaktir. x ve y’nin hangi degerleri en 
biiyiik hacmi verir? 


b. Ayn kagit, sekilde (b) kisminda gésterildigi gibi, y uzunlu- 
gundaki kenarlarindan biri etrafinda, bir silindir tarayacak se- 
kilde d6ndiirtilecektir. x ve y’nin hangi degerleri en bityiik 
hacmi verir? 


yf / 


/ 


7 


4 
a 


23. Bir silo (taban dahil degil) tizerine bir yarim kiire oturtulmus bir 
silindirden olusacak sekilde yapilacaktir. Yiizey alaninin birim 
kare basina yapim maliyeti yarm kiire icin silindir yan 
duvariminkinin iki katidir. Hacim sabit ve yapim maliyeti mini- 
mum olacaksa, kullanilmasi gereken boyutlari bulun. Silonun 
kalinligini ve yapimdaki fireyi dikkate almayin. 


(b) 
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27. Koniler Kurmak _ Hipotentis V3m uzunlugunda olan bir dik 
tiggen, dik kenarlarindan biri etrafinda, bir dik dairesel koni elde 
etmek tizere ¢gevriliyor. Bu yolla yapilabilecek en btiyiik hacimli 
koninin yarigapim, ytiksekligini ve hacmini bulun. 


28. Hangi a degerlerinde f(x) = x? + (a/x) fonksiyonunun 
a. x =2’de yerel bir minimumu vardir? 
b. x = 1de bir biikiim noktas: bulunur? 

29. f(x) = x? + (a/x) fonksiyonunun higbir a degerinde bir yerel 
maksimumu olamayacagini gosterin. 

30. Hangi a ve b degerlerinde f(x) = x3 + ax? + bx fonksiyonunun 


a. x =—1de bir yerel maksimumu, x = 3’te bir yerel minimumu 
vardir? 


b. x =4’te bir yerel minimumu ve x = 1’de bir biikiim noktas1 var- 
dir? 


Fiziksel Uygulamalar 


31. Dikey hareket Dikey olarak hareket eden bir cismin yiiksekligi, 
s feet ve t saniye olmak tizere 


s=-16? + 96r+ 112 


ile verilmektedir. Asagidakileri bulun 
a. cismin f= 0 anindaki hizini 
b. maksimum yiiksekligini ve zamanini 
ce. s=0 iken hizimt 

32. En cabuk rota Jane, kiyidan 2 mil agikta bir bottadir ve kry1 
geridinde bota en yakin noktadan 6 mil ileride bir sahil kdyiine 
ulagsmak istemektedir. Saatte 2 mil hizla ktirek ¢ekebilmekte ve 


saatte 5 mil hizla yiiriiyebilmektedir. K6ye en kisa zamanda 
ulasabilmesi igin, botla kryidaki hangi noktaya ¢ikmalidir. 


33. Kisa kalas Asagida gosterilen 8-ft’lik duvar binadan 27-ft 
uzaktadir. Duvarin disindaki bir yerden binanin kenarina ulasabi- 
lecek en kisa kalasin uzunlugunu bulun. 


Kalas Bina 


8’ duvar 


/¢—_27'__> 


34. Bir kalasin kuvveti Dikd6értgen seklinde tahta bir kalasin 
kuwveti S, genisligi kere kalinliginin karesi ile orantilidir (Sekle 
bakiniz). 


35. 


36. 


37. 


a. 12-ing-capli silindir seklinde bir kiitiikten kesilebilecek en 
kuvvetli kalasin boyutlarim bulun. 


b. S’yi kalasin eni w’nun bir fonksiyonu olarak ¢izin. Oranti 
sabitini k = 1 olarak alin. Gordiiklerinizi (a)’daki yanitinizla 
karsilastirin. 

ec. Ayni ekranda, veya farkli bir ekranda, S’yi kalasin kalinlig1 
d@’nin fonksiyonu olarak cizin. Yine k = 1 alin. Grafiklerinizi 
birbiriyle ve (a)’daki yanitinizla karsilastirin. & igin baska bir 
deger segmenin etkisi ne olurdu? Deneyin. 


<a 


SS 


Bir kalasin sertligi Bir kalasin sertligi S genisligi kere 
kaliniigimin ktibii ile orantilidir. 


a. 12-ing-capli silindir seklinde bir kiitiikten kesilebilecek en sert 
kalasin boyutlarim: bulun. 


b. S’yi kalasin eni w’nun bir fonksiyonu olarak g¢izin. Oranti 
sabitini k = 1 olarak alin. Gordiiklerinizi (a)’daki yanitinizla 
bagdastirin. 


ec. Ayni ekranda, veya farkli bir ekranda, S’yi kalasin kalinhig1 
d@’nin fonksiyonu olarak cizin. Yine k = 1 alin. Grafiklerinizi 
birbiriyle ve (a)’daki yanitinizla karsilastirin. & icin baska bir 
deger segmenin etkisi ne olurdu? Deneyin. 


Bir dogru iizerinde hareket {ki pargacigin s-ekseni iizerinde- 

ki konumlari, s; ve sy metre, t saniye olmak tizere s; = sint ve 

so = sin (t + 7/3) ‘dir. 

a. 0 = ¢ = 2araraliginin hangi an(lar)inda iki pargacik bulusur? 

b. Pargaciklar arasindaki uzaklik en fazla ne olur? 

ce. 0 =¢ S 27 araliginda, parcaciklar arasindaki uzaklik ne 
zaman eh hizli degisir? 

Sirtiinmesiz araba_ Duvara bir yayla bagli stirtiinmesiz kiictik 

bir araba durgun konumundan 10 cm cekiliyor ve ¢ = 0 aninda 


4 saniye icin salina _ obirakiltyor. ¢ animdaki konumu 
s=10cos wt‘dir. 


a. Arabanin maksimum hizi nedir? Araba bu hiza ne zaman ula- 
gir? O anda nerededir ve ivmesinin biiyiikligti nedir? 


b. Araba, ivmesinin biiyiikliigii maksimum oldugunda nerede- 
dir? O anda arabanin siirati nedir? 


VAY AVAVAVAVAVAVAVAYA\ 


38. 


39. 


40. 


Yanyana yaylarla asili olan iki kiitlenin konumlari s,; = 2 sin t ve 
Sy = sin 2¢ dir. 
a. 0 < ¢araliginin hangi aninda iki kiitle birbirini gecer? 
(Ipucu: sin 2t = 2 sin t cos f) 
b. 0 = ¢ = 27 araliginda hangi anda kiitleler arasindaki dikey 
uzaklik en bityiiktiir? Bu uzaklik nedir? 
(ipucu: cos 2t = 2cos” t— 1) 


iki gemi arasmdaki uzakhk = Oéleyin, A gemisi B gemisinin 12 
deniz mili kuzeyindedir. A gemisi giin boyu giineye dogru 12 not 
(saatte deniz mili; bir deniz mili 2000 yardadir) hizla gitmektedir. 
B gemiside doguya dogru 8 notla gitmektedir. 


a. Zaman 6gleyin ¢ = 0 olarak alin ve gemiler arasinda uzaklik 
s’yi ?nin bir fonksiyonu olarak ifade edin. 


b. Ogle vakti ve 1 saat sonra gemiler arasindaki uzaklik hangi 
hizla degismektedir? 


c. O ginkiti gértis mesafesi 5 deniz milidir. Gemiler hi¢ birbirini 
gorebildi mi? 

d. -1 St S3 araliginda s ve ds/df’nin grafiklerini nin fonksi- 
yonlari olarak birlikte ve miimktinse farkli renklerde ¢izin. 
Grafikleri karsilastirin ve gérditiklerinizi (a) ve (b)’deki yanit- 
larla bagdastirin. 

e. ds/dnin grafiginin birinci bélgede yatay bir asimptotu var- 
mis gibi gériinmektedir. Bu tf > ©O iken ds/d?’nin bir limit 
degere ulastigini belirtir. Bu deger nedir? Bu degerin gemile- 
rin tek tek hizlariyla iliskisi nedir? 

Optikteki Fermat prensibi Optikteki Fermat prensibi 1s1g1n bir 
noktadan digerine giderken yolculuk zamanini minimize edecek 
bir yol izledigini sdyler. Bir A kaynagindan ¢ikan isik, sekilde 
gosterildigi gibi, bir dtizlem ayna tarafindan bir B noktasindaki 
alicrya yansitilmaktadir. Isigin Fermat prensibini ger¢eklestirmesi 
icin, gelme acisinin yansima agisina esit olmasi gerektigini géste- 
rin. (Bu sonug analiz kullanmadan da ¢ikartilabilir. [sterseniz ta- 
mamen geometrik bir yaklasim da vardir.) 


41. 


42. 
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Normal 
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acisl 


2 


Diizlem ayna 


Teneke zehirlenmesi Metalik teneke 13.2°’nin altinda tutuldu- 
gunda, zamanla kirilgan hale gelir ve gri bir toza parcalanir. Tene- 
ke cisimler yillarca soguk bir iklimde tutulursa kendiliginden bu 
gri toza parcalanir. Yillar 6nce kiliselerindeki teneke org borulari- 
nin pargalandigini géren Avrupalilar bu degisiklige teneke zehir- 
lenmesi adini verdiler, ctinkti zehirli gibi gériinttyordu. Aslinda 
gergekten zehirliydi, giinkti gri toz kendi olusumunun katalizorii- 
diir. 

Bir kimyasal reaksiyonun katalizorii kendisi degisime ugra- 
madan tepkime hizini kontrol eden bir maddedir. Bir otokatalitik 
tepkime tiiinti kendi olusumunun katalizérii olan bir tepkimedir. 
Boyle bir tepkime baslangicta katalizér miktar1 azsa yavas gelise- 
bilir ve en sonunda da esas maddenin gogu kullanildigi zaman yi- 
ne yavaslar. Ancak, arada, hem madde hem de kataliz6r tirtinii bol 
bulundugunda, tepkime daha hizl: ilerler. 

Bazi durumlarda, reaksiyonun v = dx/dt hizi hem ortamda 
bulunan esas madde hem de iirtin miktari ile orantilidir. Yani, v 
yalnizca x’in bir fonksiyonu olarak kabul edilebilir ve 


v =kx(a—x) = kax — ko? 
yazilabilir. Burada 


x = tirtin miktari 
a = baslangigtaki madde miktar1 
k = pozitif bir sabit. 


Hangi x degerlerinde v hizinin bir maksimumu vardir? v’ nin 
maksimum degeri nedir? 


Ucagin inis yolu Bir ucak, sekilde gésterildigi gibi, bir hava ala- 
ninin, yatay olarak L uzakligindaki pistine inis i¢in algalmaya 
basladiginda H yiiksekligindedir. Ugagin inis yolunun (rotas1) 
y=ax'+bx’+cx+d, y(-L) =H ve y(0) = 0 seklinde bir kiibik 
polinom fonksiyonun grafigi oldugunu varsayin. 

a. x =0 da dy/dx nedir? 


b. x =—L da dy/dx nedir? 


3 2 
c. y(x) = 1)2(¥) 3(¥) oldugunu gdstermek icin 


dy/dx’in x = O’daki ve x = —L’deki degerlerini (0) = 0 ve 
y(—L) = H ile birlikte kullanin. 
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inis yolu y 


A= Ucus yiiksekligi 
Hava alan 


i : 


is ve Ekonomi 


43. 


44. 


45. 


46. 


47. 


Her bir sirt gantasini tiretmek ve dagitmak size c dolara mal ol- 
maktadir. Sirt cantalarmin her biri x dolara satiliyorsa, satilan 
canta sayisi, a ve b belirli pozitif sabitler olmak tizere, 


n 2_ + 4(100 — x) 


x—C 


ile veriliyor. Hangi satis fiyati maksimum kar getirecektir? 
Asagidaki fiyatlar1 6neren bir tur hizmeti veriyorsunuz. 
50 kisi (turu gerceklestirmek igin minimum say1) tura katilir- 
sa, kisi basi 2008. 
Maksimum toplam 80 kisiye kadar her ek kisi igin, kisi basi fi- 
yat 2$ azalir. 


Turu yapmak 6000$ (sabit maliyet) arti kisi basina 32$ tutmakta- 
dir. Karmiz1 maksimize etmek igin kag kisi gereklidir? 


Vilson siparis miktari formiilii Envanter yonetiminin formiil- 
lerinden biri mallarin ortalama haftalik siparisinin, 6demesinin 
ve depolanmasinin maliyetinin 


oldugunu sdyler. Burada g elinizdekiler azaldiginda 1smarladigi- 
niz seylerin (ayakkabilar, radyolar, siiptirgeler, veya her ne olursa) 
miktar1, k bir siparig vermenin maliyeti (aynisi, her ne kadar sik- 
likta siparis verirseniz verin), c bir malin maliyeti (bir sabit), m 
her hafta satilan mal sayisi (bir sabit) ve A de mal basina haftalik 
depolama maliyetidir (yer, sigorta, imkanlar ve giivenlik gibi sey- 
leri de igeren bir sabit). 

a. Magazanizin envanter miidtirti olarak isiniz A(q)’ yu minimize 


edecek miktart bulmaktir. Bu nedir? (Yanit bularak bulacagi- 
nz formiile Wilson lot boyutu formiilii denir). 


b. Siparis maliyetleri bazen siparis miktarina baglidir. Boyle ol- 


dugunda, k’yi, & ve q’nun sabit bir katinin toplami k + bq ile 
degistirmek daha gergekcidir. Bu durumda, ismarlanacak en 
ekonomik miktar nedir? 


Uretim seviyesi Ortalama maliyetin en kiiciik oldugu tiretim se- 
viyesinin (varsa), ortalama maliyetin marjinal maliyete esit oldu- 
gu, seviyede oldugunu gésterin. 

r(x) = 6x ve c(x) =x° — 6x" + 15x sizin gelir ve maliyet fonksiyon- 
larmiz ise, yapabileceginiz en iyi seyin basa bas kalmak (gelirle 
maliyetin esit olmas1) oldugunu gésterin. 


48. Uretim seviyesi c(x) = x? — 20x? + 20,000x fonksiyonunun x 
adet mal tiretmenin maliyeti oldugunu varsayin. x adet mal tiret- 
menin ortalama maliyetini minimize edecek bir tiretim seviyesi 
bulun. 


49. Ortalama giinliik maliyet Ornek 6’da, herhangi bir malze- 
menin teslimatinin d kadar bir maliyete maruz kaldigini varsayin, 
depolama maliyeti giin basina bir birim igin s $ ve tiretim orani 
giinde p birimdir. 

a. Her x giinde ne kadar teslimat yapilmalidir. 


b. Esitligi gdsterin 


; px 
devre basina maliyet = d + zx 
c. Teslimatlar arasindaki, teslimat ve depolamanin ortalama 
gtinliik maliyetini minimize eden x* zamanini ve teslimat 
miktarim bulun. 
d. x*’in y = d/x hiperbolii ve y = psx/2 dogrusunun kesim 
noktasinda ortaya ¢iktigini gésterin. 
50. Ortalama maliyeti minimize etmek x, bin birim olmak tizere 
c(x) = 2000 + 96x + 4x3/? oldugunu varsayin. Ortalama maliyeti 
minimize edecek bir tiretim seviyesi varmidir? 


Tip 


51. flaca duyarhhk (Béliim 3.2, Alistirma 50’nin devami) dR/dM 
tuirevini maksimize eden M degerini bularak viicudun en duyarli 
oldugu ilag miktarim bulun. Burada 


ile verilir ve C bir sabittir. 
52. Nasil 6ksiiriiyoruz 


a. Oksiirdiigiimiizde, trake (soluk borusu) digsan cikan havanin 
hizini arttiracak sekilde kasilir. Bu hizi maksimize etmek icin 
ne kadar kasilmasi gerektigi ve Oksiirdtigtimtizde gergekten bu 
kadar kasilip kasilmadigi sorusunu akla getirir. 

Soluk borusu duvarinin esnekligi ve duvarin yakinlarinda 
havanin sirtiinmeyle nasil yavaslatildig1 hakkinda yapilan 
uygun varsayimlar altinda, ortalama akis hizi v 


‘0 
y= c(ro = r)r? cm/sn oy = 7 =:76 


denklemiyle modellenebilir. Burada ry trakenin cm olarak 
yarigap1 ve c de degeri kismen trakenin uzunluguna bagli olan 
pozitif bir sabittir. 

r = (2/3)ro oldugunda, yani trake %33 oraninda 
kasildiginda v’nin en biiytik oldugunu gésterin. Bunun en 
giizel yan, x-1s1m fotograflarinin dkstirdigiimiizde trakenin 
bu kadar kasildigini dogrulamasidir. 

b. 79 = 0.5 ve c = 1 olarak alin ve v’yi 0 = r = 0.5 araliginda 
cizin. Gordiiklerinizi + = (2/3) ry oldugunda v’nin maksimum 
oldugu iddiastyla karsilastirin. 


Teori ve Ornekler 


53. Pozitif tam sayilar icin bir esitsizlik a, b, c ve d pozitif tam- 
sayilarsa, su ifadeyi dogrulayin: 


(a> + 1)(b? + 1)(c? + 1)(d? + 1) Z 
abcd 
54. Ornek 4’teki dt/dx tiirevi 
a. 


f(x) = ——* nin 


x’in artan bir fonksiyonu oldugunu gésterin. 


x’in azalan bir fonksiyonu oldugunu gésterin. 


dt _ x d-x sis 
dx aVatx% oVb*? + (d- xy 


xin artan bir fonksiyonu oldugunu gésterin. 


55. f(x) ve g(x) asagida sekilleri verilen tiirevlenebilir fonksiyonlar 
olsun. c noktasi egriler arasindaki dikey mesafenin en bitytik ol- 
dugu yerdir. Iki egrinin c noktasindaki teetlerinin bir 6zelligi var 
muidir? Yanitinizi aciklayin. 


y =f) 


= g(x) 


| 
| | 
| | 
| | 
| | 
1 1 >x 
a c 


56. f(x) =3 + 4cosx + cos 2x fonksiyonunun hig negatif olup ol- 


madigini bulmanziz istensin. 


a. Neden sadece [0, 277] araligindaki x degerlerini ele almaniz 
gerektigini aciklayin. 


b. f hig negatif olur mu? Aciklayin. 


57. a. y = cotx — V2 sex fonksiyonunun 0 < x < q araliginda 
bir mutlak maksimumu bulunmaktadir. Bunu bulun. 

b. Fonksiyonun grafigini cizin ve g6rdtiklerinizi (a)’daki 
yanitinizla karsilastirin. 

58. a. y = tanx + 3cotx fonksiyonunun 0 < x < 7/2 araliginda 
bir mutlak minimumu bulunmaktadir. Bunu bulun. 

b. Fonksiyonun grafigini ¢izin ve gordiiklerinizi (a)’daki yaniti- 
nizla karsilastirin. 
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59. a. y= Vx eSrisi 3/2, 0) noktasina ne kadar yaklasir? 
(Yol gésterme: Uzakligin karesini minimize ederseniz, 
karekéklerden kurtulursunuz) 


b y= Vi ve uzaklik fonksiyonunu birlikte ¢izin ve gérdtikle- 
rinizi (a)’daki cevabinizla bagdastirin. 


y 
~ 


60. a. y = V16 — x? yaricemberi (1, V3) noktasina ne kadar 
yaklasir? 


b. y = V16 — xi ve uzakhik fonksiyonunu birlikte gizin ve 
goérdtiklerinizi (a)’daki cevabinizla bagdastirin. 


BILGISAYAR ARASTIRMALARI 


61 ve 62 alistirmalarinda bir BCS kullanmak faydal: olabilir. 


61. Genellestirilmis koni problemi Yiiksekligi / ve yarigap1 r olan 
bir koni, yarigap1 a ing olan yassi bir dairesel diskten, yay 
uzunlugu x ing olan bir AOC dilimi ¢ikarilarak ve sonra OA ve OC 
kenarlari birlestirilerek yapilmistir. 


a. Koninin hacmi /’nin bir formiiliinii x ve a cinsinden bulun. 
b. a=4,5, 6, 8 icin, maksimum hacimli konide r ve h’yi bulun. 


ce. Maksimum hacimli koni icin, r ve A arasinda a’dan bagimsiz 
basit bir bagint: bulun. 


OLCEKLi DEGIL 

62. Bir elipsi smirlamak P(x, a) ve O(—x, a) (0, 5) merkezli 
Bo Og 

100 2 


elipsin tist yarisi tizerinde iki nokta olsun. Elipsin P ve Q nokta- 
larindaki tegetler kullanilarak, sekilde gésterildigi gibi, bir RST 
liggeni olusturuluyor. 
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b. A’nin tanim kiimesi nedir? Grafigin asimptotlar1 problemin 


y 
R} konusu ile nasil iliskilidir? 
ce. En kiictik alanl tiggenin yiiksekligini belirleyin. Elips 
merkezinin y koordinattyla nasil iliskilidir? 
Q(-x, a) P(x, a) d. (a), (b) ve (c) siklarim, (0, 13) merkezli 
x? yy - By 
: a’ =" 
5 Tr C B 
elipsi igin tekrarlayin. Ytikseklik 3B iken, tiggenin alaninin 
a. y = f(x) elipsin tist yarisin1 temsil eden fonksiyon olmak tize- minimum oldugunu gésterin. 
re, iggenin alaninin 
f(x) ? 
A(x) = "(x) x ; 
OE FG 


oldugunu gésterin. 


Belirsiz Sekiller ve L’H6pital Kurali 


TARIHSEL BiyoGRaAFi 


Guillaume Frangois 
Antoine de |’H6pital 
(1661-1704) 


Onyedinci yiizyilin sonlarinda, John Bernoulli hem paylar1 hem de paydalari sifira veya 
+oo0 giden kesirlerin limitlerini bulmak icin bir yol kesfetti. Kural giintimiizde, kuralin ilk 
kez basili olarak yayinlandigi ilk diferansiyel analize giris kitabin yazan bir Fransiz soy- 
lusunun, Guillaume Frangois Antoine de I’ H6pital’ in adryla 1’ Hopital Kurali olarak bilin- 
mektedir. 


0 /0 Belirsiz Sekli 

f(x) ve g(x) stirekli fonksiyonlarinin ikisi de x = a’da sifirsa, 
jim 
xa & (x) 


x =a yazilarak bulunamaz. Bunu yazmak 0/0 verir ki bu da belirsiz form olarak 
adlandirilan, hesaplayamadigimiz anlamsiz bir ifadedir. Bazen, fakat her zaman de@gil, be- 
lirsiz formlara yol acgan limitler kisaltma, terimleri yeniden diizenlenme veya baska ce- 
birsel islemler yardimiyla bulunabilir. Bu, Boliim 2’den edindigimiz tecriibedir. B6lim 
2.4’te lim.) (sin x)/x’i bulmak 6nemli Slciide analiz gerektirdi. Fakat tiirevleri 
hesapladigimiz ve x =a yazdigimizda her zaman 0/ 0’1n esdegerini veren 


f(x) — fla) 
x =a 


f'(a) = lim 


limitinde hatiri sayilir bir basari gésterdik. |’HOpital kurali tirevlerle sagladigimiz 
basarty1, belirsiz formlara yol agan limitleri hesaplarken kullanmamizi saglar. 


TEOREM 6 _L’HGpital Kurali (Birinci Sekil) 
f(a) = g(a) = 0 oldugunu, f (a) ve g’(a)’nin var oldugunu ve g’(a) #0 oldugunu 
varsayin. Bu durumda 


f(x) _ f'(a) 


roa g(x) g(a) 


olur. 


| Dikkat 
f/gye VHOpital Kuralin. uygulamak 


igin, fnin tirevini g’nin ttirevine béliin. 
f/g?nin 
diismeyin. Kullanilacak 
f'/g' dir, (f/g)' degil. 


tiirevini alma  tuzagina 


béliim 


4.6 Belirsiz Sekiller ve L’Hépital Kurali 


ispat + Kendileri de birer limit olan f’(a) ve g’(a)’dan geriye dogru gidersek, 


eft = Io) f(x) — f(a) 
f(a) _ fe FO @ | Ta 
g(a) eG) = la) a) ~ 8) 
5, 2 a x—a 
_ f(x) = f@ _ i. f(x) — 0 ” f(x) 
xa g(x) — g(a) xa B(x) - 0 xa Q(x) 
buluruz. 
ORNEK1 —_L'Hopital Kuralini Kullanmak 
®lm 3x — sinx _ 3 — cosx = 
x0 1 x=0 
ts 
: Loh ead 2 she _ i 
( fig ASE AEA 
yaa x=0 
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Bazen, bir tiirev alma isleminden sonra, Ornek 2 de gérdiigiimiiz gibi, yeni pay ve 
payda’nin ikisi birden x = a da sifirdir. Bu durumda LHopital Kuralinin daha kuvvetli bir 


seklini uygulariz. 


TEOREM7 _L’Hépital Kurali (Daha Kuvvetli Sekil) 


f(a) = g(a) = 0 oldugunu, f ile g’nin a noktasini igeren bir J agik araliginda 
ttirevlenebilir olduklarmm varsayin. Ayrica x # a ise, J ‘da g(x) 4 0 oldugunu 
varsayin. Bu durumda, sagdaki limitin var olmasi kosuluyla 
_ Six) 4. f') 
lim = lm — 
xa B(x) xa g'(x) 


olur. 


Teorem 7’yi ispatlamadan Gnce bir 6rnegi inceleyelim. 


ORNEK 2 —_ L'Hépital Kuralinin Kuwetli Seklini Uygulamak 
i; Vitx-1-x/2 0 
(a) pace x2 0 
1/2)(1 + x)? — 1/2 
= ul ( / M 7 / Hala P ; tekrar tiirev alin. 
P 
—(1/4)( + xy? ne 
_ 2 = 8 0 degil; limit bulundu. 
. x — sinx 0 
OR ra 
— jj 1 — cosx 
= poe ay Hala 5 
_ 4. sinx 0 
= jim 6x Hala 5 
cos x 1 


~ degil; limit bulundu. 
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TARIHSEL BiyoGRaAFi 


Augustin-Louis Cauchy 
(1789-1857) 


y 
A 
(g(c), fle) (g(b), Ab)) 
Exim — 20) fo 
Bim = — ea) 
(g(a), fla)) 
0 ox 


SEKIL 4.42 (g(c), f(c))'deki tegetin 
egiminin, (g(a), f(a)) ve (g(b), f(b) 
noktalarini birlestiren kirisin egimi ile ayni 
oldugu en az birt =c,a<c<b 
parametre degeri vardir. 


LH6pital Kuralinin kuvvetli seklinin ispati, Cauchy’nin Ortalama Deger Teoremine da- 
yam. Bir fonksiyon yerine iki fonksiyon igeren bir Ortalama Deger Teoremi. Once Cauchy 
Teoremini ispat ediyoruz ve sonra nasil LVH6pital Kuralina yol agtigini gésteriyoruz. 


TEOREM8 = Cauchy Ortalama Deger Teoremi 
f ve g fonksiyonlarimin [a, b] araliginda siirekli, (a, b)’de tiirevlenebilir olduk- 
larini ve ayrica (a, b)’de g’(x) # 0 oldugunu varsayin. Bu durumda, (a, b)’de 


file) _ f(b) — fla 
gi(c) gb) — g(a) 
olacak sekilde bir c sayisi bulunur. 


ispat BOliim 4.2’deki Ortalama Deger Teoremini iki kere uygulariz. [Ik olarak, g(a) # g(b) 
oldugunu géstermek igin kullaniniz. Eger g(a) = g(b) olsaydi, Ortalama Deger Teoremi, a 
ile b arasindaki bir c sayisi igin 


_ gb) = g(a) _ 


g(c) =a 0 


verirdi. Oysa (a, b)’de g’(x) # 0 oldugu icin, bu dogru olamaz. 
Sonra, Ortalama Deger Teoremini 


f(b) — fla) 
ee [g(x) — g(a)] 


F(x) = f(x) — fla) 


fonksiyonuna uygulariz. Bu fonksiyon f ve g ile ayni yerlerde siirekli ve tiirevlenebilirdir 
ve f(b) = F(a) = 0’dir. Dolayisiyla a ve b arasinda F'(c) = 0 oldugu bir c sayisi vardir. f ve 
g cinsinden ifade edildiginde bu denklem 


b — 
FO =f) - Fe eto = 0 


veya 


fc) _ f(b) — fla) 
gi(c) g(b) — g(a) 7 


haline doniisiir. 
Suna dikkat edin, Boliim 4.2’deki Ortalama Deger Teoremi, g(x) =x ile Teorem 8 dir. 
Cauchy Ortalama Deger Teoremi’nin, x = (¢) ve y = f(t) parametrik denklemleri ile 
tanimlanan bir C egrisi igin bir geometrik yorumu vardir. Boliim 3.5 Denklem (2) den, 
parametrik egrinin ¢ deki egimi 


dy/dt _ f'(t) 
dx/dt ~ g(t)’ 


ile verilir, bundan dolay1 f'(c)/g'(c), t = c igin eSrinin tegetinin egimidir. C tizerindeki 
(g(a), f(a)) ve (g(b), f(b)) noktalarmi birlestiren kirisin egimi 


f(b) — fla) 
g(b) — g(a) 


dir. Teorem 8, (a, b) araliginda, egrinin (g(c), f(c))’deki tegetinin egiminin, (g(a), f(a)) ve 
(g(b), f(6)) noktalarini birlestiren kirisin egimi ile ayni oldugu, bir c parametre degerinin 
var oldugunu sdyler. Bu geometrik sonug Sekil 4.42 de gésterilmistir. Parametrenin, bu 
sekilde birden fazla c degerinin olabilecegine dikkat edin. 

Simdi Teorem 7’yi ispat edelim. 
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L’Hépital Kuralinin Daha Kuvwvetli Seklinin ispati Once limit denklemini x — a* durumu icin 
gercekleriz. Bu y6ntemi x > a ’ye uygulamak icin neredeyse hig degisiklige gerek yoktur 
ve bu iki durumun birlestirilmesi sonucu verir. 

x’in a’nin saginda bulundugunu varsayin. Bu durumda g(x) # 0 olur ve a’dan x’e 
kadar olan kapali aralikta Cauchy Ortalama Deger Teoremini uygulayabiliriz. Bu adim, a 
ile x arasinda 


fic) _ f(x) — fla) 
gi(c) g(x) — g(a) 


olacak sekilde bir c sayisi saglar. Ama f(a) = g(a) = 0’dir, dolayisiyla 
fic) _ fx) 


gi(c) g(x) 


olur.x a’ya yaklasirken, c de a’ya yaklasir giinkti x ile a arasindadir. Béylece 
_ fz), file). fi) 
lim = lim. |; = lim, > 
xa* g(x) cat g'(c) — xat g’(x) 


olur. Bu |’ Hopital kuralini x’in a’ya tistten yaklastig1 durum igin dogrular. x’in a’ya alttan 
yaklastig1 durum ise Cauchy Ortalama Deger Teoremini [x, a], x < a, kapali araligina 
uygulanarak ispatlanir. r 


Gergek hayatta karsilasilan bir cok fonksiyon ve bu kitaptaki bir cok fonksiyon, |’ Ho- 
pital kuralinin kosullarini saglar. 


LHo6pital Kuralim Kullanmak 
_ f(x) 

lim —~ 

xa & (x) 
limitini l’H6pital kurali ile bulmak igin, x = a da 0/0 fomunu elde ettiginiz 
surece f ve g’nin ttirevlerini almaya devam edin. Fakat, bu tiirevlerden biri veya 
6teki x = a da sifirdan farkli oldugunda tiirev almay1 durdururuz. Payin veya pay- 
danin sifirdan farkli sonlu bir limitinin olmasi durumunda |’ Hopital Kurali uygu- 
lanamaz. 


ORNEK3 —_ L'Hépital Kuralinin Kuwetli Seklinin Yanlis Uygulanmasi 


. 1 — cosx 0 
lim 2 = 
x>0 x +x 0 
: sin x 0 De cin tek 
= lim 1+ 2% = 1 =0 9 desil: limit bulundu 


Buraya kadar hesaplama dogrudur, fakat |’H6pital kuralini bir kere daha uygulamak igin 
tiirev almaya devam edersek, 

= jim 22_ = tim 
x>0 x t+ x2 x—0 1 + 2x x0 


cOsx _ 1 


buluruz, ki bu da yanlistir. LH6pital Kurali sadece belirsiz sekiller veren limitlere uygu- 
lanabilir ve 0/1 bir belirsiz sekil degildir. 7 
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Teorem 7’nin ispatindan acikea gértildtigii gibi, 1’Hdpital kurali, ayrica tek tarafli limitlere 
de uygulanir. 


ORNEK4 — L'Hépital Kuralinin Tek-Tarafli Limitlerle Kullanmak 


. sinx 
(a) lim, 2 
> x—ot x 0 
oo ve +00’un ayni sey demek soe 
oldugunu hatirlayin. = lim, a x > 0 icin pozitif 
x—> 
. sinx 0 
b) lim = 
( ) x07 x2 0 
ye COSX _ oe : 
a lim Ie — oo x <0 igin negatif a 
x— 


oo /00, 00-0, © — © Belirsiz Sekilleri 


Bazen, x = a yazarak x — a iken limit hesaplamaya calistigimizda, 0/0 yerine 00/00, 
00 +0 veya 0o — 00 gibi ne oldugu belirsiz ifadeler elde ederiz. Once 00/00 formunu ele 
alryoruz. 

Daha ileri seviyede kitaplarda |’H6pital Kuralinin 0/0’a oldugu gibi 00/00’a uygu- 
landigi da ispatlanmaktadir. x > a iken f(x) > £00 ve g(x) > +00 ise, sagdaki limitin 
var olmasi kosuluyla 

A) 
lim = lim 
xa B(x) xa g"(x) 


dir. x + anotasyonunda a sonlu veya sonsuz olabilir. Ayrica, x — a ifadesi x > a” veya 
x >a tek tarafli limitleri ile degistirilebilir. 


ORNEK5 00/00 Belirsiz Sekli ile Calismak 


; sec x 
(a) a 1 + tanx 
(b) x — 2x? 


im 5 
x00 3x- + 5x 
limitlerini bulun. 


Coziim 


(a) Pay ve payda x = 7/2'de siireksizdir, bu yiizden burada tek tarafli limitleri inceleriz. 
LH6pital Kuralini uygulamak icin, bir ug noktasi x = 7/2 olan herhangi bir J acik 
araligi secebiliriz. 


lim ee _. soldan 
x>(n/2) 1 + tanx oo 
: sec x tan x : : 
= in. =, io, ae = 1 
x (1/2) sec’ x x—>(a/2) 


Bir belirsiz sekil olarak (—00)/(— ©) ile saBdan tiirevde | dir. Bu nedenle, iki tarafli 
limit 1’e esittir. 


(b) lim x— 2x? 4 1-4 _ 4 4 2 
x— 00 3x2 + 5x x— 00 6x + 5 x00 6 3 
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Simdi dikkatimizi 00 - 0 ve co — ©0 belirsiz sekillerine cevirtyoruz. Bazen bu sekiller, 
cebirsel islemler yardimryla 0/0 veya 00/00 belirsiz sekillerine déniistiiriilmek tizere ele 
alinabilir. Burada yine, CO-0’in veya CO — 00’un birer say1 oldugunu ileri stirmek ni- 
yetinde degiliz. Bunlar sadece, limitleri diistintirken fonksiyonlarin davranislarini tanimla- 
yan notasyonlardir. Bu belirsiz sekillerle nasil calismamiz gerektigini gdsteren 6rnekler 
asagidadir. 


ORNEK6 = C0 +0 Beelirsiz Sekli ile Calismak 
(xsi 1) 
Jim, x sin + 
limitini bulun. 


Coziim 


II 
= 
| 


ORNEK 7 co — ov Belirsiz Sekli ile Calismak 
im (53 -1) 
xy->o\sinx * 


Ciziim x — 0° ise sinx > 0° dir ve 


limitini bulun. 


1 1 


sinx ~* 


olur. Benzer sekilde x 0 ise sin x — 0 dir ve 


1 1 

sinx * 

olur. [ki sekilde limitte ne oldugunu géstermez. Limiti bulmak icin, nce kesirleri birlesti- 
ririz: 


> oo — (—00) = —0O + OO 


: = R ortak payda x sin x dir. 
sinx * x sinx ad 


Sonra, sonuca |’HO6pital Kuralini uygulariz: 


: 1 1\ 4... x — sinx 0 
lim | = lim : = 
y>o\sinx * x0 Xx siInx 0 
: 1 — cosx 0 
= lim — Hala — 
y>0 sinx + xcosx 29 
: sin x 0 
= lim =7,=0 | 


x0 2cosx —xsinx 2 


bulunur. 
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ALISTIRMALAR 4.6 


Limitleri Bulmak 


1-6 alistirmalarinda, limiti bulmak icin |’H6pital Kuralim kullanin. 
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Sonra, limiti Béltim 2’de 6grendigimiz bir y6ntemle hesaplayin. 


1. 


L’Hopital Kuralini Uygulamak 


fn 

lim 5 

x2 x° — 4 
5x? — 3x 


6. 


sin 5x 


2x? + 3x 
lim 6 
xO x? +x t+ 1 


7-26 alistirmalarmdaki limitleri 1’ H6pital kuralryla bulun. 


_ sin??? : 2x — 1 
7. hina 8. . cos x 
: sin 0 : 1 — sinx 
ae ler Ms Me 5 eos te 
sinx — cosx : cosx — 0.5 
11. —— 12, 1 — 
pen x — 7/4 Reser x — 1/3 
: : 2x 
13. lim — _ 7 Nanx 14. lim ———— 
x> (7/2) ( Z 20 x + 7Vx 
: 2x? — (3x + 1)Vx +2 — Vx2 45-3 
15. lim 16. lim i a 
x1 5 1 x2 x27 -—4 
_ Valatx)-a 10(sin t — £) 
17. lim 7 18. lim ——,—— 
x0 t0 t 
x(cosx — 1) _ sin(a + A) — sina 
19. lim —_—___— 20. lim 
x0 sinx —x h—>0 h 
a 
21. lim cae n pozitif bir tam say1 
ro 1 p= 
22. lim (3 - +) 23. lim (x — Vx? + x) 
. x07 x Vx . x00 
24. lim sun” 25. lim aa 
x00 a3 x>+00 2x27 -x +2 
sin 7x 
on poate tan 11x 
Teori ve Uygulamalar 


LHo6pital Kuralinin 27—30 alistirmalarindaki limitlere yardim1 olmaz. 
Deneyin; bir déngii icinde kalirsiniz. Limitleri bir baska yolla bulun. 


27. 


29. 


lias V9x + 1 
x00 V/x + 1 


Sec x 
im 7 TE 
x (17/2)- tan x 


31. 


32. 


33. 


34. 


35. 


Hangisi dogru, hangisi yanlistir? Cevabinizi agiklayin. 
a. lim ~ 2 lim ! u 
x33 x2 — 3 x3 2x 6 
co, WSS 0 
b. jim {25° 6° 0 
cofco Sekli lim,—o f(x) = limys«og(x) = © olan ve 
asagidakileri saglayan tiirevlenebilir iki f ve g fonksiyonu bulun. 
x 
a. lim a 3 b. lim iis) =0 
x00 g(x) x00 g(x) 
_ f(x) 
ce. lim —— = oo 
x>oo g(x) 
Siirekli genisleme Asagidaki fonksiyonu x = 0 da siirekli kila- 
cak bir c degeri bulun. c degerinizin neden ise yaradigini agikla- 
yin. 
oy aE ELA Pte 
f(x) = 5x3 
é; x=0 
x+2, x #0 x+1, x40 
Fe) i; 0 Bt) to x=0 
olsun 
a tere 1 fakat ie a 
x0 g'(x) x0 2(x) 


oldugunu gésterin. 


b. Bunun neden |’H6pital Kurali ile gelismedigini acgiklayin. 
0/0 Sekli Grafik cizerek 


Ox? — (3x + 1)Vx +2 
lim 


x1 x=1 


limiti icin bir tahminde bulunun. Sonra tahmininizi 1’ H6pital 
Kurali ile dogrulayin. 


. 00 — 0 Sekli 


a. f(x) =x — Vx? +x in grafigzini uygun, genis bir x 
degerleri araliginda ¢izerek 
lim (x — Vx 4+ x) 
x—0O 


limiti igin tahminde bulunun. 


b. Simdi, limiti 1’ H6pital Kurali ile bularak tahmininizi dogrula- 
yin. [Ik adim olarak, f(x) i (x + Vx? 4 x)/(x + Vx? 4 x) 
kesri ile garpin ve yeni pay’! sadelestirin. 


37. 


38. 


39. 


= cos x° 


fx) = 


7 olsun. f’nin bazi grafiklerinin lim,_,) f(x) 
x 
limiti hakkinda neden yanlis bilgi verdigini aciklayin. (Jpucu: 
[-1, 1]’e [-0.5, 1] gergevesini deneyin ) 

Asagida verilen fonksiyonlar ve araliklar igin, Cauchy Ortalama 
Deger Teoreminin sonucunu saglayan biitiin c degerlerini bulun. 


a. f(x) =x, g(x) =x, (a, b) = (-2, 0) 
b. f(x) =x, g(x) =x, (a, b) keyfi 
ce. f(x) =2°/3 — 4x, g(x) =x, (a, b) =(0, 3) 


Sekilde, gemberin OA yaricgapi | dir ve AB cembere A da tegettir. 
AC yayinin radyan Olciisti ve AB dogru pargasimin uzunlugu 6. B 
ve C den gegen dogru, x-eksenini P(x, 0) noktasinda kesmekte- 
dir. 

a. P4 uzunlugunun 


i - A(1 — cos @) 
~~ 69 = sind 
b. lim (1 — x) i bulun. 

60 


ce. lim [11 -—x)-(1 


g—co 


cos #)] = 0 oldugunu gésterin. 
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40. 
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Bunu geometrik olarak yorumlayin. 


y 
” 


Bir dik tiggenin bir dik kenarmin uzunlugu 1, digerinin uzunlugu 
y ve hipotenistintin uzunlugu r dir. y’nin karsisindaki aginin 
radyan dlciisti 6 dir. 9 > 7/2 iken asagidaki limitleri bulun. 


a f= 
br? — y?. 
ery. 


TARIHSEL BiyoGRarFi 


Niels Henrik Abel 
(1802-1829) 


Matematigin temel problemlerinden biri denklemler c¢ézmektir. Kuadratik k6k formiltini 
kullanarak, x? — 3x + 2 = 0 denklemini saglayan bir noktay1 (¢éziimii) nasil bulacagimizi 
biliyoruz. Ktibik ve dérdiincti dereceden denklemleri (3. veya 4. dereceden polinomlar) 


c¢ézmek ic¢in de daha karmasik formiiller vardir, fakat Norvecli matematikci Neils Abel 
besinci dereceden polinomlan ¢ézmek igin basit formillerin bulunmadigini gésterdi. 
Ayrica, sin x = x gibi, hem transandant fonksiyonlar ve hem de polinomlar veya baska ce- 
birsel fonksiyonlar igeren denklemleri ¢6zmek icin de basit formiiller yoktur. 

Bu béliimde, Newton yéntemi, ya da Newton-Raphson yontemi denen ve bir f(x) = 0 
denkleminin ¢6ziimtine yaklasmak icin bir teknik olan bir sayisal y6ntem calisacagiz. As- 
linda bu yontem, /’nin sifir oldugu noktalarin yakinlarinda y = f(x) grafiginin yerine te- 
getleri kullanir (f’nin sifir oldugu bir x degeri, f fonksiyonunun bir k6kii ve f(x) = 0 
denkleminin bir géziimiidiir). 


Newton Yénteminin isleyisi 


Bir f(x) = 0 denkleminin bir céziimiinti tahmin ederken Newton yonteminin amaci 
céztime yaklasan bir yaklasimlar dizisi tretmektir. Dizinin birinci sayisi x1 segeriz. 
Sonra, uygun kosullar altinda, yontem /f’nin grafiginin x eksenini kestigi bir noktaya 
dogru adim adim ilerleyerek geri kalanini halleder (Sekil 4.43). 
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Y6ntem, her adimda lineerizasyonlarindan birinin sifin ile f’nin sifirina yaklasir. 
Nasil galistigi asagidadir. 

Baslangig tahmini, xy grafik cizerek veya sadece tahmin edilerek secilebilir. Yontem 
daha sonra y = f(x) e&risinin (xo, f(x9)) noktasindaki tegetini, egriye yaklasimda bulun- 
makta kullanir ve tegetin x eksenini kestigi noktaya x, der (Sekil 4.43). x, noktas1 genelde 
céztime x9‘dan daha yakindir. Egrinin (x), f(x,)) noktasindaki tegetinin x-eksenini kestigi 
nokta olan x, noktasi dizideki bir sonraki yaklasimdir. Her yaklasimi bir sonrakini 
hesaplamada kullanip, kéke yeterince yaklasip durabilecek noktaya gelene dek bu ise de- 
vam ederiz. 

Art arda yaklasimlari tiretmek icin asagidaki sekilde bir formil gelistirebiliriz. x,, 
yaklasimi verilmisse, egrinin (x, f(x,,)) noktasindaki tegetinin nokta-egim denklemi 


y= 0) ly eal es =a) 


>< 


y = fe) 


(x0; fxo)) 


(Xp, flx2)) 


H>x dir. Tegetin x eksenini kestigi noktay1 _y = 0 yazarak buluruz (Sekil 4.44). 


0 re ae) x4 X0 
Dordiineti Uciincii ikinci Birinci 0 = f(xn) + f' %n)(x — Xn) 
YAKLASIMLAR 
f (Xn) 

; = =X — Xp 
SEKIL 4.43 Newton y6éntemi bir xo f'n) 
baslangic¢ tahmini ile baslar ve (uygun _ 7 f (Xn) e : 
durumlarda) bir zaman araliginda tahmini en f' (Xn) oar ae 


bir adim gelistirir. . ae . . 
x’in bu degeri bir sonraki yaklasim olan x, . ;’dir. 


Burada Newton’un metodunun bir 6zeti vardir. 


>< 


y = fo) 


Nokta: (x,,, f(%,,)) 

Egim: f(x) 

Teget Denklemi: 

— fay = rheoyles — Xn) 


Newton Yénteminin isleyisi 
1. f(x) =0 denkleminin bir kékiine bir ilk yaklasim igin bir tahminde bulunun. 
Bir y = f(x) grafigi size yardimcei olacaktir. 


On Aed)) J Texet dozra 2. ilk yaklasim: kullanarak bir ikincisini, ikinciyi kullanarak iiciinciisiinii ve bu 


(f’nin x,’deki sekilde devam ederek k6kii bulmak icin asagidaki denklemi kullanin. 

lineerizasyonunur fx ) 

grafigi) Xnt1 =X» — a, f'(%) Oise (1) 
f (Xn) 

Aranan kok 
0 \ Zz = 
Wx) Newton Yontemini Uygulama 
Xnt1 = Xn — - " ene i ee : ‘ 
= FO) Newton yonteminin uygulamalari genellikle, bunlari bilgisayar veya hesap makinelerine 


daha uygun hale getiren, cok sayida sayisal hesaplamalar icerir. [lk 6rneSimizde V 2’ye 
ondalik yaklasimlan f(x) = x* — 2 = 0 denkleminin pozitif k6kiinii tahmin ederek bu- 
lacagiz. Yine de, hesaplamalar elle yapildiginda dahi (cok sikici olabilir), denklemlerin 
céziimlerini bulmak icin gii¢lii bir yol verirler. 

dogru izleyerek x, 1'i buluruz. ilk 6rnegimizde f(x) = x2 — 2 = 0 denkleminin pozitif kékiinii tahmin ederek V/2’ye 
ondalik yaklasimlar bulacagiz. 


SEKIL 4.44 Newton yonteminin art arda 
adimlarinin geometrisi. Egri tizerinde 
x, den yukari dogru ¢ikar ve tegeti asagi 


ORNEK1 —2’nin Kare Kokiinii Bulmak 


foi=x =2=0 
denkleminin pozitif kéktinti bulun. 


SEKIL 4.45 f(x) =x7 —x- 1 
fonksiyonunun grafigi x-eksenini bir defa 
keser; bu bulmak istedigimiz k6ktiir. 
(Ornek 2). 


> xX 


SEKIL 4.46  Tablo 4.1’deki ilk tig x degeri 
(d6rt ondaliga kadar). 
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= 


Cézim = f(x) =x -2 ve f’ (x) =2x ile, (1) denklemi 


_ Xp? — 2 
Xn+1 = Xn — x 
nh 
Xn 1 
= Xn 2 + Xn 
x 1 
oft gM 
2 Xn 
halini alir. 
Xn 
Xntl => + x, 


denklemi, her yaklasimdan bir sonrakine birka¢g tusa basarak ulasmamuzi saglar. x9 = 1 
baslangi¢ degeri ile, asagidaki tablonun ilk siitunundaki sonuglari elde ederiz (5 ondalik 
basamaga kadar, V2 = 1.41421 ‘dir). 


Dogru 
Hata rakam saylis1 
x = 1 —0.41421 1 
x = 1.5 0.08579 1 
xX. = 1.41667 0.00246 3 
x3 = 1.41422 0.00001 m 


Newton y6ntemi gok cabuk yakinsadigi icin (bunun hakkinda daha fazlasi daha 
sonra) ¢oSu hesap makinesinin k6k bulmakta kullandigi yéntemdir. Ornek 1’deki tablo- 
daki aritmetik, 5 ondalik basamak yerine 13 ondalik basamaga kadar gotiirtilseydi, bir 
adim daha gitmek V2yi 10 dan daha fazla ondalik basamaga kadar dogru verecekti. 


ORNEK2 — Newton Yontemini Kullanmak 


y =x —x egrisinin y= 1 yatay dogrusunu kestigi noktanin x koordinatin: bulun. 


Céziim Egri dogruyu x° —x=1 veyax* —x— 1 =0 oldugunda keser. f(x) = x*° —x— 1 ne za- 
man sifir olur? f(1) =—1 ve f(2) = 5 oldugundan, Ara Deger Teoremine gére araliginda 
bir kokiin var oldugunu biliyoruz (Sekil 4.45). 

Newton yontemini, x, = 1 baslangig degeri ile f’ye uygulariz. Sonuglar Tablo 4.1 ve 
Sekil 4.6’da gériilmektedir. 

n=5 iken, x6 = x5 = 1.324717957 sonucuna ulasiriz. x,.,; = x, oldugunda (1) den- 
klemi f(x,) = 0 oldugunu gésterir. f(x) = 0’1n 9 ondalik basamaga kadar ¢éziimiinii bulduk. 

Sekil 4.7’de Ornek 2’deki islemin x9 = 3 ile eri tizerindeki By (3, 23) noktasindan 
baslamis olabilecegini belirttik. By noktasi1 x ekseninden oldukga uzaktir, fakat Bo’daki 
teget x eksenini (2.12, 0) yakininda keser, dolayisiyla x; x»’a gore daha gelismistir. 
f(x) =x —x-—1 ve f’(x) = 3x — 1 olmak iizere, (1) denklemini daha 6nceki gibi iist iiste 
kullanirsak, 9 ondalikli g6ziim x7 = x6 = 1.3247 17957’yi yedi adimda dogrulariz. rT] 
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y 
” 
25 - 
Bo(3, 23) 
20 - 
y= xe—x-1 
15 
10- 


B,(2.12, 6.35) 


SEKIL 4.47 x = 1/3 iin sagindaki 
herhangi bir xp baslama degeri bizi koke 
gotiirecektir. 


>X 


SEKIL 4.48 Newton yontemi iki baslama 
noktasindan da r’ye yakinsayacaktir. 


TABLO 4.1 Xq = 1ile f(x) = x? — x — 1 fonksiyonuna Newton yéntemini uygulamanin 
sonuclari 
; f(xn) 
n Xn fn) f (x,) Xnt1 = Xn — 
0 1 —1 2 1.5 
1 1.5 0.875 5.15 1.3478 26087 
2 1.3478 26087 0.1006 82173 4.4499 05482 1.3252 00399 
3 1.3252 00399 0.0020 58362 4.2684 68292 1.3247 18174 
4 1.3247 18174 0.0000 00924 4.2646 34722 1.3247 17957 
5 1.3247 17957 —1.8672E-13 4.2646 32999 1.3247 17957 


Sekil 4.47’deki egrinin x = —1/ V3°'te yerel bir maksimumu ve x = 1/ V3°'te yerel bir 
minimumu vardir. x9 bu noktalar arasindayken Newton yénteminden iyi bir sonug ala- 
mayabiliriz, fakat x = 1/ V3 iin sagindaki herhangi bir noktadan baslayarak sonucu elde 
ederiz. Bunu yapmak pek akillica olmaz ama Bo’in daha da sagindan, 6rnegin x9 = 0’dan 
da baslayabilirdik. Bu daha uzun stirerdi, fakat yine ayni sonuca yakinsardi. 


Newton Yonteminin Yakinsakligi 


Pratikte, Newton y6ntemi genellikle etkileyici bir hizla yakinsar, fakat bu garantili ol- 
madigindan yakinsamanin gercgekten bulundugunu test etmeniz gerekir. Bunu yapmanin 
bir yolu fonksiyonu ¢izerek x igin uygun bir baslama deeri bulmaktir. | f(x,,)|’e deger 
vererek fonksiyonun bir sifirma yaklasip yaklasmadiginizi test edebilir, |x, — x, 4 1|7i 
hesaplayarak yGntemin yakinsay1p yakinsamadigini kontrol edebilirsiniz. 

Ancak, teori biraz yardim sa@glar. [leri analizin bir teoremi bir r kékii civarinda bir 
araliktaki her x i¢gin 


F(x) Ff") 


(f')) 


ise, yOntemin bu araliktaki herhangi bir xp baslama degeri igin r’ye yakinsayacagint sdyler. 
f?nin grafigi, x-eksenini kestigi noktanin yakinlarinda ¢gok yatay degilse bu kosulun 
saglandigina dikkat edin. 

r ve Xo r ile arasinda, f(xo) > 0 iken f’nin grafigi yukariya konkav, f(x9) < 0 iken 
f nin grafigi asagiya konkav ise Newton yontemi daima yakinsar. (Bkz. Sekil 4.48.) Cogu 
durumda, r kékiine yakinsamanin hizi 


<1 (2) 


max| f”| 
|Xn+1 r| = Pain| "1 |Xn r|? = sabit - | ¥e =% 2. (3) 


hata e,44 hata e, 


ileri analiz formiilii ile ifade edilir. Burada maks ve min, r’yi igeren araliktaki maksimum 
ve minimum degerleri géstermektedir. Formiil, 2 + 1. adimdaki hatanin, bir sabit kere n. 
adimdaki hatanin karesinden biyiik olmadigini sdyler. Sabit, 1 den ktictik veya esit ise ve 
| x,— 1] < 10% ise |x,4, — r| < 10’dir. Formiil bir adimda tig ondalik basamak dogru- 
luktan alti ondalik basamaga ilerler ve her basarili adimda, dogruluk basamak sayis1 ikiye 
katlanmaya devam eder. 


On f%,)) 


| 
I 
Il 
I 
| 
| 
| 
! 
Xn 


SEKIL 4.49 f'(x,) =O ise x, 4 1’i 
tanimlayacak bir kesim noktas1 yoktur. 


SEKIL 4.50 Newton yontemi yakinsamaz. 
r’ye herhangi bir yaklagma elde etmeden 
xodan x,’ ve tekrar x9’a gidersiniz. 
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Fakat Isler Kitiiye Gidebilir 


f'(x,) = 0 ise, Newton yéntemi durur (Sekil 4.49). Bu durumda, yeni bir baslama noktas1 
deneyin. Elbette, f’nin ve f’’niin ortak bir k6kii bulunabilir. Bunun béyle olup olmadigimt 
belirlemek igin, 6nce f’(x) = 0’1n géziimlerini bulabilir ve f’yi bu degerlerde kontrol ede- 
bilirsiniz. Ya da f ve f’’nii birlikte gizebilirsiniz. 

Newton yéntemi her zaman yakinsamaz. Ornegin, 


= Pe 
fa) = {p= xXx=r 


ise, grafik Sekil 4.50’deki gibi olacaktir. xy) = r — A ile baslarsak, x, =r + h buluruz ve art 
arda yaklasimlar bu iki deger arasinda gidip gelecektir. Herhangi bir iterasyon sayisi bizi 
aradigimiz k6ke ilk tahminimizden daha fazla yaklastirmaz. 

Newton yoéntemi yakinsarsa, bir kéke yakinsar. Yinede dikkatli olun. Yoéntemin 
yakinsar gibi g6riindtiigii ancak orada bir k6k bulunmadigi durumlar bulunmaktadir. Neyse 
ki, béyle durumlar nadirdir. 

Newton yontemi bir kéke yakinsarsa, bu dtistindtigtiniiz k6k olmayabilir. Sekil 4.51 
bunun olabilecegi iki durumu géstermektedir. 


Bulunan 
Baslama gx 


noktas1 Se 


a 
Aranan kék 


y =f) 


>X 


>X 


Xo\, 
Aranan Baslama 
kok noktas1 


Bulunan k6k 


SEKIL 4.51 Cok uzaktan baslarsamiz, Newton yontemi aradiginiz k6kii bulamayabilir. 


Fraktal Havuzlar ve Newton Yontemi 


Newton yéntemiyle k6k bulma islemi kaotik olabilir, yani bazi denklemler igin son gikti 
baslama degerinin yerine fazlastyla bagli olabilir. 

4x* — 4x? = 0 denklemi buna bir drnektir (Sekil 4.52a). x-eksenindeki mavi bélgedeki 
baslama degerleri A kdktine giderler. Siyah bélgedeki baslama degerleri B k6kiine, kirmi- 
z1 bélgedeki baslama degerleri ise C kékiine giderler. +V2/ 2 noktalari yatay tegetleri ve- 
rir. + V21/ 7 noktalari “dénerler”, yani ikisi de birbirini verir (Sekil 4.52b). 

AV 21) 7 ve 4/3) 2 arasindaki aralik, C kéktine giden noktalarm acik araliklarinin 
arasinda bulunan sonsuz sayida 4 k6ktine giden noktalarin agik araliklarini icerir (Sekil 
4.52c). Birbirini izleyen araliklarin sinir noktalar (bunlardan sonsuz sayida vardir) k6k- 
lere gitmeyip, bir deSerden digerine déniip dururlar. Ustelik, V21/ 7’ye sagdan yaklasan 
noktalari se¢tigimizde, hangi noktalarin A’ya, hangi noktalarin C’ye gittiklerini ayirt et- 
mek oldukga giiclesir. Vol) 7’nin ayn tarafinda, hedefleri birbirinden gok uzakta olan 
birbirlerine keyfi derecede yakin noktalar buluruz 

Kokleri diger noktalarmn “c¢ekicileri” olarak disiintirsek, Sekil 4.52’deki renklendirme 
cektikleri noktalarin araliklarin (“gekme araliklari’’) gésterir. A ve B k6kleri arasindaki ara- 
liklarin, ya A’ya ya da B’ye gekileceklerini diistinebilirsiniz, fakat gordtigiimtiz gibi, durum 
bdyle degildir. A ve B arasinda C’ ye cekilen noktalarin sonsuz sayida araligi vardir. Ayni se- 
kilde, B ile C arasinda da A’ ya cekilen noktalarin sonsuz sayida araligi bulunmaktadir. 

Newton yéntemini kompleks z° — 1 = 0 denklemini ¢ézmek igin kullandigimizda daha 
dramatik bir kaotik davranis 6rnegiyle karsilasiriz. Bu denklemin alti ¢6ziimii vardir: 1, 
—1, ve dért kompleks say, +(1/2) + (V3/2)i. 
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(a) (b) 


O- O- O- O > 


(c) 


SEKIL 4.52 (a) (—00, -V2/2), (-V21/7, V21/7) ve (V2/2, 00) daki baslama degerleri sirastyla A, 
B ve C koklerini verir. (b) x = +21/7 degerleri sadece birbirini verir. (c) VW21/7 ve V2/2. degerleri 
arasinda, C’ye giden noktalarin agik araliklari arasinda yer alan sonsuz sayida A’ya giden degerlerin agik 
araligi bulunur. Bu davranis (- V2/ = V21/ 7) araliginda da goriiliir. 


SEKIL 4.53 Bilgisayarla tiretilen bu baslangig deger portresi, z° — 1 = 0 denklemini cézmek icin 
Newton yéntemi kullanildiginda, kompleks diizlemdeki farkli noktalarm baslama degeri olarak 
kullanildiklarinda nereye gittiklerini gostermek igin renklendirilmistir. Kirmizi noktalar 1’e, yesil 
noktalar (1/2) + (V3/ 2)i *ye, koyu mavi noktalar (—1/2) + (V3/ 2)i *ye gider ve béyle devam 
eder. 32 adimdan sonra bir k6ktin 0.1 birim yakinina ulasmayan diziler yaratan baslama noktalari 
siyahla gésterilmistir. 


ALISTIRMALAR 4.7 
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Sekil 4.53’tin (bundan 6nceki sayfada) gésterildigi gibi, alti kokten her birinin sonsuz 
sayida g¢ekim “havuzu” vardir (Ek 5). Kirmizi havuzlardaki baslama noktalari 1 k6kiine 
cekilirler, yesil havuzdakiler (1/2) + (V3/ 2)i, kéktine cekilirler ve béyle devam eder. 
Her havuzun karmasik sekli art arda biiyiitmeler altinda kendini sonsuza kadar tekrar eden 


bir siniri vardir. 


Kok Bulmak 


1. 


Newton yéntemini kullanarak x* — x — 1 = 0 denkleminin géziim- 
lerini tahmin edin. Soldaki ¢éztim igin x) = — 1 ve sagdaki géziim 
igin x9 = | ile baslayin. Sonra, her iki durumda da x,’yi bulun. 


. Newton yéntemiyle x7 + 3x + 1 = 0 denkleminin tek reel kékiinii 


tahmin edin. x9 = Q ile baslayin ve x»’yi bulun. 

Newton yéntemiyle f(x) = x* + x — 3 fonksiyonunun iki srfirmm 
tahmin edin. Soldaki sifir icin x9 = —1 ve sagdaki sifir igin x» = 1 
ile baslayin. Sonra, her iki durumda da x>’yi bulun. 

Newton yontemiyle f(x) = 2x — x* + 1 fonksiyonunun iki stfirim 
tahmin edin. Soldaki sifir igin xp= 0 ve sagdaki sifir igin x9 = 2 ile 
baslayin. Sonra, her iki durumda da x,’yi bulun. 

Newton yéntemiyle, 2’nin pozitif dérdiincii kdkiinii x4 — 2 = 0 
denklemini ¢ézerek bulun. x9 = 1 alin ve x,’yi bulun. 

Newton yéntemiyle, 2’nin negatif dérdiincti kéktinti x'-2=0 
denklemini ¢ézerek bulun. x9 =— 1 alin ve x,’yi bulun. 


Teori, Ornekler ve Uygulamalar 


7. 


10. 


11. 


. pi’yi tahmin etmek 


Bir kék tahmin etmek [lk tahmininizde sansh oldugunuzu 
varsayin, yani x) f(x) = 0 denkleminin ¢géziimii olsun. f’(x9)’in 
tanimli oldugunu ve 0 olmadigini varsayarak, x,’e ve daha son- 
raki yaklasimlara ne olur? 


cos x = 0 denklemini ¢ézmek igin Newton 
yéntemini kullanarak 7r/2’yi bes ondalik basamak hassaslikta bul- 
may! diistintiyorsunuz. Baslama degerinizin ne oldugu fark eder 
mi? Yanitinizi agiklayin. 


. Salimim = h > 0 ise 


f(s) {VA x20 
x) = 
VHX; 20 
denklemine Newton yéntemini uygulamanin, xo = h ise x, =—h ve 


Xo =—h ise x, = h verecegini gésterin. Tersligin nerede oldugunu 
gésteren bir resim gizin. 
Giderek kétiilesen yaklasimlar xp = | alarak f(x) = x!/? fonksi- 
yonuna Newton yéntemini uygulayin ve x;, x2, x3 ve x4’ti hesap- 
layin. |x,|.igin bir formiil bulun. n >  iken, |x,|’ye ne olur? 
Neler oldugunu gésteren bir sekil cizin. 
Asagidaki dért ifadenin neden ayn bilgiye gerek duydugunu 
aciklayin: 

i) f(x) =x° — 3x — 1’in koklerini bulun. 


ii) y =x eBrisi ile y = 3x + 1 dogrusunun kesisim noktalarmin x 
koordinatlarini bulun. 


12. 


14, 


15. 


16. 


17. 


iii) y =2° — 3x eprisinin y = 1 yatay dogrusunu kestigi noktalarm 
x koordinatlarini bulun. 
iv) g(x) =(1/4)x* — (3/2)x? — x + 5 fonksiyonunun tiirevi- 
nin sifir oldugu x degerlerini bulun. 


Bir gezegenin yerini bulmak Bir gezegenin uzay koordinatlarini 
bulmak icin, x = 1 + 0.5 sin x gibi denklemleri ¢6zmemiz gerekir. 
f(x) =x -—1-0.5 sin x fonksiyonunun grafigini gizmek fonksiyo- 
nun x = 1.5 civarlarinda bir k6kti oldugunu gésterir. Bu tahmini ge- 
listirmek igin Newton yonteminin bir uygulamasini kullanin. Yani, 
Xo = 1.5 ile baslayarak x,’i bulun (K6ktin degeri 5 ondalik basama- 
&a kadar 1.49870’tir). Radyan kullanmayi unutmayin. 


. Bir grafik ¢izer tizerinde Newton yéntemini kullanmak icin 


bir program f(x) = x° + 3x + 1 olsun. Newton yontemindeki 

hesaplamalar icin bir program 

a. yo = f(x) ve y; = NDER f(x) olsun. 

b. x’e x9 =—0.3 girin. 

c. Sonra x’e x — (vo/y) girin ve Enter tusuna tekrar tekrar basin. 
Sayilar f’nin sifirina yaklasirken izleyin. 

d. Farkli x9’lar icin (b) ve (c) adimlarimi tekrarlayin. 

e. Kendi denkleminizi yazin ve bunu Newton yoéntemiyle ¢éz- 
mek igin bu yaklasimi kullanin. Cevaplarinizi, hesap makine- 
nizin kendisinde bulunan, fonksiyonlarin sifirlarimi veren 6zel- 
ligin verdigi cevaplarla karsilastirin. 


(Alistrma 11’in devami) 

a. f(x) =x — 3x — V’in iki negatif kékiinii 5 ondalik basamaga 
kadar bulmak igin Newton y6ntemini kullanin. 

b. f(x) =2° - 3x — lin grafigini -2 < x < 2.5 araliginda cizin. 
f’nin 5 ondalik basamaga kadar sifirlarin: tahmin etmek igin 
ZOOM ve TRACE kullanin. 

ce. g(x) = 0.25x* — 1.5x? — x — 5’in grafigini cizin. Uygun 
6lgeklemeyle beraber ZOOM ve TRACE kullanarak 5 ondalik 
basamaga kadar grafigin yatay tegetlerinin bulundugu x 
degerlerini bulun. 


E&rileri Kesistirmek y = tan x egrisi y = 2x dogrusunu x = 0 ile 
x = 7/2 arasinda keser. Newton yéntemini kullanarak tam yerini 
bulun. 

Bir kuadratigin gercek ¢éziimleri 
rak x4 — 2x3 — x? 
lun. 


Newton yéntemini kullana- 
2x + 2 = 0 denkleminin iki reel ¢éziimiinti bu- 


a. sin 3x = 0.99 — x? denkleminin kag géziimii vardir? 


b. Bunlar bulmak igin Newton yéntemini kullanin. 
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18. 


19. 
20. 


25. 


26. 


. Boliim 


Baliim 4: Tiirev Uygulamalari 


E&rileri Kesistirmek 

a. cos 3x hig x’e esit olur mu? Yanitinizi aciklayin. 

b. Newton yéntemini kullanarak nerede oldugunu bulun. 
f(x) = 2x" — 4x? + 1 fonksiyonunun 4 reel kékiinii bulun. 


pi’yi tahmin etmek x, = 3 ile tan x = 0 denklemini ¢ézmek 
igin Newton yontemini kullanarak, hesap makinenizin gésterdigi 
basamaga kadar 7’yi tahmin edin. 


. Hangi x deger(ler)inde cos x = 2x olur? 


. Hangix deger(ler)inde cos x =—x olur? 


2.6'daki Ara Deger Teoremini — kullanarak, 
f(x) =x + 2x — iin x = 1 ve x = 2 arasinda bir kdkii oldugunu 
gosterin. K6kti 5 ondalik basamaga kadar bulun. 


. Dérdiincii meretebe polinomu carpanlara ayirmak Asagidaki 


carpanlara ayirmada r, ‘den r4’e degerleri tahmin edin. 


14x3 1 = 8x — n)(x 


11x ro)(x — 13)(x — r4). 


9x" 4 


14x? 


lix—1 


Farkh sifirlara yakinsama__Verilen baslama degerlerini kulla- 
narak f(x) = 4x4 — 4x? fonksiyonunun sifirlarim bulmak icin 
Newton yéntemini kullanin (Sekil 4.52). 


a. x9 = —2 vexo = —0.8, ( oo, V2/2) iginde 
b. x9 = —0.5 ve xp = 0.25, (—V21/7, V21/7) iginde 
€. Xo = 0.8 ve x) = 2, (V2/2, 00) iginde 


d. x0 = -V21/7 ve xo = V21/7 de 


Ses detektérii problemi Denizalt: bulma problemlerinde, sik 
sik bir denizaltinin su altindaki bir ses detektdriine en yakin yak- 
lasma noktasim (EYYN) bulmak gereklidir. Denizaltmmm y = x° 
parabolik yolunu izledigini ve detektériin (2, -1/2) noktasinda 
bulundugunu varsayin. 


Iki boyutta 
denizaltinin yolu 


L >XxX 


.» 1 
Ses detektorii (2. -}) 


27. 


28. 


29. 


30. 


a. Denizalti ve detektér arasindaki mesafeyi minimize eden 
x degerinin x = 1/(x? + 1) denkleminin géziimii oldugunu gés- 
terin. 

b. x= 1/(° + 1) denklemini Newton yontemiyle géziin. 

K6kiinde neredeyse diiz olan egriler Bazi egriler o kadar diiz- 

diir ki, pratikte, Newton metodu kékten dogru bir yaklasim vere- 

meyecek kadar uzak bir yerde durur. f(x) = (x— 1)*° fonksiyonuna 

Xo = 2 baslama degeriyle Newton denklemini uygulayarak ma- 

kinenizin x = | kéktine ne kadar yaklastigina bakin. 


y 


Egim = —40 
1 


Egim = 40 
(2, 1) 


Neredeyse diiz 


Aranan kékten baskasim bulmak f(x) = 4x* — 4x? fonksiyonu- 
nun tig kdkii de Newton y6ntemi, x = V21/ 7 civarinda basla- 
tilarak bulunabilir. Deneyin. (Sekil 4.52’ye bakin.) 

iyon konsantrasyonu bulmak — Hidroklorik asit iginde doymus 
bir magnezyum hidroksit ¢ézeltisinin asitliligini bulurken hidron- 
yum iyonu konsantrasyonu [H;0°] icin 


-1 
3.04 * 10 = [H,0*] + 3.6 x 104 
[H30"] 
denklemini cikarirsiniz. [H,O*]’nin degerini bulmak icin, 


x = 10°[H;0*] alr ve denklemi 
x? + 3.6x” —36.4=0 


haline getirirsiniz. Sonra da bunu Newton yéntemini kullanarak 
cézersiniz. x ve [H;0"] icin ne bulursunuz? (2 ondalik basamaga 
kadar.) 


Kompleks kékler Kompleks sayilarla aritmetik yapabilecek bir 
bilgisayar veya hesap makineniz varsa, z° — 1 = 0 denklemini 
Newton yéntemiyle gézmek icin deneyler yapin. Kullanilacak 
rektirans bagintis1 


Zn’ 1 veya z ee 
62, n+] 6 n 


Znt+1 — Zn — 5 
62 n 


olarak verilmektedir. (Digerleri yaninda) su degerleri de kullanin 
2,1, V3 +i. 
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Ez 3 Ters Tiirevler 


Bir fonksiyonun tiirevinin nasil bulunacagini 6grendik. Ancak, bir gok problem, bilinen 
tiirevinden (bilinen degisim oranindan) fonksiyonun bulunmasini gerektirir. Ornegin, belli 
bir baslangi¢ yiiksekliginden dtismekte olan bir cismin hiz fonksiyonunu biliyor olabiliriz 
ve belirli bir periyot iginde herhangi bir anda cismin yiiksekligini bilmeye ihtiyacimiz ola- 
bilir. Daha genel olarak, bir F fonksiyonunu tiirevi olan f’den bulmak istiyoruz. Boyle bir 
F fonksiyonu varsa, buna f’nin fers tiirevi denir. 


Ters Tiirevleri Bulmak 


TANIM _ Ters Tiirev 
Bir J araligindaki her x igin F(x) = f(x) ise F’ye J araligi tizerinde /f’nin bir ters 
tiirevi denir. 


F(x) fonksiyonunu, tirevi olan f(x)’ten bulma islemine fers tiirev alma denir. Bir f fonk- 
siyonunun ters tiirevini gdstermek igin F, bir g fonksiyonunun ters tiirevini g6stermek igin 
G vs. gibi biiyik harfler kullaniriz. 


ORNEK1 — Ters Tiirevleri Bulmak 

Asagidaki fonksiyonlarin her biri igin bir ters ttirev bulunuz 
(a) f(x) = 2x 

(b) g(x) = cosx 

(c) A(x) = 2x + cosx 


Coziim 


(a) F(x) = x? 
(b) G(x) = sinx 
(c) H(x) = x? + sinx 


Her cevap, tiirev alarak kontrol edilebilir. F(x) = x°’nin tiirevi 2x’dir. G(x) = sin x’in 
tiirevi cos x ve A(x) =x? + sin x’in tiirevi de 2x + cos xdir. | 


Tiirevi 2x olan tek fonksiyon F(x) = x’ degildir. x? +1 fonksiyonunun tiirevi de 
aymidir. Herhangi bir C igin x? = C’nin de dyle. Baska var midir? 

B6liim 4.2 deki Ortalama Deger Teoreminin 2. Sonucu cevabi verir: Bir fonksiyonun 
herhangi iki ters tirevi bir sabit kadar fark eder. Bu nedele, C keyfi bir sabit olmak tizere 
x’ +C fonksiyonlan, f(x) = 2x’in biitiin ters tirevlerini olusturur. Daha genel olarak, 
asagidaki sonug gecerlidir. 
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Baliim 4: Tiirev Uygulamalari 


F fonksiyonu bir / araligi tizerinde f’nin bir ters titrevi ise f’nin / araligi tizerin- 
deki en genel Ters Ttirevi, C keyfi bir sabit olmak tizere 


F(x) +C 
dir. 


Boéylece, f’nin / araligi izerindeki en genel ters tiirevi, grafikleri dikey olarak bir- 
birinin 6telenmesi olan bir F(x) + C fonksiyon ailesidir. Bu aileden 6zel bir ters tiirevi, 
C’ye belirli bir deger atayarak segebiliriz. Boyle bir atamanin nasil yapilabilecegini 
gdsteren bir 6rnek asagidadir. 


ORNEK 2 Ozel Bir Ters Tiirev Bulmak 
f(x) = sin x’in F(O) = 3 esitligini saglayan bir ters tirevini bulun 
Céziim —cos x’in tiirevi sin x oldugundan, 

F(x) = -cosx + C 


genel ters tiirevi f(x)’in biitin ters tiirevlerini verir. F(0) = 3 kosulu C icin belirli bir deger 
tanimlar. F(x) = —cosx + C dex =0 yazmak 


F(0)=-cos0+ C=-1+C 
verir. F(0) = 3 oldugundan, C’yi gézersek C = 4 buluruz. Boylece, 


F(x) =-cosx +4 
F(O) = 3 esitligini saglayan ters tiirevdir. a 
De®isik tiirev alma kurallarindan geriye dogru ¢alisirken, ters tiirevler icin formiiller 
ve kurallar gelistirebiliriz. Her bir durumda, verilen bir fonksiyonun biitiin ters tiirevlerini 


gdésteren genel ifadede keyfi bir C sabiti vardir. Tablo 4.2, Gnemli birkag fonksiyonun ters 
tirevlerini gostermektedir. 


TABLO 4.2. Ters Tiirev Formiilleri 
Fonksiyon Genel ters tiirev 
7 ntl 
1. x Paar +C, n¥# —1,nrasyonel 
2, sinks = ae +C. kbirsabit, k#0 
sin kx : : 
3. cos kx ed C, kbir sabit, k #0 
4, sec? x tanx + C 
5. csc? x —cotx + C 
6. sec x tan x secx + C 
7. csc x cot x —cscex + C 
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Tablo 4.2 deki kurallar, soldaki fonksiyonu elde etmek tizere, genel ters tirev’in, tiirevi 
alinarak kolaylikla gerceklenebilir. Ornegin, C sabitinin deSeri ne olursa olsun, 
tan x + C’nin tiirevi sec” x dir ve bu, sec’ x’in en genel ters tiirevi formiiliinii saptar. 


ORNEK3 — Tablo 4.2'yi Kullanarak Ters Tiirev Bulmak 


Asagidaki fonksiyonlarin her birinin genel ters tiirevlerini bulunuz. 


(a) f(x) = x? 
1 
(b) g(x) = oe 
(c) A(x) = sin 2x 
(d) i(x) = cos 5 
Coziim 
ne oe = 
(b) g(x) = x”, bu yiizden 
ee ve es 
(a) I(x) = ae Satie x ie — ile 


Diger tiirev kurallarina karsilik da ters ttirev kurallari vardir. Ters tiirevleri toplayip 
cikarabilir, bir sabitle carpabiliriz. 

Tablo 4.3’teki formiiller, ters tirevlerin tiirevleri alinarak ve sonucun ortjinal fonksi- 
yonla uyustugu gerceklenerek, kolaylikla ispatlanabilir. Formitil 2, 4 =—1 ile Formiil 1’in 
6zel halidir. 


TABLO 4.3. Ters Tiirevlerin Lineerlik Kurallari 


Fonksiyon Genel ters tiirev 
1. Sabit Carpan Kurali: kf (x) kF(x) + C,k_ bir sabit 
2. Negatif Kurali: —f(x) —F(x) + C, 


3. Toplam veya Fark Kurali: f(x) + g(x) F(x) + G(x) + C 


ORNEK4 _ Ters Tirevler icin Lineerlik Kurallarin! Kullanmak 


f(x) = =e + sin 2x 


Vx 


Fonksiyonunun genel ters tiirevini bulun. 
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Céziim Ornek 3’teki g ve h fonksiyonlari ile, elimizde f(x) = 3g(x) + A(x) vardir. 
Ornek 3b’den g(x)’in bir ters tiirevi G(x) = 2Vx oldugundan, ters tiirevler icin Sabit 
Carpan Kuralindan, 3g(x) = 3/ Vx ’in bir ters tiirevi 3G(x) = 3 -2Vx = 6V x dir. 
Benzer sekilde, Ornek 3c’den A(x) = sin 2x ’in bir ters tiirevinin H(x) = (—1/2) cos 2x 
oldugunu biliyoruz. Ters tiirevler igin Toplam Kuralindan, f(x)’in genel ters tiirev for- 
miiltinti, C keyfi bir sabit olmak tizere 


F(x) = 3G(x) + H(x) + C 


= 6Vx = Fcos 2x + C 


olarak elde ederiz. Py 
Ters tiirevler birkag 6nemli rol oynar. Bunlari bulmanin yéntem ve teknikleri analizin 
baslica béliimlerinden biridir (Bu, B6liim 8’in konusudur). 


Baslangic Deger Problemleri ve Diferansiyel Denklemler 
Bir f(x) fonksiyonu igin bir ters tiirev bulma problemi, 


dy 
A Fs) 


denklemini saglayan bir y(x) fonksiyonu bulmakla aynidir. Bilinmeyen bir y fonksiyonu- 
nun tiirevini igeren bir denklem oldugundan, béyle bir denkleme diferansiyel denklem 
denir. Bunu gézmek icin, denklemi saglayan bir y(x) fonksiyonu bulmamiz gerekir. Bu 
fonksiyon, f(x)’in ters tiirevi alinarak bulunur. Ters tiirev alma islemi sirasinda ortaya ¢1- 
kan keyfi sabiti, bir 


V(X) = Vo 


baslangic¢ kosulu belirleyerek saptariz. Bu kosul, x = xg iken y(x)’in degeri yo’dir demektir. 
Bir diferansiyel denklem ve bir baslangi¢g kosulu kombinasyonu baslangi¢ deger prob- 
lemi adini alir. B6yle denklemler biitiin bilim kollarinda 6nemli roller oynarlar. Asagida 
baslangi¢ deger problemi ¢éztimiine bir 6rnek verilmistir. 


ORNEK5 —EGim Fonksiyonundan ve Bir Noktasindan Bir Egriyi Bulmak 


(1, —1) noktasindan gecmesi gereken ve (x, y) noktasindaki egimi 3x” olan egrinin denkle- 
mini bulun. 


Ciziim Matematiksel lisanla, asagidakilerden olusan baslangic¢ deger problemini ¢dzme- 
miz istenmektedir: 


ay 
dx 
Baslangig kosulu: yl) = -1 


Diferansiyel denklem: = 3x2 Egrinin efimi 3x? "dir 


1. Diferansiyel denklemi ¢éziin: y fonksiyonu f(x) = 3x”’nin bir ters tiirevidir, su halde 


y=xrtC 


dir. Bu sonug bize, y’nin bir C degeri igin x° + C’ye egit oldugunu soyler. Bu degeri, 
y(1) =-1 baslangi¢g kosulundan buluruz. 


SEKIL 4.54 y=x° + C efrileri koordinat 
diizlemini tist iste gelmeden doldururlar. 
Ornek 5’te, verilen (1, —1) noktasindan 

gegen egriyi y = x° — 2 olarak tanmlariz. 
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2. C’yi hesaplayin. 


y= x+C 
-l= (1)3 ee OF y(1) = —1 baslangic kosulu 
C= -2. 
Aradiginuz egri, y = x° — 2 dir (Sekil 4.54.) a 


f(x) fonksiyonunun en genel ters tiirevi F(x) + C (Ornek 5’te x° + C), dy/dx = f (x) di- 
feransiyel denkleminin y = F(x) + C genel ¢éziimiinii verir. Genel gdziim, denklemin bii- 
ttin ¢6ztimlerini (sonsuz tane vardir, her C ici bir tane) verir. Diferansiyel denklemi genel 
cézimint bularak ¢ézeriz. Sonra, y(x9) = yo kosulunu saglayan bir 6zel ¢6ziim bularak 
baslangic deger problemini ¢ézeriz. 


Ters Tiirev ve Hareket 


Sunu 6grendik: bir cismin konumunun tiirevi, cismin hizini ve hizinin tiirevi de cismin 
ivmesini verir. Bir cismin ivmesini bilirsek, bir ters tiirev bulmakla cismin hizini ve hizinin 
ters tiirevinden de cismin konum fonksiyonunu ortaya ¢ikarabiliriz. Bu islem, Béliim 4.2 
Sonug 2 de bir uygulama olarak kullanilmistir. Simdi, ters tiirevler cinsinden bir termi- 
nolojimiz ve kavramsal bir yapimiz bulunduguna gore, problemi, diferansiyel denklemler 
acisindan bir kere daha ele alalim. 


ORNEK6 —_Yiikselen Bir Balondan Bir Paket Birakmak 
Bir balon, 80 ft yiikseklikten bir paket biraktiginda 12 ft/sn hizla yiikselmektedir. Paketin 


yere ulasmasi ne kadar siirer. 


Coziim v(t) paketin ¢ anindaki hizini ve s(¢) de yerden yiiksekligini géstersin. Diinyanin 
yiizeyi civarmda yercekimi ivmesi 32 ft/sn’’dir. Birakilan pakete baska kuvvetlerin etki 
etmedigini kabul ederek 

dv yercekimi ivmesi algalma yoniinde 


do =3 etki ettiginden negatiftir. 


buluruz. Bu bizi, paketin hareketi igin matematik modelimiz olan, asagidaki baslangi¢ 
deger problemine g6otirir: 


Diferansiyel denklem: “— = —32 


Baslangig kogulu: v(0) = 12 
Paketin hizini elde etmek icin, baslangic deger problemini ¢6zeriz. 
1. Diferansiyel denklemi ¢dztin: —32’nin ters tirevi icgin genel bir formiil 
v=-32t+C 


dir. Diferansiyel denklemin genel céziimtintii buldugumuza gore, problemimizin 
céziimii olan 6zel bir géziim bulmak igin baslangi¢ kosulunu kullaniriz. 
2. C’yi hesaplayin: 
12 = —32(0) + C v(0) = 12 baslangig kosulu 
C= 12. 
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Baslangig¢ deger probleminin ¢éziimti 
v=-32t+ 12 


dir. Hiz, yiiksekligin tiirevi oldugundan ve paketin birakildigi ¢ = 0 aninda paketin yiik- 
sekligi 80 ft oldugundan, ikinci bir baslangic deger problemi elde ederiz: 


‘ i d. Son denklemd 
Diferansiyel denklem: a = —32r+ 12 - es / aed 


Baslangig kogulu: s(0) = 80 
Yiksekligi, zamanin bir fonksiyonu olarak bulmak igin bu baslangi¢ deger problemini 
cOzeriz. 
1. Diferansiyel denklemi ¢éztin: —32t + 12’nin genel ters tiirevi asagidaki gibidir. 
s=-l6P +12t+C 
2. C’yi hesaplayin: 
80 = —16(0)? + 12(0) + C_ _s(0) = 80 baslangig kosulu 
C = 80 
Paketin, ¢ aninda yerden yiiksekligi 
s=-16f + 12¢+ 80 
dir. 


Céztimii kullanin : Paketin ne kadar zamanda yere ulasacagini bulmak icin s yerine 
sifir yazar ve f’yi ¢6zeriz: 


—16r7 + 12r + 830 =0 
—4? + 3t + 20 =0 


=3 & “V 329 


=8 
t + —1.89, t © 2.64. 


t= Kuadratik formiil 


Paket, balondan birakildiktan yaklasik 2.64 sn sonra yere garpar (Negatif kéktin fiziksel 
anlami yoktur). a 


Belirsiz integraller 


Bir f fonksiyonun biitiin ters tiirevlerini géstermek icgin 6zel bir sembol kullanilir. 


TANIM _Belirsiz integraller, integrant 
fnin bitin ters tiirevlerinin ktiimesine, f’nin x’e gore belirsiz integrali denir ve 


Jr dx 


ile gésterilir. 7 sembolii bir integral isaretidir. f fonksiyonu integralin inte- 
grandi, x ise integrasyon degiskenidir. 
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Bu notasyonu kullanarak, Ornek 1’in céziimiinii asaSidaki gibi tekrar ifade ederiz: 


[raat 


[ cosxas = sinx + C, 


/ (2x + cosx) dx = x? + sinx + C 


Bu notasyon, Béltim 5S’te incelenecek olan, ters tiirevlerin baslica uygulamastyla ilgilidir. 
Ters tiirevler, sonsuz toplamlarin limitlerini hesaplamada anahtar rol oynar. Béliim 5’in, 
Analizin Temel Teoremi, denen ana sonucunda tanimlanan beklenmedik ve harika bir sek- 
ilde faydal bir rol. 


ORNEK7 — Terim - Terime Yapilan Belirsiz Integrasyon ve Integrasyon Sabitini Yeniden Yazmak 


Hesaplayiniz: 


[crn 2t sak 


Céziim x° — 2x + 5’in bir ters tiirevinin (x°/3) — x? + 5x oldugunu hatirlarsak, integrali 


Ters tiirev 


3 
a a a ee Ao 


keyfi sabit 


olarak hesaplayabiliriz. Ters tiirevi hatirlamazsak, Toplam, Fark ve Sabit Carpan kurallar 
ile terim-terim ortaya ¢ikarabiliriz: 


forn2ae= fra- frvacs [5a 
= frac—2frac+sfiar 


3 2 
-($+0)-2($+a) +5040) 


3 


Se x? — 2C) + 5x + 5C3 


Bu formiil olmasi gerektiginden karmasiktir. Cj, -—2C, ve 5C3’ti tek bir 
C=C,-—2C,+5C; keyfi sabitinde birlestirirsek, formiil 
2 


ee + Sx 


basit haline sadelesir. 


314 


Ters Tiirevleri Bulmak 


ALISTIRMALAR 4.8 


Baliim 4: Tiirev Uygulamalari 


ve hala biitiin ters tiirevleri verir. Bu nedenle, terim terim integre etmeyi secseniz bile 
dogrudan son hale gitmenizi tavsiye ederiz. 


de a ax — frac + [sa 


we + 5x+C 


yazin. Her bir kisim icin bulabildiginiz en basit ters tirevi bulun ve integrasyonun so- 
nunda bir keyfi sabit ekleyin. 


1—16 alistirmalarinda her bir fonksiyon igin bir ters ttirev bulun. Yapa- 
bildiklerinizi akildan yapin. Yanitlarinizi tiirev alarak kontrol edin. 


1. 
2. 
3. 


15. 


16. 


a. 


a. 


a. 


2x 


. —7 sin 7x 


+ 7 COS 7X 


. CSC x cot x 


. sec x tan x 


b. 
b. 
b. x 


. —cse 5x cot 5x 


. 4sec 3x tan 3x 


ce. x 
ce. x! 
c. 


c. 


A= Det I 
= 64 42:8 
x ++ 2x +3 


—x3+x-1 


1 -as 
3 x 


_ 3-52 
7% 


. sin wx — 3 sin 3x 


TX 
« COS + IT COsS xX 


2 
2 3x 


- —sec’ 
2 


. 1 — 8csc? 2x 


— CSC oe ot 
2 2. 


Belirsiz integralleri Bulmak 


17-54 alistirmalarindaki en genel ters tiirevleri veya belirsiz integral- 
leri bulun. Yanitlarinizi tiirev alarak kontrol edin. 


7. f + de 18. [o- ea 
19. [0 + Sa 20. [ (F440) a 


21. fos — 5x + 7) dx 22. fo — x? — 3x°) dx 


To» tl 12 
23. f (4; x 1) as 4. [3 2 + 2x) as 


31. x0 — x3) dx 32. [re + 1)dx 
ine aa, [4 Ma 


35. fc 2 cost) d 

37. fr sin $ do 
2 

39. / (—3 ese? x) dx 40. / (-"52) dx 


41. pst 42. J Fscco tan 0 ao 


36. fos sin ¢) dt 


38. p cos 56 dé 


43. [te seextans —2sec*x)dx 44, [ples — esc x cot x) dx 


45. [on 2x — csc*x) dx 46. Je cos 2x — 3 sin 3x) dx 
47. ye + cos 41 48. iP = Cos Of 7, 

2 2 
49. Jo + tan’ 0) do 50. Je + tan’ 0) do 


Il 


(Ipucu: 1 + tan? @ = sec? @) 


51. [eotxds 52. fo — cot? x) dx 


(ipucu: 1 + cot?.x = csc? x) 
csc 8 
a Jax = no” 


Ters Tiirev Formiillerini Kontrol Etmek 
55-60 alistirmalarindaki formiilleri tiirev alarak dogrulayin. 


Tx — 2)4 
55. fo 2) ax = eC 


3x + 5)! 
56. f (3x + 5)? dx = ot yee 


57. [sects nas x tan (5x jee 


afx—-—1 _ Sey 
[ose 3 )ax Sot ( 3 Jee 


1 ty 
9. fae = tC 
x 


1 i 
0. | ae = + C 


61. Her formiiliin dogru mu yanlis mi oldugunu séyleyin ve yanitiniz1 
kisaca agiklayin. 


53. [cos (tano + sec 0) dé 


58. 


i) 


x, 
a. xsinx dx = “7 Sinx +C 


b. [sina = —xcosx + C 


c. [xsinxdv = xcosx + sinx + C 


62. Her formiiliin dogru mu yanlis mi oldugunu séyleyin ve yanitiniz1 
kisaca agiklayin. 
3 
sec” 0 4 


3 Cc 


a. [tan sec? oa _ 


b tan 6 sect 6 do = —tan? 0+ C 


c. [tan sec? oo _ + sec? 9 eG 
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63. Her formiiliin dogru mu yanlis mi oldugunu séyleyin ve yanitiniz1 
kisaca agiklayin. 


3 
a. for A cl EG 


3 
b. poe 
c. oo 


64. Her formiiliin dogru mu yanlis mi oldugunu séyleyin ve yanitiniz1 
kisaca agiklayin. 


a. [v= ldx= Vx? +x4+C 


1? dx = (2x +17 +C 


1? de = (2x +17 +C 


bf V2 lde = Vx? 4+x+C 
a [v2 I de = 3 ax+1f+C 


Baslangic Deger Problemleri 

65. Asagidaki grafiklerden hangisi 
dy 
an 


2x, x=likeny=4 


baslangi¢ deger probleminin ¢éziimiinti gésterir? 


» y y 
”A ”A A 


4r (1, 4) 


Yanitinizi aciklayin. 
66. Asagidaki grafiklerden hangisi 


dy 
dx 
baslangi¢ deger probleminin ¢éziimiinti gésterir? 


y y 
>X > X > X 
0 0 
(b) (c) 


Yanitinizi aciklayin. 


1 iken y= 1 


—x, %F 


y 
(-1, 1) 
0 


(a) 
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67-86 alistirmalarindaki baslangi¢ deger problemlerini ¢éztin. 

dy 

dx 

dy 

68. ie 10—x, y(0)=-1 
dy 1 


ES =); = 
69 = wt ® x>0; y(2)=1 


67. =2x-—7, y(2)=0 


70. — = 9x7 — 4x + 5, y(-1) =0 


71. — = 3x78, y(-1) = —-5 


d 
ee 


dx av/x’ 


73. —=1+ cost, s(0) =4 


y(4) =0 


74. —=cost+ sint, s(7)=1 
75. — = —-amsin7wé, r(0) =0 
76. —_=cos7@, r(0) = 1 


_tl _ 
77. Th 7 sec t tant, v(0) = 1 


78. @ = gr + cscs, o(Z) =-7 


79. 


=2- 6x; y'(0)=4, y(0)=1 


80. —[ = 0; y'(0) = 2, y(0) =0 


81 dr 2. ar 
“ae 6p? dt 


82 d’s _ 3t. ds 
* dt 8° dt 


=1, rQ)=1 


t=1 


= 3, s(4)=4 
t=4 


83.5 = 6 y"(0)=-8, y'(0)=0, y(0) =5 
84. = 0; 0"(0) = —2, 0'(0)=—5, 0(0) = V2 
85. y) = —sint + cost; 

y"(0)=7, y"(0) =y'(0) = —1, y(0)=0 
86. y = -cosx + 8 sin 2x; 

y"(0) = 0, y"(0)=y'(0) = 1, y(0) = 3 


Egriler Bulmak 


87. xy-diizleminde, (9, 4) noktasindan gecen ve her noktadaki egimi 
3Vx olan y = f(x) e&risini bulun. 


88. a. Asagidaki 6zelliklere sahip bir y = f(x) egrisi bulun. 


dy 
: = 6x 


i 

) dx? 

ii) Grafigi (0, 1) noktastndan gecer ve o noktada yatay bir 
tegeti vardir. 


b. Boyle kag tane egri vardir? Nereden biliyorsunuz? 


Coziim (integral) Egrileri 

89-92 alistirmalarinda diferansiyel denklemlerin ¢éziim egrileri veril- 
mektedir. Her durumda, belirtilen noktadan gegen egrinin denklemini 
bulun. 


Uygulamalar 
93. Hizin bir ters titrevinden yer degistirmeyi bulmak. 


a. s-ekseninde hareket eden bir cismin hizinin 
ds 
—=v= 9.8t — 3. 
a” 2 
oldugunu varsayin. 


i) t=0 iken s =5 alarak, t = 1’den ¢ = 3’e kadar olan zaman 
araliginda cismin yer degistirmesini bulun. 
ii) t= 0 iken s =—2 alarak, t = 1’den ¢ = 3’e kadar cismin yer 
degistirmesini bulun. 
iii) t= 0 iken s = sg alarak, t = 1’den ¢ = 3’e kadar cismin yer 
degistirmesini bulun. 


94, 


95. 


96. 


97. 


98. 


b. Bir koordinat dogrusunda ilerleyen bir cismin konumu s’nin, 
fnin tiirevlenebilir bir fonksiyonu oldugunu varsayin. ds/dt 
hiz fonksiyonunun bir ters tiirevini biliyorsaniz, cismin 
t = a’dan t = b’ye kadar yer degistirmesini, bu anlardaki kesin 
konumlarini bilmiyorsaniz bile, bulabileceginiz dogru mudur? 
Yanitinizi aciklayin. 


Diinyadan ayrilmak Bir roket Diinya yiizeyinden 20 m/sn”’lik 
sabit bir ivmeyle ayrilir. 1 dakika sonra roketin hizi nedir? 


Bir arabayi zamaninda durdurmak Karsinizda bir kaza gériip 
frenlere basti3imizda, otoyolda 60 mil/sa (88 ft/sn) sabit hizryla 
gidiyorsunuz. Arabanizi 242 ft sonra durdurmak icin ne kadarlik 
bir sabit ivme gerekmektedir? Bunu bulmak igin, asagidaki 
adimlar izleyin. 


1. Asagidaki baslangi¢g deger problemini ¢éziin: 


2 
Diferansiyel denklem: a = -k  (kbir sabit) 
t 
Baslangig¢ kosullari: t = 0 iken “ = 88 ves=0 


Zaman ve uzakligi frene 
basilmasindan itibaren dlgerek 


2. ds/dt=0 yapan t degerini bulun (Yanit k’y1 igerecektir). 


3. Adim 2’de buldugunuz ¢ degerinde s = 242 olmasin: saglayan k 
degerini bulun. 


Bir motosikleti durdurmak Illinois Eyaleti Bisiklet Stiriicti 
Giivenligi Program: siirticiilerin fren yaptiklarinda 45 ft mesafede 
hizlarm 30 mil/saatten (44 ft/sn) 0 mil/saate diisiirmelerini 
gerektirmektedir. Hangi sabit ivme bunu saglar? 


Bir koordinat dogrusunda hareket Bir pargacik bir koordinat 
dogrusunda a = d?s/dt? = 1I5Vi- (3/V1) ivmesiyle, t = 1 
iken ds/dt = 4 ve s = 0 kosullarini saglayacak sekilde hareket etmek- 
tedir. 


a. v=ds/dt hizimi ¢ cinsinden bulun. 


b. s konumunu ¢ cinsinden bulun. 


Cekic ve tity. Apollo 15’in astronotu David Scott vakumda bii- 
tiin cisimlerin ayni (sabit) ivmeyle diistiiklerini géstermek igin ay- 
da yerden 4 ft yiikseklikten bir cekig ve bir tity birakmistir. Olayin 
televizyon cekimi, ¢ekig ve tiiyiin diinya tizerinde, vakumda, 4 ft’i 
sadece yarim saniyede dtiseceklerken, daha yavas diistiiklerini 
géstermektedir. Cekic ve tiiyiin ayda 4 ft diismeleri ne kadar stir- 
miisttir? Bunu bulmak icin, s’yi ?nin bir fonksiyonu olarak alrp, 
asagidaki baslangi¢g deger problemini ¢éziin. Sonra s’yi 0 yapan ¢ 
degerini bulun. 
d’s 


Diferansiyel denklem: ae —5.2 ft/sn’ 
t 


Baslangic¢ kosullari: t= 0 iken o = 0 ves=4 
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99. Sabit ivmeli hareket Bir koordinat dogrusu boyunca sabit bir 
a ivmesiyle haraket eden bir cismin s konumunun standart 
denklemi 


s= FP + uot + 5 (1) 


ile verilir. Burada vp ve sg cismin ¢t = 0 anindaki hiz ve konu- 
mudur. Asagidaki baslangi¢g deger problemini ¢ézerek, bu denk- 
lemi tiiretin. 


ds _ 


Diferansiyel denklem: 
dt? 


Baslangi¢ kosullari: t = 0 iken “ = vp VES = S89 


100. Bir gezegenin yiizeyi yakininda serbest diisme Yer cekimi 
ivmesinin g uzunluk birimi/sn* oldugu bir gezegeninin 
yiizeyinin yakinindaki serbest diisme icin Alistirma 99’daki (1) 
denklemi, s cismin yiizeyden yiiksekligi olmak tizere, 

s=— fet? + wot + 50 (2) 
halini alir. Denklemde eksi isareti vardir, ciinkti yergekimi 
ivmesi azalan s yOntinde asagi dogru etki eder. t= 0 aninda cisim 
yiikseliyorsa, vp pozitif, cisim diisityorsa negatiftir. 

Alistirma 99’un sonucunu kullanmak yerine, (2) denklemini 
uygun baslangi¢ deger problemini ¢ézerek tiiretebilirsiniz. Bu 
hangi baslangi¢ deger problemidir? Dogru oldugundan emin ol- 
mak igin, adimlarinizi agiklayarak denklemi ¢éziin. 


Teori ve Ornekler 
101. 


f(x) = £1 = Vx) ve g(x) = Lo + 2) oldugunu 


varsayin. Asagidakileri bulun 


a. [rove b. [eo dx 
c. [eso dx d. [ree dx 


e. [ue + g(x)] dx f. fue — g(x)] dx 
102. Céziimlerin tekligi Tiirevlenebilir y = F(x) ve y = G(x) 
fonksiyonlarinin ikisi de bir J araliginda 


d 
& = fx), yo) = yo 


baslangig deger problemini sagliyorlarsa, J ‘daki her x degerinde 
F(x) = G(x) olmali midir? Yanitinizi agiklayin. 
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BILGISAYAR ARASTIRMALARI 


103-106 alistirmalarindaki baslangig deger problemlerini ¢6zmek igin 
bir BCS kullanin. Céziim egrilerini ¢izin. 


103. y' = cos?x + sinx, y(7) =1 


105. y' = 


y(0) = 2 


1 
V4 = x2’ 


106. y" = 2 +Vx, y(1)=0, y'(1)=0 


104. y’ = a +x, y(1)=-1 
Boliim Tekrar Sorulari 


1. Kapalit bir aralikta stirekli olan bir fonksiyonun degerleri 
hakkinda ne sdylenebilir? 


2. Bir fonksiyonun tanim ktimesinde bir yerel ekstremum degeri ve 
bir mutlak ekstremum degeri olmasi ne demektir? Yerel ve mutlak 
ekstremum degerler arasindaki iliski nedir? Ornek verin. 


3. Stirekli bir fonksiyonun kapali bir araliktaki mutlak ekstremum- 
larini nasil bulursunuz? Ornek verin. 


4. Rolle Teoreminin hipotezleri ve sonuglari nedir? Bu hipotezler 
gercekten gerekli midir? Ornek verin. 


5. Ortalama Deger Teoreminin hipotezleri ve sonuglari nedir? Teo- 
remin fiziksel yorumu ne olabilir? 


6. Ortalama Deger Teoreminin tig sonucunu sdyleyin. 


f'’nii ve f’nin bir x = x9 noktasindaki degerini bilerek bazen bir 
fonksiyonu nasil tanimlarsiniz? Ornek verin. 


8. Yerel ekstremum degerler i¢gin Birinci Tiirev Testi nedir? Nasil 
uygulandigina iliskin 6rnekler verin. 


9. Iki kere tiirevlenebilir bir fonksiyonun grafiginin nerede yukariya 
konkav, nerede asagiya konkav oldugunu belirlemek igin nasil 
test edersiniz? Ornekler verin. 


10. Bir biikiim noktasi nedir? Bir 6rnek verin. Biiktim noktalarinin 
bazen ne gibi fiziksel 6nem vardir? 


11. Yerel Ekstrem DeSerler igin [kinci Tiirev Testi nedir? Nasil uygu- 
landigina iliskin 6rnek verin. 


12. Bir fonksiyonun tiirevleri size grafiginin sekli hakkinda ne 
soyler? 


13. 


14. 
15. 


16. 


17. 


18. 


19. 


20. 


21. 


22. 


23. 


24. 


Bir polinomun grafigini ¢gizmek igin kullanacaginiz adimlari 
siralayin. Bir 6rnekle gésterin. 


Bir sivri ug nedir? Ornekler verin. 

Bir rasyonel fonksiyonun grafigini ¢izmek icin kullanacaginiz 
adimlart siralayin. Bir 6rnekle gésterin. 

Maks-min problemlerini ¢6zmek igin genel bir strateji tanmmlayin. 
Ornekler verin. 

LHo6pital Kuralint acgiklayin. Kurali ne zaman kullanip ne zaman 
duracaginiz1 nereden biliyorsunuz? Bir 6rnek verin. 

0/00, 06 + () ve © — © belirsiz sekillerine yol acan limitleri bazen 
nasil ele alabilirsiniz? Ornekler verin. 

Denklem ¢éziimii igin Newton yontemini tanmmlayin. Bir 6rnek 


verin. Y6ntemin ardindaki teori nedir? Y6ntemi kullanirken 
dikkat etmeniz gereken seyler nedir? 


Bir fonksiyonun birden fazla ters tiirevi olabilir mi? Varsa, ters 
turevler nasil iliskilidir? Aciklayin. 


Bir belirsiz integral nedir? Nasil hesaplarsiniz? Belirsiz integral- 
leri bulmak igin ne gibi genel formiiller biliyorsunuz. 

dy/dx = f(x) seklindeki bir diferansiyel denklemi bazen nasil ¢6- 
zebilirsiniz? 

Bir baslangi¢g deger problemi nedir? Nasil cézersiniz? Bir 6rnek 
verin. 

Bir koordinat dogrusu boyunca hareket eden bir cismin ivmesini, 
zamanin bir fonksiyonu olarak biliyorsaniz, cismin konum fonk- 
siyonunu bulmak igin daha ne bilmeniz gerekir? Bir 6rnek verin. 


Boliim Problemler 
Ekstremum Degerlerin Varligi 
1. f(x) = x° + 2x + tanx fonksiyonunun yerel maksimum veya 
minimum degerleri var midir? Yanitinizi aciklayin. 
2. g(x) = csex + 2 cotx fonksiyonunun yerel maksimum degerleri 
var midir? Yanitinizi agiklayin. 


. f(x) = (7+ x)(11 — 3x)'/3 fonksiyonunun mutlak bir mini- 


mum veya maksimumu var midir? Varsa, bunlar1 bulun ya da ne- 
den bulunmadiklarm agiklayin. f’nin biitiin kritik noktalarini lis- 
teleyin. 


a 


id 9. 


fi 10 


. f(x) = nt fonksiyonunun x = 3’te degeri 1 olan bir yerel 
sone 


ekstremum degerinin bulunmasini saglayacak a ve b degerlerini 
bulun. Bu ekstremum deger bir minimum mu yoksa bir maksi- 
mum mudur? Yanitinizi agiklayin. 


. Her x degerinde tanimli f(x) = |x| en biiyiik tamsayi fonksiyo- 
nunun [0, 1) araliginin her noktasinda 0 degerinde bir yerel maksi- 
mum degeri vardir. Bu yerel maksimumlardan bazilari ayni zaman- 
da f’nin yerel minimumlan da olabilir mi? Yanitinizi agiklayin. 

a. Bir f fonksiyonunun bir x = c noktasinda bir yerel minimum 
veya maksimumu bulunmamasina ragmen birinci tiirevinin 
sifir olmasina bir érnek verin. 

b. Bu, Boliim 3.1’deki Teorem 2 ile nasil uyusur? Yanitiniz1 
aciklayin. 

. y= 1/x fonksiyonu 0 < x < | araliginda siirekli olmasina ra3men, 

bu aralikta bir maksimum veya minimum deger almaz. Bu siirekli 
fonksiyonlar igin Ekstremum Deger Teoremiyle celisir mi? Neden? 


. y = |x| fonksiyonunun —1 = x < 1 araligindaki maksimum ve 
minimum degerleri nedir? Araligin kapali olmadigina dikkat edin. 
Bu siirekli fonksiyonlar icin Ekstremum Deger Teoremiyle uyum- 
lu mudur? Neden? 

Bir fonksiyonun global davranisini gésterecek kadar bityiik bir 
grafik 6nemli yerel davranislari gdstermeyebilir. 
f(x) =(x8/ 8) (x°/2) x° + 5x? fonksiyonunun grafizi buna 
bir 6rnektir. 


a. 2.55 = x S 2.5 araliginda f’nin grafigini ¢gizin. Grafigin 
nerelerde yerel ekstrem degerleri veya biikiim noktalan var 
gibi goriinmektedir? 

b. f’(x)’'i carpanlarina ayirin ve f’nin x = W5 ~ 1.70998 de 
yerel bir maksimumu ve x = tV3% +1.73205’te yerel 
minimumlari oldugunu gésterin. 


c. Grafigi biiyiitiin ve x = W5 ve x = V3 "te ekstremum 
degerlerin varligini g6ésteren bir gergeve bulun. 


Buradaki ana fikir analiz olmadan tig ekstrem degerden iki- 
sinin varliginin biiyiik ihtimalle fark edilmeyecegidir. Fonksiyo- 
nun herhangi bir normal grafiginde, degerler ekrandaki tek bir 
noktaya kargsilik gelecek kadar yakin olabilirler. 

(Kaynak: Uses of Technology in the Mathematics Curricu- 
lum, Benny Evans ve Jerry Johnson, Oklahoma State University, 
National Science Foundation grant USE — 8950044 altinda 
1990’da basilmistir.) 


. (Alistirma 9’un devami) 

a. f(x) = (x8/8) — (2/5)x° — 5x — (5/x”) + 11 fonksiyonu- 
nun grafigini —2 = x = 2 araliginda cizin. Grafigin nerelerde 
yerel ekstremum degerleri veya biiktim noktalari var gibi g6- 
riinmektedir? 

b. f’i carpanlarina ayirin ve f’nin x = W5 = 1.2585'de bir 
yerel maksimumu ve x = W/2 © 1.2599 ‘da bir yerel 
minimumu oldugunu gésterin. 


c. Grafigi bityiiterek x = W5 ve x = W2 ‘de ekstremum 
degerlerin varligini g6steren bir gergeve bulun. 
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Boliim4 Problemler 


Ortalama Deger Teoremi 


11. 


12. 


13. 


14. 


15. 


16. 


17. 


18. 


a. g(t) = sin? ¢ — 3¢ fonksiyonunun, tanim kiimesi igindeki her 
aralikta azaldigini gosterin. 


b. sin?¢ — 3f = 5 denkleminin kag géziimii vardir? Yanitinizi 
aciklayin. 


a. y = tan @ fonksiyonunun tanim kiimesi igindeki her aralikta 
arttigini gosterin. 

b. (a) sikkindaki yanit gergekten dogruysa, tan 7 = 0 degerinin 
tan (7/4) = 1 deSerinden ufak olmasini nasil aciklarsimiz? 

a. x* + 2x? — 2 = 0 denkleminin [0, 1] araliginda kesin olarak 
tek bir céztimiintin oldugunu gésterin. 


b. Céztimti hesaplayabildiginiz ondalik basamaga kadar bulun. 


a. f(x) = x/(x + 1) fonksiyonunun, tanim kiimesi igindeki her 
aralikta arttigini g6sterin. 


b. f(x) = x? + 2x fonksiyonunun bir minimum veya bir maksi- 
mum degerinin bulunmadigini gosterin. 


Bir depodaki su Saganak yagis yiztinden, bir depodaki su 
hacmi 24 saatte 1400 ar-ft artmistir. Bu zaman araliginin bir anin- 
da depo hacminin 225.000 galon/dak’dan fazla artiyor oldugunu 
gosterin. (Bir ar-ft 43.560 f°, yani bir ft derinliginde bir ar alam 
dolduracak hacimdir. Bir ft? 7.48 galondur.) 


F(x) = 3x + C formilti her C degeri igin farkl bir fonksiyon verir. 
Ancak, biitiin bu fonksiyonlarin x’e gore tiirevleri aynidir. Tiirev- 
leri 3 olan tiirevlenebilir fonksiyonlar yalnizca bunlar midir? 
Baskalari bulunabilir mi? Yanitinizi aciklayin. 


oldugu halde 


d x _d 1 
dx \x +1 dx xt+1 


oldugunu gésterin. Bu Ortalama Deger Teoreminin ikinci sonu- 
cuyla celismez mi? Yanitinizi aciklayin. 

f= x?/ (a + 1) ve g(x) =-1/ (x7 + 1) fonksiyonlarinin birinci 
turevlerini hesaplayin. Bu fonksiyonlarin grafikleri hakkinda ne 
gibi sonuclar ¢ikartabilirsiniz? 


Grafiklerden Sonuc Cikartmak 


19-20 alistirmalarinda sorulari cevaplamak igin grafikleri kullanin 


19. 


fnin biitiin ekstremum degerlerini ve nerelerde bulunduklarint 
belirleyin. 
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20. y= f(x) fonksiyonunun 
a. artan 
b. azalan 
oldugu araliklari belirleyin. 


c. fonksiyonun yerel ekstremum degerlerinin nerelerde bulundu- 
gunu ve her birinin bir yerel maksimum mu yoksa minimum 
mu oldugunu géstermek icin f’ niin verilen grafigini kullanin. 


(2, 3) 


21 ve 22 problemlerindeki her grafik bir koordinat dogrusunda ilerle- 
yen bir cismin s = f(t) konum fonksiyonunu vermektedir (¢ zamani be- 
lirmektedir). Yaklasik olarak hangi zamanlarda (varsa) her cismin (a) 
hizi sifira esittir? (b) tvmesi sifira esittir? Yaklasik olarak hangi zaman 
araliklarinda cisim (c) ileri (d) geri dogru ilerler? 


21. 


Grafikler ve Grafik Cizme 

23-32 problemlerindeki egrileri ¢izin. 

23. y = x7 — (x3/6) 24. p= x3 — 3x7 +3 

25. y = —x3 + 6x? — 9x + 3 

26. y = (1/8)(x? + 3x? — 9x — 27) 

27. y = x7(8 — x) 28. y = x7(2x? — 9) 

29. y=x — 3x73 30. y = x!3(x - 4) 

31. y=xV3-x 32. y=xV4—x7 

33-38 problemlerinin her biri bir y = f(x) fonksiyonunun birinci 
tiirevini vermektedir. (a) f’nin grafiginin hangi noktalarda, varsa, bir 


minimumu, maksimumu veya bikiim noktas: bulunmaktadir? 
(b) Grafigin genel seklini ¢izin. 


33. y’ = 16 — x? 
35. y’ = 6x(x + 1)(x — 2) 


34. y =x? -x-6 
36. y’ = x°(6 — 4x) 


37. y' = x4 — 2x? 38. y' = 4x? — x4 


39-42 problemlerinde, her fonksiyonun grafigini ¢izin. Fonksiyonun 
birinci tiirevini kullanarak g6érdiklerinizi agiklayin. 

39. y= x73 + (x — 1)'8 40. y= x73 + (x — 1) 

4. yp=x'P + (x — 1/18 42. y= x77 -— (x — 1) 


43-50 problemlerindeki fonksiyonlarin grafiklerini ¢izin. 


ee dae 2x 
ana Lo amar 
24 2_ 
45. y =2 +1 46. y= 2— 41 
3 4 
Le sk 2 oe Sh 
47. y= x 48. y= a 
2 2 
x 4 x 
49. y= => 50. y= 
* x? — 3 4 x4 


L’Hopital Kuralini Uygulamak 


51-62 alistirmalarindaki limitleri 1’ H6pital kuraliyla bulun. 


2 = a 
a inc — 
x1 c= 1 x 1 x? =f 
. tanx ‘ tan x 
aa a x om = x + sinx 
2 
55 sn 56. lim “SZ 
x0 tan (x~) x0 sinnx 
57. lim_ sec 7x cos 3x 58. lim, Vx sec x 
x 7/2 x>0* 
59. lim (csc x — cotx) 60. lim (4 — +) 
x0 x>0\x x 
61. lim (Vx? txet1— Vx? x) 
x—0o 
3 3 
2, Li a net: 
. x im (= 1 x? 4 ;) 
Optimizasyon 


63. Negatif olmayan iki sayinin toplami 36’dir. 
a. karek6klerinin farklar en biiyiikse ve 
b. karek6klerinin toplami en bitytikse 
bu sayilari bulun. 


64. Negatif olamayan iki sayinin toplami 20’dir. Asagidaki durumlar- 
da sayilarn bulun. 


a. Bir sayi ile digerinin karekékiiniin garpim: olabildigince bii- 
yiikse. 
b. Bir say ile digerinin karekéktniin toplami olabildigince bii- 
yiikse. 
65. Bir ikizkenar tiggenin bir késesi orijindedir ve tabam, késeleri 
y = 27 —2x e®risinin iizerinde, eksenin iist tarafinda olmak iizere 
x-eksenine paraleldir. Uggenin alabilecegi en biiyiik alami bulun. 


66. 


67. 


68. 


69. 


70. 


al. 


72. 


Bir miisteriniz sizden tstii acgik dikdértgen seklinde paslanmaz 
celik bir fig1 tasarlamanizi istedi. Ceyrek inglik tabakadan kesile- 
cek, tabam kare ve hacmi 32 ft? olacak ve gerektiginden daha agar 
olmayacaktir. Hangi boyutlari tavsiye edersiniz? 


Yari¢ap1 V 3 olan bir kiirenin igine sigdirilabilecek en biiyiik dik 
silindirin yarigapini ve ytiksekligini bulun. 

Asagidaki sekilde biri digerinin igine ters olarak yerlestirilmis iki 
koni gésterilmektedir. [ki taban paraleldir ve kiigiik koninin  te- 
pesi biiytik koninin tabaninin merkezindedir. Hangi r ve h deger- 
leri kiigtik koniye olasi en bitytik hacmi verecektir? 


Lastik tiretimi Firmaniz giinde x yiiz tane A kalitesinde ve y 
yiiz tane B kalitesinde lastik tiretebilmektedir. Burada 0 = x S 4 
ve 


|, 40 = 10x 
y SX 


olarak verilmektedir. A kalitesindeki lastiklerdeki karmiz B kali- 
tesindeki lastiklerin karmin iki katidir. Her iki cins icin tiretilmesi 
gereken en karli say nedir? 

Pargacik hareketi _s-ekseni tizerindeki iki pargacigin konumlari 
S| =cost ve sy=cos (t+ 7 /4)>tiir. 

a. Parcaciklar arasindaki uzaklik en fazla ne olur? 

b. Pargaciklar ne zaman garpisir? 

Ustii agik kutu) Kenarlari 10 ve 16 ing olan bir kartonun késele- 
rinden esit kenar uzunluklu kareler kesip, kenarlari yukariya kat- 
layarak tistii acik bir dikdértgen kutu yapmayi planlryorsunuz. Bu 
sekilde yapabileceginiz en biiyitik hacimli kutunun boyutlan ne- 
dir? 

Merdiven problemi Asagida gésterilen koridorun késesinden 
yatay olarak déndtirebileceginiz en uzun merdivenin ortalama bo- 
yu (ft) nedir? Yanitinizi virgiilden sonra bir basamaga yuvarlayin. 


y 
A 


(8, 6) 
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Newton Yontemi 


73 


74 


. f(x) = 3x — x olsun. f(x) =—4 denkleminin [2, 3] araliginda bir 
géziminiin bulundugunu gésterin ve bunu bulmak icin Newton 
yontemini kullanin. 

~f@= x4 — x3 olsun. f(x) = 75 denkleminin [3, 4] araliginda bir 
cézuiminiin bulundugunu gésterin ve bunu bulmak icin Newton 
yéntemini kullanin. 


Belirsiz integralleri Hesaplama 


75 


—90 Alistirmalarindaki belirsiz integralleri (en genel ters tiirevleri) 


hesaplayin. Tiirev alarak cevaplarinizi kontrol edin. 


75 


78. 


Lf + 5x Na 


79. 


80. 


81 


82. 


83. 


85. 


87. 


89. 


90. 


Ba 


i 6dr 
(r - V2) 
. [s0ve + vao 


| -S« 
VI+0 
[ra + x44 ay 84, fe — x dx 


[ooo a ds 86. Joe qs ds 


/ csc V20 cot V20 do 88. / sec y tan : dé 


3 3 
i sin? a dx 


[eos x dx (Yor gésterme: cos’ 0 = 


1 + cos 20 
2 —3) 


2 


slangic Deger Problemleri 


91-94 problemlerindeki baslangig deger problemlerini ¢éziin. 


91. 


92. 


93. 


94. 


dy xt] 
dx x2 ’ yi) =-1 


dy i\7 
eA = |x bls y(1) = 1 
ar 3 
= 15V14 ; r(1)=8 r(1)=0 
7 Wi (1) (1) 
3 
ae —cost; r”(0) =r'(0) = 0, r(0) = —-1 
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Boliim Ek ve Ileri Alistirmalar 
1. Bir araliktaki minimum ve maksimum degerleri ayni olan bir 


10. 


fonksiyon ic¢in ne sdyleyebilirsiniz? Yanitinizi agiklayin. 


. Stireksiz bir fonksiyonun kapali bir aralikta ne bir mutlak mini- 


mumu ne de bir mutlak maksimumu bulunamayacagi dogru mu- 
dur? Yanitinizi acgiklayin. 


. Strekli bir fonksiyonun bir agik araliktaki ve bir yar agik aralik- 


taki ekstremum degerleri hakkinda bir sonug ¢ikarabilir misiniz? 
Yanitinizi aciklayin. 


. Yerelekstremumlar /’nin yerel maksimum ve minimum deger- 


lerinin bulundugu noktalari tantmlamak igin 


df 


dx 2)"(x 


3)3(x — 4)* 


= 6(x — 1)(x 


tiirevinin isaret tablosunu kullanin. 


. Yerel ekstremumlar 


a. y= f(x) fonksiyonunun birinci tiirevinin 
y’ = 6(x + 1)(x — 2) 


oldugunu varsayin. Varsa, hangi noktalarda f’nin grafiginin 
bir maksimumu, minimumu veya bikiim noktas1 bulunur? 


b. y= f(x) fonksiyonunun birinci tiirevinin 
y’ = 6x(x + 1)(x — 2) 


oldugunu varsayin. Varsa, hangi noktalarda f’nin grafiginin 
bir maksimumu, minimumu veya bikiim noktas1 bulunur? 


. Her x icin f’(x) S 2 ise, f’nin degerleri [0, 6] araliginda en fazla 


ne kadar artabilir? Yanitinizi aciklayin. 


. Bir fonksiyonu smmrlamak /’nin [a, 5] araliginda siirekli ve 


c’nin araligin bir ig noktas1 oldugunu varsayin. [a, c)’de 
f'(x) = 0 ve(c, b]de f'(x) = 0 ise, f(x)’in [a, b]’de f(c)’'den 
daha ktictik olamayacagini gosterin. 


. Bir esitsizlik 


a. Her x icin —1/2 = x/(1 + x”) = 1/2 oldugunu gésterin. 


b. f’nin, tiirevi f’(x) = x/ (1 + x’) olan bir fonksiyon oldugunu 
varsayin. (a)’daki sonucu kullanarak her a ve b igin 


[/() - fla)| = 5 |b - al 


oldugunu gésterin. 


. f(x) =x° fonksiyonunun tiirevi x = 0’da sifirdir, fakat f sabit bir 


fonksiyon degildir. Bu, tiirevleri sifir olan fonksiyonlarin sabit 
olduklarin1 sdyleyen Ortalama Deger Teoremi sonucuyla 
celismez mi? Yanitinizi aciklayin. 


Ekstremumlar ve biikiim noktalari A = fg x’in tiirevlenebilir 
iki fonksiyonunun garpimi olsun. 


11. 


12. 


13. 


14. 


15. 


a. Yerel maksimumlari x = a’da olmak iizere, f ve g pozitifse ve 
f' ve g' a’da igsaret degistiriyorsa, A’nin a’da yerel bir 
maksimumu bulunur mu? 


b. f ve g grafiklerinin x = a’da biiktim noktalari varsa, h’nin 
grafiginin a’da bir bikiim noktasi var midir? 

Her iki durumda da, yanit evetse, ispatlayin. Yanit hayirsa, bir 

ornek verin. 


Bir fonksiyon bulmak f(x) = (x + a)/(bx? + cx + 2) fonksiyo- 
nundaki a, b ve c degerlerini bulmak icin asagidaki bilgileri kul- 
lanin. 


i) a, b ve c’nin degerleri ya 0 ya da 1 dir. 

ii) f’nin grafigi (—1, 0) noktasindan gecer. 
iii) y= 1 dogrusu f’nin grafiginin bir asimptotudur. 
Yatay teget & sabitinin hangi 
y =x + kx? + 3x 


deger veya degerlerinde 
4 egrisinin tek bir yatay tegeti bulunur? 


En biiyiik iiggen yerlestirmek A ve B noktalari birim g¢emberin 
bir capmin uclarinda ve C noktasi da gemberin tizerinde bulunur. 
ABC tiggeninin alaninin, tiggen ikizkenarsa en biiyiik olacagi 
dogru mudur? Nereden biliyorsunuz? 


ikinci tiirev testini ispat etmek Yerel maksimum ve minimum- 
lar icin Ikinci Tiirev Testi (BOliim 4.4) sunlari sdyler: 


a. f'(c)=Ove f"(c) < Oise, f’nin x = c’de bir yerel maksimum 
degeri vardir. 


b. f'(c) =0 ve fc) > 0 ise, f’nin x = c’de bir yerel minimum 
degeri vardir. 


ifadesini ispat etmek igin, € = (1/2)|f"(c)| alin. Daha sonra 


file +h) — f'(c) ‘ file +h) 
h—0 h “qo OA 


oldugunu kullanarak, herhangi bir 6 > 0 icin, 


file +h) 


0<|Al <6 => < f'"(c) te <0 
oldugu sonucunu gikarin. Yani, -6 < h < 0 igin f’(c + A) pozitif 
ve 0 <h< digin f'(c + h) negatiftir. (b) ifadesini de benzer sek- 
ilde ispatlayin. 


Bir su deposundaki delik Asagida gésterilen tanka akan suyun 
tanktan olasi en uzak yere diismesini saglayacak bir yiikseklikte 
bir delik delmek istiyorsunuz. Deligi basincin diistik oldugu tist 
tarafa dogru delerseniz, su yavas cikacak, ancak buna nazaran da- 
ha fazla havada kalacaktir. Deligi alt tarafa yakin bir yerden deler- 
seniz, su daha yiiksek bir hizla fiskiracak,  fakat yere diismesi 
daha kisa siirecektir. Varsa, delik icin en iyi yer neresidir? (Ipucu: 
Cikan bir su pargaciginin y ytiksekliginden yere diismesi ne kadar 
stirecektir?) 


16. 


17. 


Tank dolu tutuluyor y 
Ust acik 


Cikis hizi = V 64(h — y) 
ae 


> xX 


Mesafe 


Bir saha golii atmak Bir Amerikan futbolu oyuncusu top sag 
saha ¢izgisi tizerindeyken bir saha golti atmak istiyor. Kale direk- 
lerinin b ft aralikli ve saha cizgisinin sag kale direginden a > 0 ft 
uzakta oldugunu varsayin (Asagidaki sekle bakin.) Kale diregi 
cizgisinden vurucuya en biiyiik 6 acgisim saglayacak h uzakhigini 
bulun. Futbol sahasinin diiz oldugunu varsayin. 

Kale direkleri 


a Kale diregi cizgisi 


I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 
Sag saha ¢izgisi 
ih 

I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 


Futbol topu 


Degisken yanith bir maks-min problemi Bazen bir maks-min 
probleminin ¢6ziimt, s6z konusu sekillerin orantilarina baglidir. 
Buna ornek olarak, r yarigapli ve / yiikseklikli bir dik silindirin 
asafida gosterildigi gibi R yarigapli ve H yiikseklikli bir dik 
koninin igine yerlestirildigini varsayin. Silindirin toplam yiizey 
alanini (alt ve tst taban dahil olmak tizere) maksimize eden 
r yarigapini (R ve H cinsinden) bulun. Géreceginiz gibi, ¢dziim 
Hf=2R veya H > 2R olmasina baglidir. 


18. 


19. 


20. 


21. 


22. 


23. 


24. 


Bollim 4 Ek ve ileri Alistirmalar 323 


Bir parametreyi minimize etmek mx — 1 + (1/x) ’i biitiin 
pozitif x degerlerinde sifira esit veya sifirdan btiytik yapacak en 
kiictik pozitif m sabitini bulun. 


Asagidaki limitleri hesaplayiniz. 


. 2sin 5x : F 
a. lim b. lim sin 5x cot 3x 
x0 3x x>0 
ce. lim x csc? V2x d. lim (secx — tanx) 
x0 x>7/' 
. xX — sinx sin x7 
e. lim ——_—— f. lim —— 
x0 X — tanx x0 xsinx 
3 
. secx — | 8. ee 8 
g. lim ——,— h. lim > 
x0 x x72 x° — 4 


Asagidaki limitlerde 1’ Hopital kurali yararsizdir. Limitleri baska 
yollardan bulun. 


Vx +5 


: : 2x 
a. lim —=>— b. lim ———— 

xm Vx + 5 xy + 7x 
Hafta basina x birim tiretmenin, bir firmaya maliyetinin 
y =a + bx dolar oldugunu varsayin. Hafta basina x birimi, 
P =c-—ex dolar birim fiyatindan satabilmektedir. a, b, c ve e den 
her biri pozitif bir sabiti gstermektedir. (a) Hangi tiretim seviyesi 
kari maksimize eder? (b) Karsi gelen fiyat nedir? (c) Bu tiretim 
seviyesindeki haftalik kar nedir? (d) Hikiimet satilan her bir adet 
igin ¢ dolar vergi koyarsa kar1 maksimize etmek i¢in her birimin 
satis fiyati ne olmalidir? Bu satis fiyati ile vergiden 6nceki satis 
fiyati arasindaki farki yorumlayin. 


Bélme yapmadan carpmaya gore tersleri bulmak Bir a 
sayisinin carpmaya gore tersinin degerini, f(x) = (1/x) — a 
fonksiyonuna Newton yéntemini uygularsaniz, bélmeye gerek 
kalmadan bulabilirsiniz. Ornegin, a = 3 ise, gereken fonksiyon 
f(x) = (1/x) — 3’tiir. 

a. y = (1/x) — 3’tin grafigini cizin. Grafik x eksenini nerede 

keser? 
b. Bu durumdaki rektirasyon bagintisinin 


Xnt1 = Xp(2 — 3xn), 


oldugunu gésterin. Bu durumda bélmeye gerek yoktur. 


x= Wa ’y1 bulmak igin f(x) = x‘ — a’ya Newton yéntemini 
uygulariz. Burada, a’nin bir pozitif reel say1 oldugunu ve g’nun 
bir pozitif tamsay1 oldugunu varsayiyoruz. x,’in x9 ve a/xfVin 


“asirlikh ortalamasi” oldugunu gésterin ve 


my > 0,m, > 0, 
my + m = | 


| a 
X, = Moxo + My, ql 
Xo 


olacak sekilde mo, m, katsayilarini bulun. x9 ve a/xt" esit ise 
hangi sonuca ulasirsiniz? Bu durumda x, degeri ne olmalidir? 
y =ax + b (ave b keyfi sabitler) dogru ailesi y”= 0 ile karakterize 
edilebilir. h ve r keyfi sabitler olmak tizere biitiin 

(x-hY +(y-hP =? 
cemberleri tarafindan saglanan benzer bir baginti bulun (/pucu: 
verilen denklem ve tiirev alarak elde edeceginiz baska iki denk- 
lemden / ve r yi eleyin). 
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25. Bir otomobilin frenlerinin sabit bir k ft/sn7’lik ivme iirettigini 31. a> 0 ile f(x) = ax* + 2bx +c veriliyor. Minimumu géz dniine 
varsayin. (a) Frene basildiginda, otoyolda 60 mil/sa (88 ft/sn) alarak, ancak ve yalniz b* — ac = 0 ise her x igin f(x) = 0 
sabit hizla giden bir otomobili 100 ft sonra durdurmak icin A’nin oldugunu gésterin. 
ne olmasi gerektigini belirleyiniz? (b) Aym k ile, 30 mil/sa hizla 32. Schwarz esitsizligi 
giden bir otomobil durmadan énce ne kadar yol alir? 

a. Alistirma 31 de 

26. f(x) ve g(x), f'(x) = g(x) ve f"(x) =—f (x) bagintilarin saglayan : A ; 
iki siirekli ve tiirevlenebilir fonksiyon ve A(x) = f 2(x) + g7(x) ol- F(x) = (aix + bye + (anx + by) +++ + (yx + by) 
sun. A(0) = 5 ise h(10)’u bulunuz. olsun 

27. d@y/dx?’nin her yerde sifir oldugu ve x = 0, y = 0 iken dy/dx = 1 ; 
olan bir egri var midir? Cevabiniza bir neden séyleyin. (a1by + aby +++° + anbn) 

2 2 She 2\(p,2 va oe 2 

28. xy-diizleminde (1, —1) noktasindan gegen ve x’teki eZimi daima = (ay + ay +--+ ag br + by + +--+ by’) 
3x? + 2 olan efrinin denklemini bulunuz. Schwartz esitsizligini ispatlayin. 

29. Bir pargacik x-ekseninde hareket etmektedir. Ivmesi a = -? dir. b. Schwartz esitsizligindeki egitligin ancak ve ancak 1’den n’ye 
t = 0 da pargacik orijindedir. Hareketi sirasinda b > 0 olmak kadar her i igin ax’i —b; ye esit yapacak bir x degeri varsa 
lizere x = 6 noktasina ulasmakta fakat b’den dteye gitmemektedir. saglanacagini gosterin. 
t=0  amindaki hizini belirleyin. 

30. Bir parcgacik a = Via (1 / V1) ivmesi ile hareket etmektedir. 

t = 0 iken hizinin v = 4/3 ve konumunun s = -4/15 oldugunu 
varsayarak asagidakileri bulunuz. 
a. v hizini f’ye baghi olarak. 
b. s konumunu ?’ye bagli olarak. 
Boliim Teknoloji Uygulama Projeleri 


Mathematica/Maple Module 

Bir Dogru Boyunca Hareket : Konum > Hiz > Ivme 
Konum, hiz ve ivme arasindaki tirev iliskilerinin canlandirilmis gortintiileri ile bir grafigin seklini gézleyeceksiniz. Konu igindeki sekiller 
canladirilabilir. 


Mathematica/Maple Module 


Newton Yontemi : 7 yi Tahmin Edin. Kag Ondalik Basamaga Kadar ? 


Bir fonksiyon ¢izin, bir kék gézleyin, k6k yakininda bir baslangi¢ noktasi alin ve kéke istenilen dogruluk derecesine kadar yaklasmak igin 


Newton Tekrarlama Islemini kullanin. 7, e,ve 


2 sayilarina yaklasilmda bulunulmaktadir. 


INTEGRASYON 


GIRIS §Klasik geometrinin muazzam basarilarindan biri, ii¢genlerin, kiirelerin ve konilerin 
alanlari ve hacimleri icin formiiller elde etmekti. Bu bdéliimde, bunlarin ve baska daha 
genel sekillerin alanlarin1 ve hacimlerini hesaplamak igin bir yéntem 6grenecegiz. 
Gelistirecegimiz y6ntemin adi, alanlar ve hacimlerden gok daha fazlasin1 hesaplamak icin 
bir aracg olan, integrasyon dur. Integralin istatistik, ekonomi, bilim ve miihendislikte bir 
cok uygulamalari vardir. Olasiliklardan enerji tiiketim ortalamalarina ve bir baraj kapak- 
larina uygulanan kuvvetlere kadar degisen biyiikliikleri hesaplamamizi saglar. 

Integrasyonun ardindaki fikir, bir cok bityiikligii, onu kiiciik parcalara bélerek ve sonra 
her parcanin katkisini toplayarak etkili bir sekilde hesaplayabilecegimiz fikridir. Integral 
teorisini, tabiatin1 agikga gésterdigi alan belirlemede gelistiriyoruz. Sonlu toplamlar igeren 
drneklerle baslryoruz. Bunlar dogal olarak, daha gok terim toplandiginda ne oldugu 
sorusuna yol agarlar. Terimlerin sayisi sonsuza giderken limite gecmek bir integral verir. 
Integrasyon ve tiirev alma yakindan bali olduklari halde, tiirevin ve ters tiirevin rollerini, 
Boliim 5.4 te ortaya cikana kadar gérmeyecegiz. Analizin Temel Teoremi’nde igerilen 
bagliliklarinin tabiati, analizdeki en 6nemli fikirlerden biridir. 


se Ba Sonlu Toplamlarla Tahminde Bulunmak 
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> X 
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SEKIL 5.4 R bélgesinin alam basit 
bir geometri formilii ile bulunamaz 
(Ornek 1). 


Bu bdéliim, alana, ortalama degerlere ve zaman icinde bir parcacik tarafindan alinan mesa- 
feye sonlu toplamlarla nasil yaklasimda bulunulabilecegini géstermektedir. Sonlu toplam- 
lar, Boliim 5.3’teki integrali tanimlamanin temelleridir. 


Alan 


Sinn egrisel olan bir bélgenin alanina, bir dikdértgenler toplulugunun alanlarini topla- 
yarak yaklasimda bulunulabilir. Daha ¢ok dikdértgen kullanmak yaklasimin dogruluk 
derecesini artturir. 


ORNEK1 — Alana Yaklasimda Bulunmak 


x-ekseninin iistiinde, y = 1 — x’’nin grafigi alttnda ve x = 0 ilex=1 dikey dogrulani ara- 
sinda kalan renkli R bélgesinin alan nedir? (Bkz. Sekil 5.1) Bir mimar, sekli R ile tanimla- 
nan 6zel bir pencerenin agirligini hesaplamak icin bu alani bilmek isteyebilir. Fakat ne ya- 
zik ki, R bélgesi gibi egrisel sinirlari olan sekillerin alanlarin1 hesaplamak icin basit bir 
geometrik formiil yoktur. 
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(a) 


SEKIL5.2 (a) R bdlgesini igeren iki dikdértgen kullanarak R’nin alan: icin 
aslindan fazla bir tahmin elde ederiz. (b) Dért dikdértgen daha iyi bir tahmin 
verir. Her iki tahmin de alanin gercek degerini agar. 


Hentiz R’nin tam alanini belirlemek igin bir y6ntemimiz olmamasina ragmen, basit 
bir sekilde yaklasimda bulunabiliriz. Sekil 5.2a, birlikte R bélgesini igeren iki dikdértgen 
géstermektedir. Her dikdértgenin genisli3i 1/2 dir ve yiikseklikleri soldan saga | ve 3/4 
tir. Her dikd6rtgenin yiksekligi, [0, 1]’de dikd6rtgenin tabanin: olusturan alt araliginin 
sol ug noktasinda f’nin hesaplanmasiyla elde edilen, f fonksiyonunun maksimum 
degeridir. [ki dikdértgenin toplam alam, R bélgesinin alani A’ya bir yaklasimdrr. 

t .3 1) 4 

a oe 

Iki dikdértgen R bélgesini igerdiZinden, bu tahmin gergek alandan daha biiyiiktiir. 0.875 

bir tist toplamdir deriz ciinkt, her bir dikdértgenin yiiksekligi, dikdértgenin taban 

araligindaki bir x icin f(x)’in maksimum (en bityiik) degeri olarak alinmistir. Sekil 5.2b 

de, her birinin genisligi 1/4 olan ve birlikte R bélgesini igeren daha ince dort dikd6értgen 

alarak tahminimizi gelistiriyoruz. Bu dort dikdértgen, R’yi igerdiklerinden dolayi hala A 
dan biyiik olan 


= 0.875 


lL Is 1 esd (ae eee) 
ARNG 4+ 56°44 4°44 6° a = 32 7 :9-78125 
yaklasimini verir. 

Bunun yerine, alani tahmin etmek icin Sekil 5.3a’daki gibi R bélgesinin icinde kalan 
dort dikdértgen kullandigimizi varsayin. Her dikd6rtgenin genisligi Snceki gibi 1/4 tir 
fakat dikdértgenler daha kisadir ve biitiiniiyle f’nin grafigi altinda kalirlar. f(x) = 1 — x° 
fonksiyonu [0, 1] de azalandir. Dolayistyla, bu dikdértgenlerden her birinin ytiksekligi, 
dikdértgenin tabanini olusturan alt araligin sa& ug noktasinda f’nin degeri ile verilir. 
Dordiincti dikdértgenin yiiksekligi sifirdir ve bu yiizden alana katkis1 yoktur. Yiikseklik- 
leri, taban araliklarmdaki birer x igin f(x)’in minimum degerleri olan bu dikd6értgenleri 
toplamak alanin 
iid 1 17 


+ 5-240: 


owls t.3.1 _ 
4°47 16°4 4 32 


~ 16 4 


A + = 0.53125 
alt toplam yaklasimii verir 
Bitiin dikdértgenler R bélgesinin iginde kaldiklarmdan, bu tahmin A’nin_ gergek 


degerinden kiiciiktiir. A’nin gergek degeri bu alt ve tist toplamlarin arasinda bir yerdedir: 


0.53125 < A < 0.78125 


(b) 


SEKIL5.4 (a) Ax = 1/16 esit genislikli 
16 dikdértgen kullanan bir alt toplam. 
(b) 16 dikdértgen kullanan bir tist 
toplam. 
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0.25 0.5, 0.75 1 
0.125 0.375 0.625 0.875 
(b) 


SEKIL 5.3 (a) R bdlgesinin igindeki dikdértgenler alan icin gercek degerin altinda bir 
tahmin verirler. (b) Orta nokta kurali, yiikseklikleri tabanlarinin orta noktalarinda 
y = f(x)’in degerlerine egsit olan dikdértgenler kullanur. 


Alt ve ust toplam yaklasimlarinin her ikisini birden g6z 6ntine alarak, sadece alan igin 
tahminler degil, alanin gergek degeri bunlar arasinda kaldigindan, ayni zamanda bu tah- 
minlerdeki olasi hatanin biiytikligii igin bir sinir elde ederiz. Burada hata 0.78125 — 
0.53125 = 0.25’ten daha biiyiik olamaz. 

Bir baska tahmin de, yiikseklikleri tabanlarmin orta noktalarinda f’nin degerlerine 
egit olan dikd6rtgenler kullanarak elde edilebilir (Sekil 5.3b). Bu tahmin yéntemine, alan 
tahmini icin orta nokta kurali denir. Orta nokta kurali bir alt toplam ile bir tist toplam 
arasinda bir tahmin verir fakat alanin gercek degerinden bitiyik mii yoksa_ kictik mii 
oldugu agik degildir. Daha énceki gibi genislikleri 1/4 olan dért dikdértgen ile orta nokta 
kurali R bélgesinin alanini 


gO Uy Bg de BPD 15 Ae, 


AO ae a 64 4 Sh a BA 


= 0.671875 


olarak tahmin eder. Hesapladigimiz her toplamda, f’nin tanimli oldugu [a, 5] araligi 
Ax = (b — a)/n egit genislikli (uzunluk da denir) n alt araliga ayrilmis ve f her bir alt 
araliktaki bir noktada hesaplanmistir: birinci alt aralikta c), ikinci alt aralikta c vs. 
Boylece biitiin sonlu toplamlar 


fai) Ae a fle) Bae > flees) Ag aes fe,) Ax 


seklindedirler. Her dikdértgen 6ncekinden daha ince olacak sekilde daha cok dikd6értgen 
almakla, bu sonlu toplamlarin R bélgesinin gercek alanina ¢ok daha tyi bir yaklasimda bu- 
lunduklari gértilmektedir. 

Sekil 5.4a, R’nin alani igin esit genislikli 16 dikdértgen kullanan bir alt toplam 
yaklasim1 géstermektedir. Bunlarin alanlarinin toplami, gercek alana yakin goziiken fakat 
dikdoértgenler R’nin iginde kaldiklarmndan gergek alandan hala ktigtik olan 0.634765625 tir. 

Sekil 5.4b, egit genislikli 16 dikd6értgen kullanan bir tist toplam yaklasimi géster- 
mektedir. Bunlarin alanlarinin toplami, dikd6rtgenler birlikte R’yi igerdiklerinden, gercek 
alandan bir sekilde biyiik olan 0.697265625 tir. Orta nokta kurali bu 16 dikd6értgen igin 
0.6669921875 toplam alanini verir fakat bu tahminin alanin gergek degerinden btiyik mii 
yoksa kiicik mii oldugu acik degildir. 
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TABLO5.1 A’nin alant icin sonlu yaklasimlar 
Alt arahklarin Orta nokta 
saylsl Alt toplam kurali Ust toplam 
2 375 .6875 875 
4 .53125 .671875 .78125 
16 .634765625 .666992 1875 .697265625 
50 .6566 .6667 .6766 
100 .66165 .666675 .67165 
1000 .6661665 .66666675 .6671665 


Tablo 5.1, R’nin alanina yaklasim icin 1000’e kadar dikd6rtgen kullanan tist toplam 
ve alt toplam yaklasimlarinin degerlerini gdstermektedir. Boliim 5.2 de, her bir dikdértge- 
nin genisligi sifira giderken ve dikd6rtgenlerin sayisi sonsuza giderken limit alarak, R gibi 
bélgelerin alanlarinin gercek degerlerinin nasil elde edilecegini gérecegiz. Orada gelisti- 
rilecek teknikle R’nin alaninin tam olarak 2/3 oldugunu gésterebilecegiz. rT] 


Gidilen Mesafe 


Bir otoyolda y6ntinii degistirmeden ilerleyen bir otomobilin u(f) hiz fonksiyonunu bildigi- 
mizi ve ¢ = a ile t = b zaman araliginda otomobilin ne kadar ilerleyecegini bilmek istedigi- 
mizi varsayin. v(t) ’nin bir F(f) ters tiirevini biliyorsak, s(t) = F(f) + C yazarak otomobilin 
konum fonksiyonu s(f)’yi bulabiliriz. Sonra, gidilen mesafe konumdaki de@gisiklik, 
s(b) — s(a) hesaplanarak bulunabilir (Bkz. Boliim 4.8 Alistirma 93). Hiz fonksiyonu, oto- 
mobildeki hiz géstergesinin degisik zamanlardaki kayitlardan belirlenmisse, hiz igin bir ters 
turev fonksiyonu bulabilecegimiz bir formiil yoktur. Peki, bu durumda ne yapacagiz? 

v(t) hiz fonksiyonu icin bir ters tiirev bilmiyorsak, gidilen mesafeye asagidaki sekilde 
yaklasimda bulunabiliriz. [a, b] araligini, her birinde hiz’in neredeyse sabit oldugu kisa 
zaman araliklarina béleriz. Her alt zaman araliginda gidilen mesafeye, bilinen 


Mesafe = hiz x zaman 
uzaklik formiiltiyle yaklasrmda bulunur ve [a, b] boyunca biitiin sonuclari toplariz. 


B6linen araligin asagidaki gibi g6riindtigiinii varsayin: 


|-Ar s|<ar s|<ar —| 


| e|—e_ ot 1_» ¢ (sn) 
a ty ty ty b 


Burada alt araliklarin hepsinin uzunlugu Av‘dir. Birinci alt araliktan bir ¢; noktasi alin. Eger 
At hizin neredeyse sabit olacagi kadar kisaysa, birinci zaman araliginda otomobilin gittigi 
mesafe yaklasik v(t,) At kadardir. ¢, ikinci alt araliktaki bir nokta ise ikinci zaman 
araliginda otomobilin gittigéi mesafe yaklasik u(t,) At kadardir. Biitiin zaman araliklarinda 
gidilen mesafelerin toplam1, n alt araliklarin toplam sayisi olmak tizere 


D ® v(t;) At + v(t2) At +--+ + v(t,) At. 
dir. 
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ORNEK2 Bir Merminin Yiiksekligini Tahmin Etmek 


Dik olarak havaya atilan bir merminin hizi f(#) = 160 — 9.8¢ m/sn’dir. Tanimlanan toplama 
teknigini kullanarak merminin ilk 3 saniyede ne kadar yiikseldigini bulun. Toplamlar 
gercek sonug 435.9 m’ye ne kadar yaklasmaktadir? 


Coziim  Farkl aralik sayilarinda ve farkli hesaplama noktalarindaki sonuglari arastiraca- 
giz. f(é’nin azalan olduguna dikkat edin, bu nedenle sol ug noktalar1 segmek bir tist top- 
lam tahmini; sag ug noktalar segmek bir alt toplam tahmini verir. 


(a) f’nin sol ug noktalarda hesaplandigi 1 uzunluklu 3 alt aralik. Bir tist toplam: 


$s 
. 12.3” 
< Are| 


t=0, 1 ve 2’de hesaplanmis f ile 
D®& f(t;) At + f(t) At + f(ts) At 


[160 — 9.8(0)](1) + [160 — 9.8(1)](1) + [160 — 9.8(2)](1) 
450.6. 


buluruz. 


(b) f’nin sag ug noktalarda hesaplandigi 1 uzunluklu 3 alt aralik. Bir alt toplam: 


L_» » ~@ 
0 1 2 3 
|< Ar-| 


t=1,2 ve 3’te hesaplanmis f ile 

D® f(t) At + f(t) At + f(ts) At 
[160 — 9.8(1)](1) + [160 — 9.8(2)](1) + [160 — 9.8(3)](1) 
= 421.2. 


buluruz. 
(c) 1/2 uzunlugunda 6 alt aralikla 


th tg ty ts t 


ty ty tz ty ts b6 ty ty tz ty ts b6 
o-¢¢-6 6 ¢ | >; L666 6 > 
0 1 2 3 0 1 2 3 
Is] Is] 

At At 


buluruz. 


Sol ug noktalar kullanan bir tist toplam: D ~ 443.25 sag ug noktalar kullanan bir alt 
toplam: D ~ 428.55. 

Bu alti aralik tahminleri, tig aralik tahminlerinden biraz daha sonuca yakindir. Alt 
araliklar kisaldikga sonuclar daha da tyilesir. 

Tablo 5.2’de gérebilecegimiz gibi, sol ug nokta tst toplamlari gergek deger 435.9’a 
yukaridan yaklasirlarken, sag ug nokta alt toplamlari alttan yaklasir. Gergek deger bu alt 
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TABLO5.2 Gidilen mesafe tahminteri 
Alt arahklarm Her alt arahgim —_—Ust Alt 
saylsl uzunlugu toplam toplam 
3 1 450.6 421.2 
6 1/2 443.25 428.55 
12 1/4 439.57 432.22 
24 1/8 437.74 434.06 
48 1/16 436.82 434.98 
96 1/32 436.36 435.44 
192 1/64 436.13 435.67 


ve ust toplamlarin arasinda bir yerde bulunmaktadir. En yakin girdilerdeki hatanin 
biyikligii 0.23, yani gergek degerin ufak bir yizdesidir: 


Hata bitytikligi = | gercek deger — hesaplanan deger 
=| 435.9—435.67 |=0.23 


Hata yiizdesi = Lae %0.05. 
435.9 


Tablodaki son girdilerden merminin ugusun ilk tig saniyesinde 436 m civarinda yiikseldigi 
sonucunu ¢ikarmak mantiklidir. a 


Gidilen Mesafeye Karsi Yerdegistirme 


Konum fonksiyonu s(¢) olan bir cisim bir koordinat dogrusu tizerinde yoniinii degistirme- 
den hareket ediyorsa ft = a ile t = b zaman araliginda gitmis oldugu toplam mesafeyi, Or- 
nek 2’deki gibi kisa araliklar tizerinde gitmis oldugu mesafeleri toplayarak bulabiliriz. Ci- 
sim, hareketi stiresince bir veya daha fazla defa yon defistirirse, kat edilen toplam 
mesafeyi bulmak igin cismin v(f) hizinin mutlak degeri olan | v(7)| , siiratini kullanmamiz 
gerekir. Ornek 2’deki gibi yalnizca hizi kullanmak, sadece cismin baslangic ve bitis ko- 
numlari arasindaki fark olan s(b) —s(a) yer degistirmesinin bir tahminini verir. 

Nedenini gérmek i¢in, [a, b] araligini, cismin ¢,_, den t,’ya hizinin cok degismedigi, 
yeteri kadar ktictik At esit araliklarina bélelim. Bu durumda v(¢,), biitiin alt aralik boyunca 
cismin hizinin iyi bir yaklasimini verir. Bundan dolay1, zaman aralig1 boyunca cismin ko- 
numunun koordinatindaki degisim yaklasik olarak 

u(t, ”) At 

dir. u(t,) pozitif ise degisim pozitif, v(t) negatif ise degisim negatiftir. 

Her iki durumda alt aralik stiresince gidilen toplam mesafe yaklasik olarak 

|u(t,)| Ar 

dir. Alnan toplam yol yaklasik olarak 


|u(t))| At + |u(t2)|At +---+ |u(t,)| Ac 


toplamidir. 


>< 


SEKIL5.6 f(x) = 3x 
fonksiyonunun [0, 2] 
araligi tizerindeki ortalama 
degeri 3 tiir (Ornek 3). 
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>< 
>< 


(a) 


SEKIL5.5 (a) f(x) =c’nin [a, b] araliga iizerindeki ortalama degeri, 
dikdértgen alaninin b — a’ya boliimiidiir. (b) g(x)’in [a, 5] araligi 
uizerindeki ortalama degeri, grafigi altrndaki alanin b — a’ya boliimiidiir. 


Negatif Olmayan Bir Fonksiyonun Ortalama Degeri 


n sayidan olusan bir x1,x2,...,%, ktimesinin ortalama degeri, sayilarin toplamini n’ye 
bélmekle elde edilir. Fakat, stirekli bir f fonksiyonunun [a, b] araligi tizerindeki ortalama 
degeri nedir? Boyle bir fonksiyon sonsuz sayida deger alabilir. Orne3in, bir sehrin belirli 
bir yerindeki sicaklik, her giin yiikselen ve algalan siirekli bir fonksiyondur. Bir sehirde, 
giin iginde ortalama sicaklik 73 derecedir demek ne anlama gelmektedir? 

Fonksiyon sabit oldugunda bu soruyu cevaplamak kolaydir. [a, 6] araligi tizerinde 
degeri sabit ve c olan bir fonksiyonun ortalama degeri c dir. c pozitif ise fonksiyonun 
[a, b] araligi tizerindeki grafigi yiiksekligi c olan bir dikdértgen verir. Bu durumda 
fonksiyonun ortalama degeri geometrik olarak, bu dikd6rtgenin alaninin b — a genisligine 
béltimii olarak yorumlanabilir (Sekil 5.5a). 

Sekil 5.5b’deki gibi sabit olmayan bir g fonksiyonunun ortalama degerini bulmak is- 
tersek ne olacak? Bu grafigi,x =a vex =b duvarlari ile sinirli bir deponun icinde cgalka- 
lanmakta olan suyun yiiksekliginin bir fotografi olarak ditistinebiliriz. Su hareket ederken 
her noktadaki yiiksekligi degisir fakat ortalama yiiksekligi sabit kalir. Suyun ortalama 
yiiksekligini elde etmek igin, seviyesi ve yiiksekligi sabit olana kadar durulmasini bek- 
leriz. Sonuctaki c ytiksekligi g’nin grafigi altindaki alanin 6 — a’ya béliimiine esittir. 
Negatif olmayan bir fonksiyonun bir [a, b] aralig1 izerindeki ortalama degerini, grafiginin 
altindaki alanin 6b — a’ya b6liimii olarak tanimlariz. Bu tanimin ge¢erli olmasi i¢in, bir 
grafigin altindaki alan ile neyin kastedildigini tam olarak anlamamuiz gerekir. Bu, Boliim 
5.3’te elde edilecektir. Simdilik iki basit Grnege bakalim. 


ORNEK3 Bir Lineer Fonksiyonun Ortatama Degeri 


f(x) = 3x fonksiyonunun [0, 2] araligi tizerindeki ortalama degeri nedir? 


Coziim Ortalama, grafigin altindaki alanin araligin genisligine béliimiine esittir. Bu du- 
rumda, grafigin altindaki alani kestirmek igin sonlu yaklasimda bulunmak zorunda 
degiliz: yiksekligi 6 ve tabani 2 olan bir tiggenin alani 6 dir (Sekil 5.6). Araligin genisligi 
b-—a=2-0=2. dir. Fonksiyonun ortalama degeri 6/2 = 3 tiir. a 


ORNEK4 xin Ortalama DeGeri 


f(x) = sin x fonksiyonunun [0, 7] araligi tizerindeki ortalama degerini kestirin. 


Coziim  Sekil 5.7’de sin x’in 0 ile 7 arasindaki grafigine bakarak, ortalama yiiksekliginin 


332 


Baliim 5: Integrasyon 


fix) = sinx fix) = sinx 


SEKIL5.7 f(x) =sin x’in [0, a] araligi tizerindeki ortalama degerini 
hesaplamak icin 0 ile 7 arasinda f(x) = sin x’in altindaki alana (a) dort 
dikd6értgen; (b) sekiz dikdértgen kullanarak yaklasimda bulunmak. 


0 ile 1 arasinda bir yerde oldugunu goérebiliriz. Ortalamay1 bulmak igin grafigin altindaki 
A alanini bulmamiz ve bu alani araligin uzunlugu 7 — 0 = z ile bélmemiz gerekir. 

Alan belirlemek icin basit bir yolumuz yoktur, dolayisiyla sonlu toplamlarla 
yaklasiriz. Bir tist toplam yaklasim1 elde etmek icin, [0, 77] izerinde y = sin x’in altinda ve 
x-ekseninin iistiindeki alam birlikte igiren, genislikleri esit ve 7/4 olan dért dikdértgenin 
alanlarimi toplariz. Dikdértgenlerin yiiksekliklerini, her bir alt aralikta sin x’in en biiytik 
degeri olarak aliriz. Ozel bir alt aralik tizerinde bu en bityiik deer, sol uc noktada, sad uc¢ 
noktada veya bunlar arasinda bir yerde bulunabilir. Bir tist toplam igin dikdértgenin yiik- 
sekligini bulmak amactyla sin x’i bu noktada hesaplariz. Dikd6rtgen alanlarinin toplam1 


toplam alam kestirir (Sekil 5.7a): 
7 7 _ 397 7 
- (sin z) 4 +e (sin sz) 4 


7 T 5 
(sin) a + (sin). 


1 1 ) 7 7 
—+14+1+—=]-7 ® (33.42): > & 2.69 
ee ees 
sin x’in ortalama degerini kestirmek igin yaklasik alani zr ile béleriz ve 2.69/m ~ 0.86 
yaklasimint elde ederiz. 

Her biri y = sin x ’in grafigi tizerinde kalan (Sekil 5.7b), genislikleri esit ve 7/8 olan 
sekiz dikd6értgen kullanirsak 


A 


2 


| 


T 


A 8 


ru 


. 7 . 7 . 37 . 7 . 7 . Sa . 37 . 10 
(sinZ + sin + sin + sin-> + sin + sin~@ + sin] + sin 72) 


2 


(38-491 4502 Ss q = (6.02)- . & 2.365 


alan yaklasimini elde ederiz. Bu sonucu araligin uzunlugu olan 7 ile b6lmek, daha dogru 
olan 0.753 tahminini verir. Alana yaklasim icin bir tist toplam kullandigimizdan bu tah- 
min, sinx’in [0, 7] tizerindeki gergek ortalama degerinden biiyiktiir. Her bir dikd6rtgenin 
giderek inceldigi daha cok dikdértgen kullanirsak gergek ortalama degere daha cok 
yaklasiriz. Boliim 5.3’teki teknigi kullanarak gercek ortalama degerin 2/7 ~ 0.64 
oldugunu goérecegiz. 

Daha 6nceki gibi, y = sin x’in grafigi altinda kalan dikdértgenler de kullanabilir ve bir 
alt toplam yaklasimi hesaplayabilirdik veya orta nokta kuralim da kullanabilirdik. Boliim 
5.3’te, yaklasim dikd6rtgenlerinin bir tist toplam, bir alt toplam veya arada bir toplam 
verecek sekilde segilmesinin 6nemli olmadigini g6recegiz. Her durumda, biitiin dikd6rt- 
genler yeteri kadar ince ise, yaklasimlar gercek alana yakindirlar. . a 


5.1 Sonlu Toplamlarla Tahminde Bulunmak 333 


Ozet 


Pozitif bir fonksiyonun grafigi altindaki alana, yn degistirmeyen bir cismin kat ettigi yo- 
la ve negatif olmayan bir fonksiyonun bir aralik tizerindeki ortalama degerine sonlu top- 
lamlarla yaklasimda bulunulabilir. Once aralig1, her bir alt aralikta f fonksiyonu neredeyse 
sabit olacak sekilde, alt araliklara b6leriz. Sonra her alt araligin genisligini, fonksiyonun 
bu alt aralikta bir noktadaki degeri ile carpariz ve bu carpimlari toplariz. [a, b] araligi, ge- 
nislikleri esit ve Ax = (b—a)/n olan n_ alt araliga béliindiiyse ve f(c,), fonksiyonun k. alt 
araliktan segilen c, noktasindaki degeri ise bu islem 


F(C1) Ax + f(C2) Ax + f(c3) Ax + + f(Cy) Ax 


seklinde bir sonlu toplam verir. c;,noktalarinin secimi, fonksiyonun k. alt araliktaki 
degerini maksimize veya minimize edebilir veya bu arada bir deger verebilir. Gergek 
deger, tist toplamlar ve alt toplamlarla verilen yaklasimlarin arasinda bir yerde kalir. 
Gérdiigiimiiz sonlu toplam yaklasimlari, daha ince ve daha cok alt aralik aldigimizda daha 
iyi sonuclar vermislerdir. 


ALISTIRMALAR 5.1 


Alan 
1—4 alistirmalarinda, fonksiyonun grafigi altinda kalan alan: kestir- as ‘ en ae . sas 
mek igin sonlu yaklasimlar kullanin. (sn) cing /e®) (sn) Gas.) 
a. esit genislikli iki dikdértgen ile bir alt toplam. 0 0 6 i 
b. esit genislikli dort dikdértgen ile bir alt toplam. ; - : : 
. esit genislikli iki dikdértgen ile bir tist toplam. 3 10 9 6 
. esit genislikli dért dikdértgen ile bir tist toplam. 4 5 10 0 
. f(x) =x", x =0 ve x = 1 arasinda. 5 13 


» f(x) = 1/x, x= 1 ve x= 5 arasinda. 10. Akintrya karst alman yol Kabaran bir nehrin kiyisinda otur- 


. f(x) =4-27, x =-2 ve x =2 arasinda. mus, gelen dalganin bir siseyi akintrya karsi g6tiirmesini izliyor- 
sunuz. Bir saat boyunca her 5 dakikada bir akisin hizini asagida 
verilen tabloya kaydediyorsunuz. Sige bu 1 saat iginde akintiya 
karsi ne kadar ilerlemistir? 5 uzunluklu 12 aralik kullanarak 


c 
d. 
1 
2. f(x) =2°, x= 0 ve x = 1 arasinda. 
3 
4 


Yikseklikleri, tabaninin orta noktasindaki fonksiyon degeri ile 
verilen (orta nokta kuralt) dikdértgenler kullanarak, asagidaki 
fonksiyonlarin grafikleri altindaki alanlari, Once iki sonra dort 


dikdértgen kullanarak kestirin. a. sol ug degerlerde 
5. f(x) =x’, x =0 ve x= | arasinda. b. sag ug degerlerde 
6. f(x) = x3, x=0vex= 1 arasinda. bir tahminde bulunun. 
7. f(x) =1/x,x=1 ve x =5 arasinda. 
8. f(x) =4-2°, x =—2 ve x =2 arasinda. Zaman Hiz Zaman Hiz 
(dak.) (m /sn) (dak.) (m /sn) 
Mesafe 
0 1 35 1.2 
9. Kat edilen mesafe Asagidaki tablo 10 saniye siire ile bir yol 5 1.2 40 1.0 
boyunca ilerleyen bir model tren motorunun hizini géstermekte- 10 1.7 45 1.8 
dir. 1 uzunluklu 10 alt aralik kullanarak 15 2.0 50 1.5 
a. sol ug nokta degerleri ile 20 1.8 55 1:2 
b. sag ug nokta degerleri ile . 60 0 
motorun aldigi yolu kestirin. : 
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11. 
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Bir yolun uzunlugu Siz ve bir arkadasiniz virajli ve bozuk bir 
yolda, hiz géstergesi galisan, fakat mil géstergesi bozuk olan bir 
arabayla yola ¢ikmak tizeresiniz. Bu belirli mesafenin ne kadar 
oldugunu bulmak icin, 10 saniyelik araliklarla arabanin hizimi 
6lgerek asagidaki tabloda gésterilen degerleri elde ediyorsunuz. 
Yolun uzunlugunu 


a. sol ug nokta degerlerini kullanarak, 
b. sag ug nokta degerlerini kullanarak 
hesaplayin. 


Zaman (ft /sn’ye cevrilmis) 


Hiz Hiz 


Zaman (ft /sn’ye cevrilmis) 


(s) (30 mil/sa = 44 ft/sn) (s) (30 mil/sa = 44 ft/sn) 
0 0 70 15 
10 44 80 22 
20 15 90 35 
30 35 100 44 
40 30 110 30 
50 44 120 35 
60 35 
12. Hiz datasindan kat edilen mesafe Asa®idaki tabloda 0 mil/saat- 


ten hizlanarak 36 saniyede (bir saatin binde 10’u) 142 mil/sa hiza 
ulasan bir yaris arabasinin hiz verileri bulunmaktadir. 


Zaman Hiz Zaman Hiz 
(sa) (mil /sa) (sa) (mil /sa) 
0.0 0 0.006 116 
0.001 40 0.007 125 
0.002 62 0.008 132 
0.003 82 0.009 137 
0.004 96 0.010 142 
0.005 108 
mil/sa 
A 
160F 


pep dp tp pp 
0 0.002 0.004 0.006 0.008 0.01 


1_, saat 


a. Dikdortgenler kullanarak arabanin 142 mil/saat hiza cikmasi 
igin gereken 36 saniyede ne kadar yol aldigini bulun. 


b. Arabanin yar yola varmasi kabaca ne kadar stirer? O anda 
arabanin hzi nedir? 


Hiz ve Mesafe 


13. 


14. 


Hava direnci ile serbest diisiig Bir cisim bir ucaktan asagi dog- 
ru atiliyor. Cisim giderek hizlaniyor, ancak ivme hava direnci yii- 
ziinden zamanla azaliyor. ivme ft/sn? olarak Glciiliiyor ve atiligim- 
dan sonraki 5 s boyunca her saniyede bir asagidaki tabloya 
isleniyor. 


t | 0 1 2 3 4 5 


a | 3200 1941 1177 7.14 433 263 


a. ¢=5sniken stirat igin tahmini bir tist deger bulun. 
b. ¢=5 sn iken strat icin tahmini bir alt deger bulun. 
c. ¢=3 sn iken, diistilen mesafe igin bir tist tahmin bulun. 


Bir merminin aldigi yol Bir cisim deniz seviyesinden yukari 

dogru 400 ft/sn’lik bir ilk hizla atilmistir. 

a. Cisme etkiyen tek kuvvetin yercekimi oldugunu varsayarak, 
5 sn ge¢tikten sonraki siirati icin tahmini bir tist deger bulun. 
Yercekimi sabitini g = 32 ft/sn? olarak alin. 


b. 5 sn sonra gelinen yiikseklik igin bir alt deger bulun. 


Bir Fonksiyonun Ortalama Degeri 

15-18 alistirmalarinda, sonlu bir toplam kullanarak f’nin verilen 
araliktaki ortalama degerini araligi esit uzunluklu dért alt araliga 
bélerek ve f’yi bu araliklarin orta noktalarinda hesaplayarak bulun. 


15. 
17. 


f(x) = x7, [0, 2] 16. f(x) = 1/x, [1,9] 


f(t) = (1/2) + sin? wt, [0, 2] 


Kirlilik Kontrolii 

19. Su kirliligi Hasarli bir tankerden denize yag sizmaktadir. Tanker- 
deki hasar, asagidaki tabloya kaydedilen sizmanin her saat daha 
da artmasindan anlasilacag1 gibi artmaktadir. 


Zaman (sa) 0 1 2 3 4 | 
Sizma (gal/sa) 50 70 97 136 190 | 
Zaman (sa) | 5 6 | 7 8 

Sizma (gal/sa) 265 369 516 720 


a. 5 saat sonra sizmis olan yag miktari igin bir alt ve lst deger 
bulun. 

b. (a) sikkini 8 saat sonra sizmis olan yag& miktari igin tekrarla- 
yin. 

c. ilk 8 saaten sonra tanker 720 gal/sa ya% sizdirmaya devam et- 
mektedir. Eger tankerde baslangicta 25.000 gal yag varsa, en 
k6tii ve en iyi durumlarda biitiin yagin bosalmasi igin ortalama 
kag saat daha gecmesi gerekir? 


20. Air pollution Bir gii¢ santrali petrol yakarak elektrik tiretmek- 
tedir. Yanma isleminin sonucunda ortaya cikan zararli maddeler 
duman bacalarinda gaz temizleyicilerle temizlenmektedir. Za- 
manila, temizleyiciler etkinliklerini kaybederler ve kirlilik gecerli 
hiiktimet standartlarini astigi zaman degistirilmeleri gerekir. Kir- 
lilik 6lgtimleri her ayin sonunda alinarak zehirli maddelerin ne 
hizla atmosfere yayildiklar belirlenir. Asagidaki tabloda bu 6l- 
cuimler verilmektedir. 


Ay Oc. Sub. Mart Nis. May. Haz. 


Zehirli 
madde sizma_ 0.20 0.25 0.27 0.34 0.45 0.52 
hizi (ton/gtin) 


Ay Tem. Agu. Eyl. Ekim Kas. Ara. 


Zehirli 
madde sizma_ 0.63 0.70 0.81 0.85 0.89 0.95 
hizi (ton/gtin) 
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a. Bir ayin 30 giin oldugunu ve yeni gaz temizleyicilerin sadece 
0.05 ton/giin sizmaya izin verdiklerini varsayarak, Haziran so- 
nuna kadar sizan kirliligin toplam tonajinin tist degerini he- 
saplayin. Alt deger nedir? 


b. En iyi durumda, yaklasik olarak ne zaman toplam 125 ton 
zehirli madde atmosfere karisir? 


Bir Cemberin Alani 

21. Yaricapi | olan bir gember icine bir diizgiin n-kenarli gokgen yer- 
lestirin ve n’nin asagidaki degerleri igin cokgenin alanint hesapla- 
yin. 
a. 4 (kare) b. 8 (sekizgen) c. 16 
d. (a), (b) ve (c) deki alanlar1 gemberin alant ile karsilastirin 

22. (Alistirma 21 in devamt) 


a. Yaricapi | olan bir gember icine bir diizgiin n-kenarli_ cokgen 
yerlestirin ve gokgenin késelerine ¢izilen yarigaplarin olustur- 
dugu n eg tiggenden birinin alanini hesaplayin. 


b. Cizilen cokgenin alaninin limitini n > ©O iken bulun. 
c. (a) ve (b) de yaptiginiz hesaplamalan r yarigapli bir cember 
icin tekrarlayin 
BILGISAYAR ARASTIRMALARI 


23-26 alistirmalarmda, asagidaki adimlari gergeklestirmek igin bir 
BCS kullanin. 
a. Verilen aralikta fonksiyonlar ¢izin. 


b. Araligi n = 100, 200 ve 1000 alt araliga béliin ve fonksiyonun 
her alt araligin orta noktasindaki degerini bulun. 


c. (b) gikkinda iiretilen fonksiyon degerlerinin ortalamasini 
bulun. 


d. (c) sikkinda » = 1000 alt aralik igin hesaplanan ortalama 
degeri kullanarak f(x) = (ortalama deger) denklemi ¢éziin. 


23. f(x) = sinx, [0, 7] 24. f(x) = sin’ x, [0, 7] 


25. f(x) = xsin4, zo | 


26. f(x) = x sin? ; Z| 


ea Sigma Gosterimi ve Sonlu Toplamlarin Limitleri 


Boéliim 5.1 de sonlu toplamlarla tahmin etmede cogunlukla cok sayida terim igeren top- 
lamlarla (6rnegin Tablo 5.1 de 1000’e kadar) karsilastik. Bu béltimde cok sayida terim ige- 
ren toplamlari yazmak icin bir gésterim tanitiyoruz. Gésterimi tanimladiktan ve birka¢ 
6zelligini belirttikten sonra terimleri sayis1 sonsuza yaklasan bir sonlu toplam yaklasimina 


ne olduguna bakacagiz. 
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Sonlu Toplamlar ve Sigma Gosterimi 


Sigma Gésterimi, ¢ok sayida terimi olan bir sonlu toplam1 


Sar = a + Qo ay Pets PF ay-1 F Gh 

1 
seklinde kisa olarak yazmamuzi saglar. Bityiik Yunan harfi = ( Sigma’nin bag harfi S’ye 
karsilik gelir) ve “toplam” anlamindadir. Toplama indisi & , toplamin nereden basladigim1 
(= semboliiniin altindaki sayidan) ve nerede sona erdigini sdyler (2 semboliiniin tistiin- 
deki sayida). Indisi gdstermek icin herhangi bir harf kullanilabilir fakat i, j ve k gelenek- 
seldir. 


k indisi k = n da sonlanir. 
n 
Toplama sembolii a by hee ak sea 
(Yution Nast aiemigh” k —4%.- k terim icin bir formiildiir 
OSS 
k indisi k = 1 den baslar. 
Béylece, 
11 
1? ae OP ae Se se aE oh SP 6? ee Be OP 1 ae 1 = SR? 
k=1 
ve 


100 


f(1) + f(2) + f(3) +--+ + f(100) = afi 


yazabiliriz. Bu esitliklerin sag tarafinda kullanilan sigma gésterimi sol taraftaki toplam 
ifadelerinden daha sadedir (daha bir biitiindiir). 


ORNEK1 — Sigma Gasterimini Kullanmak 


Sigma gésteriminde Toplamin acik hali, her Toplamin 

toplam k degeri icin bir terim degeri 

dk 1+4+2+3+4+5 15 

k=1 

ei. (=) E17) e173) =142=3 ==2 
1 

St l 2 t,.2_7 
Gakrl bad 2 ih 2 3 #6 
+e a ° 16 , 25 _ 139 
fFik-1 4-1] =] 3 4 12 


Toplamanin alt limiti 1 olmak zorunda degildir; herhangi bir tamsayi olabilir. 
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ORNEK2 — Farkli Indis Baslangi¢ Degerleri Kullanmak 
1+3+5+7+9 toplamini sigma gosteriminde yazin. 


Coziim Terimleri treten formiil toplamin alt siniri ile degisir fakat tiretilen terimler ayni 
kalir. Cogunlukla k= 0 veya k= 1 ile baslamak en basitidir. 


4 
k = 0 ile baslamak: 1434+54+7+9= Si(2k+1) 

k=0 

5 
k = 1 ile baglamak: 1434+54+7+9= S(2%k-1) 

k=1 

6 
k = 2 ile baslamak: 1434+5+7+9= DS(2k-3) 

k=2 

1 

k =-3 ile baglamak: 14+3+5+7+9= > (2k+7) ai 

k=-3 


Eger, 
3 
Sk + k) 
k=1 
seklinde bir toplam s6z konusu ise terimleri asagidaki sekilde yeniden diizenleyebiliriz. 


3 
Dik + k) = (1 + 1) + (2 + 2?) + (3 + 3%) 
k=1 


=(14+24+3)+ (i? +274 3°) Terimleri tekrar gruplama 
3 3 
=Dk+ Dr 
i= 1 
Bu, sonlu toplamlar igin genel bir kural gésterir: 
Sa + by) = Sa + Sh 
1 k=1 k=1 


Bu sekilde dért kural asagida verilmistir. Bunlarin dogru olduklarinin bir ispati matematik 
tiimevarim yontemi ile elde edilebilir (Bkz. Ek 1 ). 


Sonlu Toplamlar icin Cebir Kurallari 
n n n 
1. Zoplam Kurali: Sa + by) = Sa + Shy 
k=1 1 k=1 
n n n 
2. Fark Kuralt: Sa — by) = Sa _ dbx 
k=1 k=1 k=1 
n n 
3. Sabitle Carpim Kural: Sicax =c- Sa (Herhangi bir ¢ sayis1) 
k=1 1 
n 
4. Sabit Deger Kuralt: de =n-c (c herhangi bir sabit deger) 
k=1 
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TARIHSEL BiyoGRaFi 


Carl Friedrich Gauss 
(1777-1855) 


ORNEK3 — Sonlu Toplamlar icin Cebir Kurallarin Kullanmak 


n n n Fark kurali ve 
(a) SGk- kh) =3 dk - Sk? Sabitle carpim 
k=1 k=1 k=1 kurahi. 
. 7 m n n=4 ile (2) ve (1) 
) &! ai) >! ” oe ‘ xe ~ f a denklemleri 


=1 


3 3 3 
(c) Dk + 4) = Sek oF 4 Toplam kurali 
k=1 k=1 k=1 
= él +24 3) + (3-4) Sabit deger 
kurali 
=6+ 12= 18 
| 1] Sabit deger kurali 
@ An=7=1 (1/n bir sabittir) 7 


Yillar boyu insanlar sonlu toplamlarin degerleri icgin bir cok formiil gelistirmislerdir. Bunlarin 
en tinliileri ilk  tamsaymin toplami (Gauss bunu 8 yasindayken bulmustur) ve ilk n 
tamsayinin kareleri ile kiiplerinin toplam1 ic¢in olan formiillerdir. 


ORNEK4 {lk n Tamsayinin Toplami 


ilk n tamsayinin toplaminin 


oldugunu gosterin. 


Coziim: = Formiil, ilk 4 sayinin toplaminin 
(4)(S) _ 
3 10 


oldugunu séyler. Toplama bu iddiay1 gercekler: 
1+2+3+4=10 

Formiili genel olarak ispatlamak igin toplamdaki terimleri iki defa yazariz, bir ileriye ve 
bir de geriye dogru 

1 + 2 + 3 Se 7) 

noe+ (n-1) + (n-—2) + +) + 41 
Birinci siitundaki iki terimi toplarsak 1 +n =n + | elde ederiz. Benzer sekilde, ikinci sii- 
tundaki iki terimi toplarsak 2 + (n—1)=n+ 1 elde ederiz. Herhangi bir stitundaki iki ter- 
imin toplami n+ | dir. n siitunu topladigimizda, her biri n+ 1’e esit olan n terim elde ed- 


eriz ve toplam n(n + 1)’e esittir. Bu istenen degerin iki kati oldugundan ilk n sayinin 
toplami (n)(n + 1)/2 dir. a 


ilk n tamsayinin kareleri ile kiipleri toplami igin olan formiiller matematik tiimevarim 
yontemi ile ispatlanir (Bkz. Ek 1). Asagida bunlari belirtiyoruz. 


n(n + 1)(2n + 1) 
6 


; n +] 2 
ilk n kip: Sie = (“a F*) 
1 2 


ilk n kare: Se - 
Ai 
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Sonlu Toplamlarin Limitleri 


Boliim 5.1’de ele alinan sonlu toplam yaklasimlan, terim sayisi arttirildiginda ve alt 
araliklarin genislikleri (uzunluklari) kisaldiginda daha dogru hale geldiler. Asagidaki 
ornek, alt araliklarin genislikleri sifira giderken ve sayilar1 sonsuza giderken bir limit 
degerinin nasil hesaplanacagini géstermektedir. 


ORNEK5 Bir Alana Sonlu Yaklasimlarin Limiti 


Sayilar1 sonsuza ve genislikleri sifira giden egit genislikli dikd6rtgenler kullanarak, 
y= 1 -.x"’nin grafiginin altinda ve x-eksenin [0, 1] araliginin iist kismindaki R bélgesinin 
alaninin alt yaklasimlarinin limit degerini bulun (Bkz. Sekil 5.4a). 


Céziim  Genislikleri esit ve Ax = (1 —0)/n olan n tane dikdértgen kullanarak bir alt toplam 
yaklasimi hesaplariz ve n > ©o iken ne olduguna bakariz. [0, 1] araligini esit genislikli n 
alt araliga ayirmakla baslariz 


tha) Pata] 


Her alt araligin genisli3i 1/n dir. 1 — x’ fonksiyonu [0, 1] araligi iizerinde azalandir ve bir 
alt araliktaki en kiicik degeri, alt araligin sa& ug noktasindadir. Dolayisiyla, 
[(k — 1)/n, k/n] alt araligi iizerinde yiiksekligi f(k/n) = 1 — (k/n) olan dikdértgenlerle 
olusturulan ve toplami 


Ha) (@) + a) += + Aa)Ga) ++ YG) 


olan bir alt toplam elde edilir. Bunu sigma gésterimiyle yazar ve basitlestiririz 


Bi(n)le) = BO- GY )) 


n 2 
k 
= 3 Fark Kurali 
k=1 k=1N 
# Sabit deger ve Sabit 
=n Lees k2 Kat Kurali 
n 3 
nN k=1 
1 \(n)(m + 1)(2n + 1) 
1 Ik n Sayimn Kareleri Kurami 
n 6 
2n? + 3n?> +n 
1 Pay Acilmis 


Her x igin saglanan bir alt toplam ifadesi elde ettik. mn — 00 igin bu ifadenin limitini 
alarak, alt araliklarin sayisi artarken ve alt araliklarin genislikleri sifira giderken alt 
toplamlarin yakinsadigini g6rtiriz: 


tim { 1 2n> + 3n2 +n 3,242 
ye 6n2 6 3 


Alt toplam yaklasimlar1 2/3’e yakinsar. Benzer bir hesaplama iist toplam 
yaklasimlarinin da 2/3’e yakinsadigim gésterir (Alistirma 35). Boliim 5.1’in sonundaki 
6zet anlaminda, her sonlu yaklasim da ayni 2/3 degerine yakinsar. Her sonlu yaklasiminin, 
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TARIHSEL BiyoGRaAFi 


Georg Friedrich 
Bernhard Riemann 
(1826-1866) 


>< 


>X 


SEKIL5.8 Bir [a, b] kapali araligu iizerinde siirekli tipik bir y = f(x) fonksiyonu. 


alt toplam ile tist toplam yaklasimlar arasinda sikistirilmis oldugu gésterilebileceginden 
bu dogrudur. Bu nedenle R bélgesinin alanini bu limit deger olarak tanimlariz. Bolim 
5.3’te bu sekildeki sonlu yaklasimlarin limitlerini daha genel olarak galisacagiz. a 


Riemann Toplamlari 


Sonlu yaklasimlarin limitleri teorisi, Alman matematikci Bernhard Riemann tarafindan 
kesinlestirilmistir. Simdi, bir sonraki béliimde incelenecek olan belirli integral teorisinin 
altini gizen Riemann toplami tanimini veriyoruz. 

Bir [a, 5] kapali araligi tizerinde tanimli keyfi bir f fonksiyonu ile basliyoruz. Sekil 
5.8 de gésterilen fonksiyon gibi, f’nin pozitif degerleri oldugu gibi negatif degerleri de 
bulunabilir. [a, 6] kapali araligini esit genislikte (veya uzunlukta) olmasi gerekmeyen alt 
araliklara ayiririz ve B6éliim 5.1’deki sonlu yaklasimlar icin yapildigi gibi ayni yolla 
toplamlar olustururuz. Bunu yapmak igin a ve b arasinda 


acx<x<x< Ae <Xn-1 <b 


olacak sekilde n — 1 tane {x, x2,.x3,..-,Xn—-1} noktalan seceriz. Notasyonu tutarli yap- 
mak igin a’y1 X ile ve b’yi de x, ile g6steririz: 


A=X <x << XS + Sey <x, =H b 


P = {x0, 1, X2,---,Xn—1, Xn} kiimesine [a, b]’nin bir b6liiniisii denir. 
P bdliiniisti [a, b] kapali araligini 1 tane kapali alt araliga bGler. 


[xo, x4], [x1, x2], erate [Xn-1, Xn] 


Bu alt araliklardan birincisi [x9, x1], ikincisi [x), x.] ve k 1 ile n arasinda bir tam say ol- 
mak tizere, P’nin kK. alt arahgi [x;—1, x;], dir. 
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k alt aralik 
| | es | {> x 


Xj=a Xx Xo a Xpe4 Xp eet Ho X,=b 


Birinci [xo, x;] alt araliginin genisligi Ax, ile, ikinci [x;, x] araliginin genisligi Ax, ile 
gosterilir. A. alt araligin uzunlugu Ax, = x, — Ax;_;’dir. Bitiin alt araliklarin genislikleri 
egitse ortak genislik Ax, (b — a)/n dir. 


Her alt aralikta bir nokta segeriz. [x;,_), x;,] alt araligindan secilen noktaya c;, denir. 
Sonra her alt aralik tizerinde, x-ekseninden e&riye (c;, f(c,)) noktasinda degecek sekilde 
uzanan bir dikd6értgen kurariz. Bu dikdértgenler, f(c,)’nin pozitif veya negatif olmasina 
gore x-ekseninin tist tarafinda veya alt tarafinda bulunabilir veya f(c;) = 0 ise x-ekseninde- 
dir. (Sekil 5.9). 

Her alt aralik tizerinde f(c;) - Ax, garpimini olustururuz. Bu garpim, f(c,)’nin isare- 
tine bagli olarak pozitif, negatif veya sifirdir. f(c,) > 0 ise f(c;,) - Ax, garpim1i, yiiksekligi 
f(c,) ve genisligi Ax, olan bir dikd6rtgenin alanidir. f(c,) <0 ise f(c,) - Ax garpim1 
negatif bir sayidir, genisligi Ax, olan ve x-ekseninden negatif f(c,) sayisina kadar uzanan 
bir dikdértgenin alanin negatifi. 

Son olarak, biitiin bu garpimlari 


= Sed tx 
k=1 


toplamini elde etmek iizere toplariz. 


y = x 
t ke, (ep Ae,)) 


(Cy, fle) 


k. dikdortgen 


~ 


_— 


>X 


—------------0S 


(Co, f(c2)) 


SEKIL5.9 Dikdértgenler, y= f(x) fonksiyonunun grafigi ile x-ekseni arasindaki alana 
yaklasimda bulunurlar. 
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(b) 


SEKIL5.10  [a, b]’nin daha iyi 


béliintislerindeki dikdértgenlerle Sekil 
5.9’daki egri. Daha iyi boliintisler, artan bir 
dogrulukla f’nin grafigi ile x-ekseni 
arasindaki alana yaklasan, daha kisa tabanli 


dikd6értgen kiimeleri olustururlar. 


ALISTIRMALAR 5.2 


Toplam Notasyonu 


1-6 1-6 alistirmalarindaki toplamlari sigma gésterimi kullanmadan 


yazin. Sonra hesaplayin. 


4 
3. = cos kar 


3 
5. Pee 


7. Asagidakilerden hangisi 1 + 2 +4+ 8+ 16 +32 toplamini sigma 


gdsteriminde ifade eder? 


6 
a, Sor! b.. > 2' 
k=1 


Sptoplamina [a, b] arahgi iizerinde f fonksiyonu igin bir Riemann toplami denir. 
Se¢tigimiz P béliiniistine ve alt araliklardan c; noktalarmin secimine bagli olarak bu sekilde 
birgok toplam vardir. 

Biitiin alt araliklarin genisliklerinin esit ve Ar = 1/n oldugu Ornek 5’te, basitce 
dikd6rtgenlerin sayisi n’yi arttirarak onlart daha ince yapabildik. Bir bdliintis farkh 
genislikli dikdértgenlerden olustugunda, en genis (en uzun) alt araligin genisligini kontrol 
ederek hepsinin ince oldugundan emin olabiliriz. Bir P b6liiniisiintin normu’nu, en genis alt 
araligin genislifi olarak tanmmlariz ve ||P|| ile gésteririz. ||P\| kiiciik bir say1 ise P boliiniisiin- 
deki biitiin alt araliklarin genislikleri ktgiiktiir. Bu fikirlerin bir 6rnegine bakalim. 


ORNEK6 Bir Kapali Araligin Baliiniisi 


P = {0, 0.2, 0.6, 1, 1.5, 2} ktimesi [0, 2] araliginin bir b6liiniistidtir. P’nin 5 alt araligi 
vardir [0, 0.2], [0.2, 0.6], [0.6, 1], [1, 1.5] ve [1.5, 2]: 


Ax, >|. Axy |. Ax; >|. Ax4 |. Axs | 


Alt araliklarin uzunluklan Ax, = 0.2, Ax, = 0.4, Ax3 = 0.4, Axg = 0.5 ve Axs = 0.5’tir. En 
uzun alt araligin uzunlugu 0.5 oldugu icin, béliiniisiin normu ||P || = 0.5’tir. Bu drnekte, bu 
uzunlukta iki alt aralik vardir. a 


Bir [a, 6] kapali araliginin bir béliintistine karsi gelen herhangi bir Riemann toplam1, 
strekli bir f fonksiyonunun grafigi ile x-ekseni arasindaki bélgeye yaklasimda bulunan 
dikdértgenler tanimlar. Sekil 5.10’dan edinilen izlenime gére normu sifira yaklasan 
béliniisler, artan bir dogrulukla bu bélgeye yaklasimda bulunan birer dikdértgenler 
toplulugu tanimlarlar. Takip eden bodliimde, f fonksiyonu [a, b] kapali aralig tizerinde 
stirekli ise bir Riemann toplami olusturmak tizere P bGliintisti ve alt araliklarindaki c;, 
noktalari nasil secilirlerse secilsinler, P b6liiniisiintin normu tarafindan kontrol edilen alt 
araliklarin genislikleri sifira yaklasirken, bir tek limit degerine yaklasildigini gérecegiz. 


6. (—1)' cos ka 


8. Asagidakilerden hangisi 1 — 2 + 4-8 + 16 — 32 toplaminm sigma 
gdsteriminde ifade eder? 


6 
a. >)(-2)F} 
GA 


3 


5 
b. Si (-1* 2k c. > (—1)**1 22 
k=0 k 


==2 


=e - 9. Hangi formiil diger ikisine esdeger degildir? 
4 (-1)"! 2 (-1)* 1 (-1)* 
sin kr a Ea b Ea e Dee 


10. Hangi formiil diger ikisine esdeger degildir? 


4 3 
a. S(e= 1/7 bh Stir « BP 
k=1 


k=-1 k=-3 


c. >> gk 


k=-1 


11-16 alistirmalarindaki toplamlari sigma gésteriminde ifade edin. 
Yanitinizin sekli toplamin alt limitindeki seciminize bagli olacaktir. 


W.14+24+34+44+54+6 12.14+4+9+4 16 


i; coll a hy 
(8.52573 442 14.2+4+6+8+ 10 
Lat 7.4 1,2. 3,4 5 
15 ee 1 
Sonlu Toplamlarin Degerleri 
17. Ya = —5 ve Db =. oldugunu varsayin. Asagidaki top- 
k=1 k=1 


lamlar bulun. 

a. 3a be c. Sa + by) 
= k=1 1 

d. 2% — by) e. > (bi — 2ax) 


n n 
18. da = 0 ve Db = 1. oldugunu varsayin. Asagidaki toplam- 
1 - 


lar bulun. 
a. » Sax 
1 


n 
c. Sa = 1) 
k=1 


b. >) 250d, 
1 
d. (ek = i) 
19-28 alistirmalarindaki toplamlari hesaplayin. 
10 10 
19. a. Sk b > 
1 1 
13 13 
20. a. Sk b SK 
k= 1 


. 
21. S}(—24) 22. ais 
k= 1 k=1 


10 
&. Se 
k=1 


6 6 
23. 3 G=— PF) 24. > (k — 5) 
k= k=1 
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7 
26. >)k(2k + 1) 
k=1 


7 2 7 3 
28. (>) = 2 
k=1 


k=1 


5 
25. S)k(3k + 5) 
k=1 


5 3 5 3 
7 a (S¥) 


k=1 


Riemann Toplamlari icin Dikdértgenler 


29-32 alistirmalarmda, her f(x) fonksiyonunu verilen aralikta gizin. 
Araligi esit uzunluklu dort alt araliga béliin. Sonra ¢iziminize, c, k. alt 
araligin (a) sol ug noktas1, (b) sa& ug noktasi ve (c) orta noktas1 olmak 
uzere, Si f(cx) Ax, Riemann toplamiyla iliskili dikdértgenleri ek- 
leyin. (Her dikdértgen kiimesi igin ayri bir resim ¢izin.) 


29. f(x) =x? - 1, [0,2] 

30. f(x) = —x*, [0,1] 

31. f(x) = sinx, [-7, 7] 

32. f(x) = sinx +1, [-7, 7] 

33. P= {0, 1.2, 1.5, 2.3, 2.6, 3} béliniisiintin normunu bulun. 
34, P= {-2, -1.6, -0.5, 0, 0.8, 1} béliintisiinin normunu bulun. 


Ust Toplamlarin Limitleri 


35-40 alistirmalarindaki fonksiyonlar igin, [a, 5] araligini 7 tane esit 
alt araliga bélmekle elde edilen tist toplam icgin bir formtil bulunuz. 
Sonra, araligi tizerinde egrinin altinda kalan alam hesaplamak icin bu 
toplamlarin n — co iken limitlerini aliniz. 


35. f(x) = 1 —- x [0, 1] tizerinde. 
36. f(x) = 2x, [0, 3] tizerinde. 

37. f(x) = x? + 1, [0, 3] iizerinde. 
38. f(x) = 3x7, [0, 1] iizerinde. 

39. f(x) =x + - [0, 1] tizerinde. 
40. f(x) = 3x + 2x? [0, 1] iizerinde. 


530 Belirli integral 


Boliim 5.2 de, bir [a, 5] kapal: araligi tizerinde taniml: bir fonksiyon igin esit (b — a)/n 
genislikli (veya uzunluklu) v tane alt aralik kullanarak olusturulan bir sonlu toplamin limi- 
tini arastirdik. Bu boliimde, daha genel Riemann toplamlarinin limitlerini, [a, b]’nin béli- 
niislerinin normlari sifira yaklasirken ele alryoruz. Genel Riemann toplamlari i¢in béliintis- 
lerin alt araliklarinin genislikleri esit olmak zorunda degildir. Bu durumda limit alma 
islemi, bir fonksiyonun bir [a, b] kapali araligi izerindeki belirli integrali tanimina gotiiriir. 


Riemann Toplamlarinin Limitleri 


Belirli integralin tanim1, baz1 fonksiyonlar icin, [a, b]’nin bdliiniislerinin normlari sifira 
yaklasirken, karsi gelen Riemann toplamlarinin bir / limit degerine yaklastiklari fikrine 
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dayanmaktadir. Bu yakinsama fikriyle kastettigimiz sey sudur: bir Riemann toplami, 
béliniistintin normunun yeteri kadar ktigtik olmasi kosuluyla (ki, bitin alt araliklarinin 
genislikleri yeterince kigiik olur), / sayisina yakin olacaktir. Riemann toplaminin / 
sayisina ne kadar yakin olmasi gerektigini belirleyen € semboliinii kigtik bir pozitif say1 
olarak ve bunun gerceklesmesi icin, bir béliintisiin normunun ne kadar kticiik olmasi 
gerektigini belirleyen 5 semboliniti de ikinci bir pozitif kiigitik say olarak tanitiyoruz. 
Kesin formiilasyon asagidadir. 


TANIM Riemann Toplamlarinin Limiti Olarak Belirli integral 
f(x) bir [a, 5] kapali araliginda tanimli bir fonksiyon olsun. Asagidaki kosullar 
saglanirsa, f’nin [a, b] kapah araligi tizerindeki belirli integrali / dir ve 
Dft=1f (cx) Ax, Riemann toplamlarinin limiti J dir deriz: 

Verilen her € > 0 sayisina bir 6 > 0 sayisi karsilik gelir 6yle ki, [a, b]’nin, 
|P|| <6 kosulunu saglayan her P = {xo,x1,...,X,} béliiniisii ve c,’nin 
[x,1, x4] araligindan her secimi icin 


S flew) Ax, — I] <e. 
k=1 


saglanir. 


Leibniz, belirli integral igin, Riemann toplamlarinin bir limiti olarak olusturulmasin1 
ihtiva eden bir notasyon tanitmistir. O, >4=1f(c,) Ax; Riemann toplamlarinin, f(x) fonk- 
siyon degerleri ile alt araliklarin “sonsuz kticiik” dx genisliklerinin ¢arpimlarinin bir son- 
suz toplami haline déntistiigiinii diistinmiistiir. > sembolii limitte asli “S” olan f ,integ- 
ral sembolii ile degistirilir. f(c;,) fonksiyon degerleri f(x) stirekli segim degerleri ile 
degistirilir. Alt araliklarin Ax, genislikleri dx diferansiyeli haline gelir. x, a dan b ye gider- 
ken biitiin f(x) - dx carpimlarin: topluyoruz gibidir. Bu notasyon bir integralin olusturul- 
masini ihtiva etmesine ragmen, belirli integrale tam anlamini veren, Riemann tanimidir. 


Notasyon ve Belirli integralin Varligi 


Belirli integralin tanimindaki J sayisinin sembolii, “a dan b ye kadar f(x) de x integrali” 
veya bazen “a dan b ye kadar f(x)’in x’e gore integrali’ ‘diye okunan 


b 
| f(x) dx 


dir. Ayrica integral sembolitindeki bilesenlerin isimleri sdyledir: 


Fonksiyon integranddir. 


Integralin iist smn 
/ x integrasyon degiskenidir. 


integral ee | f (x) dx 
a Ms integralin degerini 


Integralin alt smiri _., —____—_ bulurken integrali 
_-—_ hesaplarsimiz. 


a dan b ye f’nin integrali 
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Tanim saglandiginda, f’nin [a, b] aralig tizerindeki Riemann toplamlan / = i. i f(x) dx 
belirli integraline yakinsar deriz. Ayrica, f fonksiyonu [a, b] araligi tizerinde integral- 
lenebilir deriz. Normu sifira giden bir P bdliiniisti igin ve her béliintisiin c,; noktalar icin 
birgok segenek vardir. Hangi segim yapilirsa yapilsin, daima ayn / limitini elde 
ettigimizde belirli integral vardir. Limit var oldugunda bunu belirli integral olarak yazariz: 


n b 
lim > fle) de = T= | f(x) dx 


|PII>9 k= 


Her bdliiniisiin, genisligi Ax = (b — a)/n olan n tane esit alt araligi var oldugunda ayrica 


n b 
ae ZSew) Ax =I= | f(x) dx 


yazariz. Limit, daima b6ltiniislerin normlari sifira giderken ve alt araliklarin sayisi sonsuza 
giderken alinir. 

Bir fonksiyonun herhangi belirli bir aralik tizerindeki belirli integralinin degeri, 
bagimsiz degiskeni géstermek ig¢in sectigimiz harfe degil, fonksiyonun kendisine baglidir. 
x yerine ¢ veya u kullanmaya karar verirsek integrali basitge 

~b +b db 


| Jix)dx yerine | f()dt veya | fu) du 


Ja a 


olarak yazariz. Integrali nasil yazarsak yazalim, hala Riemann toplamlarinin limiti olarak 
tanmmlanan ayn sayidir. Hangi harfi kullandigimizin 6nemi olmadigindan integralinin 
degiskenine sessiz degisken denir. 

Bir Riemann toplaminin limitini alirken yapilabilecek birgok segenek bulundugundan 
béyle bir limitin varligini gdstermek zor olabilir. Ancak, hangi segim yapilirsa yapilsin, bir 
siirekli fonksiyona kars1 gelen Riemann toplamlan ayni limite yakinsar. 


TEOREM 1 Belirli integrallerin Varligu 


Bir stirekli fonksiyon integre edilebilir. Yani, bir f fonksiyonu bir [a, 5] araligi 
tizerinde stirekli ise, [a, b] araliginda belirli integrali vardir. 


Ekstremum Deger Teoremine gére (Boliim 4.1, Teorem 1), f stirekli oldugunda 
[x,1, X,] izerinde c;’y1 f(c,) maksimum olacak ve bir tist toplam verecek sekilde secebi- 
liriz. c;,’y1, bir alt toplam veren, f’nin [x,_1, x;] tizerindeki minimum degerini verecek se- 
kilde secebiliriz. c,’?y1 [x,_1, x,]’nin orta noktasi olarak, en sagdaki noktasi x, olarak veya 
rastgele olarak secebiliriz. Boliintisleri esit genislikli veya degisen genislikli olarak sege- 
biliriz. Her durumda, |/P|| > 0 iken Sf-1f(c,) Ax, limiti igin ayni limiti elde ederiz. Teo- 
rem 1’in ardindaki fikir, bir béliintise karsi gelen bir Riemann toplaminin bu bélinisiin 
ist toplamindan daha biiyiik ve alt toplamindan daha kiigiik olamayacagidir. |P|| > 0 iken 
alt ve tist toplamlar ayn degere yakinsarlar. Biitiin diger Riemann toplamlari alt toplam ile 
list toplam arasina kalirlar ve ayn limiti yakinsarlar. Teorem 1’1n bir ispati, fonksiyonlarin, 
béliintislerin ve limitlerin bu diistince dogrultusunda dikkatli bir analizini igerir ve daha 
ileri seviye derslere birakilmistir. Bu ispatin bir gésterimi Alistirma 80 ve 81 de 
verilmistir. 
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Teorem 1, belirli integralin nasil hesaplanacagi hakkinda bir sey s6ylememektedir. 
Ters tiirev alma islemine bir baglanti araciligi ile Boltim 5.4’te bir hesaplama y6éntemi 
gelistirilecektir. 


integrallenebilen ve integrallenemeyen Fonksiyonlar 


Teorem 1, [a, b] araligi tizerinde stirekli olan fonksiyonlarin burada integrallenebilir ol- 
duklarin s6ylemektedir. Stirekli olmayan fonksiyonlar integrallenebilen veya integralle- 
nemeyen olabilirler. Integrallenebilen siireksiz fonksiyonlar, [a, b] araligi iizerinde artan 
fonksiyonlari (Alistirma 77) ve bu béliimiin sonundaki Ek-Alistirmalarda tanimlanan par- 
¢al-stirekli fonksiyonlari igermektedir. (ikinciler, sonlu sayida nokta hari¢ [a, b] araligi 
iginde siireklidirler.) Integrallenemeyen fonksiyonlarin, grafikleri ile x-ekseni arasrndaki 
alana, sayica artan ince dikdortgenlerle iyi bir yaklasimda bulunulamayacak kadar cok sti- 
reksizliklerinin bulunmasi gerekir. Integrallenemeyen bir fonksiyon 6rnei asagidadir. 


ORNEK1 — [0, 1] Uzerinde Integrallenemeyen Bir Fonksiyon 


1 +x rasyonel ise 


F(x) = {4 x irrasyonel ise | 
fonksiyonunun [0, 1] araligi tizerinde Riemann integrali yoktur. Herhangi iki say1 arasinda 
hem bir rasyonel say1 ve hem de bir irrasyonel say1 vardir. Béylece, fonksiyon [0, 1] tize- 
rinde cok istikrarsiz bir sekilde yukar1 asag1 sicrama yapar. Dikdértgenler ne kadar ince 
olursa olsun, grafigin altinda ve x-ekseninin tistiinde kalan alana iyi bir yaklasimda bulu- 
nulamaz. Aslinda, tist toplam yaklasimlar ile alt toplam yaklasimlarinin farkli limitlere 
yakinsadigini gésterecegiz. 

[0, 1]’in bir P bdliintistint secip c; noktasini f’nin [x,_1, x,] izerindeki maksimum de- 
Serini verecek gekilde segersek, her [x,_1, x;] alt araligi, f(c,) = 1 olacak sekilde bir rasyo- 
nel say1 igerdiginden karsi gelen Riemann toplami 


n 


U= ZSew) Ax, = >)(1) Ax, = 1, 


olur. Boliintisteki alt araliklarin uzunluklar1 toplaminin | olduguna dikkat edin, 
df= Ax, = 1. Dolayisryla, bu sekildeki her Riemann toplami 1’e esittir ve bu secimleri 
kullanan Riemann toplamlarinin bir limiti 1 dir. 

Diger taraftan, c, noktasim f’nin [x,_;, x;] izerindeki minimum degerini verecek se- 
kilde segersek, her [x;,_;, x;,] alt araligi, f(c,) = 0 olacak sekilde bir irrasyonel say1 igerdi- 
ginden Riemann toplam1 


L= pa flex) Axx = xO) Ax, = 0, 


olur. Bu segimleri kullanan Riemann toplamlarinin limiti sifirdir. Limit, c; noktalarinin se- 
cimine bagli oldugundan f integrallenemeyen bir fonksiyondur. = 


Belirli integrallerin Ozellikleri 


- f(x) dx belirli integralini Sf-1f(c;) Axg, toplamlarinin bir limiti olarak tanimlarken 
[a, b] araligi izerinde soldan saga dogru hareket ettik. Bunun yerine, xp = b ile baslayan ve 
x, = a da sona eren sagdan sola hareket etseydik ne olurdu? Riemann toplamindaki her 
isaret degistirirdi, x,—x,_ 1 pozitif olmak yerine bu defa negatif olurdu. Her alt araliktan 
aym c, noktalarin1 segmekle herhangi bir Riemann toplam1 isaret degistirirdi. Dolayistyla 
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limit ve i . f(x) dx integrali isaret degistirirdi. Daha 6nce geriye dogru integral almaya 
bir anlam vermis olmadigimizdan su tanimi veriyoruz: 


a b 
| f(x) dx =—] f(x) dx. 


Integralin baska bir genislemesi a = 4 ile sifir uzunlugundaki bir araligidir. Arak 
genisligi Ax, = 0 oldugunda f(c,) Ax; sifir olacagindan 


[wm dx = 0. 


olarak tanimlariz. Teorem 2, sagladiklari kurallar olarak verilen ve yukaridaki iki 6zelligi 
de icgeren integrallerin 7 6zelligini ifade eder. Bu kurallar integralleri hesaplama siirecinde 
cok yararlidirlar. Hesaplamalarimizi basitlestirmek igin bunlara tekrar tekrar basvuracagiz. 

2’den 7’ye kurallarin, Sekil 5.11 de gésterilen geometrik yorumlan vardir. Bu 
sekillerdeki grafikler pozitif fonksiyonlara aittir fakat kurallar genel olarak integral- 
lenebilen fonksiyonlara uygulanabilir. 


TEOREM 2 


f ve g integrallenebilir ise belirli integral Tablo 5.3’teki 1’den 7’ye kadar kural- 
lari saglar. 


TABLO 5.3. Belirli Integrallerin Sagjladiqi Kurallar 


a b 
1. Integrasyon Sirasi: | f(x) dx = — [ f(x) dx Bir tanm 
b a 
2. Sifir Genisliginde Arak: | f(x) dx = 0 Baska Bir Tanim 
b b 
3. Sabitle Carpim: i kf(x) dx = f(x) dx k herhangi bir say1 


b b 
— f(x) dx = -| f(x) dx k=-1 
b b b 
4. Toplam ve Farklar: | (f(x) + g(x)) dx = | f(x) dx + : g(x) dx 
b c c 
5. Toplanabilirlik: i f(x) dx + [ f(x) dx = 7 f(x) dx 
a b a 


6. Max-Min esitsizligi: max fveminf /f’nin [a, b] araligindaki 
maksimum ve minimum deerleri ise, 


b 
min f:(b—a) Ss j f(x) dx = max f+(b— a). 
b b 
7. Baskinhk: [a, b] tizerinde f(x) = gx) => | f(x) dx = | 2(x) dx 


b 
[a, b] iizerinde f(x) =0 => f(x) dx = 0 (Ozel durum) 
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: y = 2flr) 


y =f) + gr) 
y = sg) 


y =f) 
y=fe) 
>X x 
0 a b 
(a) Sifir Genisliginde Aralik: (b) Sabitle Carpim: (c) Toplam: 
a b b b b b 
| f(x) dx = 0. | kf(x)dx =k] f(x) dx. | (f(x) + g(x)) dx = ; f(x) dx + | g(x) dx 
(Bir nokta tizerindeki alan 0 dir.) (k = 2 icin gésterilmistir) (Alanlar toplanir) 
y 
y y 
A 
max f+ 
minf- 
me “Ola b Ola b 
(d) Belirli integraller igin toplanabilirlik: (e) Max-Min esitsizligi: (f) Baskinltk: 
b c c b 
| f(x) dx + | f(x) dx = | f(x) dx minf:(b-a)s | f(x) dx [a, b] araliginda f(x) = g(x) 
a b a a 


b b 
= max f:(b — a) =/ fla)ac= [ed 
SEKIL 5.11 a ° 
1 ve 2 kurallari tanimlar oldugu halde, 3’ten 7’ye kurallarin ispatlanmas1 gerekmekte- 
dir. Ispatlar, Belirli integrallerin, Riemann toplamlarimin bir limiti olarak tanmlanmasina 
dayanmaktadir. Bu kurallardan birinin ispati asagidadir. Tablo 5.3’teki diger 6zellikleri 
saglamak igin benzer ispatlar verilebilir. 


Kural 6’ninispati Kural 6 f’nin [a, 5] araligi tizerindeki integralinin higbir zaman f’nin min- 
imum degeri ile araligin uzunlugu carpimindan kiictik ve f’nin maksimum degeri ile 
araligin uzunlugu carpimindan biiyiik olamayacagini s6yler. Bunun nedeni, [a, b]’nin her 
b6liintisiinde ve c,; noktalarinin herhangi bir segiminde, 


min f(b —a)=minf:S Ax = SiAy-5 a 
1 1 


n 
= > min f + Axx Sabitle Carpim Kurali 
k=1 
n 
= Dia) An min f = f(cx) 
k=1 


= ¥ max f+ Ax; f(cx) = max f 
k=1 


n 
max f : » Axz Sabitle Carpim Kurali 
k=1 


= max f:(b — a) 


olmasidir. 


5.3 Belirli Integral 349 
Kisaca, f’nin [a, b] araligindaki biitiin Riemann toplamlar1 
minf:(b—-—a) Ss dslev Ax, = max f:(b — a) 
esitsizligini saglarlar. Dolayistyla limitleri, yani integral de bu esitsizligi saglar. a 


ORNEK2 _ Belirli integral Kurallarin! Kullanmak 


1 4 1 
[we dx = 5, 7 f(x) dx = —2, [ie dx =7 


oldugunu varsayin. 


1 4 
1. [ f(x) dx = =) f(x) dx = —(-2) =2 Kural 1 
4 1 


1 
23 [en + 3h(x)] dx = | f(x) dx + 3 fice) dx Kural 3 ve 4 
-1 -1 -1 


= 2(5) + 3(7) = 31 
4 1 4 
3. / f(x) dx = / f(x) dx + / f(x) dx = 5 + (-2) = 3 Kural 5 ai 
“i -1 1 


ORNEK3 Bir Integral Icin Sinir Bulmak 
di % V1 + cosx dx integralinin deSerinin 3/2 den kiigiik oldugunu gésterin. 
Ciziim Belirli integraller igin Max-Min esitsizligi (Kural 6), min f(b — a)’nin 


SL Fe) dx igin bir alt simr oldugunu ve max f+(b — a) bir tist sinir oldugunu sdyler 


[0, 1] araliginda V1 + cosx’in maksimum degeri V1 + 1 = Ay? ‘dir, dolayisiyla 
1 
[ V1 + cosx dx = V2-(1 — 0) = V2. 
0 


olur. i V1 + cosx dx, tistten A/D (1.414....) ile sinirli oldugundan integral 3/2 den 
kiigtiktiir. a 


Negatif Olmayan Bir Fonksiyonun Grafiginin Altindaki Alan 


Simdi, giderek artan sayida dikdortgenlerle bir bélgeye yaklasim fikrini igeren, simiri 
egrisel olan bir bélgenin alan1 kavramini kesinlestiriyoruz. Negatif olmayan stirekli bir 
fonksiyonun grafigi altindaki alan bir belirli integral olarak tanimlantr. 


TANIM _ Bir Belirli integral Olarak Bir Egri Altindaki Alan 


y = f(x) fonksiyonu negatif olmayan ve [a, b] kapali araligi tizerinde integral- 
lenebilen bir fonksiyon ise [a, b] araligi tizerinde y = f(x) egrisi altindaki 
alan, f’nin a’dan b’ye kadar integralidir. 


b 
A = [pa 


350 Baliim 5: Integrasyon 


ilk defa olarak sinirlari herhangi bir siirekli fonksiyonun grafigi olan bélgenin alam 
icgin kuvvetli bir tanimimiz vardir. Simdi bunu, yeni tantmimizin 6nceki alan kavramimizla 
uyustugunu saglayabilecegimiz basit bir 6rnege, bir dogru altindaki alana uyguluyoruz. 


ORNEK4 = y=x Dogrusu Altindaki Alan 


b 
: x dx ’i hesaplayin ve [0, 5], b > 0 araligi tizerinde y =x altindaki A alanimi bulun. 
0 


Ciziim S6z konusu bélge bir ticgendir (Sekil 5.12). Alani iki yolla hesaplryoruz. 


SEKIL5.12 Ornek 4’teki bélge 


F : (a) Belirli integrali Riemann toplamlarinin limiti olarak hesaplamak tizere normlari sifira 
bir tiggendir. 


giden béliiniisler igin limypjo Y=1f (cx) Ax;’y1 hesaplariz. Teorem 1’e gére norm- 
lar sifira gittigi stirece béliintislerin veya c; noktalarinin segiminin bir Gnemi yoktur. 
Biitiin secimler tam olarak ayni limiti verirler. Dolayisiyla, P béliiniistiniin [0, 5] 
araligini genislikleri egit ve Ax = (b—0)/n = b/n olan n alt araliga béldiigiinii diisiine- 
lim ve c, noktalarmm her alt aralikta sa& u¢ nokta olarak sec¢elim. Béliintis 


P= {o. . a 2 ees ~ ve Ch = i dir. Dolayistyla, 


n n 
flew) Ax = nn flex) = ck 
k=1 k=1 
7 ss kb? 
— 2 
= "5 k Sabitle Carprm Kurali 


ar, ilk n Tamsayinin Toplami 


n— 00 ve ||/P|| — 0 iken sa taraftaki son ifadenin limiti 57/2 ‘dir. Bu nedenle 
b 2 
[ x dx = e 
0 2 
dir. 


(b) Alan, negatif olmayan bir fonksiyonun belirli integraline esit oldugundan, taban 
uzunlugu 6 ve yiiksekligi y = b olan bir tiggenin alam icin alan formiiltint kullanarak 
belirli integrali hemen elde edebiliriz. Alan, A = (1/2) b - b = b*/2 dir. Yine, 
Jp xdx = b?/2. buluruz. 


Ornek 4, f(x) =x’i herhangi bir [a, b],0 <a <b kapali araligi iizerinde integre ede- 
cek sekilde genellestirilebilir. 


b 0 b 
[ran [race [vas Kural 5 
a a 0 
a b 
= — fac + fa Kural 1 
0 0 
a be 


= > + 2 Ornek 4 


k-—b -— a—| 


SEKIL5.13 Yamugun alam 
A=(b'-a’)/2 dir. 


SEKIL5.14 Bir fonksiyonun bir [a, b] 
araligi tizerindeki degerlerinin bir drnegi. 
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Sonug olarak, y = f(x)’in integrali icin su kurali buluruz: 


Bu hesaplama bir yamugun alanini verir (Sekil 5.13). (1) denklemi a ve b negatif iken de 
gecerlidir. a < b < 0 iken belirli integralin degeri (b* — a*)/2 negatiftir, x-ekseninin 
altinda y = x dogrusuna kadar inen yamugun alaninin negatifidir. a< 0 ve b > 0 iken (1) 
denklemi hala gecerlidir ve belirli integral iki alan arasindaki fark: verir; [0, b] tzerinde 
grafigin altrndaki alan eksi [a, 0] altinda ve grafigin tstiindeki alan. 

Asagidaki sonuclar da Ornek 4’tekine benzer bir Riemann toplam1 hesab1 kullanarak 
gerceklenebilir (Alistirma 75 ve 76). 


b 
/ cdx = c(b — a), c herhagi bir sabit (2) 


b 3 3 
[va- -§% a<b (3) 


Bir Siirekli Fonksiyonun Ortalama Degeri, Tekrar 


Boliim 5.1 de, bir [a, b] araligi izerinde negatif olmayan stirekli bir f fonksiyonunun orta- 
lama degerini tanitmistik ve bu ortalamayi y = f(x)’in grafigi altindaki alanin b — a ile 
boliimii olarak tanimlamistik. Integral notasyonu ile bunu 


b 
ol 
Ortalama = ae | f(x) dx 


olarak yazariz. Bu formilii, herhangi pozitif, negatif veya ikiside olan stirekli (veya 
integrallenebilir) bir fonksiyonun ortalama degerinin tanimini kesin olarak vermek igin 
kullanabiliriz. 

Sirasiyla, asagidaki fikir yiirtitmeyi kullanabiliriz. n tane sayinin ortalamasinin 
sayilarin toplaminin 7 ile béliinmesi oldugunu sdyleyen aritmetik fikriyle baslayacagiz. 
Bir [a, 5] araliginda siirekli bir f fonksiyonunun sonsuz tane degeri olabilir, fakat bunlan 
sirali bir sekilde Grnekleyebiliriz. [a, b]’yi genislikleri esit ve Ax = (b — a)/n olan n alt 
araliga béler ve f’yi her alt araliktaki bir c, noktasinda hesaplariz (Sekil 5.14). Orneklenen 
n degerin ortalamasi 


fle) + flea) +-°*+ flan) 1% 
7] =a 2, Ser) 


Ax x b-a 1 Ax 
7 a7 > flex) Ax =——— , dolayisiyla ade ee 
1 


] n 
7 boa Palen Ax 
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SEKIL5.15 f(x) = 
[-2, 2] tizerindeki ortalama degeri 


a/2 dir (Ornek 5). 


Limitleri integral Olarak ifade Etmek 


1-8  alistirmalarindaki limitleri belirli integral olarak yazin 


n 
: 2 
im cx Axx, P 
jim, 2 iP BX 


1. 


i 


aon 


Ue 


ALISTIRMALAR 5.3 


im S202 Ax,, P 
>0 f= 


V4 — x*nin 


Ortalama, f’nin [a, 5] tizerindeki bir Riemann toplamini (b — a) ile bélmekle elde 
edilir. Orneklerin boyutunu arttirir ve béliintistin normunun sifira gitmesine izin verirsek, 
ortalama (1/(b — a)) iP f(x) dx ’e yaklasir. Her iki bakis agisi bizi asaZidaki tanima 
goturur. 


TANIM _ Bir Fonksiyonun Ortalama Degeri 
f, [a, 6] araliginda integre edilebilirse, [a, b] tizerindeki ortalama degeri 


ort (f) = i 


ile verilir. 


ORNEK5 Bir Ortalama Deger Bulmak 

f(x) = V4 — x? ’nin [-2, 2] tizerindeki ortalama degerini bulun. 

Coziim =f(x) = V4 — x?’yi grafizi, merkezi orijinde ve 2 yarigaph tist yar1 ember olan 
bir fonksiyon olarak tantyoruz (Sekil 5.15). 


—2 den 2’ye kadar yar1 cember ile x-ekseni arasindaki alan 


Maa = Sige? = 5 - (2? = 29 


1 
2 


geometri formiiliinti kullanarak hesaplanabilir. f negatif olmayan bir fonksiyon oldugun- 
dan, alan ayni zamanda —2 den 2’ye /f’nin integralidir; 


2 
7 V4 — x2 dx = 2 
2 
Bu nedenle, f’nin ortalama degeri 


og) = sts f V4 — x? dx = (2 m=". | 


—1, 0]’1n bir béliiniisii. 


ce — 3cx) Axx, P [—7, 5]’in bir béliiniisii. 


1 sai. Aah cae et 
5. ae > ee Ax,, P [2, 3] tin bir béliiniisii. 


6. lim Ss V4 — c2 Ax,, P [0, 1]’in bir boliiniisii. 


(0, 2] nin bir béliiniisii. pio 
Ts Jim | Ske cx) Axx, P [—7/4, 0]’1n bir boliiniisi. 
0 f= 
8. Jim | Si cr) Axx, P [0, 7/4] iin bir béliiniisii. 
0 f= 


@ Ax, P[1, 4)'tn bir boliiniisi. 


Ozellikleri ve Bilinen Degerleri Kullanarak Baska integralleri 
Bulmak 


9. f ve g’nin integrallenebilir olduklarini ve 


2 5 5 
[re dx = -4, [ f(x) dx = 6, | g(x) dx = 8 


oldugunu varsayin. Tablo 5.3’teki kurallar1 kullanarak asagidaki- 
leri bulun. 


2 1 
a. i g(x) dx b. / g(x) dx 
2 5 
2 5 
c. / 3 f(x) dx d. i f(x) dx 


5 5 
e. [ie — g(x)] dx f. fi [4f(x) — g(x)] dx 
10. f ve A’nin stirekli olduklarini ve 


9 9 9 
/ f(x) dx = -1, | f(x) dx = 5, | h(x) dx = 4. 
1 7 7 


oldugunu varsayin. Tablo 5.3’teki kurallar1 kullanarak asagidaki- 
leri bulun. 


9 
a. i —2f(x) dx 
1 


9 1 
c. / [2f(x) — 3h(x)] dx d. [ime 
7 


7 
e. [wa f. ii [A(x) — f(x)] dx 


11. J; : f(x) dx = 5 oldugunu varsayarak asagidakileri bulun. 


2 2 
a. / flu) du b. / V3 f(z) dz 
1 1 


1 2 
c. [roe a [ron 


12. i g(t) dt = V2 oldugunu varsayarak asagidakileri bulun. 


3 0 
| g(t) dt b. [stoau 
3 


0 
0 Oats 
c. [-g2(x)] dx d st) 
-3 


a Dees 


13. f’nin integrallenebilir oldugunu ve A f(z) dz = 3 ve 


9 
b. i [f(x) + h(x)] dx 
7 


dr 


ih f(z) dz = 7 oldugunu varsayarak asagidakileri bulun. 


4 3 
a. i f(z) dz b. i f(t) dt 
3 4 


14. /’nin integrallenebilir oldugunu ve Fie h(r) dr = Ove 
fe A(r) dr = 6 oldugunu varsayarak asagidakileri bulun. 


3 l 
a. i h(r) dr b. =) h(u) du 
1 3 


integralleri Hesaplamak icin Alan Kullanmak 


15-22 alistirmalarinda integrandlari ¢izin ve integralleri hesaplamak 
igin alanlari kullanin. 
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a 3/2 
15. / (5 + 3} dx 16. (—2x + 4) dx 
=) 


1/2 
3 0 
7. f Vo= 3 a 1. [Vig = a 
=3 —4 
1 
1. f ix dx 
—2 


1 
20. / (1 — |x|) dx 
-1 
1 
un. [2- |x|) dx 
-1 


22. fo + V1 = x") de 


23-26 alistirmalarinda integralleri hesaplamak icin alanlari kullanin. 


b 
23, [Sax b>0 
oe 


b 
25. [ asa, 0<a<b 


b 
24. Fi 4x dx, b>0O 

0 

b 
26. [3rd 0<a<b 
Hesaplamalar 


27-38. denklem (1) ve (3)’tin sonuglarim kullanarak, 27-38 
alistirmalarindaki integralleri hesaplayin. 


V2 2.5 Qn 
27. | x dx 28. | x dx 29. i 6 dé 
1 0.5 7 


39-50 alistirmalarindaki integralleri hesaplamak icin Tablo 5.3 ’teki 
kurallari ve (1)-(3) Denklemlerini kullanin. 


1 —2 
39. | Tdx 40. | V2 dx 
3 0 
2 5 
a1. ff sea 2. | x ox 
0 3 8 
2 V2 
43. [ (2t — 3) dt a. [ (t — V2) at 
0 0 
1 0 
45. | (1 +2) dz 46. | (2z —3)dz 
2 3 
2) 1 
47. / 3u2 du 48. / 24u> du 
1 1/2 
2 0 
49, | (3x7 +x — 5) dx 50. | (3x27 +x —-5)dx 
0 i 


Alan Bulmak 


51-54 alistirmalarinda, [0, 5] araliginda verilen egri ile x-ekseni ara- 
sinda kalan bélgenin alani bulmak icin bir belirli integral kullanin. 
2 


51. y = 3x? 52. y = 1x 
53. y = 2x 54. y= 5+ 1 
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Ortalama Deger 


55-62 alistirmalarinda, verilen aralikta fonksiyonun grafigini gizin ve 
ortalama degerini bulun. 


55. f(x)=x?-1, — [0, V3] 

56. f(x) = =. [0, 3] 57. f(x) = —3x7 - 1, [0,1] 
58. f(x) = 3x7 — 3, [0,1] 

59. f(t) = (t— 1), [0,3] 

60. fi) =t? —t, [-2,1] 

61. g(x) = |x| — 1, a.[-1,1], b.[I, 3], e. [-1, 3] 

62. h(x) = —|x|, a.[-1, 0], b. [0, 1], e.[-1, 1] 

Teori ve Ornekler 

63. Hangi a ve b degerleri 


64. 


65. 


66. 


67. 
68. 


69. 


70. 


b 
i (x — x?) dx' 


integralini maksimize eder? (Ipucu: Integrand nerede pozitiftir?) 


Hangi a ve b degerleri 


b 
J (x* — 2x?) dx 


integralini minimize eder? 
Max-Min Esitsizligini kullanarak 


*. “fh 
dx 
[ 14+ x? 


integralinin degerinin alt ve tist sinirlarm1 bulun. 
(Alistirma 65’in devami1) Max-Min Esitsizligini kullanarak 


05 4 aa 
| zdx ve | 3 ax 
o lt+x osl +x 


integrallerinin degerlerinin alt ve tist sinirlarim bulun. Bunlari 


toplayarak 
1 
| : 7 ax 
o Lox 


integralinin degerini bulun. 


I 0 sin(x?) dx’in degerinin 2 olamayacagim gésterin. 


if : Vx + 8 dx’in degerinin 2V/2 © 2.8 ile 3 arasinda oldugunu 
gosterin. 

Negatif olmayan fonksiyonlarin integralleri. f integre edile- 
bilirse, Max-Min Esitsizligini kullanarak 


b 
[a, b]’'de f(x) = 0 => / f(x) dx = 0. 


oldugunu gésterin. 

Pozitif olmayan fonksiyonlarin integralleri. f integre edilebilirse, 
b 

=> f(x) dx = 0 


a 


[a, b]’de f(x) = 0 


oldugunu gésterin. 


71. 


72. 


73. 


74. 


75. 


76. 


77. 


x = 0 icin gecerli olan sin x = x esitsizligini kullanarak, 


ie ‘ ee eee 
Ji o sinx dx in degeri icin bir tist sinir bulun. 


sec x = 1 + (x?/2) esitsizligi (1/2, 7/2) 'de gecerlidir. Bunu 
kullanarak, i, sec x dx ’in degeri icin bir alt simr_bulun. 


ort (f) gercekten [a, b] araliginda integre edilebilir f(x) 
fonksiyonunun tipik bir degeriyse, ort (f) sayisimin [a, 5] araligin- 
daki integralinin f’nin o araliktaki integraliyle ayni olmasi gere- 
kir. Oyle midir? Yani 


b b 
| avifyde = ffs) ax 


olur mu? Yanitinizi aciklayin. 


Integre edilebilir fonksiyonlarin bir [a, b] araliginda asagidaki 
kosullara uymasi hos olurdu: 


a. ort (f + g) = ort (f) + ort (g) 

b. ort (kf) =k ort (f) (A herhangi bir say1) 

ce. [a, b] araliginda f(x) = g(x) ise ort (f) = ort (g) 
Bu kurallar gecerli midir? Yanitinizi agiklayin. 


Denklem (2)’yi gerceklemek icin Ornek 4’teki gibi Riemann 
toplamlarimin limitlerini kullanin. 


Denklem (3)’ii gerceklemek icin Ornek 4’teki gibi Riemann 

toplamlarimin limitlerini kullanin. 

Artan fonksiyonlar igin alt ve tist toplamlar 

a. Stirekli bir f(x) fonksiyonunun grafiginin, x bir [a, b] araligi 
boyunca soldan saga dogru artarken, dizgiin olarak yiikseldi- 
ini varsayin. P [a, b]’nin Ax = (6 — a)/n uzunluklu n tane alt 
araliga béltiniisti olsun. Asagidaki sekle bakarak, f’nin bu bé- 
liintisteki alt ve tist toplamlarmin arasindaki farkin boyutlari 
[f(b) — f(a)] ile Ax olan bir R dikd6értgeninin alantyla grafik 
olarak temsil edilebilecegini gésterin. (Ipucu: U — L fark, 
QoQ), Q1Q2,..-, Qn-1QOn k6segenleri e&ri tizerinde bulunan 
dikd6értgenlerin alanlarmin toplamidir. Bu dikd6rtgenler yatay 
olarak R’ye kaydirilirsa, bir tist iste binme olmaz.) 


b. [a, 5]’nin b6liiniisiiniin alt araliklarinm uzunluklan Ax,’lerin 
esit olmak yerine degistiklerini varsayin. Axmax P’nin normu 
olmak tizere 

an | f(b) ~~ f(a)| Axmax 
ve dolayisiyla limypj—9 (U— L) = 0 oldugunu gésterin. 
y 


fib) — fla 
R 
—lax | 
>X 


O] xp =a xX Xo X,=b 


78. 


79. 


80. 


81. 


82. 


Azalan fonksiyonlar icin alt ve tist toplamlar (Alistirma 77’nin 
devamt1) 


a. Degerleri, x bir [a, b] araligi boyunca soldan saga dogru 
giderken, diizgiin olarak azalan stirekli bir f(x) fonksiyonu 
igin Alistirma 77’deki gibi bir sekil cizin. P [a, b]’nin esit 
uzunluklu alt araliklara bélintisti olsun. U — L igin Alistirma 
77(a)'da buldugunuzdakine benzer bir ifade bulun. 

b. [a, b]’nin b6liiniisiintin alt araliklarinin uzunluklarni Ax; ’lerin 
esit olmak yerine degistiklerini varsayin. Alistirma 77(b)’deki 


U-—L& |f(b) — f(a)| Axmax 


esitsizliginin dogru ve dolayisiyla limypjo(U — L) = 0. 


oldugunu gésterin. 


x=0’dan x = 77/2’ye kadar y = sin x efrisinin altinda kalan alan 


sinh + sin2h + sin3h +---+ sinmh 
cos (h/2) — cos ((m + (1/2))A) 
2 sin (h/2) 


formiiliinti kullanarak iki adimda bulun: 


a. [0, 7/2] araligimi esit uzunluklu n alt araliga béliin ve bunlara 
karsilik gelen U iist toplamim bulun. 


b. n— 00 ve Av = (b—a)/n > 0 iken U’nun limitini bulun. 
f, sa&daki sekildeki gibi, [a, b] tizerinde siirekli ve negatif ol- 
mayan bir fonksiyon olsun. 
X15 X25 ++ 5X1) Xho e+ + 9 Xn-1 
noktalarin. gésterildigi gibi ekleyerek [a,b]  araligini, 


Ax, = x, — a, Axy = x2 — x,..., Ax, = b — Xq—1, uzunluklari 
esit olmasi gerekmeyen v alt araliga béliin. 


a. m,=min { f(x): x k. alt aralikta} ise 
L = m, Ax, + m Ax. +++: + my, AXy 


alt toplami ile seklin birinci béliimiindeki renkli bélge arasin- 
daki baglantiy1 aciklayin. 


b. M,= max {f(x): x k. alt aralikta} ise 
U = M, Ax, + Mz Ax. +--+: + M, Axy 


lst toplami ile seklin ikinci béliimtindeki renkli bélge arasin- 
daki baglantiy1 aciklayin. 
ce. U — L ile seklin tictincti boliimiinde, egri boyunca renkli bél- 
geler arasindaki baglantry1 agiklayin. 
Verilen her € > 0 igin, x1,x2 € [a, b] ve |x) — x2| < 6 iken 
| f(x1) — f(x2)| <e€ olacak sekilde bir 6 > 0 bulunabilirse f 
fonksiyonu [a, b] iizerinde diizgiin stireklidir denir. [a, 5] tize- 
rinde stirekli olan bir fonksiyonun diizgiin stirekli oldugu gésteri- 
lebilir. Bunu ve sagdaki sekli kullanarak, f stirekli ise ve e€ > 0 
verilmisse, Ax,’larin en biiyiigiinti yeterince kiictik yaparak 
U-— Ls e:-(b— a) yapilabilecegini gésterin. 
150 millik bir yolculukta ortalama 30 mil/sa hiz yapar ve ayn 150 
mili ortalama 50 mil/sa hizla geri dénerseniz, yolculuktaki orta- 
lama hiziniz ne olur? Yanitinizi agiklayin. (Kaynak: David H. 
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y 
A 
y = flr) 
: : - > X 
Ol a x % Xe-1 %k X,-1 6 
y 
A» 
>Xx 
Ol a Xp Xeyy b 
by 
A 
>X 
Ol a Xp Xpyy b 
A 
€ 
ME 


| b-a | 


Pleacher, The Mathematics Teacher, Vol. 85. No.6, sayfa. 
445-446, Eylil 1992.) 


BILGISAYAR ARASTIRMALARI 


Riemann Toplamlarini Bulmak 
BCS’niz Riemann toplamlartyla iliskili dikd6drtgenleri ¢izebiliyorsa, 
83-88 alistirmalarindaki integrallere yakinsayan Riemann toplam- 


lartyla iliskili dikdértgenleri ¢izin. Her durumda esit uzunluklu n = 4, 
10, 20 ve 50 alt aralik kullanin. 


1 1 1 4 
w. [-xde=5 a. [or+ nar= 5 
0 2 0 3 
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cosx dx = 0 


TT 


bulun. 


is al4 c. Fonksiyonun, (b) de elde edilen degerlerinin ortalama degerini 
85. 86 sec’ x dx = | 
0 


1 

87. : |x| dx = 1 
-1 
2 


d. n= 1000 bdliiniisii ile (c) de hesapladiginiz ortalama degeri kulla- 
narak f(x) (ortalama deger) esitliginden x’i géziin. 


88. / lax (integralin degeri yaklasik 0.693’tiir.) 89. f(x) = sinx, [0, 7] 
1 


Ortalama Deger 


89-92 alistirmalarinda asagidaki adimlari gerceklestirmek icin bir 


BCS kullanin. 


a. Fonksiyonlar verilen aralikta gizin. 


90. f(x) = sin? x, [0, 7] 
91. f(x) = xsin, iz. | 
92. f(x) = x sin? > Iz, | 


b. Araligi, esit uzunluklu 100, 200 ve 1000 alt araliga béliin ve 
fonksiyonu her bir alt araligin orta noktasinda hesaplayin. 


Analizin Temel Teoremi 


TARIHSEL BiyoGRaAFi 


Sir Isaac Newton 
(1642-1727) 


y 
A 
y =f) 
| 
7 | 
| 
I fic), ortalama 
| yiikseklik 
I 
1 
0) a c b = 
<——— h — q —— 


SEKIL5.16 Ortalama Deger Teoremin- 
deki f(c) degeri, bir bakima, f’nin [a, 
b] tizerindeki ortalama yiiksekligidir. 
f =O iken, dikd6értgenin alani a’dan 
b’ye kadar f’nin grafigi altindaki 
alandir, 


b 
f(c)(b — a) = | f(x) dx 


Bu bdéliimde integral hesabin ana teoremi olan Analizinin Temel Teoremini tanitiyoruz. 
Teorem, integrasyon ile tiirev almay1 birbirine baglar ve bu baglanti, integralleri1 Boliim 
5.3’te yaptigimiz gibi Riemann toplamlarinin limitlerini alarak hesaplamak yerine inte- 
grand fonksiyonun bir ters tiirevini kullanarak hesaplamamizi saglar. Leibniz ve Newton 
bu baglantty1 kesfettiler ve sonraki 200 yil icin bilimsel devrimi atesleyen matematiksel 
gelismeyi baslattilar. 

Yolumuz boyunca, integral hesabin Gnemli bir baska teoremi olan ve Temel Teoremi is- 
pat etmek igin kullanilan Ortalama Deger Teoreminin integral versiyonunu tanitryoruz. 


Belirli integraller icin Ortalama Deger Teoremi 


Onceki béliimde, bir [a, b] kapali araligi tizerinde siirekli olan bir fonksiyonun ortalama 
degerini, i f(x) dx belirli integralinin araligin b — a uzunlugu veya genisligi ile béliimti 
olarak tanimlamistik. Belirli integraller igin Ortalama Deger Teoremi, bu ortalama degerin 
daima f fonksiyonu tarafindan aralik iginde en az bir defa aldigini ileri stirer. 

Sekil 5.16’daki grafik, [a,b] araligi tizerinde tanimli pozitif stirekli bir y = f(x) 
fonksiyonunu géstermektedir. Geometrik olarak, Ortalama Deger Teoremi sunu séyler; 
[a, b] araligi iginde, yiiksekligi fonksiyonun /f(c) ortalama degerine ve taban genisligi 
b — a’ya esit olan dikdértgenin alani tam olarak a’dan b’ye kadar f’nin grafigi altindaki 
bélgenin alanina esit olacak sekilde bir c sayisi vardir. 


TEOREM3 _Belirli integraller icin Ortalama Deger Teoremi 
f, [a 6] araliginda stirekli ise [a, b] igindeki bir c noktasinda 


1 b 
fle) = i= || f(x) dx 


olur. 


t y = fx) 
IF oo 
1 Ortalama degeri 
2, 2 dir 
—}—_- ! >Xx 
0 1 2 


SEKIL5.17  Siirekli olmayan bir fonksiyon 


ortalama degerini almak zorunda degildir. 


Bg 
A 


y=4-x 


| 0 [rr 


SEKIL5.18 Tabami [0, 3] ve yiiksekligi 5/2 
(f(x) = 4 — x fonksiyonunun ortalama 
degeri) olan bir dikdértgenin alan: 0’dan 
3’e kadar f’nin grafigi ile x-ekseni 
arasindaki alana esittir (Ornek 1). 
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ispat ~Max-Min Esitsizliginin (Tablo 5.3, Kural 6) iki tarafini da (b — a) ile bélersek, 


min 


b 
i f(x) dx = max f 


elde ederiz. f siirekli oldugundan, Siirekli Fonksiyonlar icin Ara DeSer Teoremi (Boliim 
2.6) f’nin min f ile max f arasindaki her degeri almasi gerektigini soyler. Dolayistyla, 
fonksiyon [a, b] araligindaki bir c noktasinda (1/(b — a)) fF f(x) dx degerini almak 
zorundadir. 

Burada /f’nin stirekliligi 6nemlidir. Stireksiz bir fonksiyon ortalama degerine higbir 
zaman esit olmayabilir (Sekil 5.17). 


ORNEK 1 


f(x) = 4 — x fonksiyonunun [0, 3] araligindaki ortalama degerini ve f’nin bu degeri 
araliktaki hangi noktada aldigini bulun. 


integraller icin Ortalama Deger Teoremini Uygulamak 


| 
Ww 
| JR 
oO 
a 
& 
tad 
— 
= 
| 
aN 
— 
te 
as 
> 
| 
“— 
oad 
> 
Sa 


Béltim 5.3, Denk. (1) ve (2) 


f(x) = 4 — x fonksiyonunun [0, 3] araligindaki ortalama deeri 5/2 dir. Fonksiyon bu 
degeri 4 — x =5/2 veya x = 3/2 iken alir. (Sekil 5.18) a 


Ornek 1’de f(x)’i hesaplanan ortalama degere esitleyip x’i gdzmekle gercekten f’nin 
ortalama degerini aldigi bir c noktas1 bulduk. Her zaman c degerini bulmak kolay olmaya- 


bilir. Integraller icin Ortalama Deer Teoreminden baska neler dgrenebiliriz? Bir 6rnek 
asagidadir. 


ORNEK2 f, [a, 5] araliginda siirekli, a #b ve 


b 
/ f(x) dx = 0 


ise, [a, b] araliginda en az bir kere f(x) = 0 olacagin1 gésterin. 
Coziim = = [a, b] araliginda f’nin ortalama degeri 


i__f” 1 
ort (/) = il f(x) dx = 7 


olur. Teorem 2 dolayisiyla, f bu degeri [a, b]’deki bir c noktasinda alir. rT] 
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y alan = F(x) 


>t 


SEKIL5.19 Denklem (1) tarafindan tanim- 
lanan F(x) fonksiyonu, f negatif olmayan 
bir fonksiyon ve x > a oldugunda a’dan x’e 
kadar f nin grafigi altrndaki alan. verir. 


>t 
x x+h b 


SEKIL5.20 Denklem (1) de F(x) x’in 
solundaki alandir. Ayrica, F(x + h) 

x + A’nin solundaki alandir. Bu durumda 
[F(x + h) — F(x)]/h fark denklemi 
yaklasik olarak burada gésterilen 
dikd6rtgenin yiiksekligi f(x)’e esittir. 


Temel Teorem, Kisim 1 


f(t), sonlu bir 7 araligi tizerinde integre edilebilir bir fonksiyon ise, herhangi sabit bir 
a € J sayisindan baska bir x € J sayisina kadar integrali, x’teki degeri 


F(x) = i “4(0) dt (1 


olan yeni bir F fonksiyonunu tanimlar. Ornegin f negatif olmuyorsa ve x a’nin saginda bu- 
lunuyorsa, F(x) a’dan x’e kadar grafigin altinda kalan alani verir (Sekil 5.19). x degiskeni 
bir integralin tist simiridir, fakat F reel degiskenli reel degerli baska bir fonksiyon gibidir. 
Verilen her x degerinde, iyi tanimli bir sayisal deger bulunur; buradaki durumda /f’nin 
a‘dan x’e integralidir. 

(1) denklemi yeni fonksiyonlar tantmlamanin bir yolunu verir, fakat buradaki 6nemi, 
integrallerle tiirevler arasinda kurdugu iliskidir. f herhangi bir stirekli fonksiyonsa, Temel 
Teorem gunu ileri stirer; F’ x’in tiirevlenebilir bir fonksiyonudur ve tiirevi f’nin kendisidir. 
Her x degerinde, 


d ai” 
SF) = = 7 f() dt = flx) 


olur. Bu sonucun neden saglandigini anlamak igin arkasindaki geometriye bakalim. 
[a, b] araligi iizerinde f = 0 ise F’(x)’in tiirevin tanimindan hesaplanmasi, h > 0 
iken 


F(x + h) — F(x) 
h 


fark oraninin limitini almak demektir. / > 0 igin pay, iki alanin farkidir. Dolayisiyla, x’ten 
x + h’ye kadar f’nin grafigi altmndaki alandir (Sekil 5.20). Yani, 


F(x + h) — F(x) & hf(x) 
dir. Bu yaklasimin her iki tarafini / ile b6lmek ve h > 0 iken 


F(x + " =e) f(x) 


£G)= je, 


olmasini beklemek mantiklidir. Bu sonug, f fonksiyonu pozitif olmasa bile gecerlidir ve 
Analizin Temel Teoreminin birinci kismini olusturur. 


TEOREM4 _— Analizin Temel Teoremi, Kisim 1 
f fonksiyonu [a, b] iizerinde siirekli ise, F(x) = f . f(t) dt fonksiyonu 
[a, b] tizerinde stireklidir ve (a, b)’de tirevlenebilirdir ve ttirevi f(x)‘dir; 


P(x) = £ | "#0 dt = fla). (2 
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Teorem 4’ii ispat etmeden Once ne séyledigini daha iyi anlamak icin birka¢ 6rnege 
bakalim. 


ORNEK3 Teme Teoremi Uygulamak 


Asagidakileri bulmak icin Temel Teoremi Kullanin 


d x 
(a) al cos t dt 


d [* 1 
b) — 
ie ee 
d 5 
(c) it y= f sesineat 


2 


ay 

d 

Yt i "abana 

ae = cos t at 
@ a f y= if 


Coziim 


(a) < | cos t dt = cosx f(t) = cos t ile Denklem (2) 
d x 


: a io 
(b) al 1+/7 dt i +32 70). = iez ile Denklem (2) 


(c) Bédltim 5.3, Tablo 5.3’teki integraller igin Kural 1, Temel Teorem i¢in bunu diizenler. 


at. @ f.. d cs 
z-f 3¢sintdt = 7 a : 3t sin t dt Kural 1 


d[*,.. 
-£f 3t sin t dt 


= —3x sinx 


(d) integrasyonun iist sini x degil, x° dir. Bu y’yi 
g vy 


u 
y= f cos t dt ve =< 
1 


~— 


fonksiyonlarinin bileskesi yapar. Bu nedenle dy/dx’i bulmak igin Zincir Kuralin 
uygulamamiz gerekir. 


dy _ @ | du 
dx du ax 
7 d u du 
= (4/ cos dt) ee 
= cosu: di 
“dk 


= cos(x*) + 2x 


2x cos x” | 
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ORNEK4 — Verilen Tiirev ve Deger ile bir Fonksiyon Kurmak 


(—2/2, 7/2) tanim kiimesinde tiirevi 


dx 


= tanx 
olan ve f(3) =5 kosulunu saglayan bir y = f(x) fonksiyonu bulun. 


Ciziim Temel Teorem, tiirevi tan x ve x = 3’teki degeri 0 olan bir fonksiyon kurmay1 ko- 


laylikla yapar: 
y= | tan t dt 
3 
3 


y(3) = / tantdt =0  oldugundan, x = 3’teki degeri 5 olan bir fonksiyon kurmak igin 
3 


bu fonksiyona sadece 5 eklememiz gerekir: 


fa) = [tanta + 5 | 
3 


Ornek 4’teki problemin ¢6ziimii istenen iki kosulu sa3lamasina raSmen, kullanishi bir 
formda olup olmadigini sorabilirsiniz. Bu giin integrallere yakinsamada yetenekli bilgisa- 
yar ve hesap makinelerimiz bulundugundan cevap evet’tir. Béliim 7’de Ornek 4’teki 
céziimii tam olarak 


cos 3 
COS x 


y=lIn +5 


seklinde yazmasini 6grenecegiz. 
Simdi, herhangi bir stirekli fonksiyon igin Temel Teoremin bir ispatini verelim. 


Teorem 4’iin ispati Temel Teoremi, x ve x + A noktalan (a, b)’de iken tirev tanimini 
dogrudan F(x) fonksiyonuna uygulayarak ispat edecegiz. Bu 
F(x + h) — F(x) 
h 


(3) 


farklar oranin1 yazmak ve (a, b)’deki her x igin h > 0 iken limitinin f(x) sayisi1 oldugunu 
gdstermek anlamuina gelir. 


Béylece 
F'(x)=lim Fe t+4)—-F@) 
h>0 h 


-x th "XxX 


= lim ; | joa-| fat Tablo 5.3, Kural 5 


h>0 
Jd 


=lim L | fat 


hooh 
Ja 
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Belirli Integraller [cin Ortalama Deger Teoremine gore, (4) denkleminin son ifadesin- 
deki deger, x ve x + A arasindaki aralikta f’nin aldigi degerlerden biridir. Yani, bu 
araliktaki bir c sayis1 igin 


1 xth 


h : f(t) dt = f(c) (4) 


olur. Dolayisiyla, h > 0 iken x + fA degeri x’e gider ve c’yi de x’e yaklasmaya zorlar 
(gtinkti c, x ile x + A arasinda sikistirnImistir). f fonksiyonu x’te stirekli oldugundan f(c) 
de f(x)’e yaklasir: 


jim flo) = f@) (5) 
Sonug olarak 
-x +h 
F'q@)=lim |] faa 
h>0 h 
= lim f(c) Denklem (4) 
h>0 
= f(x) Denklem (5) 


buluruz. x = a veya b ise (3) denkleminin limiti sirasiyla h > 0° veya h > 07 ile tek tarafli 
bir limit olarak yorumlanir. Bu durumda Béliim 3.1 deki Teorem 1, F’’nin [a, b]’deki her 
nokta igin stirekli oldugunu gésterir. Boylece ispat tamamlantr. a 


Temel Teorem, Kisim 2 (Hesaplama Teoremi) 


Simdi Analizin Temel Teoreminin ikinci kismina geldik. Bu kisim, Riemann toplamlarmin 
limitlerini hesaplamadan belirli integrallerin nasil bulunacagini agiklamaktadir. Bir ters 
tirev bulur ve integralin tist ve alt sinirlarinda hesaplariz. 


TEOREM4(Devam) _—Analizin Temel Teoremi, Kisim 2 


f fonksiyonu [a, 6] araliginin her noktasinda siirekli ve F’de f’nin [a, }] 
araligindaki herhangi bir ters tiirevi ise 


b 
f(x) dx = F(b) — F(a) 


a 


olur. 


ispat_ Temel Teoremin 1. Kismi, f’nin 


G(x) = | “4(t) dt 


gibi bir ters tiirevinin var oldugunu sdyler. Dolayisiyla F f’nin herhangi bir ters tiirevi ise 
bir C sabiti ve a < x < b icin F(x) = G(x) + Cir ( Boéliim 4.2, Tiirevler igin Ortalama 
Deger Teoremi, Sonug 2 ). F ve G’nin her ikisi [a, b]’de stirekli olduklarindan, tek tarafli 
limitler alarak (x > a* vex > b) x =a vex =b iken de F(x) = G(x) + C’nin saglandigi- 
ni goruruz. 
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F(b) — F(a)’y1 hesaplamakla, 


F(b) = Fla) = [G(b) + C] = [G(@) + C] 
G(b) — Ga) 


II 
>—~ 
es 
— 
=> 
2 
| 

a 
a 
ae 
— 
= 
= 


I 
= 
oa 
= 
| 
So 


buluruz. 
Teorem sunu sdéyler: f’nin [a, b] tizerindeki belirli integralini hesaplamak icin biitiin 
yapmamiz gereken: 


1. f’nin bir F ters tiirevini bulun ve 
2. i f(x) dx = F(b) — F(a) sayisini hesaplayin. 


F(b) — F(a) igin alisilmis notasyon, F’nin birden fazla teriminin olup olmamasina bagli 
olarak 


b b 


F(x) | veya [L® (x) | 


a a 


dir. 


ORNEK5 —_Integralleri Hesaplamak 


@ | cos rd = sins] = sina — sn0=0-0=0 
0 0 


0 


= sec 0 se ( t) =| V2 


0 
(b) / sec x tan x dx = sec x 
—1/4 


—7/4 


ae 4 4|* 
Se ol a 
4 4 
= la 4b 4] = a a | 
=[8 +1] - [5] =4. : 


Ornek 5’teki islem, bir Riemann toplaminin hesaplanmasindan cok daha kolaydir. 
Temel Teoremin sonuglari, bize birka¢ sey sdylerler. Denklem (2) 


a {* _ dF _ 
al fo) dt = 7 = fx) 


olarak yazilabilir. Bu bize, f’nin 6nce integralini alrp sonra sonucun tiirevini alirsak tekrar 
f fonksiyonunu bulacag1mizi séyler. Benzer sekilde 


x dF x 
fi a = | f(t) dt = F(x) — F(a) 


denklemi, F’ fonksiyonunu 6nce tiiretip sonra sonucun integralini alirsak tekrar F fonksi- 
yonunu bulacagimizi sdyler (bir intagrasyon sabiti ile). Bir anlamda, integrasyon ve tiirev 


>< 


y=6-x-x 


| 
3 2 -1 0 1 2 


SEKIL5.21 Bu parabolik yayin 
alan. bir belirli integral ile 
hesaplamir (Ornek 6) 


SEKIL5.22 O=<x S27 iginy = sinx 
ve x-ekseni arasindaki toplam alan, iki 
integralin mutlak degerleri toplamidir 
(Ornek 7). 
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islemleri birbirinin “tersi”dir. Temel Teorem ayrica sunu da s6yler; her stirekli f fonksi- 
yonunun bir F’ ters ttirevi vardir. Ayrica, dy/dx = f(x) diferansiyel denkleminin her sii- 
rekli f fonksiyonu icin bir (vy = F(x) ile verilen ) géziimii vardir. 


Toplam Alan 


Riemann toplamlan, f(c;,) pozitif iken bir dikdértgenin alanini veren f(c;) A; gibi terimler 
icerirler. f(c;,) negatif oldugunda f(c;,) A; garpimi dikd6rtgenin alanimin negatifidir. 
Negatif bir fonksiyon icin béyle terimleri toplarsak egri ile x-ekseni arasindaki alanin 
negatifini elde ederiz. Sonra, mutlak deger alirsak gercek pozitif alani buluruz. 


ORNEK 6 __Ters Tiirevleri Kullanarak Alan Bulmak 


x-ekseni ve y = 6 —x—x’ parabolii ile sinirli bélgenin alanini bulun. 


Coziim 


y=0=6-x-x*=(3 + x)(2 —-x), 


yazarak egrinin x-eksenini nerede kestigini buluruz; 
x=-3 veya x=2 


Egri Sekil 5.21’de ¢izilmistir ve [—3, 2] tizerinde negatif olmaz. 


Alan 
2 2 372 
= os a? - x xX 
Kc x — x*) dx C 5) 3 ie 


7 8 9 97) ans 
(1 2 5) (-18 3 +21) 202 


dir. Sekil 5.21’deki egri bir parabol yayidir ve béyle bir yayin altindaki alanin, tabani kere 
yiiksekliginin tam olarak ticte ikisi oldugunu not etmek ilgingtir: 


Boa 25... 125 5 
315)(28) = ze = 203 7 


Bir y = f(x) fonksiyonu ve x-ekseni ile sinirli bélgenin alanini hesaplamak, fonksiyon 
hem pozitif ve hem de negatif degerler alryorsa daha cok dikkat gerektirir. [a, b] araligint, 
fonksiyonun tizerinde isaret degistirmeyecegi alt araliklara b6lmekte dikkatli olmaliyiz. 
Aksi halde pozitif ve negatif isaretli alanlar arasinda kisalmalar meydana gelebilir ve bu 
yanlis bir toplam alana neden olabilir. Dogru toplam alan, f(x)’in isaret degistirmedigi her 
bir alt aralik tizerindeki belirli integrallerin mutlak degerleri toplami ile elde edilir. “Alan” 
terimi toplam alan anlaminda alinacaktir. 


ORNEK7 —Alanlari Kisaltmak 


Sekil 5.22, f(x) = sin x fonkstyonunun x = 0 ve x = 27 arasindaki grafigini gdstermekte- 
dir. Asagidakileri hesaplayin. 


(a) f(x)’in [0, 27] tizerindeki belirli integrali. 


(b) [0, 277] tizerinde f(x)’in grafigi ve x-ekseni arasindaki alan. 
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SEKIL5.23 y = x3 — x* — 2x eprisi ve 
x-ekseni arasindaki bélge (Ornek 8). 


Coziim = f(x) = sin x igin belirli integral 


2a 27 
[ sinx dx = —cosx = —[cos27 — cosO0O] = —-[1 —- 1] =0 
0 0 


ile verilir. Belirli integral sifira esittir ciinkii grafigin x-ekseninin tizerindeki ve altindaki 
bélimleri birbirini gétiiren katkilar yaparlar. 

[0, 277] tizerinde f(x)’in grafigi ile x-ekseni arsindaki alan, sin x’in tanim kiimesini iki 
pargaya ayirarak hesaplanir: negatif deger almadig1 [0, 7] araligi ve pozitif deger almadigi 
[a, 277] araligi. 


[since = -c0ss| = —[cos am — cos0] = —[-1 — 1] = 2 
0 0 


2a 27 
| sinx dx = -cos.| = —[cos2a7 — cosa] = —[1 — (—1)] = —2 


T 


ikinci integral negatif bir deZer verir. Grafik ile x-ekseni arasindaki alan mutlak degerlerin 
toplami ile bulunur 


Alan =|2|+ |-2|=4 = 


Ozet: 

[a, b] tizerinde y = f(x)’in grafigi ile x-ekseni arasindaki alan bulmak icin 
asagidakileri yapin: 

1. [a, b] araligini f’nin sifirlarindan boliin. 

2. Her bir alt aralikta f’yi integre edin. 


3. Integrallerin mutlak degerlerini toplayin. 


ORNEK8  Ters Tiirevleri Kullanarak Alan Bulmak 


x-ekseni ile f(x) = 2° —x° — 2x, -1 <x < 2 eBrisi arasinda kalan bélgenin alanimi bulun. 


Céziim Once f’nin sifirlarin bulun. 


fsx =" =82 S20 =2 =F) 2 F DEH?) 


oldugu icin, sifirlar x = 0, —1 ve 2’dir (Sekil 5.23). Sifirlar [-1, 2] araligini iki alt araliga 
bédler: f = 0 olan [-1, 0] ve f = 0 olan [0, 2] alt araliklari. f fonksiyonunu her alt aralikta 
integre eder ve hesaplanan degerlerin mutlak degerlerini toplariz. 


Sinirlanan toplam alan, hesaplanan integrallerin mutlak degerlerini toplamakla elde edilir, 
8} _ 37 
12 


Smurlanan toplam alan = 


ALISTIRMALAR 5.4 
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integralleri Hesaplamak 


1-26 alistirmalarindaki integralleri hesaplayin. 


0 4 a 
1. [ox syd 2. [(s- 5) a 
=) 3 
4 3 2 
x. [(ax-%) a [G8 — a+ 3) ak 
0 —2 
1 =} 
| (7 + Vx) dx ea dx 
0 


32 ae) 
Za x 9 dx s. | ad 


Ps 


vn 
a 


T 


9. sin x dx 10. (1 + cos x) dx 
0 0 
57/6 
11. [ 2 sec? x dx 12. | esc? x dx 
0 a 
32/4 
13. [. csc 6 cot 6 dé 14. [ 4 sec u tan u du 
0 
15. [ ELLOS ai 16. [ ESOS 2 
—1/3 
1/4 
vf” (8y? + sin y) dy 18. ly (4sec" t+ ™) a 
1/2 r? 
-1 
19. (r+ 1? dr 20. [- (t + 1)(t? + 4) dt 
1 
‘ful 1 1 
21. - (4 = +) du 22; i, C — +) du 
V2 2 + Vs Le Vng, 
23. an Ss 24. 
1 s vo 
4 
25. |x| dx 26. le 7 (cos.x + |cos x|) dx 
= 0 


integrallerin Tiirevleri 
27-30 alistirmalarindaki tiirevleri bulun 
a. integrali hesaplayip, sonucun tiirevini alarak 


b. integralin dogrudan tirevini alarak bulun. 


d Ve sin x 
27. a cos t dt 28. ‘ih 30° dt 
dx Jo 


a ft 
29. ah Vu du 30. = 


31-36 alistirmalarinda dy/dx’i bulun. 


au y= f Vie eat 32 y= f tae x>0 
0 1 


0 2 
33. y -{ sin (t?) dt 34. y -{ cos Vt dt 
Vx 0 


0 
y= ft dt 
tanx 1 + f? 


sin x dt 


Alan 


37-42 alistirmalarinda, egri ile x-ekseni arasindaki toplam alanini bu- 


lun. 


37. 
38. 
39. 
40. 
41. 
42. 


y=-x?- 2x, -3 5x52 


y =3x7-3, -25x=2 
y=x—-3x7+2x, OSx=2 
y=x-4x, -25x=2 
y= xl, -l=x=8 
y=x!B — x, SLs 8 


43-46 alistirmalarindaki renkli bélgelerin alanlarini bulun. 


43. 


44. 


45. 


y=1+cosx 


>X 


y=sinx 


y = sec # tan 0 


>t 


-V2 
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Baslangic Deger Problemleri 


Asagidaki fonksiyonlardan her biri 47-50 alistirmalarindaki baslangi¢ 
deger problemlerinden birinin céztimiidiir. Hangi fonksiyon hangi 
problemin ¢éziimiidiir? Yanitlarinizi kisaca aciklayin. 


aye [Pfa-3 bya [secedt +4 

1 0 

c= fsecrat +4 a y= [pas 
=! T 


dy | = 
ako y(ar) = —3 48. y’ =secx, p(-l) =4 
49. y' =secx, (0) =4 50. y’ = - y(1) = -3 


51-54 problemlerindeki baslangi¢ deger problemlerinin ¢éziimlerini 
integral seklinde yazin. 


47. 


51. — =secx, (2) =3 


52, — = V1+x*, (1) = -2 


53. — = f(t), s(to) = so 


54, — = g(t), v(t) = vo 


Uygulamalar 


55. Paraboller icin Arsimed alan formiilii Arsimed (M.O. 287- 
212), mucit, askeri mtthendis, fizik¢i ve bati diinyasimin klasik za- 
manlarimin en bitytk matematik¢isi, bir parabolik yayin altindaki 
alanin, taban kere yiiksekligin tigte ikisi oldugunu kesfetmistir. h 
ve b’nin pozitif olduklarmi varsayarak, y = h — (4h/b7)x?, 
—b/2 = x = b/2, parabolik yayini cizin. Sonra analiz kullana- 
rak yay ile x-ekseni arasinda kalan bédlgenin alanini bulun. 

56. Marjinal gelirden gelir bulma Bir sirketin yumurta girpici 
liretimi ve satisindan maryjinal kazancinin, r bin dolar ve x bin 
birim olmak tizere 

a2 re + 1) 

ile verildigini varsayin. Sirket x = 3 bin tane yumurta ¢irpici tireti- 

minden ne kadar para beklemelidir? Bulmak igin, marjinal 

kazanci x = 0’dan x = 3’e kadar integre edin. 


57. Marjinal masraftan masraf bulma x poster basilmissa, bir 
poster daha basmanin marjinal masrafi 
de __1 
dx 2Vx 


dolardir. 2-100 tane poster basmanin masrafi c(100) — c(1)’i bu- 
lun. 


58. (Alistirma 57’nin devami) 101-400 tane poster basmanin masrafi 
c(400) — c(100)’t bulun. 


Grafikten Hareket Hakkinda Sonuc Cikarmak 


59. f?nin asagidaki grafikte gésterilen tiirevlenebilir fonksiyon oldu- 
gunu ve bir koordinat ekseninde hareket eden bir pargacigin t (sa- 
niye) anindaki konumunun 


s= [po ae 
0 


metre seklinde verildigini varsayin. Asagidaki sorulari yanitlamak 
icin grafikten yararlanin. Yanitlarmizi aciklayin. 


>X 


t= 5 aninda parcacigin hizi nedir? 

Parcacigin ivmesi ¢ = 5 aninda pozitif mi, yoksa negatif midir? 
t= 3 aninda parcacigin konumu nedir? 

ilk 9 sn iginde s en biiyiik degerini ne zaman alir? 


Yaklasik olarak ne zaman ivme sifirdir? 


mo mo SF Pp 


Parcacik ne zaman orijine dogru ilerlemekte, ne zaman orijin- 
den uzaklasmaktadir? 


g. ¢=9 aninda parcacik orijinin hangi tarafinda bulunmaktadir? 


60. g’nin asagidaki grafikte gésterilen tirevlenebilir fonksiyon 
oldugunu ve bir koordinat ekseninde hareket eden bir parcacigin ¢ 
(saniye) anindaki konumunun 


s= [eo dx 
0 


metre seklinde verildigini varsayin. Asagidaki sorular yanitlamak 
icin grafikten yararlanin. Yanitlarinizi aciklayin. 


| (7, 6.5) 
6,6 


YN Fa w 


t= 3 aninda parcacigin hizi nedir? 

ivme t= 3 aninda pozitif mi, yoksa negatif midir? 
t= 3 aninda parcacigin konumu nedir? 

Pargacik orijinden ne zaman gecer? 


Ivme ne zaman sifirdir? 


- © So FP 


Parcacik ne zaman orijinden uzaklasmakta, ne zaman orijine 
dogru ilerlemektedir? 


g. ¢=9 aninda parcacik orijinin hangi tarafinda bulunmaktadir? 


Teori ve Ornekler 
61. k pozitif bir sabitse, x-ekseni ile y = sin Ax eSrisinin bir yay1 
arasinda kalan alanin 2/k olduZunu gésterin. 


62. 


limitini bulun. 
63. [> f(t) dt = x? — 2x + 1 olsun. f(x)’i bulun. 
64. i f(t) dt = xcos ax. ise f(4)’tt bulun. 


65. 
xt+1 9 
fs) =2- f Tat 


fonksiyonunun x = 1’deki lineerizasyonunu bulun. 
66. 


g(x) = 3 + [sett 1) dt 
1 


fonksiyonunun x = 1’deki lineerizasyonunu bulun. 


67. f’nin her x degerinde pozitif bir tiirevi bulundugunu ve f(1) = 0 
oldugunu varsayin. 


ote = | * plt) dt 


fonksiyonu igin asagida sdylenenlerden hangileri dogrudur? Ya- 
nitlarinizi aciklayin. 


a. g xin tiirevlenebilir bir fonksiyonudur. 
b. g xin stirekli bir fonksiyonudur. 
c. g’nin grafiginin x = 1 ’de yatay bir tegeti vardir. 
d. g’nin x = 1 de yerel bir maksimumu vardrr. 
e. g’nin x= 1’de yerel bir minimumu vardir. 
f. g’nin grafiginin x = 1’de bir biiktim noktas1 vardir. 
g. dg/dx’in grafigi x-eksenini x = 1’de keser. 
68. f’nin her x degerinde negatif bir tiirevi bulundugunu ve f(1) =0 
oldugunu varsayin. 


A(x) = fi ” p(t) dt 


fonksiyonu icin asagida sdylenenlerden hangileri dogrudur? Yanitlari- 
nizi agiklayin. 
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h xin iki kere tiirevlenebilir bir fonksiyonudur. 
Hem / hem de dh/dx siireklidir. 

A’nin grafiginin x = 1’de yatay bir tegeti vardir. 
h’nin x = 1’de yerel bir maksimumu vardir. 


h’nin x = 1’de yerel bir minimumu vardir. 


mo Roo FP 


h’nin grafiginin x = 1’de bir biiktim noktasi vardir. 


g. dh/dx’in grafigi x-eksenini x = 1’de keser. 


69. Temel Teorem. f siirekli ise, 


limitinin, Temel teoremin birinci kisminin ispatindaki gibi, f(x)’e 
esit olmasin: bekleriz. Ornegin, f(A) = cos f ise, 


ath sin (x + A) — sin 
EL cos tdt = e ” 7 (7) 


olur. (7) denkleminin sag tarafi sintistin tiirevinin farklar oranidir 
ve h > 0 iken limitinin cos x olmasini bekleriz. 

—7 = x = 27m araliginda cos x’in grafigini ¢izin. Sonra, 
miimkiinse baska bir renkle, (7) denkleminin sag tarafini h = 2, 1, 
0.5 ve 0.1 degerleri igin x’in bir fonksiyonu olarak cizin. h > 0 
iken bu egrilerin kosiniis grafigine nasil yakinsadiklarina bakin. 


70. Alistirma 69’u f(é) = 32 igin tekrarlayin. 


xt+h x + h BP es +359 
fine : pode 
no A J, h—0 h 


nedir? —1 = x <= 1 araliginda f(x) = 3x7’nin grafigini cizin. Sonra 
((x + hk) — x)/hA oramm h = 1, 0.5, 0.2 ve 0.1 degerleri igin 
x’in bir fonksiyonu olarak cizin. h > 0 iken bu efrilerin 3x”’nin 
grafigine nasil yakinsadiklarina bakin. 


BILGISAYAR ARASTIRMALARI 


71-74 alistirmalarinda, belirlenmis f fonksiyonu ve [a, b] araligi igin 
F(x) = i. : f(t) dt olsun. Bir BCS kullanarak, asagidaki adimlari 
gerceklestirin ve sorulari yanitlayin. 

a. f ve F fonksiyonlarimi [a, b] araliginda birlikte ¢izin. 

b. F(x) =0 denklemini ¢éziin. F(x) = 0 oldugu yerlerde f ve F’nin 
grafikleri hakkinda dogru olan neler goriiyorsunuz? Temel 
Teoremin birinci kismindan gézlemledikleriniz, birinci tiirevden 
edindiginiz bilgilerle wyuguyor mu? Yanitinizi aciklayin. 


ec. Hangi araliklarda (yaklasik olarak) F fonksiyonu artmakta ve 
azalmaktadir? Bu araliklarda f hakkinda ne denebilir? 

d. f’ tirevini hesaplayin ve bunu F ile birlikte gizin. f(x) = 0 
oldugu noktalarda, F hakkinda dogru olan ne sdyleyebilirsiniz? 
Temel Teoremin birinci kismindan gézlemledikleriniz, birinci 
tiirevden edindiginiz bilgilerle uyusuyor mu? Yanitinizi aciklayin. 
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71. f(x) =x° — 4x? + 3x, [0,4] 


72. f(x) = 2x* — 17x3 + 46x? — 43x + 12, o | 
73. f(x) = sin 2x cos 3 [0, 277] 

74, f(x) = xcosmx, [0, 27] 

75-78 alistirmalarinda, belirlenmis a degerleri ile wu ve f fonksiyonlart 


icin F(x) = tie f(t) dt olsun. Bir BCS kullanarak, asagidaki adim- 
lari gerceklestirin ve sorulari yanitlayin. 


a. F’nin tanim kiimesini bulun. 
b. F’(x)’i hesaplayin ve sifirlarim belirleyin. Tanim kiimesinin hangi 
araliklarinda F artar, hangi araliklarinda azalir? 


c. F’’(x)’i hesaplayin ve sifirm belirleyin. F’nin yerel ekstremumla- 
rimt ve biikiim noktalarim tanimlayin. 


d. (a)-(c) siklarindaki bilgileri kullanarak, y = F(x) fonksiyonunun 
tanim kiimesi icginde elle grafigini gizin. Sonra F(x)’1 BCS kulla- 
narak ¢izerek, grafikleri karsilastirin. 


75.a=1, u(x) =x, f(x) = VI - x? 


76.a=0, ux) =x, f(x) = VI- 2x? 
717.a=0, ux) =1-—x, f(x) =x? — 2x -3 
78.a=0, ux) =1-—x7, f(x) =x? - 2x -3 


79-80 Alistirmalarinda f’nin stirekli oldugunu ve u(x)’in iki kere tii- 
revlenebilir oldugunu kabul edin. 

d u(x) 
79. del, 


dogrulayin. 


f(t) dt yi hesaplayin ve yanitinizi bir BCS kullanarak 


@ u(x) 


dx 2 a 
dogrulayin. 


80. f(t) dt’yi hesaplayin ve yanitiniz1 bir BCS kullanarak 


soa Belirsiz integraller ve Déniisiim Kurali 


Bir belirli integral, normu sifira giden sonlu, kapali bir araligin béltniisleri ile 
iliskilendirilen Riemann toplamlarinin limitini alarak tanimlanan bir sayidir. Analizin 
Temel Teoremi, siirekli bir fonksiyonun belirli integralinin, fonksiyonun bir ters tiirevi bu- 
lunabilirse kolayca hesaplanabilecegini sdyler. Ters tiirevleri bulmak, genelde tiirevleri 
bulmaktan daha zordur. Ancak, integralleri hesaplamak icin teknikleri 6grenmek gayrete 


degerdir. 


Boliim 4.8’den f fonksiyonunun biitiin ters tirevlerinin kiimesine f’nin x’e gére be- 
lirsiz integrali dendigini ve 


[re dx 


ile sembolize edildigini hatirlayin. Temel Teoremde ifade edilen, ters tiirevlerle belirli inte- 
gral arasindaki baginti simdi bu notasyonu aciklamaktadir. Bir f fonksiyonunun belirsiz 
integralini bulurken daima keyfi bir C sabitini igerdigini hatirlayin. 

Belirli ve belirsiz integralleri dikkatlice ayirmaliyiz. Bir J, f(x) dx belirli integrali bir 
sayi dir. Bir f f(x) dx belirsiz integrali bir fonksiyon arti keyfi bir C sabitidir. 

Simdiye kadar sadece tiirev olarak agikca tantyabildigimiz fonksiyonlarin ters tiirev- 
lerini bulabildik. Bu béliimde, ters tirevleri bulmak igin daha genel teknikler gelistirmeye 
baslayacagiz. Gelistirecegimiz ilk integrasyon teknikleri, Kuvvet Kurali ve Zincir Kurali 
gibi tiirev alma kurallarinin tersine gevrilmesiyle elde edilirler. 


integral Formunda Kuvvet Kurali 


u x’in ttirevlenebilir bir fonksiyonu ve n, —1’den farkli bir rasyonel say1 ise Zincir Kurali 


bize 
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oldugunu séyler. Bu aym denklem, baska bir bakis acistyla, vw" *!/(n + 1) fonksiyonunun 
ters tiirevlerinden birinin w"(du/dx) oldugunu s6yler. Dolayistyla, 


n du _ yer! 
[lu fac = HO +c 


olur. Bu denklemin sol tarafindaki integral genellikle daha basit olan ve dx’lere sadelestiri- 
lebilen diferansiyeller géztiyle bakilarak elde edilen 


fe du 


“diferansiyel” formunda yazilir. Boylece asagidaki kurali elde ederiz. 


u tirevlenebilir herhangi bir fonksiyonsa, 


. _ yer 
ic du = ear +C (n#-1,nrasyonel) (1) 


olur. 


B6éliim 7’de gérecegimiz gibi, (1) denklemi aslinda herhangi bir n #—1 reel kuvveti icin 
saglanir. 

(1) denklemini tiretirken, w’nun x’in tirevlenebilir bir fonksiyonu oldugunu 
varsaydik, fakat degiskenin isminin Gnemi yoktur ve son formilde gériinmez. Degiskeni 
0, t, y veya herhangi baska bir harfle gésterebilirdik. (1) denklemi, bir integrali, u 
tuirevlenebilir bir fonksiyon ve du onun diferansiyeli olmak tizere 


iG du, (n # —1) 


seklinde yazabilirsek, integrali [u" *'/(n + 1)] + C seklinde hesaplayabilecesimizi sdyler. 


ORNEK1 — Kuwet Kuralini Kullanmak 


i aaqe: = _ (du 
/ 1+ y*+2ydy [vi (4) ay pope” 


du/dy = 2y 
= per du olsun. 
pti 
-— Gja+1 ao n = 1/2.ile (1) 
deklemini kullanarak 
2 integre edin. 
= ge + C Daha basit gekil 


ae a ye + C u yerine | + y?.yazin | 
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ORNEK 2 —Integrandi bir sabit ile ayarlamak 


[ve tar = f 5-Vai Teday 


u = 4t — l,ve 
= af Ve (#1) dt du/dt = 4.olsun. 


1/4 disari alindiginda, 


ae : ul? du integral standart sekline 
4 girer. 
1 3/2 n= 1/2 ile (1) denklemini 
~4° 3/2 Cc kullanarak integre edin. 
1 
= su +C Daha basit sekil 
1 
= 6 (at = 1? +C u yerine 4t—1 yazan. a 


Degisken Déniisiimii: Zincir Kuralini Tersine istetmek 


Ornek 1 ve 2 deki déniisiimler asagidaki daha genel kuralin érnekleridir. 


TEOREM5 _—_Degisken Doniisiimii Kurali 


u = g(x) deger kiimesi bir / araligi olan tiirevlenebilir bir fonksiyon ise ve 
f, Tiizerinde siirekli ise 


[few dx = (ic du 


olur. 


ispat Kural dogrudur ciinkii, F f’nin bir ters tiireviyse, F(g(x)) de f(g(x)) ¢ g(x) in bir 
ters tiirevidir: 


© FR 6On=FCWre@) sna 
= f(g(x))-2’(). F' = f oldugu icin 


u = g(x) d6éntistimti yaparsak 


[feone dx = | Grew dx 


= F(g(x)) + C Temel Teorem 

= F(u) + C u = g(x) 

= / F "(u) du Temel Teorem 

= [re du =F a 


elde ederiz. 
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Degisken D6niisiimii Kurali, f ve g’ fonksiyonlari stirekli iken 


7 f(g (x))g' (x) dx 


integralini hesaplamak igin asagidaki yOntemini verir. 


1. 
[ro du 


integralini elde etmek iginu = g(x) ve du = g'(x) dx yazin. 
2. u’ya gore integre edin. 


3. Sonug¢ta u yerine g(x) yazin. 


ORNEK3 —_De@isken Déniisiimii Kullanmak 


=70+5,du=7 d0 
cos (70 + 5) d@ = | cosu-sdu . . , 
/ ( ) 7 (1/7) du = dé olsun. 
2 al 1/7 disari alindiginda, integral 
os cos u du standart seklini alir. 
=, de u’ya gore integre edin, 
= 7sinu + C Tablo 4.2. 


= s sin(78 + 5)+C u yerine 76 + 5 yazin. 


Turev alarak ve cos (78 + 5) fonksiyonunu elde ettigimizi kontrol ederek bu céziimii 
gercekleyebiliriz. rT] 


ORNEK4 — De@isken Déniisiimii Kullanmak 


Je sin (x3) dx = [om (x3) +x? dx 


= : 1 d u =x, du = 3x? dx, 
~ oe 3 i" (1/3) du =x? dx olsun. 
= sin u du 

3 
_1 He eet 
= 3 (—cosu) + C u’ya gore integre edin.. 


1 
_ 3 cos (x3) ae OF u yerine a yazin. | 
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ORNEK5 —Ozdeslik ve Degisken Déniisiimii Kullanmak 


1 
/ 5 dx = [ooo 2x dx = sec 2x 
cos? 2x cos 2x 


2 1 u = 2x, du = 2 dx, 


dx = (1/2) du olsun. 
1 2 
5 | se u du 


Il 
n 
Q 
Q 
= 
N| 
& 
s 


= a aii + C vere = sec” u 
2: du 
_ il 
= ztan2dx + C u = 2x | 


Degisken déniistimti yGnteminin basarisi hesaplayamadigimiz bir integrali hesaplaya- 
bilece%imiz bir integrale déniistiirecek bir déntisiim bulunmasina dayanir. [Ik deZisken 
déntistimti ise yaramazsa, bir veya iki degisken déntistimii daha yaparak, integrandi en ba- 
sit hale getirmeye ¢alisinz (Bkz. Alistirma 49 ve 50). Ya da bastan baslariz. Asagidaki 6r- 
nekte oldugu gibi baslangig igin birden fazla iyi yol olabilir. 


ORNEK6 — Farkli Degisken Déniisiimleri Kullanmak 


22 dz 
W227 +] 


integralini hesaplayin. 


Céiziim Degisken d6éntisimii y6ntemini arastirici bir arag olarak kullanabiliriz: integran- 
din en karmasik kism1 igin bir degisken d6ntistimii yapip, islerin nasil gittigine bakabiliriz. 
Buradaki integral igin, uw = z’ + 1’i deneyebilir veya w’yu tim kiip kdk olarak alabiliriz. 
Her iki durumda da neler oldugu asagidadir. 


Céaim 1: w =z* +1 alin. 


/ 2z dz du u=2 +1, 
= du = 2z dz olsun. 
Wee +1 wll 
= per du fu" du seklinde 
2/3 
u good , 
_ 2/3 Cc u’ya gore integre edin. 
39/3 
= sul +C 
2 


3 (z? F 1)2/3 + C u yerine z* + 1 yazin. 


>< 


1 y = sin? x 


Nie 


| 
T 
2 


SEKIL5.24 [0, 2a] araliginda y = sin’ x 


efrisinin altindaki alan 7 birim karedir 
(Ornek 8) 
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Ciziim 2: wu = Wz? + 1 alin. 
= W2? +1, 
Qzdz 3u7 du . _ 9 
oe) 7 a= 2° + 1, 
vz + 1 3uz*du = 2z dz olsun. 
= 3 fu du 


u 
3% % oC u’ya gore integre edin. 


= S(2 a ie + C u yerine (2? + ys yazin. | 


sin” x ve cos” x integralleri 


Nasil hesaplayacagimizi bilmedigimiz integralleri, hesaplayabilecegimiz integrallere 


doéniistiirmek icin bazen trigonometrik 6zdeslikleri kullaniriz. sin’ x ve cos’ x’in integral 
g g 


formiilleri ile uygulamalarda cok sik karsilasilir. 


ORNEK 7 
(a) [sia _ {== 1 - SOS a eon t= = 
Tiwnese af ax — 5 f cos2x a 
=3 pam2ryc=i mt 4c 
(b) [eos dx = [gta cos’ x = Le goss 
=f esate Coie , 


ORNEK8 = y = sin? x EGrisinin Altindaki Alan 


Sekil 5.24, g(x) = sin’ x’in [0, 27] araligindaki grafigini géstermektedir. Asagidakileri 
bulun. 


(a) g(x)?in [0, 277] araligindaki belirli integrali. 
(b) [0, 27] araliginda fonksiyonun grafigi ile x-ekseni arasindaki alan 


Coziim 
(a) Ornek 7(a) dan belirli integral 


ae ee x — sin 2x |°” 27 = sin 4a 0 sinO 
ee 2 4 2° 4 


=[7-0])- [0-0] =a 


(b) sin? x fonksiyonu negatif olmaz dolayisiyla alan belirli integrale, 7’ye esittir a 
y' 
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VoL V=V, 


max 


sin 1207t 


SEKIL5.25 Ev gerilimi 

V = Vax sin 1207?’nin tam bir doniisii. 
Yarim dontisteki ortalama degeri 
2Vmax/TW'dir. Tam déniisteki ortalamasi ise 
sifirdir (Ornek 9). 


ORNEK9 —Evelektrigi 
Ev kablolarimizdaki gerilimi saniye birimiyle ¢ zamaninin bir fonksiyonu olarak 
V = Vax sin 1207T, 


seklinde ifade edebiliriz. Fonksiyon her saniyede 60 déntis tamamlar (frekansi 60 hertz 
veya 60 Hz‘dir). Pozitif V,,,, sabiti tepe gerilimidir. 

Vnin, 0 dan 1/120 sn’ye kadar olan bir yarim doéniisteki ortalama degeri (Sekil 
5.25’e bakin) sdyle bulunur: 


1 


Yor (1/120) — 0 


1/120 
7 Vinax Sin 120<rt dt 
0 


1 1/120 
= 120V max - Don ©°S 12001] 


V, 
= ee [—cos 7 + cos 0] 


_ 2V max 
T 


Tam bir déntiste gerilimin ortalama degeri, Sekil 5.25’ten gérebilecegimiz gibi, sifirdir. 
(Ayrica Alistirma 63’e bakin). Gerilimi standart bir hareketli sarim galvanometresiyle 
dlgseydik, alet sifir okurdu. 

Gerilimi efektif olarak 6lgmek icin, geriliminin karesinin ortalama degerinin 
karek6kiint, yani 


kk = ¥ Fen 


degerini 6lgen bir alet kullaniriz. “okk” alt indisi “ortalama karenin karek6kt” 
anlamindadir. V7 = (Vinax) sin? 1207rt’nin ortalama degeri 


4 


ie) 


eee ues . Geert 
2% _ 2 ein? _ 
Von (1/60) — ef (Vinax)~ sin’ 120t dt 5 


oldugu icin (Alistirma 63 c), okk gerilim 
_ [Crux _ Vora 


Vokk 
; v2 
olarak bulunur. Evlerde kullanilan akim ve gerilimler igin verilen degerler her zaman okk 


degerleridir. Yani, “115 V AC” okk gerilimin 115 oldugu anlamina gelir. Son denklemden 
elde edilen tepe gerilimi, 


Vinax = V2 Vo = V2: 115 © 163 volt 


oldukea yiiksektir. rT] 
integral Hesaplama 
1-12 alistirmalarindaki integralleri, verilen degisken déniistimlerini 3. / sec 2ttan2tdt, u = 2t 
kullanarak standart hale getirip hesaplayin. 


2 
t 2. t 
1. [om 3x dx, u = 3x 2, iE sin (2x7) dx, u = 2x? 4. /C cos) sin, dt, u=1 COs 5 


mn 


: [sor — 2)? dx, u=Tx-2 


6. pe 1? dx, u=x*t-1 


vas Pe 
7s elt u=1-r 


V1—-r 


ive) 


\o 


10. 


S 


11. Joe 26 cot 20 dé 
a. u = cot 26 kullanarak, 


12. 


dx 
lee 


3 


a. u = 5x + 8 kullanarak, 


: [20 + 4y? + 1)°(y? + 2y) dy, u = yt + 4? 4+ 1 


. [visi or —1dx, u=x3/*-1 


[dee (3 ) ax u=—-t 


b. uw = csc 26 kullanarak. 


b. wu = V 5x + 8 kullanarak. 


13-48 alistirmalarindaki integralleri hesaplayin. 


13, [V3 = 2sds 
15 J 
V5s+4 
17. [oi ao 
19. [ovate 


1 
21. l= ava 
23. Joos (3z + 4) dz 


25. [sect ox + 2) dx 


27. [se a cos 3 dx 


29 VG (5 - 1) ar 
. 18 


14. fo + 1 dx 


3 dx 
16. 
(2— xy 
18. [ov & — 1d0 
Ay d 
Fae pele ee 
VV 2y? +1 
p= + Vx) 
22. 


24. [oo (8z — 5) dz 


26. ic x sec? x dx 


31. pe sin (x3/? + 1) dx 32. [# sin (x43 — 8) dx 


3 


we 


34. 


a 


T T 
» ff see (v + %) tan (v + F) a 


sin (2t + 1) 
35. | ————~at 
cos’ (2t + 1) 


foo(*a")(3")4 


6 cos t 
(2 + sint)? 
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tan z 
37. / V cot y csc” y dy 38. See en? ae 
V sec Z 
39. [5o (t- 1)a 40. ie cos(Vt + 3) dt 
1.1 1 cos cos VO 
41. J qesingeos pao 42. do 
ye 8 6 Vo sin? V6 sin? V0 


43. Jo + 257 — 5s + 5)(3s? + 4s — 5) ds 


44. iG 207 + 86 — 2)(@® — 8 + 2) do 


45. [ro +13 dt 46. | tol 
x 


47, fever + lax 48. peve + ldx 


Integralleri Adim Adim Basitlestirmek 

Hangi degisken d6ntisiimiinti yapmaniz gerektigini bilmiyorsaniz, bir 
deneme d6ntistimii kullanarak integrali biraz basitlestirmek, baska bir 
dontisiimle biraz daha basite indirgemek yoluyla integrali adim adim 
basitlestirmeyi deneyin. 49 ve 50 alistirmalarindaki d6éntistim dizisini 
izlerseniz, ne demek istedigimizi anlayacaksiniz. 


2 2 
49. / 18 tan SRS a 
(2 + tan’ x) 


a. u = tanx, ardindan v = u3 


,sonraw =2+0v 
b. uv = tan? x, ardindan v = 2 + u 


ce. u=2 +4 tan?x 
50. [vi + sin? (x — 1)sin(x — 1)cos(x — 1) dx 


a. u =x — 1, ardindanv = sinu, sonraw = 1 + v? 
b. w= sin(x — 1), ardindanv = 1 + wu? 
ce. wu = 1+ sin’ (x — 1) 

51 ve 52 alistirmalarindaki integralleri peg 


= —41yP + 
‘1. —— 1) cos V3(2r — 1)° + 6 


e, 
V3(2r — 1) + 6 


sin V0 


52. ———— dé 


V0 cos* V0 
Baslangic Deger Problemleri 


53-58 alistirmalarindaki baslangi¢ deger problemlerini ¢éziin. 
ds 


53. = 121 (377 — 1)°, s(1) = 3 
d 

54. os = 4x (x? + 8) 8/3, y(0) =0 

55. - = 8 sin’ (: + =), s(0) = 8 
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Uc integrasyon da dogru olabilir mi? Yanitinizi agiklayin. 


55 Po 5 aug? (3 - a), r(0) == 


do 8 62. u = tanx déniistimii 
d’s : 7 : 2 2 
57, Sy = —4sin (2 - =) s'(0) = 100, s(0) = 0 [scctxtanx as _ ic eee ee 
2 
58. a = 4sec?2xtan2x, y'(0)=4, y(0)=—-1 verir. u = sec x déntisiimii ise 
x 
59. Bir dogru iizerinde ileri geri hareket eden bir pargacigin hizi her t ip sec? xtanxdx = / ree ue LC sec” x LC 
igin v = ds/dt = 6 sin 2t m/sn’dir. t = 0 iken s = 0 ise, t = 7/2sn 2 - 
iken s’yi bulun. verir. Her iki integrasyon da dogru olabilir mi? Yanitinizi 
60. Bir dogru tizerinde ileri geri hareket eden bir pargacigin ivmesi aciklayin. 
her tigin a = d’s/d? = 7 cos mt m/sn’ dir. t = 0 iken s = 0 ve 6A (Onick undeani) 


v=8m/snise, ¢= 1 sn iken s’yi bulun. ; ; bees eae ne 
a. V = Vinax sin 120 z?’nin tam bir doniisteki ortalama degerinin 


Teori ve Ornekler sifir oldugunu 
ae : ee ee ee i 1/60 
61. 2 sin x cos x fonksiyonunun x’e gore integralini tig ayn sekilde 1 Vin abimtdt 
alabiliriz gibi g6riinmektedir: (1/60) — 0 Jo 
a. / 2 sinx cosx dx = / Qu du i= sae: ifadesindeki integrali hesaplayarak bulun. 
, _ b. Elektrikli firminizi galistiran devre 240 V okk’ye ayarlidir. 
=u + C, = sin’x + Cy Izin verilebilir gerilimin tepe degeri nedir? 
b. p sinx cosx dx = po du ii’ = cosx, C. 
1/60 Se (Wits)? 
= -u? + Cy = —cos*x + Cy (Vmax)” sin? 120 at dt = 100 
0 


c. 2 sinx cos x dx = sin2x dx 2sinxcosx = sin2x % eps 
oldugunu gésterin. 


_ _ cos 2x 
a 2 ae Oe) 


Degisken Doniisiimii ve Egriler Arasindaki Alantar 


Bir belirli integrali degisken d6nitisiimti ile hesaplamanin iki yolu vardir. Birincisi degis- 
ken déniistiimti yaparak bir ters tiirev bulmak ve sonra Temel Teoremi uygulayarak belirli 
integrali hesaplamaktir. Bu. yéntemi énceki béliimde Ornek 8 ve 9 da kullandik. tkinci 
yontem, degisken déntisiimti islemini dogrudan belirli integrallere genisletir. Burada tani- 
tilan bu yeni formiilii iki egri arasindaki alan bulma problemine uygulariz. 


Degisken Doniisiimi Formilii 


Asagidaki formiilde, integrasyon degiskeni bir degisken dontistimii ile degistirildiginde in- 
tegrasyon sinirlari degisir. 


TEOREM 6 _Belirli integrallerde Degisken Doniisiimii 
g', [a, b] araliginda siirekli ise ve f de g’nin degerler kiimesinde siirekli ise 


b g(b) 
[ hee) dx -[° f(u) du 
a gla 


dir. 
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ispat F f’nin herhangi bir ters tiirevi olsun. Bu durumda 


. £ Flg(x)) 
i Fle (x)) +9! (x) dx = Figo) | = F'(g(x))g"(x) 
aoe = f(g(x))g'(x) 
= F(g(b)) — F(g(a)) 
u=g(b) 
= Fw) 
u=g(a) 
g(b) Temel Teorem 
= f(u) du 2. Kisim a 
g(a) 


Formiili kullanmak icin, belirsiz integrali hesaplamakta kullanacaginiz u = g(x) ve 
du = g'(x) doniisiimiiniin aynisim: yapin. Sonra, doéniismiis integrali g(a) degerinden 
(w’nun x = a daki degeri) g(b) degerine (u’nun x = b deki degeri) kadar u’ya gore integre 
edin. 


ORNEK1 {ki Yontemle Degisken Déniisiimi 
1 
i. 3x°V x3 + 1 dx integralini hesaplayin. 
-1 
Ciziim iki seceneSimiz vardir. 


Yéntem 1: Integrali déniistiiriin ve déniistiiriilmiis integrali Teorem 6 da verilen déniistiiriil- 
mis sinirlarla hesaplayin. 


1 
/ 3x°V x3 + Ld 
-1 


2 u =x + 1, du=3x" dx olsun. 
= [ Vu du x =—-1 iken, w= (-1)? + 1 =0 olur. 
0 x= 1 iken, u =( iy + 1 =2 olur. 


2 
3 u a2 Yeni belirli integrali hesaplayin. 
0 


“3p 0-34] -*¥ 


Yontem 2: Integrali belirsiz bir integrale cevirin, integre edin, x’e geri d6niin ve orijinal x 
stnirlarim kullanin. 


_ 3 2,2 
3x2 /\3 +lad= [via u=x +1, du=3x" dalin. 


= = u3/ 240 u’ya gore integre edin. 
= F (x3 +1)? +¢C u yerine x* + 1 yazan. 
1 1 x’in integrasyon sinirlari ile 
2 
i 3x°Vx8 + ldx = 3 (ew =F ye] buldugunuz integrali kullanin. 
= ia | 


ay +1? —(-1) + | 
=5 or 0” 2 Jovi |- ae a 
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Hangi yontem daha iyidir— Teorem 6’y1 kullanarak, d6ntistiriilmis belirli integrali 
donistiirtilmtis sinirlarla hesaplamak mi yoksa integrali déntistiirmek, integre etmek ve 
geri doniistiiriip esas integrasyon simirlarint kullanmak mi? Ornek 1’de, birinci yéntem 
daha kolay gibidir, fakat durum her zaman béyle olmaz. Genel olarak, en iyisi iki yéntemi 
de bilmek ve hangisi uygunsa onu kullanmaktur. 


ORNEK 2 —_ Déniisiim Formiiliind Kullanmak 


m/2 5 0 u = cot 6, du = —csc* 6 do, 
cot 6 csc” 6 d@ = u-(—du) — du = csc? 6 dé.alin. 
1, 


/4 0= 2/4 iken, u = cot(z/4) = 1 olur. 
6=21/2 iken, u = cot(z/2)=0 olur. 


i i 
ros 
as ooo 
2 §& 
> 


Simetrik Fonksiyonlarin Belirli integralleri 


Teorem 6’daki Dénitistim Formiili, cift ve tek fonksiyonlarin (Béliim 1.4) simetrik bir 
[-a, a] araligi tizerindeki belirli integrallerini basitlestirir (Sekil 5.26). 


> Xx 
—a a 


(a) (b) 


SEKIL5.26 (a) f gift, f(x) dx = 2 fy f(x) dx (b) f tek, [“ f(x) de = 0 


Teorem 7 


f. [-a, a] simetrik araligi tizerinde stirekli olsun. 


(a) f cift ise i f(x) dx = 2 fF) dx 
—a 0 


(b) f tek ise - f(x) dx = 0 


dir. 


>< 


Ust esri 
y =f) 


> X 


Alt egri 
y = g(x) 


SEKIL5.27 y= f(x) ile y = g(x) ve 
x =a ile x = 6 dogrulari arasindaki 
bélge 


SEKIL5.28 Bdlgeye x-eksenine dik 
dikd6rtgenlerle yaklasimda 
bulunuruz. 


>< 


(cy fic) 


oF 
Kew) — acy) 


Ie (Cyr (Cx) 


SEKIL5.29 &. dikdértgenin AA, alam, f(c,) 
— g(c;) yliksekligi ile Ax, genisliginin 
garpimidir. 
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(a)’nin ispati 
a 0 a Belirli integraller icin 
f(x) dx = / f(x) dx + [ f(x) dx Toplanabilirlik Kurali 
i = 0 
oe i “ f(x) dx + [ ‘ f(x) dx integrasyonun Strasi Kurali 
2 “ : - u=-—x, du =—dx olsun. 
a a = x =O ikenu=0 
= pa u)( du) + [poyae x=-a ikenu=a 
= ; f(—u) du + [ f(x) dx 
0 0 
a a f cifttir, dolayistyla 
a [ f(u) du + | f(x) dx F(—u) = f(u)’dur. 
=2 | f(x) dx 
0 
(b)’nin ispati tamamen benzerdir ve Alistirma 86 da sizden istenmektedir. r 


Teorem 7’nin iddialan /f’nin integre edilebilir bir fonksiyon (daha kuvvetli olan 
stirekli olmak yerine) olmas1 durumunda da gecerlidir, fakat ispati biraz daha zordur ve 
daha ileri seviyedeki derslere birakmak daha iyidir. 


ORNEK3 Bir Cift Fonksiyonun Integrali 


2 
| (x4 — 4x? + 6) dx integralini hesaplayin. 
2 


Coziim = f(x) = x4 — 4x7 + 6, f(x) = f(x) esitligini sagladigindan [-2, 2] simetrik 
araligi tizerinde bir gift fonksiyondur, béylece 


2 2 
[ict- 42+ ar=2f Gt — ax? + 6) ax 
~2 0 


2 
_45/x _ 4.3 
= 4 32 + ox] 
ag (32232 _ 232 
-2(% 2 + 12) 15° | 


Egriler Arasindaki Alanlar 


Ustten y = f(x) eérisi, alttan y = g(x) eSrisi, soldan ve saSdan x = a ve x = b dogrulan ile 
sinirli bir bélgenin alanim1 bulmak istedigimizi varsayin (Sekil 5.27). Bédlge tesadiifen, 
alanint geometriyle bulabilecegimiz bir sekilde olabilir, fakat f ve g rasgele stirekli 
fonksiyonlarsa, genellikle alani bir integralle bulmamiz gerekir. 

Integralin ne olmasi gerektigini gdrmek icin, 6nce bélgeyi tabanlar [a, b] araliginin 
P= {xo,X1,-.-,Xn}  béliistinde bulunan n dikey dikdértgenle béleriz (Sekil 5.28). k. 
dikdértgenin alani (Sekil 5.29) 


AA, = yiikseklik x genislik = [f(c;,) — g(c;,)] Ax, 
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SEKIL5.30  Tipik bir yaklagum 
dikd6rtgeni ile Ornek 4’deki bilge. 


B6lgenin alanina n dikd6rtgenin alanini toplayarak yaklasimda bulunuruz: 
A® ie AA, = = Lf (cx) _ 2(cx)] Axg. Riemann Toplam1 
1 1 


||P|| — 0 iken, sag taraftaki toplamlar . [f(x) — g(x)] dx limitine yaklasirlar, ciinkii f 
ve g stireklidirler. Bolgenin alanini bu integralin degeri olarak aliniz. Yani, 


n 


q 
A= | lim [flex — g(cx)] Ax, = / [f(x) — g(x)] dx 


|P\|>9 f=1 


TANIM _—_ E@Griler Arasindaki Alanlar 


f ve g, [a, b] araligi boyunca f(x) = g(x) olmak iizere, stirekli iseler a’dan b’ye 
kadar y= f(x) vey =g(x) eGrileri arasindaki bégenin alam (f — g)’nin a’dan 
b’ye kadar integralidir: 


b 
A= | [f(x) — g(x)] dx 


Bu tanimi uygularken egrilerin grafiklerini ¢izmek faydalidir. Grafik, hangi egrinin tst- 
teki f egrisi ve hangi egrinin alttaki g egrisi oldugunu gésterir. Ayrica, integral sinirlari bil- 
inmiyorsa integral srmirlarrm bulmaniza yardimci olur. Integrasyon simirlarm belirlemek 
icin egrilerin nerede kesistiklerini bulmak isteyebilirsiniz ve bu, f(x) = g(x) denkleminin 
cézimint gerektirebilir. Daha sonra, kesisimleri arasindaki alan1 bulmak igin f — g 
fonksiyonunu integre edebilirsiniz. 


ORNEK4 — Kesisen Egriler Arasindaki Alan 
y = 2x’ parabolii ve y = —x dogrusuyla simrlanan bélgenin alanim bulun. 


Céziim Once iki egriyi cizeriz (Sekil 5.30). Integrasyon smirlarl_y = 2 — x? ve y = -x 
denklemlerini birlikte ¢6zerek bulunur: 


2-—x? =—-x F(x) ve g(x)’ esitleyin. 
x7-x-2=0 Yeniden yazin. 
(x + 1)(x — 2) =0 Carpanlarina ayirin. 
x=-l, x=2., Céziin. 


Boélge x =—l’den x= 2’ye kadardir. Integrasyon simirlar1 a =—1 ve b = 2°dir. 
Eégriler arasindaki alan 


A 


2 
| (=F) = (ale 


2 372 
x x 
[> + 3 a 


b 
[f(x) — g(x)] dx 


2 
[etx 
-1 


TARIHSEL BiyoGRaAFi 


Richard Dedekind 
(1831-1916) 


4 
Alan -[Wvi <= 2) dx 
y y) 


is 2 


t Alan = | Vx dx 
0 


No 


(x, flay) 
1k N\ 


(x, gx) 
I : 
of y=02 ae 
(x, g(@)) 
SEKIL5.31  Cevreleyen bir egrinin formiilii 


degistiginde, burada Ornek 5 icin 
gosterildigi gibi alan integrali de buna 
uyacak sekilde integrallerin toplami olarak 
degisir. Her renkli bélge icin bir integral. 
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4_ 8 1,1 9 
-(4+4 s) (-2+4+4)=3 a 


Cevreleyen bir egrinin formiilt' bir veya daha fazla noktada degisiyorsa, bélgeyi formiil 
degisikliklerine karsilik gelen alt bolgelere béler ve her alt bélgeye egriler arasindaki alan 
formiiliinii uygulariz. 


ORNEK 5 


Birinci dortte bir bélgede, iistten y = Vx, alttan ise x-ekseni ve y = x — 2 dogrusu ile 
stnirlanan bélgenin alanini bulun. 


Sinir Degisikligine Uydurmak Icin Integrali Degistirmek 


Coziim = Cizim (Sekil 5.31) bélgenin iist sinirinin f(x) = Vx in grafigi oldugunu géstermek- 
tedir. Alt sinir, 0 = x S 2 icin g(x) = O’'dan 2 = x S 4 icin g(x) = x — 2’e degismektedir 
(x = 2’de bir uyusma vardir). Bélgeyi x = 2’de, Sekil 5.31’de gésterilen A ve B alt bélgeler- 
ine béleriz. 

A bélgesi icgin integrasyon sinirlar1 a = 0 ve b = 2’dir. B bélgesi igin sol sinir a = 2’dir. 
Sag taraftaki siniri bulmak icin y = Vx ve y = x —2 denklemlerini birlikte ¢ézeriz: 


Vx =x-—2 
Hex 


f(x) ve g(x) esitleyin. 


Iki tarafin karesini alin. 


v= x 4x + 4 
x7 -—5x+4=0 
(x — 1)(x — 4) = 0 


x= 1, 


Yeniden yazin. 
Carpanlara ayirin. 


x=4 


Coziin. 


Sadece x = 4 deSeri Vx = x — 2. denklemini salar. x = 1 deeri ise kare almayla ortaya 
cikan konu dis1 bir kéktiir. Sagdan simir 4’tiir. 


f(x) — g(x) = Vx 
fix) ~ 2) = Vem 


A ve B alt bélgelerinin alanlarini toplayarak toplam alan buluruz: 


0= Vx 
=e 


0<x <2icin 


25x 4igin x+2 


2 4 
[vies [eves ne 
0 2 


aes 
A’nin alani 


Toplam alan = 
B’nin alan 
4 


2 


2 2 2 
Gy" 04 (3 (4))? — 8+ s) - (3 (2)? —-2 + 4) 
2 


yye Gire integrasyon 


Bir bélgenin sinir eSrileri y’nin fonksiyonlariyla tanimlanmissa, yaklasim dikd6rtgenleri 
dikey yerine yatay olur ve temel formtilde x yerine y bulunur. 
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y 
A 


O|} y=0 2 4 


SEKIL5.32 x’e gére integre edersek, 
bu bélgenin alanini bulmak igin iki 
integrasyon gerekir. y’ye gore integre 
edersek, bir integrasyon yeterlidir 
(Ornek 6). 


Bunlar gibi bélgeler igin 


>< 
aii] 


asagidaki formiilii kullanin: 


d 
ie / ii) — ela 


>< 


dp. — 
+= 80) id x = fo) 


Bu denklemde, f her zaman sagdaki egriyi ve g de soldaki egriyi temsil eder, dolayistyla 


f(y) — g(y) negatif degildir. 


ORNEK6 —Ornek 5’teki balgenin alanini y’ye gore integre ederek bulun. 


Coziim Bédlgeyi ve tabani y degerleri araliginin bir bélistiniin tizerinde bulunan tipik bir 
yatay dikd6értgen cizeriz (Sekil 5.32). Bélgenin sa& simiri x = y + 2 dogrusudur, bu yiizden 
f(y) =y + 2 olur. Sol simr ise x = y’ eBrisidir, dolayisryla g(y) = y’ olur. Integrasyonun alt 
sim y = 0'dir. Ust sim x = y +2 ve x = y’*denklemlerini birlikte ¢ézerek buluruz: 


yt2=y? 
yy-y-2=0 
(y + I)(y— 2) = 0 
fori, eZ 


f(y) =y + 2ve 
g(y) = y?.esitleyin 


Yeniden yazin. 
Carpanlarina ayirin. 


Coziin. 


Ust integrasyon limiti b = 2’dir (v = —1 deSeri x-ekseninin altinda bir kesisim noktasi 


verir). 
Bélgenin alant 


b 2 
4= fo) - one= fp +2-rI6 


2 
[ery-rie 
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- a se 
= p+ 3-3I, 
4 8 10 
=a aa 


dir. Daha az cabayla, Ornek 5’teki sonucu bulduk. 
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integralleri Geometri Formiilleriyle Birlestirmek 


ORNEK 7 


Ornek 5’teki bélgenin alanin1 bulun. 


Coziim 


Bir alan bulmanin en kisa yolu analizle geometriyi birlestirmek olabilir. 


Ornek 5’teki Blgenin Alaninin En Hizli Sekilde Bulunmasi 


Istedigimiz alan, y = Vx, 0 < x < 4, e@risi ile x-ekseni arasindaki alan eksi ta- 


ban 2 ve yiiksekligi 2 olan bir ti¢genin alanidir (Sekil 5.33): 


SEKIL5.33 Mavi bélgenin alam y = Vx 
paraboltintin altindaki alan eksi tiggenin 
alanidir (Ornek 7). 


Belirli integralleri Hesaplama 


1-24 alistirmalarindaki integralleri hesaplamak icin Teorem 6’daki 
Dénitistim Formiiliinit kullanin. 


ALISTIRMALAR 5.6 


3 
1. 2. | Vy + lady 
0 


2. 


a. 


p 


i) 


i) 


1 
0 


1/4 
| tan x sec? x dx 
0 


» [3 cos?x sin xa 
0 
1 
fra + t* dt 
0 
VI 
| t(t? + 1)! at 
0 


1 
Sr 
a. ——. dr 
[, (4 +r?) 


10Ve 
as o (+ (1 + v3? 


XxX 
———— dx 
[ Vx7 +1 


5-7 Orneklerinin Sonuclari 


4 
Alan, = [ Vi dx — 5 (2)(2) 
0 
al 
— 273/2 
pe] 
ee _ 10 
= (8)-0-2= 7). 7 


Bazen iki egri arasinda kalan alan x yerine y’ye gore integral 


alinarak daha kolay bulunur. Ayrica, analizle geometriyi birlestirmek de yararli olabilir. 
Bolgeyi ¢izdikten sonra, hangi yolun daha iyi olacagint bir diistiniin. 


0 
v. | Vy + ldy 
-1 


i" 


a 


1 
i / rV1— Yr? dr 
aa 


0 
/ tan x sec” x dx 
—1/4 


3ar 
3 cos” x sin x dx 
Qa 


1 
: / P(1 
—l 


+ t*) dt 


0 
= t(t? + 1)! at 
Sr 

b. ——— dr 
ss + ry 
b. _10Vv_ 4, 
él ae (+ w3?2)2 
i / = 2g 
V3 Vx? + 1 


10. 


11. 


12. 


13. 


14. 


15. 


17. 


19. 


21. 


22. 


0 
x xX 
a | = is / eg 
[ Vxt +9 a1 Vxt+9 
7/6 1/3 
a. i (1 — cos 3t)sin3tdt b. i. (1 — cos 3f) sin 3¢ dt 
0 7/6 
t t me t t 
a. 2+ tan< }sec*=dt b. 2 + tan~ } sec? = dt 
pie 2 2 La 2 2 
‘ on _ cosz "—cosz 
0 rear ira RY ger e 


: [. sin w i b wa sin w as 
; -n/2 (3 + 2 cos w)? ~Jo)©6(B + 2008 w)?? 


1 4 di 
Vr + 24(5¢4 +2) dt 16. | —— 
[ ( ) 1 2y0 + Vy 


7/6 30/2 6 6 
[ cos ° 26 sin 20 do 18. i cot? (2) sec? (2) do 
0 T 


7 7/4 
| 5(5 — 4cost)'* sintdt 20. 7 (1 — sin 22)9/? cos 2¢ dt 
0 0 
1 
| (4y — y? + 4y3 + 1) (12y? — 2y + 4) dy 
0 


1 
| (y? + 6y? — 12y + 9)? (y? + 4y — 4) dy 
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Vir -1/2 31. y 
23. 7 V0 cos? (6°?) do 24, / t? sin? (1 + t) dt t 
° i. (-2, 8) (2, 8) 
Alan : 
25-40 alistirmalarinda renkli bélgelerin toplam alanini bulun. 
25. 26. 


Bs 


>< 


y = (1 — cos x) sinx 


y=xV4—x -l 
5 >x OLCEKLI DEGIL 
32. y 
A 
27. 28. 
y= 5 (cos x)(sin(a + sin x)) 
y 
>x y 
> Xx 
33. y 
x = 12y? — 12y3 
x= 2y? — 2y 
>x 
29. 30. 
y. 
A» 
y= 5 sec? 1 34. oe 
2 = 
1 pose 
a a >t 
~3| /o 3 
y = Asin? t 
=A. bay 


37. 


38. 


39. 


x? — 2x 


(1, -3) 


41-50 alistirmalarinda dogrular ve efgrilerle smmirli bélgelerin alan- 
larimt bulun. 


41. 
42. 
43. 
4A, 
45. 
46. 
47. 
48. 


y=x-2 ve y=2 


y=2x—2* 


ve y=-3 
y=x! ve y= 8x 
y=x’-2x ve y=x 
y=x ve y=-x?-—4y 
y=7 -2x" ve y=x°+4 


ye=xt—4° +4 ve y=x 


y=xVa? — x’, a>0O, ve 


49 
50 


51 


51. 
52. 


53 
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y= Vix] ve 5y =x + 6 (Kag tane kesisim noktas1 vardir?) 


. y= |x27-4| ve y = (x?/2)4+4 
—58 alistirmalarinda dogrular ve egrilerle sinirli bédlgelerin alan- 
larint bulun. 
x=2y7, x=0, ve y=3 
x=y? ve x=y+2 
-y?-4e=4 ve 4x-—y=16 


54. 
55. 
56. 
57. 
58. 


x—-y?=0 ve x+2y?=3 
xty?=0 ve x+3y?=2 
x-y=0 ve x+yt=2 
x=y'—1 ve x=|y[VI- y 
copay e.e = ep 


59-62 alistirmalarinda egrilerle ¢gevrili bélgelerin alanlarim: bulun. 


59 
60 
61 
62 


63 


4027+ y=4 ve xt-y=1 
.e-y=0 ve 3x27 — yp =4 
.xt+4y?=4 ve xt+yt=1, x = 0 icin 
.xty?=3 ve 4x + y?=0 


—70 alistirmalarinda dogrular ve egrilerle sinirli bdlgelerin alan- 


larin bulun. 


63 
64 
65 
66. 


67. 
68. 
69. 
70. 
71. 


72. 


73. 


74. 


75. 


-y=2sinx ve y=sin2dx, 0OSx==7 
.y=8cosx ve y=sec?x, -7/3 <x <= 7/3 
. y= cos(ax/2) ve y=1 — x? 
. y= sin(mx/2) ve y=x 
y=sec*x, y=tan*x, x=—7/4, ve x= 7/4 
x=tary ve x=-ta’y, -c/4sy< 0/4 
x = 3siny Vcosy ve x=0, OS ys 77/2 
y = sec”(ax/3) ve y= xl, -l<=x<=1l 
x —y° = 0 eBrisi ve x — y = 0 dogrusu ile cevrelenen pervane sek- 


lindeki bélgenin alanini bulun. 


x yl 3=() vex yl > = 0 e@rileri ile cevrelenen pervane seklin- 
deki bélgenin alanini bulun. 

Birinci dortte bir bélgede _y = x dogrusu, x =2 dogrusu, y= 1/x* 
egrisi ve x-ekseniyle sinirli alanini bulun. 

Birinci dértte bir bélgede soldan y-ekseni ile sagdan y = sin x ve 
y=cos x egrileriyle sinirlanan “tig¢gensel” b6lgenin alanm: bulun. 


Alttan y = x? parabolii ve iistten y = 4 dogrusu ile smurlanan bilge 

y =c dogrusu ile kesilerek egit alanli iki bélgeye ayrilmak is- 

teniyor. 

a. Bolgeyi cizin ve uygun gibi goriinen bir y = c dogrusu 
ekleyin. c cinsinden, parabolle dogru nerde kesisirler? Bu 
noktalari da seklinize ekleyin. 
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b. y’ye gore integral alarak c’yi bulun. (Bu c’yi integrasyon 
simrlarina koyar.) 

c. x’e gore integral alarak c’yi bulun. (Bu c’yi integranda da 
koyar.) 


76. y=3—x eprisi ile y=—1 dogrusu arasindaki bélgenin alan: a. 
x’e, b. y’ye gore integre ederek bulun. 


77. Birinci dértte bir bélgede soldan y-ekseni, alttan y = x/4, 
dogrusu, iistte soldan y = 1+ Vx, e@risi ve iistte sagdan 
y = 2/Vx. egrisiyle simrlanan bélgenin alanim bulun. 


78. Birinci dértte bir bélgede soldan y-ekseni, alttan x = 2 Vy, iistte 
soldan x = (y — 1)° eBrisi ve iistte sagdan x = 3 — y dogrusuyla 
simirlanan bélgenin alanini bulun. 


y 


79. Asagidaki sekil y = x° paraboliinden y = a” dogrusu ile kesilen 
parcaninin icine oturtulan AOC ti¢genini géstermektedir. a sifira 
yaklasirken ti¢genin alaninin parabolik bélgenin alanina oraninin 
limitini bulun. 


80. Pozitif siirekli bir f fonksiyonunun grafigi ile x-ekseni arasinda 
x = a’dan x = b’ye kadar kalan bélgenin 4 birim kare oldugunu 
varsayin. x = a’dan x = b’ye kadar y = f(x) ve y = 2f(x) egrileri 
arasinda olan bélgenin alanim: bulun. 


81. Asagidaki integrallerden hangisi, eZer varsa, asagida verilen 
renkli bélgenin alan hesaplar? Yanitinizi agiklayin. 


1 1 
a. / (x — (—x)) dx = / 2x dx 
-1 -1 
1 1 
b. i (—x — (x) de = i 2x dx 
-1 -1 


82. y = f(x) ve y = g(x) siirekli fonksiyonlarmin grafikleri ile 
x =a vex =b dikey dogrulari (a < b) arasindaki bédlgenin alani 


b 
| [f(x) — g(x)] de. 


ile verilir. Dogru, bazen dogru ya da asla dogru degil? Yanitinizi 
agiklayin. 


Teori ve Ornekler 


83. f(x) = (sin x)/x, x > 0 fonksiyonunun bir ters tiirevinin F(x) 


oldugunu varsayin. 
* sin 2x 
eae 


integralini F cinsinden ifade edin. 


84. f stirekli ise, 
1 1 
[ime = 7 fll — x) dx. 
0 0 


oldugunu gésterin. 


85. 


1 
[me = 3. 
0 


oldugunu varsayin. a. f tek ve b. f cift ise 


0 
[ie dx 


86. a. f fonksiyonu [-a, a] tizerinde tek ise 
/ f(x) dx = 0. 


b. (a)’daki sonucu f(x) = sin x ve a = 77/2 ile test edin. 


integralini bulun. 


oldugunu gésterin. 


87. f stirekli bir fonksiyonsa, uv = a — x d6éntisiimtinti yaparak ve or- 
taya cikan integrali /’ya ekleyerek 
e f(x) dx 
o f(x) + fla — x) 


I 


integralini hesaplayin. 


88. Bir déniistim kullanarak, tiim pozitif x ve y sayilari icin, 


vy 7 yy 
/ tam f zat. 


Belirli integrallerin Kayma Ozelligi 


Belirli integrallerin temel bir 6zelligi 


oldugunu gésterin. 


b-c 
. f(x + c) dx. (1) 


a—c 


b 
f(x) dx = 


denkleminin de gésterdigi gibi 6teleme altinda degismezlikleridir. 
Denklem, f integre edilebilir ve gerekli x degerlerinde tanimli oldugu 
stirece gecerlidir. Ornegin asagidaki sekil 


-1 1 
if (x + 2R dx = i x? dx 
2 0 


oldugunu géstermektedir. Renkli bélgelerin alanlar aynidir. 
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89. Bir d6niistim kullanarak (1) denklemini dogrulayin. 

90. Asagidaki fonksiyonlarin her biri igin, f(x)’in [a, b]’de ve 
f(x + c)’nin [a — c, b — c]’de grafiklerini gizerek (1) Denklem- 
inin mantikl olduguna kendinizi ikna edin. 


a. f(x) =x?, a=0, b=1, c=1 
b. f(x) =sinx, a=0, b=7, c=7/2 


ce f(x) = Vx-4, a=4, b=8, c=5 
BILGISAYAR ARASTIRMALARI 


91-94 alistirmalarinda, diizlemde kesisim noktalarini basit cebirle bu- 
lamadiginiz efgrilerin arasindaki alam bulacaksiniz. Asagidaki 
adimlar1 gergeklestirmek icin bir BCS kullanin. 


a. Neye benzediklerini ve kag tane kesisim noktalan oldugunu 
gormek icin egrileri birlikte cizin. 

b. Biitiin kesisim noktalarint bulmak icin BCS’nizdeki sayisal 
denklem ¢éziictiyii kullanin. 

ec. | f(x) — g(x)|’i birbirini izleyen kesisim degeri iftleri 
lizerinden integre edin. 


y d. (c) sikkinda buldugunuz integralleri toplayin. 
ee ee ree _ 
ae 91. f(x) 3 5) 2x 4 > g(x) =x- 1 
y=x 
4 
92. f(x) = o — 3x3 +10, g(x) =8— 12x 
93. f(x) =x + sin(2x), g(x) = x3 
94. f(x) =x? cosx, g(x) =x — x 
>xX 
0 1 
Boliim Tekrar Sorular! 


1. Alinan yol, alan, hacim ve ortalama deger gibi biiyitikliikleri 
bazen sonlu toplamlarla nasil tahmin edebilirsiniz? Neden béyle 
bir sey yapmak isteyesiniz? 

2. Sigma gésterimi nedir? Ne gibi avantajlar saSlar? Ornek verin. 

3. Bir Riemann toplami nedir? Neden béyle bir toplami ele almak 
isteyesiniz? 

4. Kapal1 bir araligin bdliintisiintin normu nedir? 

5. Kapali bir [a, 5] araliginda bir f fonksiyonunun belirli integrali 
nedir? Var oldugundan ne zaman emin olabilirsiniz? 

6. Belirli integraller ile alan arasindaki iliski nedir? Belirli integral- 
lerin baska baz yorumlarim tanimlayin. 

7. Kapali bir aralikta integre edilebilen bir fonksiyonun ortalama 
degeri nedir? Fonksiyonun ortalama degerini almasi gerekir mi? 
Agiklayin. 


8. Belirli integrallerle caligma kurallarini tanmmlayin (Tablo 5.3) Or- 
nekler verin. 


9. Analizin Temel Teoremi nedir? Niye bu kadar 6nemlidir? Teore- 
min her kismini bir 6rnekle aciklayin. 
10. f siirekliyse, Temel Teorem dy/dx = f(x), y(x) = Vo baslangig de- 
ger problemine nasil bir g6ziim saglar? 
11. Degisken déniistimti ile integrasyon Zincir Kuralina nasil bagh- 
dir? 


12. Bazen belirsiz integralleri degisken d6ntistimiiyle nasil ¢ézersi- 
niz? Ornekler verin. 


13. Degisken déniisiimti yéntemi belirli integraller igin nasil galisir? 
Ornekler verin. 


14. [ki siirekli fonksiyonun grafikleri arasindaki alani nasil tantmlar- 
simiz ve hesaplarsiniz? Bir 6rnek verin. 
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Boliim Problemler 


Sonlu Toplamlar ve Tahminler 


1. Asagidaki sekil bir model roketin kalkistan sonra ilk 8 saniyedeki 
hiz (ft/sn) grafigini vermektedir. Roket ilk 2 saniyede yukari 
dogru ivmelenmis ve ¢ = 8 sn aninda maksimum yiiksekligine 
erismistir. 


200 


150 


100 


Hiz (ft/sn) 


50 


02 4 6S 


Kalkistan sonra zaman (sn) 


a. Roketin yer seviyesinden firlatildigim1 varsayilirsa, ne kadar 
yiiksege gikmistir? (Bu, Béliim 3.3, Alistirma 17’deki rokettir, 
fakat buradaki alistirmayi yapmak igin Alistirma 17’yi 
yapmaya gerek yoktur.) 

b. 0 StS 8 icin, roketin yerden yiiksekliginin grafigini zama- 
nin bir fonksiyonu olarak g¢izin. 

2. a. Asagidaki grafikte s-ekseninde ilerleyen bir cismin ¢ = 0’dan 
t = 10 sn’ye kadar olan aralikta hizi (m/sn) gésterilmektedir. 
Bu 10 saniye boyunca cisim ne kadar yol almistir? 


b. 0 = ¢ = 10 araliginda s(0) = 0 oldugunu varsayarak, s’nin 
grafigini ?’nin bir fonksiyonu olarak gizin. 


0 2 4 6 8 10 
Zaman (sn) 


10 10 


10 
b. Dn = 3a;) 


10 5 
da > (5 - mx) 
k=1 2 


10 
Cc. Yd (ax as by = 1) 
k=1 


20 20 
4, da = Ove Shi = 7 ise asagidakileri bulun. 
k=1 k=1 


20 20 
a. >)3ax b. >)(ax + dy) 
k=1 k=1 


20 
1 2b; 
© 3-7) 


Belirli integraller 


5-8 problemlerindeki her limiti belirli bir integral olarak ifade edin. 
Sonra limitin degerini bulmak ig¢in integrali hesaplayin. Her durumda, 
P verilen araligin bir bdliintistidiir ve c, sayilar. P’nin alt 
araliklarindan secilmislerdir. 


20 
d. aya _ 2) 


5. lim | SD (2c, — 1)7V? Axp, PEL, 5]’in bir béliiniisii 
>0 f= 


im Sec? — 1)'3 Axg, PEL, 3]’in bir béliiniisii 


6. 1 
|Pl| 0 f= 
_ o€ Ck : 
7. jim | by (cos (3) Axx, P [—7, O]’1n bir béliiniisii 
mae 


n 


8. jim, > (sin cx)(cos cx) Axx, P [0, 7/2]’nin bir béliiniisit 
>0f 


9. fis 3f(x) dx = 12, i f(x) dx = 6, ve Lg dx = 2, ise, 


asagidakileri bulun. 
5 
b. : f(x) dx 
2 
5 


2 
a. / f(x) dx 
2 
d. [cree 
—2 


2 
cae g(x) dx 
5 
" / (es re 
- 5 


10. If iigic) ax = 7, i, Te(x) dx = 7,ve i g(x) dx =2 ise, 
asagidakilerin degerlerini bulun. 


2 2 
a. | g(x) dx b. | g(x) dx 
0 1 


0 2 
c. [ f(x) dx d. [ V2 f(x) dx 
2 0 
2 


e. [ie — 3f(x)) dx 


Alan 


11-14 problemlerinde, f’nin grafigi ile x-ekseni arasinda kalan bél- 
genin toplam alan bulun. 


11. f(x) =x? — 4x +3, 05x 53 


12 
13 
14 


15-26 problemlerindeki egriler ve dogrularla gevrelenen bdélgelerin 


. f(x) = 1- (7/4), -2 =x 53 
. f(x) = 5 — 5x7, -lsx<=8 
f(x) =1- Vx, OSx <4 


alanlarini bulun. 


15 
16 
17 


18 


19. 


21 


22. 


23 
24 
25 
26 
27 


28 


29 


30 


31. 


32 


-y=x, yp=l/x*, x=2 

-y=x, yp=l/Vvx, x=2 

~Vxt+Vy=1, x=0, y=0 
J J 


>X 
0 
.xetvy=1, x=0, y=0, 0<x< 10 icin 
y 
i e+Vy=1,05xS1 
>X 
0 1 


x=2y?, x=0, y=3 20.x=4-y7, x=0 
.y=4x, yp=4x-2 


y=4r+4, y= 4x - 16 
-y=sinx, p=x, OSx= 7/4 
. y= |sinx|, y=1, -7/2Sx5 7/2 
~y=2snx, y=sin2dx, 0OSx=7 
. y= 8cosx, y=sec*x, —7/3 =x <a/3 
. Soldan x + y = 2, sagdan y = x° ve iistten y = 2 ile cevrelenen “iig- 


gen” bélgenin alanini bulun. 


. Soldan y = Vx sagdan y = 6 — x ve alttan y = | ile gevrelenen “tic- 


gen” bélgenin alan bulun. 


. f(x) =x — 3xnin ekstremum degerlerini bulun ve f’nin grafigi 


ile x-ekseni arasinda kalan bélgenin alaninin bulun. 
. Birinci dortte bir bélgeden x!/? + y!/? = al? 


genin alanini bulun. 


genin toplam alanim bulun. 


. 0 <x S 32/2 araliginda y = sin x ve y = cos x efrileri arasinda 


kalan bélgenin toplam alanin: bulun. 


egrisiyle kesilen bél- 


x = y’? eprisi ile x = y ve y =—1 dogrulari arasinda kalan bél- 
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Baslangic Deger Problemleri 


1 ' 
ee ee POSH’ Ves 
x 
baslangic deger problemini gézdiigiinti gésterin. 
34. y= rae + 2V sec t) dt ’nin 


d’y 
dx? 


= Vsecxtanx; y'(0) = 3, y(0) =0. 


baslangig¢ deger problemini cézdiigiinii gésterin. 
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35 ve 36 problemlerindeki baslangi¢ deger problemlerinin ¢éziim- 


lerini integral olarak ifade edin. 


dy _ sinx _ 
35. re x > (5) 3 


a 
6. Se See, 


a y(-1) = 2 


Belirsiz integralleri Hesaplama 
37-44 problemlerindeki integralleri hesaplayin. 


37. i 2(cos x) !/? sin x dx 
39. Joe + 1+ 2cos(26 + 1))d0 


+ 2 sec? (20 — 7) do 


t+1P-1 
a, fOrwat, 


t 


40. / (+ 


(Deda 


43. J visin 20?) a 


41. 


—_ 


Belirli integralleri Hesaplama 
45-70 problemlerindeki integralleri hesaplayin. 


1 1 
45. / (3x? — 4x + 7) dx 46. | (85? — 12s? + 5) ds 
0 


38. Jan x) 3/? sec? x dx 


—l 
2 4 27 
47. —dv 48. x43 dx 
1 uv 1 
1/2 
ws, ['t wo, [ 
i 1 tVt : i Vu 
gs [ 36 dx - , dr 
"Jo (2x + 133 Jo WT 5x)? 


1 1/2 
53. 7 xB _ x2/3)3/2 dx 54, [ (1 4 9x4)3/2 oe 
1/8 0 


7 7/4 a 
55. i sin? 5r dr 56. | cos* | 4¢ — — 
0 0 4 


Ja 


44, J sscotand V1 + sec 6 dé 
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1/3 30/4 
57. [ sec” 0 dO 58. i esc? x dx 
0 a/4 
30 < 7 f) 
59, i cot? = dx 60. | tan? = do 
7 6 0 3 
0 30/4 
61. / sec x tan x dx 62. | esc z cot z dz 
1/3 a/4 


1/2 1 
63. [ 5(sin x)*/? cos x dx 64. / 2x sin (1 — x?) dx 
0 -1 


1/2 21/3 x - 
65. Fl 15sin*3xcos3xdx 66. | cos 4 (5) sin (5) dx 
en 4 2 2 


7/2 3 sinxcosx ms sec” x 
67. dx 68. [ 7 ae 2/3 dx 
0 V1 + 3sin’x 0 (1 + 7tanx)?/ 
1/3 w/4 
69. fan 4 70. ost _y 


) V2 sec 0 
Ortalama Degerler 


7/36 Vtsin Vt 


71. f(x) =mx + b’nin ortalama degerini verilen aralikta bulun. 
a. [-1, 1] 
b. [-k, k] 
72. Verilen aralikta fonksiyonlarin ortalama degerini bulun. 
a. [0, 3] araliginda y = V3x 
b. [0, a] araliginda y = Vax 
73. f [a, b] araliginda tiirevlenebilir bir fonksiyon olsun. Boliim 2’de 


f’nin [a, b]’deki ortalama degisim oranm1 


f(b) — fla) 
b-a 


ve f’nin x’teki anlik degisim oranimi ise f’(x) olarak tanimlamistik. 
Bu bdéliimde ise bir fonksiyonun ortalama degerini tanimladik. Yeni 
ortalama taniminin eskisiyle tutarl: olmasi i¢in, 


f(b) — f@ 


=. = f’ niin [a, b]’deki ortalama degeri 


olmasi gerekir. Bu dogru mudur? Yanitinizi agiklayin. 


74, Integre edilebilir bir fonksiyonun 2 uzunlugunda bir araliktaki or- 
talama degerinin fonksiyonun o araliktaki integralinin yarisi 
oldugu dogru mudur? Yanitinizi agiklayin. 


75. 365 giinliik bir yil icin 


f(x) = 37 sin (22 = 101)) + 25 
sicakik fonksiyonunun ortalama degerini hesaplayin. Bu Fair- 
banks, Alaska’daki yillik ortalama hava sicakligin1 bulmanin bir 
yoludur. Ulusal Hava Servisi’nin resmi rakam1, giinliik normal or- 
talama hava sicakliklarinin sayisal ortalamasi, f(x)’in ortalama 
degerinden biraz daha yiiksek olan 25.7 °F’dir. Sekil 3.33 nedeni- 
ni géstermektedir. 


76. Bir gazin 6zgiil sisi cal/°-mol (kalori bélii derece gram 
T 


molekiil) birimiyle dlctilen 6zgiil 1s1 C,, verilen bir miktar sabit 


hacimli gazin sicakligini 1°C arttirmak igin gerekli 1s1 miktaridir. 
Oksijenin 6zgiil 1sisi T ’ye baglidir ve 


C, = 8.27 + 10-5 (267 — 1.8777). 


formiliinti saglar. 20° = T= 675°C igin C,,nin_ ortalama 
degerini ve bu degerin hangi sicaklikta alindigini bulun. 


integralleri Tiiretmek 
77-80 alistirmalarinda dy/dx’i bulun. 


Pa Te 
77. y= f V2 + cos? t dt 78. y= f V2 + cos? t dt 
2 2 
1 2 
6 1 
79, y= dt 80. y= > dt 
» [ 34+ t? - [.. et+i 


Teori ve Ornekler 

81. [a, b] araliginda tiirevlenebilen her y = f(x) fonksiyonunun ken- 
disinin [a, b]’de bir fonksiyonun tiirevi oldugu dogru mudur? 
Yanitinizi aciklayin. 

82. F(x)'in f(x) = V1+x* — fonksiyonunun bir ters _ tiirevi 
oldugunu varsayin. & V1 + x* dx integralini F cinsinden ifade 
edin ve yanitinizi aciklayin. 

83. y= i , V1 + ¢?dt ise dy/dx’i bulun. Hesaplarimzdaki ana 
adimlari agiklayin. 


84. y= fo sti — t*)) dt ise dy/dx’i bulun. Hesaplarmizdaki 
ana adimlari agiklayin. 


85. Yeni bir park yeri Park yeri ihtiyacini karsilamak igin, kasaba- 
mz burada gortilen alam ayirmistir. Kasaba mithendisi olarak, ka- 
saba konseyi sizden park yerinin 11.000$’a yapilip yapilamayaca- 
gm bulmanizi istemektedir. Alani temizlemenin masrafi ft? 
basina 0.10$’dir ve park yerinin ingaati ft? bagina 2.00$ tutacaktir. 
isin tamami 11.000$’a yapulabilir mi? 


0 ft 


Yatay mesafe = 15 ft 


thmal edilir 


86. A ve B parasiitgiileri 6400 ft yiikseklikte bulunan bir helikopter- 
dedirler. A parasiitciisti atlar ve parasiitiinti agmadan Gnce 4 sn 
diiser. Helikopter bu strada 7000 ft’e cikar ve orada kalir. A he- 
likopterden ayrildiktan 45 sn sonra, B atlar ve parasiitiinti a¢- 
madan G6nce 13 s diiser. Parastitleri agikken, iki parastitcti de 16 
ft/sn hizla diiserler. Parasiitleri acilmadan énce parasiitciilerin 
serbset dtistiiklerini (etkin hava direnci yok) varsayin. 


a. A’nin parastitii hangi yiikseklikte agilir? 
b. B’nin parasiitii hangi yiikseklikte agilir? 


c. Yere Gnce hangi parasiitcti iner? 


Ortalama Giinliik Envanter 


Ekonomide ortalama deger ortalama giinltik envanter gibi seyleri in- 
celemek igin kullanilir. (4) radyo, lastik, ayakkabi veya bir firmanin ¢ 
giintinde elinde hangi tirtin varsa onun sayisi ise (/’ya envanter 
fonksiyonu deriz), /’nin bir [0, 7] zaman araligindaki ortalama deger- 
ine firmanin o araliktaki ortalama giinliik envanteri denir. 


T 
Ortalama giinliik envanter = ort(J) = ; | I(t) dt. 
0 


A bir birim mali bir giin tutmanin masrafiysa, ort(/) - / o stirede orta- 
lama giinliik tutma masrafidir. 


87. 


88. 


89. 


90. 
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Bir toptanci olarak, Tracey Burr Distributors her 30 giinde bir 
1200 paket ¢ikolata sevkiyati teslim almaktadir. TBD ¢ikolatalari 
alicilara diizenli bir sekilde dagitmaktadir ve bir sevkiyat geldik- 
ten t giin sonra, eldeki paketlerin envanteri J(t) = 1200 — 40¢, 
0 =t¢ < 30 ile verilir. 30 giinliik stirede TBD’nin ortalama giinliik 
envanteri nedir? Bir paketi bir giin tutmanin masrafi 3¢ ise, giin- 
luk ortalama tutma masrafi nedir? 


Bir kurabiye tireticisi olan Rich Wholesale Foods kurabiye kutu- 
larm1 her 14 giinde bir olan sevkiyata kadar havalandirmal: bir 
depoda tutmaktadir. Rich talepte zaman zaman goriilen firla- 
malar karsilamak icin yedekte 600 kutu bulundurmaya ¢alisir, 
dolayisiyla  tipik bir 14 giinltik envanter fonksiyonu 
U(t) = 600 + 600¢, 0 = ¢ = 14 olarak verilir. Her kutunun giinlik 
tutma masrafi 4¢’tir. Rich’in ortalama giinltik envanterini ve orta- 
lama giinltik tutma masrafini bulun. 


Solon Container’a her 30 giinde bir 450 silindirlik plastik sagma 
sevk edilmektedir. Envanter fonksiyonu (giintin bir fonksiyonu 
olarak eldeki silindirler) [(t) = 450 — ?/2’dir. Ortalama giinliik en- 
vanteri bulun. Bir silindiri tutma masrafi giinde 2¢ ise, ortalama 
giinltik tutma masrafini bulun. 


Mitchell Mailorder’a her 60 giinde bir 600 kutu atlet gorabi sevk 
edilmektedir. Sevkiyat geldikten ¢ giin sonra eldeki kutu sayis1 
U(t) = 600 — 20V 15t. ‘dir. Ortalama giinliik envanteri bulun. 
Bir kutuyu tutma masrafi giinde 1/2¢ ise, ortalama giinliik tutma 
masrafini bulun. 


Biliim Ek ve ileri Alistirmalar 


Teori ve Ornekler 
1 
1. a. | Tf(x) dx = 7, ise [roe =1? 
0 0 
1 
b. | f(x) dx = 4 ve f(x) =0 ise, 
0 
fl / f(x) dx = V4 = 2. midir? 
0 


Yanitlarmizi agiklayin. 


2 5 5 
2. / f(x) dx = f f(x) dx = 3, f g(x) dx = 2. olsun. 
2 2 ~2 
Asagidaki ifadelerden, varsa, hangileri dogrudur? 
a 5 
a. [ f(x) dx = —3 b. / (f(x) + g(x)) = 9 
5 =2 


ce. —2 =x = 5 araliginda f(x) = g(x). 
3. Baslangi¢ deger problemi 


y= af £0 sin a(x — ft) dt 


fonksiyonunun 


2 


je 
pit y= fl), x= 0 iken =, = Ove y=0 


baslangic deSer probleminin ¢ézdiigiinii gésterin. (/pucu: 
sin (ax — at) = sin ax cos at — cos ax sin aft) 


. Orantihhk x ve y’nin 


. 
1 
i ———— dt. 
[ Vi1o+ 40? 


denklemiyle birbirine bagi olduklarini varsayin. Py/ dx’ nin y’ye 
orantili oldugunu gésterin ve oranti sabitini bulun. 


. Asagidaki durumlarda f(4)’ti bulun. 


x? F(x) 
a. | f(t) dt = x cos 7x b. | t? dt = x cos 7x 
0 0 


. Agagidaki bilgilerle f(a/2)’yi bulun. 


i. f pozitif ve stireklidir. 


ii. x = 0’dan x = a’ya kadar y = f(x) eSrisinin altinda kalan alan 
soyledir: 
; 7 


a a. 
+5 +> 
2 7 Sina ore 
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7. xy-diizleminde x-ekseni, y = f(x), f(x) = 0 erisi, x = 1 vex =b 
dogrulari ile smirlanan bélgenin alani her b > 1 degerinde 
Vb? 4+ 1-— V2’ye esittir. f(x)’i bulun. 


[fv ar) du = [reo —u)du 
0 \Jo 0 


oldugunu ispatlayin (Zpucu: Sag taraftaki integrali iki integralin 
farki olarak ifade edin. Sonra denklemin iki tarafinin da x’e gére 
turevinin ayn oldugunu gésterin). 

9. Bir egri bulmak x’teki tiirevi her zaman 3x” + 2 ise, (1,—1) nok- 
tasindan gegen xy-diizlemindeki egrinin denklemini bulun. 


10. Shoveling dirt Bir cukurun dibinden yukar 32 ft/sn ilk hiztyla 
bir ktirek dolusu ¢6p atryorsunuz. Cdpiin gukurun disina ¢ika- 
bilmesi igin 17 ft yukari cikmasi gerekmektedir? [Ik hiz bunun 
icin yeterli midir, yoksa kafanizi saklamaniz m1 gerekir? 


Parcali Olarak Siirekli Fonksiyonlar 


Esas olarak stirekli fonksiyonlarla ilgilendigimiz halde, uygulamalar- 
daki fonksiyonlarin cogu pargali olarak stireklidir. Bir f(x) fonksiyo- 
nunun bir / kapali araliginda sonlu sayida stireksizligi varsa, /’nin her 
i¢ noktasinda 


lim f(x) ve tim, f(x) 


limitleri var ve sonlu ise ve /’nin ug noktalarinda uygun tek tarafli li- 
mitler var ve sonlu ise f fonksiyonu J kapali araliginda parcahi ola- 
rak stireklidir. Biitiin pargali olarak stirekli fonksiyonlar integre edi- 
lebilirdir. Stireksizlik noktalari 7 araligini f’nin stirekli oldugu acik 
ve yar1 agik alt araliklara béler. Yukaridaki limit kriterleri, her alt arali- 
gin kapanisina f’nin stirekli olarak genislemesini garanti eder. Parcali 
olarak stirekli bir fonksiyonu integre etmek igin tek tek genislemeleri 
integre eder ve sonuglari toplariz. 


1, =x, -lsx<0 
f(x) = 4°, 0=x<2 
=i, 22x53 


fonksiyonunun (Sekil 5.34) [-1, 3] araligindaki integrali 


3 0 2 3 
[twee fa-nas frase [ove 
-1 | 0 2 
x? |? x? | 
-b-F],+ 5] 


= op 38 I 19 
2° 3 6 
olur. 
Temel Teorem  pargali_ olarak  siirekli fonksiyonlara 


(d/dx) ii : f(t) dt’nin sadece f’nin siirekli oldugu x degerlerinde f(x)’e 
esit olacagi kisitlamasiyla uygulanir. Asagidaki Leibnitz kuralinda da 
benzer bir kisitlama vardir. 

11-16 alistirmalarindaki fonksiyonlarin grafiklerini ¢izin ve 
tanim kiimelerinde integre edin. 


11. 


12. 


13. 


14. 


15. 


16. 


17. 


18. 


SEKIL5.34 Bunun gibi pargali olarak siirekli 


fonksiyonlar parga parca integre edilir. 


2/3 
Baa 8s 
aa ae 
fay = {S™ > 
x? — 4, =x=3 
t, <t< 
i = 
g(t) oe lsts2 
ron ae 0<z<1 
Nts 6", 1e2e9 
1, —2s=x<-l 
f(x) = 4 1 = x’, -l<x<1 
2; l1=<x=x2 
r, -lsr<0 
h(r) = 41-7, 0O<r<il 
1, L=rs2 
Sekildeki fonksiyonun ortalama degerini bulun. 
y 
1 
x 
0 1 2 
Sekildeki fonksiyonun ortalama degerini bulun. 
y 
1 o-oo 
'—!. | >Xx 
0 1 2 3 


Leibniz Kurali 


Uygulamalarda, bazen hem alt hem de tist integrasyon sinirlari degis- 
ken olan integrallerle tanimlanan 


xe Wx 
f(x) = (1 + t) dt ve g(x) = | sin ¢? dt 
Vx 


sin x x 
seklinde fonksiyonlarla karsilasinz. Birinci integral dogrudan hesa- 
planabilirken ikincisi hesaplanamaz. Ama iki integralin de tiirevini 
Leibniz Kurali denilen bir formiille hesaplayabiliriz: 


Leibniz Kurali 
f, [a, b]'‘de stirekliyse ve u(x) ile u(x) x’in degerleri 
[a, b]’de olan tiirevlenebilir fonksiyonlariysa, 


f | fo de= fo) & - Aue) 


olur. 


Sekil 5.35 Leibniz Kuralinin geometrik bir yorumunu vermekte- 
dir. Soldan toplanmastyla ayni x aninda sagdan serilen degisken f(f) 
genislikli bir hali goriilmektedir (Bu yorumda zaman ¢ degil x’tir). x 
aninda, yer u(x)’ten v(x)’e kadar kaplanmaktadir. Halinin toplanma 
hizi du/dx, serilme hizi duv/d ile egit olmak zorunda de@ildir. Verilen 
herhangi bir x aninda, halinin kapladigi alan 


v(x) 


f(t) dt 


u(x) 


A(x) = 


ile verilir. 


Toplama 


fa) 


Serme 


fv) 


u(x) 


vt) 2 a 
A(x) = | fit) dt wie 
u(x) 


SEKIL 5.35 Bir haliy: sermek ve toplamak: Leibnitz kuralimin 
bir geometrik yorumu: 


4 — v(x) 2 = fu) S. 


t 


Kaplanan alan hangi oranda degismektedir? x aninda, A(x) serilen 
halinin genisliZi f(v(x)) kere halinin serilme hizi du/dx ile artmak- 
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tadir. Yani, A(x) 
flo) & 


hiztyla artmaktadir. Ayni zamanda A(x) toplanan halinin genisligi kere 
du/ dx hizi olan 


flu(x)) 


hiztyla azalmaktadir. A’daki net degisim orant 


A Hu(x)) B= feu) # 


olarak bulunur ki, bu da Leibniz kuralidir. 


Kurali ispatlamak icin, F’ yi f’nin [a, b]’‘deki bir ters tiirevi olarak 
alalim. Bu durumda, 


v(x) 
i f(t) dt = F(u(x)) — Flu(x)) 


olur. Bu denklemin iki tarafinin da x’e g6re tiirevinin alinmasi bize 
istedigimiz denklemi verir: 
d 


u(x) 
digg LOHR a Fv) — F(u(x)) 


= Fr(v(x)) @ = Fu) 


Zincir Kurali 


= flo(x)) & = fluc) 


Leibniz kuralimt kullanarak, 19—21 alistirmalarindaki fonksiyon- 


larin tiirevini bulun. 
19. f(x) = dat 20. f(x) = / __3@ 
1 cos x =e 


Ix 


2Vvy 
21. g(y) -[ sin t? dt 
Vy 


y 


22. Leibniz kuralini kullanarak, 


x+3 
/ t(5 — t)dt 


integralini maksimize eden x degerini bulun. Bu gibi problemler 
politik secimlerin matematiksel teorisinde gecer. “The Entry 
Problem in a Political Race”, Steven J. Brams ve Philip D. Straf- 
fin, “Political Equilibrium’da, Peter Ordeshook ve Kenneth 
Shepfle, editdrler. Kluwer-Nijhoff, Boston, 1982, sayfa 
181-195’e bakin. 


Sonlu Toplamlara integrallerle Yaklasmak 

Analizin cogu uygulamasinda, sonlu toplamalara yaklasimda bulum- 
mak igin integraller kullanilir—alisildik sekilde integrallere sonlu 
toplamlarla yaklasimda bulunmanin tersine olarak. 
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ozitif sayin karekéklerinin toplam1, 


Ornegin, ilk n 
Vi n *i bulun. 


Vi + V2 400+ 


1 


1 
— 2,32) _2 
[vee 3% I 3 


it, ody Tet 
s=fb-d+ [Rte [ted 


2 NIE V2 tt Vn 


3/2 


integrali 


n 


list toplamlarimin limitidir. 


2 n=) 1 
non n 


Dolayisiyla, 1 biiyiik oldugunda, S,, 2/3’e yaklasir ve 


Karekbk toptann='V 1 V2 +024 Vn = S, 003? Sn, 


elde ederiz. Asagidaki tablo yaklasimin ne kadar iyi olabilecegini gés- 
termektedir. 


n Kékler toplam = (2/3)n*/?_—— Bagul hata 
10 22.468 21.082 1.386/22.468 © 6% 
50 239.04 235.70 1.4% 
100 671.46 666.67 0.7% 
1000 21,097 21,082 0.07% 
23. 
— P+P4+43 4-475 
lim 7 
noo n 


ifadesini, limitin 


1 
[ve 
0 


oldugunu géstererek ve integrali hesaplayarak bulun. 


24, Alistirma 23’e bakin ve asagidaki ifadeyi hesaplayin. 


lim att + 24+ 33 +---+ n3), 


nwo n 


25. 


26. 


27. 


28. 


29. 


f(x) stirekli bir fonksiyon olsun. 
. 1 1.3 Dr n 
Binnie (re) + 1G) ++ 1) 
ifadesini belirli bir integral olarak ifade edin. 
Alistirma 25’in sonucuyla asagidakileri hesaplayin 
a. lim LQ +4+6+---+ 2n), 
non 
b. lim t's £215 4 3b 4...4 nb), 
non 
fe el ig eget ge 4 ty, AO 
c lim y (sing + sinG + sin +++ + sin}. 


Asagidaki limitler hakkinda ne séylenebilir? 


d. lim als 2 oe BP eee a) 
non 
e. lim als a Oe aa a ye) 
non 
a. r yarigapli bir daire igindeki n kenarli diizgiin bir cokgenin 
alani 4,’nin 
2 
nr’. 20 
An => 72 ny 


oldugunu gésterin. 


b. n > ©O iken 4A,’nin limitini bulun. Bu bir dairenin alan 
hakkinda bildiklerinizle uyusmakta midir? 


Bir diferansiyel denklem y = sinx + i cos 2tdt + 1’in 
asagidaki iki kosulu da sagladigini gésteriniz. 

i. y"” = —sinx + 2 sin 2x 

ii. x =7 ikeny=1 ve y’=-2 

Bir integralle tanmmlanan fonksiyon Bir fonksiyonun grafigi, 


gosterildigi gibi, bir yarim gember ve iki dogru parcasindan olus- 
maktadir. g(x) = Vs f(t) dt. olsun. 


a. g(1)’i bulun. b. g(3)’t bulun. 
(3, 4) agik araliginda g’nin bir yerel maksimumunun bulun- 


dugu biitiin x degerlerini bulun. 


ec. g(—1)’i bulun. 


e. x =—1 de g’nin grafigine teget olan dogru icin bir denklem ya- 
zin. 


f. (3, 4) acik araliginda g’nin grafiginin her biiktim noktasinin 
x-koordinatin: bulun. 


g. g’nin degerler kiimesini bulun. 
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Boliim Teknoloji Uygulama Projeleri 


Mathematica/Maple Module 


Alanlari, Hacimleri ve Egrilerin Uzunluklarint Bulmak igin Riemann Toplamlarini Kullanmak 

Boliim I de Alanlari ve hacimleri g6z Sniine getirir ve yaklasimda bulunur. 

Mathematica/Maple Module 

Riemann Toplamlari, Belirli Integraller ve Analizin Temel Teoremi 

B6ltiimler I, If ve II] Riemann toplamlarini ve belirli integralleri gelistirir. B6ltim IV, daha 6nce incelenen problemleri ¢6zmek igin, Temel 
Teoremi kullanarak Riemann toplamlarini ve belirli integrali gelistirmeye devam eder. 

Mathematica/Maple Module 

Yamur Tutucular, Asansorler ve Roketler 

Boliim I, bir egri altndaki alanin, béliimden alinan 6rnekler igin bir dikdértgen yaklasiminin alani ile ayni oldugunu gésterir. Degisik sekillerdeki 
havuzlarda toplanan suyun, havuz dolarken ve bosalirken, miktarm: hesaplayacaksiniz. 

Mathematica/Maple Module 

Bir Dogru Boyunca Haraket, Boliim IT 

Konum, hiz ve ivme arasindaki tirev iliskilerinin g6z Gntinde canlandirilmasiyla bir grafigin seklini gézleyeceksiniz. Bu yazilim kullanilarak 
metindeki sekiller canlandirilabilir. 

Mathematica/Maple Module 

Kirisleri Egmek 

Kirislerin egilmis sekillerini inceler, maksimum sapmalarim, konkavliklarini ve biiktim noktalarini belirler ve sonuglari bir kirisin sikismasi ve 
gerilmesi cinsinden yorumlar. 


Bolitim 


BELiRLi INTEGRALLERIN 
UYGULAMALARI 


GIRIS Béliim 5’te sonlu bir [a, b] kapali araliginin bir P béliiniisiine karsi gelen 
op = F(cx) Axx 


Riemann toplamlari ile integrasyon islemi arasindaki bagintiy1 kesfettik. [a, b] kapah 
araligi iizerinde siirekli bir fonksiyon igin, béliiniisiin normu_||P|| sifira yaklasirken S,’nin 
limitinin, /f’nin bir ters tiirevi F olmak tizere 


b 
; f(x) dx = F(b) — Fla) 


sayisi oldugunu bulduk. Bunu, x-ekseni ile a = x = b igin y = f(x) fonksiyonunun grafigi 
arasindaki alan hesaplama ve iki egri arasindaki alani bulma problemlerine uyguladik. 

Bu béliimde uygulamalan, hacimleri, dtizlem egrilerin uzunluklarini, agirlik merkez- 
lerini, d6nel yiizeylerin alanlarini, is ve sivilarin dtizlemsel duvarlara kars1 kuvvetlerini 
bulmaya genisletiyoruz. Bitiin bunlar kapali araliklarda stirekli fonksiyonlarin Riemann 
toplamlarinin limitleri_ olarak — yani Analizin Temel Teoremini kullanarak hesaplanabilen 
belirli integraller olarak tanimliyoruz. 
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Bu b6liimde dik-kesitleri diizlemsel b6lgeler olan kati cisimlerin hacimlerini tanimliyoruz. 
Bir S kati cisminin bir dik-kesiti, S’nin bir diizlemle arakesiti tarafindan olusturulan diiz- 
lemsel bélgedir (Sekil 6.1). 

Sekil 6.1’deki gibi bir S kati cisminin hacmini bulmak istedigimizi varsayin. Bir 
silindirin klasik geometrideki tanimini keyfi tabanl: silindirik kati cisimlere (Sekil 6.2) 
genisleterek basliyoruz. Silindirik kati cismin bilinen bir A taban alani ve A yiiksekligi 
varsa silindirik kati cismin hacmi 


Hacim = alan x ytikseklik = A -h 


olur. 
Bu denklem, silindirik olmayan birgok kati cismin hacimlerini, dilimleme ydntemiyle 
tanimlamanin temelini olusturur. 

[a, b] araligindaki her x S kati cisminin dik-kesiti, alan A(x) olan bir R(x) bélgesi ise 
ve A(x), x’in stirekli bir fonksiyonu ise S kati cisminin hacmini bir belirli integral olarak 
asagidaki yolla hesaplayabiliriz. 


>< 


b x 


SEKIL 6.3 S kati cisminde tipik bir ince 
dilim. 
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>< 


P| A(x) alan R(x) 
dik-kesiti 


SEKIL 6.1 kati cisminin, [a, 5] araligindaki 
bir x noktasinda x-eksenine dik olan bir P,, 
diizlemi ve S’nin kesisimiyle olusan dik-kesiti. 


Jn = yiiksek 
Alanim bildigimiz Bolge tizerinde silindirik kati cisim 
diizlem bilge Hacim = taban alani x yiikseklik = Ah 


SEKIL6.2  Silindirik bir kat: cismin hacmi daima taban alam kere 
yiksekligi olarak tanimlantr. 


[a, b] araligim, genislikleri (uzunluklar1) Ax, olan alt araliklara béleriz ve kati cismi, 
a=Xy <x, < +++ <x, = 5b boliintis noktalarinda x-eksenine dik diizlemlerle, bir ekmegi dil- 
imler gibi, dilimleriz. Béliiniis noktalarinda x-eksenine dik olan P,, diizlemleri, S’yi ince 
“dilimlere” ayirir (ince ekmek dilimleri gibi). Tipik bir dilim Sekil 6.3’te gésterilmistir. 
x;1'deki diizlem ile x,’deki dtizlem arasmndaki dilime taban alam A(x;,) ve yiiksekligi 
Ax, = Xp — X41 (Sekil 6.4) olan silindirik kati cisimle yaklasimda bulunuruz. Bu silindirik 
kati cismin V;, hacmi, yaklasik olarak dilimin hacmi ile ayni olan A(x,) - Ax, dir: 


k. dilimin hacmi * V; = A(xx) Axg. 


Bu nedenle biitiin S kati cisminin V hacmine bu silindirik hacimlerin toplami ile 
yaklasimda bulunulur. 


Ve >» Vi = YA Axx. 
k=1 k=1 


Bu, [a, 5] araligi tizerinde A(x) fonksiyonu icgin bir Riemann toplamidir. [a, b]’nin 
bélintisiintin normu sifira yaklasirken bu toplamlarin yaklasimlarinin iyilesmesini bek- 
leriz. Dolayistyla, bunlarin limit halindeki belirli integrallerini S kati cisminin hacmi 
olarak tanimlariz. 
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y labani K(x,) tizerinde 
‘ bulunan yaklasim 
X,_,’deki diizlem silindiri 

AX = Xp Xe 


Silindirin taban 
alam A(x,) olan 
R(x,) bélgesidir. 


OLCEKLi DEGIL 


SEKIL6.4 Sekil 6.3’teki ince dilime alan 
A(x;,) ve yliksekligi Ax, =x,—x;,_, olan 
R(x,) tabanl: silindirik cisim ile 
yaklasilmistir. 


Tipik bir dik-kesit 


x (m) 


SEKIL6.5 Ornek 1’deki piramidin dik- 
kesitleri karelerdir. 


TARIHSEL BIYOGRAFI 


Bonaventura Cavalieri 
(1598-1647) 


TANIM —_- Hacim 
Bilinen integre edilebilir A(x) dik-kesitli bir kati cismin x= a’dan x = b’ye kadar 
hacmi A4’nin a’dan b’ye integralidir: 


b 
V= 7 A(x) dx. 


Bu tanim, A(x) stirekli iken veya daha genel olarak, integrallenebilir iken uygulanur. 


x,daki diizle Tanimdaki formiilii bir kati cismin hacmini hesaplamakta kullanmak igin agagidaki 


adimlari izleyin: 


Bir Kati Cismin Hacmini Hesaplama 
1. Kati cismi ve tipik bir dik-kesit ¢izin. 
Tipik bir dik-kesitin alani A(x) igin bir formiil bulun. 


Integrasyon sinirlarint bulun. 


= 


Temel Teoremi kullanarak A(x) 7 integre edin. 


ORNEK1 Bir Piramidin Hacmi 


3 m yiiksekliginde bir piramitin tabam, bir kenar1 3 m olan bir karedir. Piramidin ucgtan 
x m asagida yiikseklige dik olan dik-kesiti bir kenart x m olan bir karedir. Piramidin 
hacmini bulun. 


Coziim 


1. Bir resim. Piramidi, yiiksekligi x-ekseninde ve ucu orijinde olarak gizer ve tipik bir 
dik-kesit ekleriz (Sekil 6.5). 


2. A(x) igin bir formiil. x’teki dik-kesit bir kenari x m olan bir karedir, dolayisiyla alan 
sdyle olur: 


A(x) =x? 
3. Integrasyon sinirlari. Kareler x = 0’dan x = 3’e kadar giderler. 


4. Hacmi bulmak igin integre edin. 


3 3 2h 
y= [acac= [ra =| = 9m rT 
0 0 0 


ORNEK2 — Cavalieri Prensibi 


Cavalieri Prensibi, yiikseklikleri esit ve her yiikseklikteki dik-kesitleri ayni olan kati 
cisimlerin hacimlerinin esit olacagin1 s6ylemektedir (Sekil 6.6). Bu, hacim tanimindan 
hemen elde edilir. Ctinkii, dik-kesit alan fonksiyonu A(x) ve [a, ] araligi her iki cisim igin 
aynidir. a 


SEKIL6.7 x-eksenine dik olarak 
dilimlenmis Ornek 2’deki takoz. 
Dik-kesitler dikdértgendir. 
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b _— Ayn hacim 


Her seviyede - 
ayn dik-kesit alan = 


SEKIL6.6 Cavalieri Prensibi: Bu kati cisimlerin hacimleri aymidir. 
Bunu bozuk paralarla kendi kendinize gorebilirsiniz (Ornek 2). 


ORNEK3 Bir Takozun Hacmi 


3 yarigapli bir silindirden iki diizlemle egri bir takoz kesilmistir. Bir diizlem silindirin ek- 
senine diktir. [kinci diizlem birinci diizlemi silindirin merkezinde 45°’lik aciyla kesmekte- 
dir. Takozun hacmini bulun. 


Céziim Takozu gizer ve x-eksenine dik tipik bir dik-kesit ekleriz (Sekil 6.7). x’teki dik- 
kesit alani asagida verilen dikdértgendir: 


A(x) (yiikseklik)(genislik) = (x)(2V/9 — x?) 
= 2xV9 — x’. 


Dikdortgenler x = 0’dan x = 3’e kadar gider. Dolayistyla, 


b 3 
y= f aoyac = f 2Vo—F ax 
a 0 


2 3 u=9- x, 
= ec) — x7)3/2 du = —2x dx olsun, in- 
0 tegre edin ve geriye 
2 doniistiirtin. 
= 0+ $(9)? 
3 
= 18. 
dir. a 


Donel Cisimler: Disk Yéntemi 


Diizlemsel bir bélgenin diizlem igindeki bir eksen etrafinda d6éndiirtilmesiyle elde edilen 
kati cisme d6énel cisim denir. Sekil 6.8’deki gibi cisimlerin hacimlerini bulmak icin, 
sadece A(x) dik-kesit alaninin, R(x) yaricapli diskin alani oldugunu gézlemeliyiz. Burada 
R(x) dizlemsel bélgenin sinirinin dénme eksenine uzakligidir. Boylece, alan 


A(x) = a(yarigap)* =[R(x)} dir. 


b b 
y= [a ac = feta) ax 


Dolayisiyla hacim tanim1 


verir. 
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>< 


>< 


(b) 


SEKIL6.8 Ornek 4’teki bélge (a) ve donel 
cisim (b). 


Bir dénel cismin hacmini hesaplamanin bu y6ntemine, bir dik-kesit R(x) yarigapli bir 
dairesel disk oldugundan, cogunlukla disk yéntemi denir. 


ORNEK4 Bir Donel Cisim (x-Ekseni Etrafinda Donme) 


y= Vx, 0 =x =4 efrisi ile x-ekseni arasindaki bélge bir dénel cisim elde etmek 
lizere x-ekseni etrafinda déndiiriiltiyor. Dénel cismin hacmini bulun. 


Coziim Bélgeyi, tipik bir yarigapi ve tiretilen dénel cismi gésteren bir sekil gizeriz (Sekil 
6.8). Hacim 


b 
y= | a[R(x)}° dx 


= [al Va f ax ie) = 
0 


olarak bulunur. 


ORNEK5 Bir Kiirenin Hacmi 


ety~=a 
gemberi bir kiire elde etmek tizere x-ekseni etrafinda déndiirtilityor. Hacmini bulun. 


Coziim Bélgenin x-eksenine dik diizlemlerle ince dilimlere kesildigini dtistinelim (Sekil 
6.9). —a ile a arasinda tipik bir x noktasindaki dik-kesit alan 


A(x) = 1 = (a — x’) 


dir. Bu nedenle hacim 


V= icc dx = 


SEKIL 6.9 x? + y* = a? cemberini x-ekseni etrafinda 
dénditirerek elde edilen kiire. Yarigap, 
R(x) = y = Va? — x? dir (Ornek 5) ai 
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Takip eden 6rnekteki dénme ekseni x-ekseni degildir, fakat hacmi hesaplama kurali 
aymdir: Uygun sinirlar arasinda 7(yarigap)”’yi integre edin. 


ORNEK6 Bir Dnel Cisim ( y-Ekseni Etrafinda Dénme) 


y= Vx efrisi ile y = 1 ve x = 4 dogrular arasindaki bélgenin y = 1 dogrusu etrafinda 
déndirilmesiyle tiretilen dénel cismin hacmini bulun. 


Ciziim Bédlgeyi, tipik bir yarigapi ve tiretilen dénel cismi gésteren bir sekil gizeriz (Sekil 


6.10). Hacim 
4 
V= / m[R(x)]° dx 
1 
a‘ 2 
-f a] Vx - 1] dx 
1 
4 
- nf [x -— 2Vx + 1] dx 
1 
_ x? 2 3/2 = 10 
= ae 2 3 +x aor 
olarak bulunur. 


SEKIL6.10 Ornek 6’teki bélge (a) ve dénel cisim (b). rT] 


y-ekseni ile bir x = Riv), c = y S d efrisi arasindaki bélgenin y-ekseni etrafinda 
déndiirtilmesi ile tiretilen bir dénel cismin hacmini bulmak igin x yerine y yazarak ayn 
yontemi kullaniriz. Bu durumda, dairesel dik-kesit alani 
A(y) = ar(yarigap)’ = [ROY]? 
dir. 


ORNEK7 —_y-Ekseni Etrafinda Dinme 


y-ekseni ile x = 2/y, 1 <= y S 4 e@risi arasindaki bélgenin y-ekseni etrafinda dondiiriilme- 
style tiretilen d6nel cismin hacmini bulun. 
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SEKIL6.11 Ornek 7’deki bélge (a) ve dénel 
cisim bir kismi (b). 


Ciziim Bélgeyi, tipik bir yarigapi ve tiretilen dénel cismi gésteren bir sekil gizeriz (Sekil 
6.11). Hacim 


4 
y= | m[R(y)] dy 


dir. | 


ORNEK8 —_ Dikey Bir Eksen Etrafinda Dénme 


x = y + 1 parabolii ile x = 3 dogrusu arasindaki bélgenin x = 3 dogrusu etrafinda 
déndiiriilmesiyle tiretilen dénel cismin hacmini bulun. 


Coziim Bélgeyi, tipik bir yarigapi ve tiretilen d6nel cismi gésteren bir sekil gizeriz (Sekil 
6.12). Hacim 


V2 ‘ 
= R 
V [7 (y)} dy 


V2 Ry) = 3-6? +1) 
= aTl2 — 272 d =2-y? 
iz [2—- y* dy 
We 2 4 
=7 [4-42 + yd 
i Wy yYilay 
= 7/4 = soo) 
eae ela 
_ 640V2 
15 
olarak bulunur. 
y RQO)=3-GCP +) y 
A 2 A 
Vat (3, V2) V2 
YR yE 
1_» x 
0 1 3 0 
foo age: 
Me Peet @,-V2) vib 


(a) (b) 
SEKIL 6.12 Ornek 8deki bélge (a) ve dénel cisim (b). | 
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(x, R@) 


Pullar 


SEKIL 6.13 Burada iiretilen dénel cisimlerin dik-kesitleri diskler degil pullar (rondela) dir dolayisiyla i : A(x) dx 
integrali biraz degisik bir formiile yol agar. 


>< 


(-2, 5) 


R(x) =-x +3 


r@=x t+] 


> a y= 241 
2 a7 7 
Integrasyon : Oe 
araligi 
(a) 


Pul dik-kesit 


Dis yarigap : R(x) = —x + 3 
ig yaricap : r(x) = x41 
(b) 


SEKIL6.14 (a) Ornek 9’da dénme eksenine 
dik bir dogru pargasi tarafindan gerilen 
bdlge. (b) Bélge x-ekseni etrafinda 
dénditiriildtigiinde, dogru pargasi bir pul 
(rondela) tiretir. 


Donel Cisimler: Pul Yéntemi 


Bir d6nel cisim olusturmak igin déndiirdiigiimiiz bélge dénme ekseninde bitmez veya 
dénme eksenini kesmezse, d6nel cismin iginde bir bosluk olur (Sekil 6.13). Dénme ekse- 
nine dik-kesitler disk yerine pullardir. Tipik bir pulun boyutlan 
Dis yaricgap: R(x) 
Ig Yarigap: r(x) 
ve pulun alani 
A(x) = a[R(x)P — a[r(x)P = w([RO)P — [r)P) 


olur. Sonug olarak, hacim tanimi asagidaki belirli integrali verir 


b b 
V= : A(x) dx = : m([R(x) — [r(x) 7) dx. 


Bir dilim, dis yarigap1 R(x) ve ig yarigapi r(x) olan dairesel bir pul oldugundan bir dénel 
cismin hacminin hesaplanmasi i¢gin kullanilan bu y6nteme pul yéntemi denir. 


ORNEK9 Bir Pul Dik-Kesit ( x-Ekseni Etrafinda Dinme) 


y=x? +1 egrisi ve y = —x + 3 dogrusu ile simirlanan bdlge x-ekseni etrafinda 
doéndiiriilerek bir dénel cisim olusturuluyor. Dénel cismin hacmini bulun. 


Coziim 


1. Bélgeyi ¢gizin ve tizerine dénme eksenine dik bir dogru pargasi ekleyin (Sekil 
6.14’deki lacivert dogru pargas1). 

2. Bdélgeyle birlikte x-ekseni etrafinda déndiiriilseydi dogru pargasinin tarayacagi pulun 
i¢ ve dis yaricaplarini bulun. 
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integrasyon araligi 


SEKIL6.15 (a) Ornek 10’daki y-ekseni 
etrafinda dondiiriilen bélge, pul 
yarigaplari, integrasyon sinirlari. (b) 
(a)’daki dogru pargasinin taradigi pul. 


Bu yaricaplar dogru parcasinin uclarinin dénme eksenine uzakliklaridir (Sekil 6.14) 


Dis yarigap: R(x) =-x +3 
ig Yaricap: r(x) =x? +1 
3. Sekil 6.14(a)’daki egri ve dogrunun kesisim noktalarinin x-koordinatlarim bularak in- 
tegrasyon sinirlarint belirleyin. 
vrt+l=-x+3 
xr t+x-2=0 
(x + 2)(x — 1) =0 


x=-2, x=1 


4. Hacim integralini hesaplayin. 


Vv 


b 
i am([R(x)P — [r(x)°) de 


2 ve 3 adimlarindaki 
degerler 


1 
| a((—x + 3)? — (x? + 1)?) de 
~2 


1 
= [8-6-2 sas 


2 


ra x : _ 7a 


= wf - 308 - 3 


Bir bélgenin y-ekseni etrafinda ¢evrilmesi ile olusturulan bir cismin hacmini bulmak 
igin Ornek 9’daki ayn: prosediirii kullaniriz fakat x yerine y’ye gore integral aliriz. Bu du- 
rumda tipik bir pul tarayan dogru pargasi y-eksenine (dénme ekseni) diktir ve pulun dis ve 
i¢ yaricaplari y’nin fonksiyonlaridir. 


ORNEK 10 


Birinci dértte bir bélgede y = x parabolii ve y = 2x dogrusuyla sinirlanan alan y-ekseni 
etrafinda déndtiriilerek bir dénel cisim olusturuluyor. Donel cismin hacmini bulun. 


Bir Pul Dik-Kesit { y-Ekseni Etrafinda Dénme} 


Céziim Once bélgeyi cizin ve bélge boyunca dénme eksenine (y-ekseni) dik bir dogru 
pargasi cizin. Sekil 6.15(a)’ya bakin . 

Dogru parcasinm taradigi pulun yaricaplan R(y) = Vy, r( y) = y/27dir. (Sekil 
6.15). 

Do§gru ve parabol y = 0 ve y = 4’te kesisirler, dolayisiyla ,integrasyon sinirlar. c = 0 
ve d= 4’tiir. hacmi bulmak igin integral aliriz: 


d 
V= | m([R(y)P — [r(y)P) ay 
4 2 2 
- [=(\M] - fb} 
0 
4 y? ye ia 4 8 
[e-Re-te- al 
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Ozet 


Bitiin hacim orneklerimizde, tipik bir dilimin dik-kesit alan1 A(x) nasil tanimlanirsa 
tanmmlansin, hacmin V = pe A(x) dx belirli integrali olarak tanimlanmasi yaptigimiz 
hesaplamalarin kalbidir. 


ALISTIRMALAR 6.1 


Dik-Kesit Alantari d. Dik-kesitler tabanlar xy-diizleminde olan eskenar ti¢genlerdir. 


1 ve 2 alistirmalarinda kati cismin x-eksenine dik olan dik- kesit- 
lerinin A(x) alanlari icin formiil bulunuz. 


1. Cisim, x =—1 ve x= 1’de x-eksenine dik diizlemler arasinda bu- 
lunmaktadir. Her durumda, bu diizlemler arasinda x-eksenine dik 
olan kesitler y = —V1 — x? yar cemberinden y = V1 — x? 


yari gemberine kadar gider. be 
24.52 
x+y =1 


a. Dik-kesitler gaplar xy-diizleminde olan disklerdir. 


2. Cisim, x =0 ve x = 4’te x-eksenine dik diizlemler arasinda bu- 
lunmaktadir. Bu diizlemler arasinda x-eksenine dik olan kesitler 
y= —Vx paraboliinden y = Vx paraboliine kadar gitmekte- 
dir. 


a. Dik-kesitler gaplari xy-diizleminde olan disklerdir. 


b. Dik-kesitler tabanlari xy-dtizleminde olan karelerdir. 


c. Dik-kesitler késegenleri x-diizleminde olan karelerdir. (Bir 
karenin késegeninin uzunlugu kenarlarinin uzunlugunun V2 
katidir.) 


c. Dik-kesitler ké6segenleri xy-dtixleminde olan karelerdir. 


d. Dik-kesitler tabanlar xy-diizleminde olan eskenar tiggenlerdir. 
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Dilimleyerek Hacim Bulma 


3-10 alistirmalarindaki cisimlerin hacimlerini bulun. 


3. 


10. 


Cisim, x = 0 ve x = 4’te x-eksenine dik diizlemler arasinda bu- 
lunmaktadir. 0 = x = 4 araliginda x-eksenine dik olan kesitler 
késegenlerl y = —-Vx paraboliinden y = Vx_paraboliine 
kadar giden karelerdir. 


. Cisim, x =—1 ve x = 1’de x-eksenine dik diizlemler arasinda bu- 


lunmaktadur. x-eksenine dik olan kesitler caplari y = x* paraboliin- 
den y = 2 — x’ paraboliine kadar giden disklerdir. 


y=2-37 r 


. Cisim, x =—1 ve x = |’de x-eksenine dik diizlemler arasinda bu- 


lunmaktadir. Her durumda, bu diizlemler arasinda x-eksenine dik 
olan kesitler tabanlan y = —V1— x? yari cemberinden 


y = V1 —x?  yari cemberine kadar giden dikey karelerdir. 


. Cisim, x =—1 vex =1’de x-eksenine dik diizlemler arasinda bu- 


lunmaktadir. Her durumda, bu diizlemler arasinda x-eksenine dik 
olan kesitler késegenleri y = —V1 — x? yari cemberinden 


y = V1 -—x? yar cemberine kadar giden ka-relerdir. 


. Bir cisimin tabani y = 2Vsinx efrisi ile x-ekseni tizerindeki 


(0, ar] araligi arasinda kalan bélgedir. x-eksenine dik olan kesitler 

asagidadir. 

a. Tabanlani, sekilde gésterildigi gibi, x-ekseninden egriye kadar 
giden eskenar tiggenler. 


b. Tabanlari x-ekseninden egriye kadar giden kareler. 

Cisim, x = —7/3 ve x = 7/3'de x-eksenine dik diizlemler 

arasinda bulunmaktadir. x-eksenine dik kesitler sdyledir: 

a. Caplari y = tan x egrisinden y = sec x egrisine kadar giden 
diskler. 


b. Tabanlar y = tan x egrisinden y = sec x egrisine kadar giden 
kareler. 


Cisim, y = 0 ve y = 2’de y-eksenine dik diizlemler arasinda bulun- 
maktadir. y-eksenine dik  kesitler caplar1 y-ekseninden 
x= V5y2 paraboliine giden disklerdir. 

Cisimin tabani x* + y’ = 1 diskidir. y-eksenine y = —1 ile y = 1 
arasinda dik diizlemlerden olusan kesitler bir ayaklari diskin tiz- 
erinde olan ikizkenar dik ti¢genlerdir. 


11. 


12. 


Biikilmiis bir cisim Kenar uzunlugu s olan bir kare bir L 
dogrusuna dik bir diizlemde bulunmaktadir. Karenin bir késesi L 
tizerindedir. Bu kare L boyunca / kadar ilerlerken, kare Lnin 
etrafinda dénerek kare dik-kesitli tirbtison benzeri bir siitun olustu- 
rur. 


a. Sutunun hacmini bulun. 


b. Kare bir yerine iki kere dénerse hacim ne olur? Yanitinizi 
aciklayin. 


Cavalieri Prensibi Bir cisim x = 0 ve x = 12’de x-eksenine dik 
diizlemler arasinda bulunmaktadir. x-eksenine dik diizlemlerden 
olusan kesitler, sekilde gésterildigi gibi y = x/2 eSrisinden y = x 
dogrusuna giden disklerdir. Cismin hacminin neden taban 
yarigap1 3 ve yiiksekligi 12 olan bir koniyle ayni oldugunu 
aciklayin. 


Disk Yéntemiyle Hacim Bulmak 


13-16 alistirmalarinda, renkli bdlgenin verilen eksen etrafinda 
déndiiriilmesiyle tiretilen dénel cismin hacmini bulun. 


13. 
y 


x-ekseni etrafinda 14. y-ekseni etrafinda 


y 


15. y-ekseni etrafinda 16. x-ekseni etrafinda 


y v 
4 A 


1 = sinx cos x 


> XxX 


la 


17-22 Alistirmalarmndaki dogru ve e@rilerle sinirli bélgeleri x-ekseni 
etrafinda d6ndiirerek tiretilen cisimlerin hacmini bulun. 


17. y=x7, y=0, x=2 18 y=x, y=0, x=2 
19. y= V9 — x2, y=0 20. y=x-—x7, y=0 
21. y= Veosx, O<x<7/2, y=0, x=0 

22. y=secx, y=0, x= —-7/4, x= 7/4 


23 ve 24 alistirmalarinda bélgenin verilen dogru  etrafinda 
dondiiriilmesi ile tiretilen cismin hacmini bulun. 


23. Birinci dértte bir bélgede, tistten y = Wa dogrusu, alttan y = sec 
x tan x egrisi ve soldan y-ekseniyle simirli bélgenin y = Ve) 
dogrusu etrafinda déndiirtilmesiyle olusan cisim. 


24. Birinci dortte bir bdlgede, tistten y = 2 dogrusu, alttan 
y=2sinx, 0 <x S 7/2 efrisi ve soldan y-ekseniyle sinirli bol- 
genin y = 2 dogrusu etrafinda déndiirtilmesiyle olusan cisim. 


25-30 alistirmalarindaki dogru ve e&grilerle sinirli bélgelerin y-ekseni 
etrafinda d6ndiiriilmesi ile tiretilen dénel cisimlerin hacmini bulun. 


25. x = V5y’, x=0, y=-1, y= Lile simrh bdlge 

26. x = er, x=0, y =2 ile sinirli bélge 

27. x= V2sin2y, 0OSys 7/2, x = 0 ile sinirl bilge 
28. x = Vcos(my/4), -—2=y 0, x =0 ile sinirli bilge 
29. x = 2/(y+ 1), x=0, y=0, yp=3 

30. x = V2y/(y2 + 1), x=0, y=l 


Pul Yontemiyle Hacim Bulma 


31 ve 32 alistirmalarindaki renkli bdlgelerin belirtilen eksenler 
etrafinda déndiirtilmesiyle tiretilen cisimlerin hacimlerini bulun. 


31. x-ekseni etrafinda 32. y-ekseni etrafinda 
y 
A 


AIS 
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33-38 alistirmalarindaki dogru ve egrilerle sinirli bélgelerin x-ek- 
seni etrafinda déndiiriilmesiyle tiretilen cisimlerin hacimlerini bu- 
lun. 


33. y=x, y=l, x=0 34 y=2Vx, y=2, x=0 
35. y=x° +1, yp=xt+3 36 y=4-x7, p=2-x 
37. y = secx, y= V2, —-7/4sxs 7/4 


38. y= secx, y=tanx, x=0, x=1 


39-42 alistirmalarinda, her b6lgenin y-ekseni etrafinda déndiiriilme- 

siyle olusan cismin hacmini bulun. 

39. Késeleri (1, 0), (2, 1) ve (1, 1)’de bulunan ticgenle sinirlanan bélge. 

40. Késeleri (0, 1), (1, 0) ve (1, 1)’de bulunan ticgenle sinirlanan bélge. 

41. Birinci dortte bir bélgede iistten y = x7, alttan x-ekseni ve saZ- 
dan x = 2 dogrusuyla sinirlanan bélge. 

42. Birinci dértte bir bélgede soldan x* + y* = 3 cemberi, sagdan 
i V3 dogrusu ve alttan y = V3 dogrusuyla smirlanan bélge. 


43 ve 44 alistirmalarinda, her bélgenin verilen eksen etrafinda déndii- 

rtilmesiyle tiretilen dénel cismin hacmini bulun. 

43. Birinci dértte bir bélgede iistten y = x° e@risi, alttan x-ekseni ve 
sagdan x = 1 dogrusuyla smurlanan bélge, x =—1 dogrusu etrafinda. 

44, ikinci dértte bir bélgede iistten y = —x° eSrisi, alttan x-ekseni ve 


soldan x =—I1 dogrusuyla sinirlanan bélge, x = —2 dogrusu etra- 
finda. 


Donel Cisimlerin Hacimleri 


45. y= Vx egrisi ile y = 2 ve x = 0 dogrulari tarafindan smirlanan 
bélgenin asagidaki eksenler etrafinda dénditrilmesiyle olusan 
dénel cismin hacmini bulun. 


a. x-ekseni b. y-ekseni 

ce. y=2 dogrusu d. x =4 dogrusu 

46. y= 2x, y=0 ve x =0 dogrulariyla sinirli tiggen bélgenin asagidaki 
eksenler etrafinda déndtirtilmesiyle olusan dénel cismin hacmini 


bulun. 
a. x = 1 dogrusu b. x =2 dogrusu 


47. y =x’ parabolii ve y = 1 dogrusuyla simirli bélgenin asagidaki ek- 
senler etrafinda déndiiriilmesiyle olusan dénel cismin hacmini 
bulun. 

a. y=1 dogrusu b. y =2 dogrusu 
ce. y=—1 dogrusu 

48. Koseleri (0, 0), (b, 0) ve (0, /)’de bulunan ticgen bélgenin 
asagidaki eksenler etrafinda déndiiriilmesiyle olusan d6énel cis- 
min hacmini integrasyonla bulun. 


a. x-ekseni b. y-ekseni 
Teori ve Uygulamalar 


49. Bir torusun hacmi. x7 +)? <a? diski x = b(b >a) 
dogrusu etrafinda déndiirtilerek, torus adi verilen simit seklinde bir 
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50. 


51. 


52. 


53. 
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dénel cisim olusturuluyor. Hacmini bulun. (/pucu: a yarigaph bir 

‘ Sy ici ay/3 2 
yarim g¢emberin alan oldugu icin, Ys ava —yody= 
ma’ /2'dir.) 


Bir kasenin hacmi Bir kasenin sekli, y = x°/2’nin grafiginin 
y = 0 ve y = 5 dogrulari arasindaki kisminin y-ekseni etrafinda 
cevrilmesi ile elde edilecek sekildedir. 


a. kasenin hacmini bulun 


b. fliskili oranlar KAseye, 3 birim kiip/sn oran: ile su doldu- 
rursak, su 4 birim derinlikte iken su seviyesi ne hizla yiik- 
selmektedir? 


Bir kasenin hacmi 


a. a yaricapli yarim ktire seklindeki bir kase A derinliginde su 
igermektedir. kasenin igindeki suyun hacmini bulun. 


b. fliskili oranlar 5m yaricapli yarim kiire seklindeki bir beton 
kAseye 0.2 m3/sn oram ile su akmaktadir. Su 4 m derinlikte 
iken su seviyesi ne hizla yiikselmektedir? 


Bir cismin tam tizerindeki bir 1s1g1n olusturdugu cisim gélgesinin 
dénme eksenine paralel uzunlugunu dlcerek bir dénel cismin 
hacmini nasil tahmin edebileceginizi agiklayin. 


Bir yarikiirenin hacmi Asagidaki sekilde gésterildigi gibi, R 
yaricgaphi bir yariktirenin dik-kesitlerini, R yarigapli ve yiiksekligi 
R olan bir dik dairesel igi dolu silindirden taban yarigap1 R_ ve 
yiiksekligi R olan bir dik koni ¢ikararak elde edilen cismin dik- 
kesitleri ile karsilastirarak, yariktirenin hacmini veren 
V = (2/3)7R? formiiliinii elde edin. 


54. 


55. 


Bir koninin hacmi 


Yiiksekligi h ve yarigapi r olan dik bir 
koninin hacmini bulmak igin analiz kullanin. 


Bir tava tasarlamak Kulplari olan kiiresel bir kap seklinde bir 
kizartma tavasi tasarlryorsunuz. Evde yaptiginiz deneyler sizi, de- 
rinligi 9 cm yapar ve ktireye 16 cm’lik bir yarigap verirseniz onun 
3 L civarinda sivi tutacag1 konusunda ikna ediyor. Emin olmak 
icin tavayi asagida gésterildigi gibi bir d6énel cisim olarak 
gOztintizde canlandirryor ve hacmini bir integralle hesapliyor- 
sunuz. Buldugunuz hacim santimetre ktip olarak nedir? 
(1 L= 1000 cm?) 


Derinlik 9 cm 


—16 


56. Bir gekiil tasarlamak Sizden 190 gr civarinda bir agirligi olan 


sag bir cekiil tasarlanmaniz istendiginde, asagida gésterilen dénel 
cisim gibi tasarlamaya karar veriyorsunuz. Cekiiliin hacmini bu- 
lun. YoZunlugu 8.5 gr/cem? olan bir sac belirlerseniz, cekiiliin 
agirligi ne olur? 


1M ya SV36— 2 


x (cm) 


57. Maks - Min y=sinx,0=x=7, yary=c,0Sc1 


dogrusu etrafinda d6ndiiriilerek Sekil 6.16’daki cisim elde 

ediliyor. 

a. Cismin hacmini minimize eden c degerini bulun. Minimum 
deger nedir? 


b. [0, 1]’deki hangi c degeri cismin hacmini maksimize eder? 


ec. Cismin hacminin grafigini c’nin bir fonksiyonu olarak énce 


0 =c = 1 araliginda, sonra daha genis bir tanim araliginda 
cizin. c [0, 1]’den uzaklastikca, cismin hacmine ne olur? 
Bunun fiziksel bir anlami var midir? Yanitinizi agiklayin. 


y 
A 


SEKIL 6.16 
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58. Yedek yakit tanki Bir helikopterin ucus mesafesini arttirmak a. Tank kac ft? yakit alacaktir? 
igin gdvdesinin altina sigacak yedek bir yakit tank1 tasarlryorsu- 
nuz. Cizim tahtanizda ger¢eklestirdiginiz deneylerden sonra, tan- 
kiy=1-(x°/16), 4 <x <4 e@risinin x-ekseni etrafinda dondii- 
rilmesiyle iretilecek ytizey gibi  sekillendirmeye  karar 
veriyorsunuz (boyutlar ft’tir). 


ioe Silindirik Kabuklarla Hacim Bulmak 


Boliim 6.1 de, A(x) bir S cisminin x = a’dan x = b’ye kadar integrallenebilir dik-kesit alan 
olmak tizere S cisminin hacmini, 
b 
V= i A(x) dx 


belirli integrali olarak tanimladik. A(x) alani, cismi x-eksenine dik bir diizlemle dilimleye- 
rek elde edilmisti. Bu boliimde, hacim igin ayn integral tanimini kullantyoruz, fakat alan 
cismi farkli bir sekilde dilimleyerek elde ediyoruz. Bu defa cismi, kurabiye kaliplar gibi 
giderek artan yarigapli dairesel silindirlerle dilimliyoruz. Cismi, silindirin ekseni y-ekse- 
nine paralel olacak sekilde, yukaridan asagiya x-eksenine dik olarak dilimleriz. Her silin- 
dirin dikey ekseni ayn dogrudur fakat silindirlerin yarigaplari her dilimde artar. Bu y6n- 
temle S cismi, agaclardaki yas halkalan gibi, kalinliklari esit olan ve ortak eksenden 
disariya dogru gittikce biiyiiyen ince silindirik kabuklara dilimlenir. Bir silindirik kabugu 
agarsak, hacminin yaklasik olarak alani A(x) ve kalinligi Ax olan dikdértgensel bir dilimin 
hacmine esit oldugunu goriirtiz. Bu, 6nceden oldugu gibi, hacim igin ayni integral tanimi- 
ni uygulamamizi saglar. Yéntemi genel olarak tanimlamadan Once biraz daha tecrtibe ka- 
zanmak icin bir 6rnege bakalim. 


b. Bir ft 7.481 galondur. Eger helikopter bir galonla 32 mil 
gidiyorsa, tank yerlestirildiginde helikopter ne kadar ekstra 
yol alabilecektir? 


ORNEK 1 Kabuklar Kullanarak Bir Hacim Bulmak 


x-ekseni ve y = f(x) = 3x — x” parabolii ile sumrlanan bélge x = —1 dikey dogrusu 
etrafinda déndiiriilerek bir dénel cisim olusturuluyor (Sekil 6.17). Dénel cismin hacmini 
bulun. 


Coziim Boliim 6.1’deki pul y6ntemini burada kullanmak zor olacaktir, gtinkti parabo- 
lun sol ve sag kollarinin x-degerlerini y cinsinden ifade etmemiz gerekecektir. 


I 
2 1 o 
= 1 | 
Dénme Donme 
ekseni| -—2/ ekseni 
x=-l x=-l 


(a) (b) 


SEKIL 6.17 (a) Ornek 1’deki bélgenin grafigi, déndiiriilmeden nce. (a)’daki bélgenin 
x =—1 d6énme ekseni etrafinda d6éndiiriilmesi ile olusan cisim. 
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(Bu x-degerleri tipik bir pulun, karmasik formiillere yol agan ig ve dis yarigaplaridir.) 

Ay kalinliginda yatay bir serit d6éndiirmek yerine Ax kalinliginda dikey bir serit 
dondiirtirtiz. Bu déndiirme, dikey seridin tabani igindeki bir x, noktasinin tizerinde y;, ytik- 
sekliginde ve Ax kalinliginda bir silindirik kabuk olusturur. Bir silindirik kabuk 6rnegi 
Sekil 6.18 de renkli bélge olarak gésterilmistir. Sekilde gésterilen silindirik kabugun, 

>X cisim boyunca yukaridan asag1ya dogru dénme eksenine paralel ve biitiin gevre boyunca 
i¢teki delige yakin olarak kesilen bir dilime yaklasimda bulundugunu distinebiliriz. Daha 
sonra genislemis deligin gevresi boyunca baska bir silindirik dilim keseriz ve sonra bir 


ai daha ve béyle devam ederek 7 tane silindir elde ederiz. Silindirlerin yarigaplari asamali 
olarak artar. Silindirlerin yiikseklikleri paraboliin seklini takip ederler: kisadan uzuna ve 

SEKIL6.18 Ax kalinhgindaki bir dikey sonra geri kisaya (Sekil 6.17a). 
seridin x =—1 etrafinda déndiiriilmesiyle Her dilim, x-ekseninin uzunlugundaki (genisliginde) bir alt araligi tizerinde oturmak- 


elde edilen y;, yiiksekliginde bir silindirik tadir. Yarigap1 yaklasik olarak (1 + x,)ve yiiksekligi yaklasik olarak 3x, —x,° dir. x,’daki 
kabuk. Silindirin dig yarigap1 x;,’dir ve bu silindiri agar ve diizlestirirsek kalinligi Ax olan dikd6rtgensel bir dilim haline (yaklasik 


noktada paraboliin yiiksekligi olarak) gelir (Sekil 6.19). &. silindirin dis gevresi 27 - yarigap = 27(1 + x,) dir ve bu da 
ye = 3xy — x/2 dir (Ornek 1). acilan dikdértgensel dilimin uzunlugudur. Hacmi ise yaklasik olarak dikdértgensel cismin 
hacmidir, 


AV,. = cevre X yiikseklik x kalinhk 
= 2n(1 + x): (3x. = xe) » Ax 


Yaricap = 1 + x, 


= 


= = : me | | ence 


SEKIL 6.19 Bir silindirik kabugu, (yaklasik olarak) dikdértgensel 
diiz bir cisim elde etmek icin kesip actiZimizi hayal edin (Ornek 1) 


[0, 3] araligi izerindeki silindirik kabuklarin AV; hacimlerini toplamak 


SAM, = S20 + 1) (3x — x2) Ax. 
= = 


Riemann toplamini verir. 
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Ax — 0 igin limit almak hacim integralini verir: 


3 
V= i 2n(x + 1)(3x — x?) dx 
0 


3 
a [ 2n(3x? + 3x — x3 — x*) dx 
0 


3 
= an | (2x7 + 3x — x3) dx 
0 


3 
2 3 3 2 1 4 
= 2n|3s + ax 4* , 
_ 430 . 
7 


Simdi Ornek 1 ‘deki prosediirii genellestirelim. 


Kabuk Yontemi 


Negatif olmayan sirekli bir y = f(x) fonksiyonunun grafigi ve x-ekseni tarafindan, sonlu 
[a, b] kapali araligi tizerinde sinirlanan b6dlgenin, x = L dikey dogrusunun saginda 
kaldigini varsayalim (Sekil 6.20a). a = L oldugunu kabul ediyoruz. Dolayisiyla, dikey 
dogru bélgeye dokunabilir fakat bélgenin iginden gegmez. Bu bélgeyi dikey L dogrusu 
etrafinda déndtirerek bir S cismi tiretiriz. 
Dikey dénme 
ekseni 


Dikey dénme 
ekseni 


Dikdértgen 
ytiksekligi = f(c,) 


x 

(a) (b) 
SEKIL 6.20 (a) da gésterilen bélge x = L dikey dogrusu etrafinda déndiiriildiigiinde, si- 
lindirik kabuklara dilimlenebilen bir cisim tiretilir. Tipik bir kabuk (b) de gésterilmistir. 


[a, b] araliginin a = xy < xy < +++ < x, = 5 noktalari ile bir béliintisti P ve [xj,1, x] 
araliginin orta noktas1 c; olsun. Sekil 6.20a’daki bélgeye [a, b] araliginin bu béliiniisti tiz- 
erine oturtulan dikdértgenlerle yaklasimda bulunuruz. Tipik bir yaklasim dikd6rtgeninin 
yiiksekligi f(c,) ve genisligi Ax, = x, — x, _ ; ‘dir. Bu dikdértgen x = LZ dikey dogrusu 
etrafinda déndiiriiltirse Sekil 6.20b’deki gibi bir kabuk stipiiriir. Geometriden bir formil, 
dikd6értgen tarafindan stiptirtilen kabugun hacminin 


AV,=2a xX ortalama kabuk yarigap1 x kabuk ytiksekligi x kalinlik 
= 2a+ (ce — L)* f(ce)* Axx 


oldugunu séyler. 


412 Baliim 6: Belirli integrallerin Uygulamalari 


S cisminin hacmine, P tizerine oturtulan n tane dikdértgenin stiptirdtigt kabuklarin hacim- 
lerini toplayarak yaklasiriz: 


Ve SAK 
1 
||P|| — 0 iken bu Riemann toplaminin limiti, cismin hacmini bir belirli integral olarak verir: 
b 
V= an oe | ae dx 
" yaricapt/ \yiiksekligi 

b 

- i 2a(x — L)f(x) dx 

Integrasyon degiskenine, burada x, kalinhk degiskeni olarak bakariz. integrand icin bir for- 


miil igeren ikinci integralden cok, kabuk y6nteminin isleyisini vurgulamak i¢in birinci integ- 
rali kullaniriz. Bu, yatay bir Z dogrusu etrafinda déndiirmelere de izin verir. 


Dikey Bir Dogru Etrafinda Dénme igin Kabuk Formiilii 
x-ekseni ile strekli bir y = f(x) = 0, L S a = x S b fonksiyonunun grafigi 
arasindaki bélgenin x = L dikey dogrusu etrafinda déndirilmesi ile elde edilen 


donel cismin hacmi 
b 
_ kabuk \{ kabuk ] 
4 -| ea yiiksekligi dx 


ORNEK2 —yEkseni Etrafinda Dindiirme lle Silindirik Kabuklar 


y= Vx, egrisi, x-ekseni ve x = 4 dogrusu ile cevrelenen bédlge y-ekseni etrafinda 
dondiiriilerek bir dénel cisim tiretiliyor. Donel cismin hacmini bulun. 


dir. 


Coziim Bédlgeyi cizin ve bélge boyunca dénme eksenine paralel bir dogru pargasi ekleyin 
(Sekil 6.21a). Dogru pargasinin uzunlugunu (kabuk yiiksekligi) ve dénme eksenine 
uzakligini (kabuk yarigap1) belirleyin. (Sekil 6.21b’de kabugu gizdik, fakat sizin bunu yap- 
maniza gerek yoktur.) 


FA Kabuk yarigap1 


y 
” 


eS Kabuk yaricap1 


2 


integrasyon 
Araligi 


integrasyon araligi 


(a) (b) 


SEKIL 6.21 (a) Ornek 2’deki bélge, kabuk boyutlan ve integrasyon araligi. (b) (a)’‘daki dikey dogru 
parcasinin stiptirdiigti Ax genisligindeki kabuk. 
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Kabuk kalinligi degiskeni x’dir, dolayisiyla kabuk formiiliiniin integrasyon simirlar 
a=0ve b=4 tir (Sekil 6.20). Bu durumda hacim 


b 
y= | 2m, kab att 4 
a yaricap1/ \ytiksekligi 
4 
-/ 2m(x)(Vx) dx 
0 


4 4 
=I] x3" de = 270 2.2] = 1287 | 
0 5 0 5 


olur. 


ORNEK3 — x-Ekseni Etrafinda Déndiirme ile Silindirik Kabuklar 


y= Vx, eprisi, x-ekseni ve x = 4 dogrusu ile cevrelenen bélge x-ekseni etrafinda 
dondiirilerek bir dénel cisim tiretiliyor. Donel cismin hacmini bulun. 


Coziim Bdédlgeyi cizin ve bélge boyunca dénme eksenine paralel bir dogru pargasi ekleyin 
(Sekil 6.22a). Dogru parcgasinin uzunlugunu (kabuk yiiksekligi) ve dénme eksenine 
uzakligini (kabuk yarigap1) belirleyin. (Sekil 6.22’de kabugu ¢izdik, fakat sizin bunu yap- 
maniza gerek yoktur.) 

Bu durumda kabuk kalinligi degiskeni y dir. Dolayistyla kabuk formiliiniin integras- 
yon sinirlar1 a =0 ve b=2 dir (Sekil 6.22’de y-ekseni tizerinde). Dénel cismin hacmi 


ve “7 { kabuk kabuk Ja 
a e yaricap1/ \yiksekligi - 
2 

-[ 2a(y)(4 — y*) dy 


2 
-[ 2m(4y — y?) dy 
0 


dir. 


4-y\ 
Kabuk yiiksekligi 
<——— > 


integrasyon 
araligi 
— 


Integrasyon 
Araligt 


(a) (b) 


SEKIL 6.22 (a) Ornek 3’teki bélge, kabuk boyutlari ve integrasyon araligi. (b) (a)’daki yatay 
dogru parcgasinin stipiirdiigii Ay genisligindeki kabuk. 
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Kabuk Yonteminin Ozeti 
Dénme ekseninin konumuna bakilmadan (yatay veya dikey), kabuk yontemini 
uygulamanin adimlari sunlardir 


1. Bédlgeyi gizin ve bélge boyunca dénme eksenine paralel bir dogru pargasi 
ekleyin. Dogru parcasinin yiiksekligini veya uzunlugunu (kabuk yiiksekligi) 
ve dénme eksenine uzakligini (kabuk yarigap1) belirleyin. 


2.  Kalinlik degiskeninin integrasyon sinirlarim bulun. 


3. | Hacmi bulmak icin 27 (kabuk yarigap1)(kabuk yiiksekligi) garprmini uygun 
degiskene gore (x veya y) integre edin. 


Bir dénel cismin hacmini hesaplamada kabuk ve pul y6ntemleri ayn1 sonucu verirler. 
Bu sonucu burada ispat etmeyecegiz fakat 33 ve 34 Alistirmalarinda gésterilmektedir. 
Her iki hacim formilti, Boliim 15’te galisacagimiz iki ve tig katli integrallerdeki genel bir 
hacim formiiliiniin birer 6zel halidir. Oradaki genel formiil, bélgelerin déndiiriilmesiyle 
elde edilen cisimlerden baska cisimlerin de hacimlerini hesaplamamizi saglar. 


ALISTIRMALAR 6.2 


1-6 alistirmalarinda, renkli bélgenin belirtilen eksen etrafinda 
déndiiritilmesiyle tiretilen d6nel cisimlerin hacimlerini bulmak icin 
kabuk yéntemini kullanin. 


1. 2. 

oy y. 

A A 

Cn 2D. a 

eS y=lt+4 G3 y aes 

2 a 4 

1 
——4 x — x 
0 2, 0 2, 

3 4, 


5. y-ekseni 6. y-ekseni 
Hl A ye 9x 
Sr P+9 
0 , 


y-Ekseni Etrafinda Dondiirme 

7-14 alistirmalarindaki egri ve dogrularla sinirli bélgelerin y-ekseni 
etrafinda dondiiriilmeleri ile tiretilen bélgelerin hacimlerini bulmak 
icin kabuk y6ntemini kullanin. 


Toy=x, y=-x/2, x =2 
8. y = 2x, y=x/2, x= 1 


9. y xy 2-x, x=0 x=Oicin 
10. y=2-x, y=x’, x=0 
Wl. y=2x-1, y= Vx, x=0 


12. y = 3/(2Vx), y=0, x=1, x=4 


13. f(x) = oo : — <7 


a. x f(x)=sinx,0=x=7a7_ oldugunu gésterin. 


olsun. 


b. Renkli bélgenin y-ekseni etrafinda déndiiriilmesiyle tiretilen 
bélgenin hacmini bulun. 


tan x)* <x<7/4 
14. g(x) = : ae PSS al olsun. 


0, x=0 
a. x g(x) =(tan x)’, 0 Sx S 7/4 oldugunu gosterin. 
b. Renkli bélgenin y-ekseni etrafinda déndiiriilmesiyle tiretilen 
bélgenin hacmini bulun. 


X-Ekseni Etrafinda Dinme 


15—22 alistirmalarindaki eri ve dogrularla sinirli bélgelerin x-ekseni 
etrafinda déndiriilmeleri ile tiretilen dénel cisimlerin hacimlerini bul- 
mak icin kabuk yéntemini kullanin. 

15. x= Vy, x=-y yp=2 

2, y20 


16.x%=y", x=-y y= 
17. x =2y-y*, x=0 
18. x=2y-y*, x=y 
19. y=|x|, y=l 


20. y=x, y=, y=? 
21. y= Vx, y=0, y=x-2 
22. y = Vx, y=0, y=2-x 


Yatay Bir Eksen Etrafinda Donme 


23 ve 24 alistirmalarinda, renkli bédlgelerin belirtilen eksenler 
etrafinda dondiiriilmeleri ile tiretilen d6nel cisimlerin hacimlerini bul- 
mak icin kabuk yéntemini kullanin. 

b. vy = 1 dogrusu 

d. y = —2/5 dogrusu 


23. a. x-ekseni 


c. y = 8/5 dogrusu 
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: x= 1207 — y’) 


24, a. x-ekseni b. y = 2 dogrusu 


c. y = 5 dogrusu d. y = —5/8 dogrusu 


Pul ve Kabuk Yéntemlerini Karsilastirmak 


Bazi bélgeler igin, bélgenin koordinat eksenleri etrafinda déndiiriil- 
meleri ile elde edilen d6nel cisimler igin hem pul yéntemi hem kabuk 
yontemi kolaylikla kullanilabilir, fakat durum her zaman béyle degil- 
dir. Ornegin, bir bélge y-ekseni etrafinda déndiiriildiigiinde ve pullar 
kullanildiginda y’ye gore integral almamiz gerekir. Halbuki, integran- 
di y cinsinden ifade etmemiz miimktin olmayabilir. Boyle bir durumda 
kabuk yéntemi y yerine x’e gére integral almamizi saglar. 25 ve 26 
alistirmalari biraz 6ng6rtis saglar. 


25. y = x ve y = x* ile simirlt bolgenin her bir koordinat ekseni 
etrafinda déndiirtilmesi ile elde edilen dénel cismin hacmini 
a. kabuk yontemini __b. pul yéntemini 
kullanarak hesaplayin. 


26. 2v=x+4,y =x ve x = 0 dogrulartyla sinirli tiggensel bélgenin 
verilen eksen etrafinda déndiirtilmesi ile elde edilen dénel cismin 
hacmini belirtilen y6ntemle hesaplayin 


a. x-ekseni, pul y6ntemi 
b. y-ekseni, kabul yontemi 
c. x =4 dogrusu, kabul y6ntemi 


d. y=8 dogrusu, pul yéntemi 
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Pul veya Kabuk Yontemini Secmek 


27-32  alistirmalarinda, bdlgelerin verilen eksenler etrafinda 
déndiiriilmesiyle tiretilen dénel cisimlerin hacimlerini bulun. Verilen 
bir durumda pullar kullanmanin daha iyi oldugunu diisiiniirseniz, 
istediginiz yOntemi uygulayin. 


27. Koseleri (1, 1), (1, 2) ve (2, 2)’deki tiggen, 
a. x-ekseni b. y-ekseni 
c. x = 10/3 dogrusu d. y = 1 dogrusu 
28. y= Vey = 2,x = Oile simirli bélge, 
a. x-ekseni b. y-ekseni 
ce. x =4 dogrusu d. y=2 dogrusu 
29. Birinci dértte bir bélgede x = y —y° e@risi ve y-ekseniyle simrlt 
bélge, 


a. x-ekseni b. y=1 dogrusu 


30. Birinci dortte bir bélgede x = y—y’, x= 1 ve y= 1 ile smh 
bélge, 

a. x-ekseni b. y-ekseni 

c. x = 1 dogrusu d. y= 1 dogrusu 

31. y= Vx, y = x’/8 ile simrlanan bélge 
a. x-ekseni b. y-ekseni 

32. y=2x—x ve y =x ile simrh bélge, 

a. y-ekseni b. x = 1 dogrusu 

33. Birinci dortte bir bélgede, iistten y = 1/x!/* eBrisi, soldan x= 1/16 
dogrusu ve alttan y = 1 dogrusuyla simirlanan bélge x-ekseni 
etrafinda déndiirtilerek bir d6énel cisim iiretiliyor. Dénel cismin 
hacmini 
a. pul yontemi b. kabuk yéntemi 
ile bulun. 

34. Birinci dértte bir bélgede  tistten y = 1/ Vx, egrisi, soldan 
x = 1/4 dogrusu ve alttan y = 1 dogrusuyla simirli bélge y-ekseni 
etrafinda déndiirtilerek bir dénel cisim itiretiliyor. Dénel cismin 
hacmini 
a. pul yontemi b. kabuk yéntemi 


ile bulun. 


Disk, Pul veya Kabuk Yontemini Secmek 


35. Asagida gésterilen bélge x-ekseni etrafinda d6ndiiriilerek bir 
dénel cisim tiretilecektir. D6nel cismin hacmini bulmak icin 
hangi y6ntemi (disk, pul, kabuk) kullanirdiniz? Her durumda kag 
integral gerekir? Agiklayin. 


36. Asagida gésterilen bélge y-ekseni etrafinda d6ndiiriilerek bir 
Donel cisim tiretilecektir. D6nel cismin hacmini bulmak icin 
hangi y6ntemi (disk, pul, kabuk) kullanirdiniz? Her durumda kag 
integral gerekir? Cevabinizi agiklayin. 


a 


> xX 


| 6.3. | Diizlem Egrilerin Uzuntuklari 


Bir dogru parcasinin uzunlugu ile ne demek istendigini biliyoruz, fakat analiz olmadan, 
genel bir egrinin uzunlugu hakkinda elimizde kesin bir kavram yoktur. Bir 4 noktasindan 
bir B noktasina giden bir eSrinin uzunluguna, egriyi birgok parcaya ayirip ardisik ayirma 
noktalarim dogru parcalari ile birlestirerek, yaklasumda bulunma fikri eski Yunanlilara 


TARIHSEL BiyoGRaAFi 


Archimedes 
(287-212 B.c.) 


kullanmistir. 


dayanir. Archimedes bu yéntemi, igine 1 kenarli bir cokgen cizdigi ve sonra ¢evresini 
hesaplamak icin geometri kullandigi1, bir gemberin ¢evresine yaklasimda bulunmak icin 


SEKIL6.24 x=f(t) vey=g(),a=t=b 
denklemleri ile parametrik olarak 
tanimlanmis C efrisi. Egrinin A’ dan B’ye 
kadar uzunluguna, A = Py dan baslayip P;’e 
giden ve bu sekilde devam edip B = P,, de 
biten cokgensel bir yol ile (dogru 
parcalar1) yaklasimda bulunulmaktadir. 


P, = (At, 8) 


Pry = AG 841) 


0 
SEKIL 6.25 Yukarida gésterilen ve 


uzunlugu Ly = V (Axx)? + (Ay,)? olan 
dogru pargas ile Px; Px yayina, 
yaklasimda bulunulmaktadir. 
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na=4 n=8 n= 16 


SEKIL 6.23 Archimedes, bir cemberin gevresine yaklasimda bulunmak icin 
cemberin igine yerlestirdigi gokgenin cevresini kullanmistir. n = 96 igin 
yaklasim yéntemi birim cemberin ¢gevresi olarak 7 ~ 3.14103 verir. 


(Sekil 6.23). Bu fikrin daha genel bir egriye genisletilmesi Sekil 6.24’te gésterilmistir. 
Simdi yontemin nasil ¢alistigini aciklayacagiz. 


Parametrik Olarak Tanimlanmis Bir Egrinin Uzunlugu 
C e&risi 
x=f() ve y=g), as=t=b 


denklemleri ile parametrik olarak tantmlanmis olsun. f ve g fonksiyonlarinin [a, b] araligi 
tizerinde ayni anda sifir olmayan siirekli tiirevlerinin var oldugunu kabul ediyoruz. Boyle 
fonksiyonlara siirekli olarak tiirevlenebilir fonksiyonlar ve bunlarla tanimli C egrisine 
diizgiin eri denir. Egriyi, t = a aninda bulundugu Sekil 6.24’ teki A = f(b), g(b)) noktasin- 
dan B= f(b), g(b)) giden bir pargacigin yolu olarak diistinmek faydali olabilir. AB yolunu 
(yayin) A = Po, Pi, Po,..., P, = B noktalarindan n parcaya boleriz. Bu noktalar, 
a=t)<t)<h<-'<4,=Dbile [a, 5] araligmin P,= (f(t), g(t,)) oldugu bir béliintistine kar- 
s1 gelirler. Bu béliintisiin ardisik noktalarini dogru parcalari ile birlestirin (Sekil 6.24). Tem- 
sili bir dogru pargasinin uzunlugu 


Ly = V (Axx)? + (Ay)? 
= VIf(t) — f(4-P + [g(t) — 2(4—DP 


dir (Sekil 6.25). At, ktigtik ise ZL, uzunlugu yaklasik olarak P;,_;P; yayinin uzunluguna esit- 
tir. Ortalama Deger Teoremine gore [f; _ 1, t;] iginde 


Axg = f(t) — ftir) = f(t) Ate, 

Aye = g(tk) — g(te-1) = 9! (te) Atk. 
esitliklerini saglayan tk ve t. noktalar vardir. 4’dan B’ye giden yol, t¢ degeri ¢ = a’dan 
t = b’ye artarken, geriye gidilmeden veya tekrar ayni yoldan gecmeden tam olarak bir defa 


kat ediliyorsa, AB eGrisinin uzunluguna sezgisel bir yaklasim bittin LZ, uzunluklarinmn 
toplamidir: 


Sie 5 Via ee 
k=1 k=1 


- >View P+ [el Pe At. 
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Sag taraftaki bu son toplam tam olarak bir Riemann toplami olmasa da (f’ ve g’ farkli 
noktalarda hesaplandiklari igin), ileri analizden bir teorem, béliintisiin normunun sifira 
gitmesi durumunda limitinin 


b 
VEE (OP + Lg’ (OP at 


belirli integrali olarak varligin1 garanti eder. Bu nedenle, A’dan B’ye kadar egrinin 
uzunlugunu bu integral olarak tantmlamak anlamlidir. 


TANIM —_ Parametrik Bir Egrinin Uzunlugu 

Bir C efrisi, f’ ve g’ tirevleri [a, b] araligi tizerinde siirekli ve aym anda sifir ol- 
mamak tizere x = f(f) ve y = g(t), a = t= b denklemleri ile parametrik olarak 
tanimlanmis ise ve t degeri ¢ = a’dan ¢ = b’ye artarken, C egrisi tam olarak bir 
defa kat ediliyorsa, C egrisinin uzunlugu 


b 
L= i VIF OF + [eg (OP at. 


belirli integralidir. 


[a, b] zaman araliZi boyunca (f')* + (g’)* > 0 oldugundan, diizgiin bir C egrisi 
aralik tizerinde geriye dénmez veya yon degistirmez. 
x = f(t ve y = g(t) ise Leibniz notasyonunu kullanarak yay uzunlugu igin asagidaki 


sonucu elde ederiz: 
b 2 2 
_ dx ua 
v= [V(G) + (@) 7 


Uzunlugunu bulmak istedigimiz C egrisinin farkl iki parametrizasyonu varsa ne olur; 
hangisini kullandigimiz fark eder mi? Cevap, ileri analizden, sectigimiz parametrizasyon 
C egrisinin uzunlugunun taniminda ifade edilen kosullari sagladigi stirece, hayir (Bkz. 
Alistirma 29). 


ORNEK1 Bir Cemberin Cevresi 
x=rcost ve y=rsint, 0OSt<27 


denklemleri ile parametrik olarak tanimlanan r yaricapli gemberin cevresini bulun. 


Ciziim +t, O’dan 27r’ye degisirken cember tam olarak bir defa kat edilir, dolayisiyla ¢evre 


QT 2: 2 
Z dx ay 
. -[ (#) ™ (4 


dir. 


ve 


2 d 2 
(#) + (4) =r*(sin? t + cost) = r? 


buluruz. 
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Su halde, 


L= ale dt = ang = 27r | 
0 


bulunur. 


ORNEK2 Bir EGrinin Uzuntugu icin Parametrik Formiilii Uygulamak 
astroidinin uzunlugunu bulun (Sekil 6.26). 
x=cos*t ve y=sin?t, OXt=27 


Coziim Egrinin, koordinat eksenlerine gére simetrisinden dolay1, uzunlugu birinci dértte 
bir b6lgedeki uzunlugunun dort katidir. Buradan, 


x = cos*t, y = sin’t 


[3 cos” t(—sin ¢)]? = 9 cos* t sin’ t 


ana 
&.|5 
et 
II 


2 
(4) = [3 sin? t(cos t)}? = 9 sin* tcos? t 


dx \* dy\? 
+ = V9 cos? sin’ t(cos*t + sin? f) 
ESO REL 


1 


SEKIL 6.26 Ornek 2’deki astroid. 
= V9 cos’ t sin’ t 
; 0=t=7/2 icin 
= 3|cos ¢sin¢| cost sint = 0 
= 3costsint 


bulunur. Bu nedenle 

r/2 
Birinci bélgedeki parganin uzunlugu = i 3 cos ¢ sin ¢ dt 
0 


a/2 costsint = 
= a sin 2t dt Seas 
2 Jo 
7/2 
ee ae 
=, COS 2] = 5 
olur. Astroidin uzunlugu bunun dort katidir: 4(3/2) = 6 a 
TariseL Biyocrari Bir y = f(x) E@risinin Uzunlugu 
Gregory St. Vincent Siirekli olarak tiirevlenebilen bir y = f(x), a = x = b e&risi veriliyor, x = ¢ parametre 
(1584-1667) deSerini atayabiliriz. Bu durumda f fonksiyonunun grafigi, daha 6nce géz 6niine 


aldigimizin bir 6zel hali olan ve 
x=t ve y=f(t), ast=b 
denklemleri ile parametrik olarak tanimlanan C e&risidir. Su halde, 


dx _ dy | , 
ae ve aot) 
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B6liim 3.5’teki hesaplamalarimizdan, 


dy dy/dt_ 
& aja ft 


he 2 d 2 
(£) + (4) =1+ (OP 
(8) 


elde ederiz ve bu da, 


= 1+ [f'@)P 
verir. (1) Denkleminde yerine yazmak, y = f(x)’in grafigi igin yay uzunlugu formiltint 
verir. 
y= f(x)  a<=x < b’nin Uzunlugu icin Formiil 


f fonksiyonu [a, 6] kapali araligi tizerinde stirekli olarak tiirevlenebiliyorsa, 
y=f(x) eSrisinin (grafiginin) x = a’dan x = b’ye kadar uzunlugu sdyledir: 


b dy\2 b 
-[ jit (Z) af V1 + [f'(x)P dx (2) 


ORNEK3 Bir Grafik icin Yay Uzuntugu Formiiliini Uygulamak 


Asagidaki egrinin uzunlugunu bulun. 


7 4V2 jp “4 


Céziim (2) denklemini a = 0, b= 1 ve 


= 4V2 5p ==, 4f 


dx 


dy = 4v/2 . 3 1/2 = V2 1/2 
3 2 


(2) (2 Se 


alarak kullaniriz. Egrinin x = 0’dan x = 1’e kadar uzunlugu 


a=0,b=1 
“ hi + ( #) (fy a-f[ V1 + 8xdx _ ile 2) denklemi 
u= 1+ 8x, 


B alin, nitegre edin 
i lay + & a == ve u yerine 
"8 0 6 1+ 8x.yazin. Mf 


olur. 


SEKIL 6.27 y = (x/2)?/?iin x = O'dan 
x = 2’ye kadar grafigi ayni zamanda 
x = 2y*/*nin y = 0'dan y = 1’e kadar 
grafizidir. (Ornek 4). 
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dy/dx teki Siireksizliklerle Ugrasmak 


Eri tizerinde dy/dx’in bulunmadig1 bir noktada, dx/dy bulunabilir ve egrinin uzunlugunu 
x’i y cinsinden ifade ederek ve (2) denkleminin asagida verilen dengini uygulayarak bula- 
biliriz: 


x= gly). c= y < d’nin Uzunlugu icin Formiil 
g fonksiyonu [c, d] araligi tizerinde siirekli olarak tiirevlenebiliyorsa, 
x = g(y) eSrisinin y = c’den y = d’ye kadar uzunlugu séyledir: 


d 2 d 
t= f fl + (4) w= | V1é+ [g'(y)P adv (3) 


ORNEK4 — dy/akx Tiirevinde Bir Siireksizligi Bulunan Bir Grafigin Uzunlugu 


y = (x/ 2)7/3 iin x = O’'dan x = 2’ye kadar uzunlugunu bulun. 


dy 2(x\'?7 4 1a? 
de 3\2 I. oe 


tiirevi x = 0’da tanimli degildir, dolayistyla egrinin uzunlugunu (2) denklemi ile bulamayiz. 
Bu nedenle esitligi, x’1 y cinsinden ifade edecek sekilde tekrar yazariz: 


- x 2/3 
Yr\9 


Coziim 


Pa Iki tarafinda 3/2. 
yi! += > kuvvetini alin. 
Pe 2y3/? : xi géziin 


Buradan uzunlugunu bulmak istedigimiz eSrinin aym zamanda x = 2y*/’nin y = O’dan 


y= Ve kadar grafigi oldugunu gorirtiz (Sekil 6.27). 


dx _ 4/3) 2 _ ap 
dy 2(3)y °Y 


tirevi [0, 1] araliginda siireklidir. Dolayistyla egrinin uzunlugunu bulmak i¢in (3) 
denklemini kullanabiliriz: 


d 2 1 
= | dx _ c=0,d=1 ile (3) 
L-{ 1+ (#) w= | V1 + 9y dy ees 
1 


u=1+ 9y, du/9 =dy 
= ; : 5 (1 + ayy? | alin, integre edin ve 
0 degerleri yerine 
_ 2 - koyun. 
= 55 (10V/10 — 1) = 2.27. 7 
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TARIHSEL BiyoGRaAFi 


James Gregory 
(1638-1675) 


y 
A” 
ds 
VA «| : 
dx 
> Xx 
0 
(a) 
y. 
A 
> Xx 
0 


(b) 


SEKIL 6.28 ds = Vax? + dy? 


denklemini hatirlamak icin diyagram. 


Kisa Diferansiyel Formiil 


(1) denklemi genellikle tiirevler yerine diferansiyellerle yazilir. Bu, formel olarak karek6k 
disina dt yazmak yerine karekOk icine (dt)’ yazmakla ve sonrada 


2 2 
(£) (diy? = (# ar) = (dx) 


ve 


dy \* dy _\? 
(4) (dt)? = (3 ar) = (dy) 


yazmakla yapilir. Ayrica (dx)? ve (dy) deki parantezleri kaldirmakta gelenek haline 
gelmistir. Bu nedenle (1) denklemi 


L= / Vdx? + dy? (4) 


olarak yazilir. Integrallerin dzelliklerini 6zetlemenin ve basitlestirmenin bir yolunun bu 
diferansiyeller oldugunu diisiinebiliriz. Diferansiyellerin kesin matematiksel tanimlar1 
daha ileri seviyedeki kitaplarda verilmektedir. 


Bir integral hesab1 yapmak igin, dx ve dy’nin her ikisi birden bir ve aym degisken 
cinsinden ifade edilmeli ve (4) denkleminde uygun integrasyon sinirlari bulunmalidir. 


(4) denklemini hatirlamanin kullanisl: bir yolu 
ds = Vdx* + dy’ (5) 


yazmak ve ds’ye, uygun simirlar arasinda bir egrinin toplam uzunlugunu vermek tizere in- 
tegre edilebilen bir yay uzunlugu diferansiyeli olarak bakmaktir. Sekil 6.28a, ds’nin (5) 
denklemine kars1 gelen tam bir yorumunu vermektedir. Sekil 6.28b tam olarak dogru 
degildir fakat Sekil 6.28a’nin basitlestirilmis bir yaklasimi olarak diisiiniilebilir. 


Aklimizda (5) denklemi varken, yay uzunlugu formiillerini hatirlamanin en kisa yolu 
Yay uzunlugu = / ds 


esitligini hatirlamaktir. L = ri ds yazarsak ve y = f(x) grafigimiz varsa (5) denklemini 
tekrar yazarak (2) denklemindeki sonucu elde ederiz: 


dy” dy” dv\2 
ds = Vee + 6? = Jd? + 4a =i +Saeeai i+ (2) & 
dx? dx? dx 


Elimizde x = g(y) varsa (5) denklemini tekrar yazarak (3) denklemini elde ederiz. 


2 2 2 
= Var rar = lo?+ at = i+ Bay 1+ (#) dy 
ay IV 


dy 
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Parametrize Egrilerin Uzunluklari 

1-6 alistirmalarindaki egrilerin uzunluklarim: bulun. 
lx=1-t yp=2 + 3t, 2/3 <t<1 
2.x =cost, y=tt+sn4, OStsa7 

=, y=3/2, 0<t< V3 


3. x 

4.x= 7/2, y= (2t+ 13/7/73, O=t=4 

5.x = (2+ 37/3, y=t+?/2, O=St53 

6. x = 8cost+ 8tsint, y= 8sint— 8tcost, 0St< 7/2 


Egrilerin Uzuntuklarini Bulmak 
7-16 alistirmalarindaki egrilerin uzunluklarim bulun. Bir grafik gizici- 
niz varsa, neye benzediklerini gérmek igin grafiklerini cizmek isteye- 
bilirsiniz 
7. y= (1/3)? + 2/9? x = O'dan x = 3’e kadar 
8. x 7 x = 0’dan x = 4’e kadar 
9. x=(°/3) + 1/(4y), y = l'den y =3’e kadar 
(ipucu: 1 + (dx/dyy bir tam karedir) 
10. x= (y°7/3)—y!/?, y= Vden y = 9’a kadar 
(ipucu: 1 + (dx/dy) bir tam karedir) 
11. x= (94/4) + 1/(8y’) y = 1'den y = 2’ye kadar 
(ipucu: 1 + (dx/dy)y* bir tam karedir) 
12. x=(°/6) + 1/(y), y=2'den y =3’e kadar 
(ipucu: 1 + (dx/dyy’ bir tam karedir) 
13. y = (3/4)x43 — (3/8)x77 +5, 1<x<8 
14. y = (3/3) +x? +x 4+ 1/(4r4+ 4), OSx=2 


y 
15. x = | Vsectt-—ldt, -c/4<y<a/4 
0 


16. y= f Vr 1dr | 
=2 


Egrilerin Uzuntuklart icin integral Bulmak 
17-24 alistirmalarinda: 
a. Egrinin uzunlugu icin bir integral kurun. 
b. Egriyi gizerek neye benzedigine bakin. 


ce. Grafik programinizin veya bilgisayarinizin integral hesap- 
layicistyla egrinin uzunlugunu sayisal olarak bulun. 


17. y=x", -lsx=2 

18. y=tanx, —7/3 =x=0 

19. x=siny, OS ysq7 

2.x= V1l-y’*, -1/2sy=1/2 

21. y°+2y=2x+1 (-1,-1)'den (7, 3)’e kadar 


22. y=sinx —xcosx, 0=x=a7 


23. y= ff tantdt, 0<x< 7/6 
0 


¥ 
24, x -[ Vsec?t-—ldt, -c/3<y<a/4 
0 


Teori ve Uygulamalar 


25. 0 = x = a araliginda uzunlugu her zaman V2a olan diizgiin 
(siirekli olarak tiirevlenebilen) bir y = f(x) eBrisi var midir? 
Yanitinizi aciklayin. 

26. E&grilerin uzunluk formiiliinii gikarmak icin teget omurgalar 
kullanmak /’nin [a, b]’de dizgiin oldugunu varsayin ve [a, b] 
araligint her zamanki gibi béltin. Her [x;,), x,] alt araliginda 
(x1, f(x41) noktasinda sekide gésterilen teget omurgay kurun. 


a. [x.1, %;] araligindaki &. teget omurganin uzunlugunun 
V(Axi)? + ( f' (xe-1) Ax,)? oldugunu gésterin. 


b. y = f(x) egrisinin a’dan b’ye uzunlugunun 


b 
V1 + (f'(x))? dx, 


n 
lim > i(k. teZet omurga uzunlugu) = 


n—® f=] 


oldugunu gésterin. 


Egimi 
fx) 

olan teget 
71 omurga 


(X15 FOR) 


Ax, 


| 
} 
| 
| 
Xk-1 Xk 


27. a. Uzunluk integrali 


an mee 
L= / 1+ ay dx 
olan ve (1, 1) noktasindan gegen bir egri bulun. 


b. Kag tane béyle egri vardir? Yanitinizi agiklayin. 


28. a. Uzunluk integrali 


aa 1 
t= f 1+ dy. 
1 y 


olan ve (0, 1) noktasindan ge¢en bir egri bulun. 
b. Kag tane béyle egri vardir? Yanitinizi agiklayin. 

29. Uzunluk parametrizasyondan bagimsizdir Uzunluk i¢in 
buldugumuz sayilarin egrilerimizi nasil parametrize ettigimize 
bagli olmadigini (daha 6nce bahsedilen hafif kisitlamalar disinda) 
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b. Dogru pargalarmin uzunluklarin: toplayarak, egrinin uzunlu- 


gostermek icin, y= V1 — x? yarmm cemberinin uzunlugunu 
guna karsi gelen yaklasimi bulun. 


asagidaki iki farkli parametrizasyonla bulun. 
0<1<7a/2 ec. Egrinin uzunlugunu bir integral kullanarak hesaplayin. 
n = 2,4, 8 igin buldugunuz yaklasimlarimizi integralle elde 
ettiginiz gergcek uzunlukla karsilastirin. n arttikga gergek 
30. Asagidaki sekilde gésterilen x = a(6 — sin 0) y = a(1 — cos 9), uzunlukla yaklasimlarinizin uyumu nasildir? Cevabinizi acik- 

0 = 6 S 27 sikloidinin bir yayinin uzunlugunu bulun. Sikloid, layin. 

bir gemberi x-ekseni gibi bir dogru boyunca yuvarlarken ¢evresi if. 70) = ia a eee 

uzerindeki bir noktanin takip ettigi yoldur. 

32. f(x) = x3 4373 O<x<2 


33. f(x) = sin(mx”), O=x5 V2 


a. x =cos2t, y = sin2t, 
b. x = sinwt, y=cosmt, —1/2=1t= 1/2 


y 
34. f(x) =x? cosx, OXx=7 
_x-1 1 
35. i) Fa 7 SxS! 
- 3 2 
36. f(x) =x -— x7, -lsSxsl 
0 oa ale gots 
Ta 37.x=50P, y=ir, 0OSt=1 
3 2 
38. x = 2° — 1677 + 25+ 5, p= rtt—3, 
BILGISAYAR ARASTIRMALARI 0sts6 
31-36 alistirmalarinda kapali aralik tizerinde verilen egrilere 39. x =t—cost, y= l+snt -TStsa7 
asagidaki adimlari uygulamak i¢in bir BCS kullanin. 40. x=e'cost, y=e'sint, 0OSts7 


a. Eériyi, aralik tizerinde n = 2, 4, 8 bdliintis noktalar icin gok- 
gensel bir yol yaklasim1 ile birlikte gizin. (Bkz. Sekil 6.24). 


Momentler ve Agirlik Merkezleri 


Cogu yap1 ve mekanik sistem, kitleleri Avitle merkezi adi verilen tek bir noktada 
yogunlasmis gibi hareket ederler (Sekil 6.29). Bu noktanin yerini nasil bulunacagini 
bilmek 6nemlidir ve bunu bulmak temelde matematiksel bir olgudur. Su anda bir ve iki 
boyutlu cisimlerle ugrasmaktay1z. Ug boyutlu cisimler en iyi olarak Béliim 15’teki cok 
kath integrallerle calisilir. 


Bir Dogru Uzerindeki Kiitleler 


Matematiksel modelimizi asamalarla gelistirecegiz. [Ik asamamuz orijindeki bir destekle 
desteklenen ve biiktilmeyen bir x-ekseni tizerindeki m,, m, ve m; kitlelerini hayal etmektir. 


al 0 *2 x3 
2 @—> x 
my, mM) M3 
Orijindeki 
destek 


Ortaya ¢ikan sistem dengede olabilir veya olmayabilir. Bu kiitlelerin ne kadar biiyiik 
olduklarina ve nasil yerlestirildiklerine baglidir. 
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a 
) 


(b) 


SEKIL 6.29 (a) Buzda kayan bu anahtarin hareketi, kiitle merkezi diiz bir gizgi iizerinde 
ilerlerken, anahtarin merkezi etrafinda déndigiinii farkedene kadar garip gértinebilir. 
(b) Giines sistemimizdeki gezegenler, asteroidler ve kuyruklu yildizlar toplu kiitle 
merkezlerinin cevresinde donerler. (Bu merkez giinesin ic¢indedir.) 


Her m, kitlesi asag1 dogru kttle kere yergekimi ivmesine esit bir mg kuvveti 
(m,?nin agirlig1) uygular. Bu kuvvetlerden her birinin, bir testereyi kullanirken yaptigi- 
niz gibi, ekseni orijin etrafinda déndtirmeye egilimi vardir. Tork denilen bu déndtirme 
etkisini, m,g kuvvetini, orijinden uygulama noktasina uzaklik (isaretiyle birlikte) olan 
x, ile garparak Sl¢eriz. Orijinin solundaki kitleler negatif (saat y6niiniin tersine) tork 
uygularlar. Orijinin sagindaki kiitleler ise pozitif (saat yéntinde) tork uygularlar. 

Torklarin toplam1 sistemin orijin etrafinda dénme egilimini dlcer. Bu toplama sistem 
torku denir. 


Sistem torku = m,gx, + mogx7 + m3gXx3 (1) 


Ancak ve ancak tork sifir ise sistem dengeye gelir. 
(1) denklemindeki g’yi disari gekersek, sistem torkunun 


gS + (mx, + mox2 + m3x3) 


ae ——— i ee 
ortamin sistemin 
bir 6zelligi bir 6zelligi 


oldugunu goriirtiz. Yani tork, sistemin icinde bulundugu ortamin bir 6zelligi olan g ile sis- 
temin kendisinin bir 6zelligini olusturan ve sistem nerede olursa olsun ayni kalan bir sabit 
olan (14x, + mox7 + m3x3) sayisinin garpimidir. 

(mx, + m2x2. + m3x3) sayisina sistemin orijin etrafindaki momenti denir. Tek tek 
4X, X27, 3x3 kitlelerin momentlerinin toplamidir. 


Mo = Sistemin orijin etrafinda momenti = > MEX. 


(Daha fazla terim igeren toplamlari da hesaba katmak igin sigma gésterimi kullaniyoruz.) 
Genelde sistemi dengeye getirmek igin destegi nereye koyacagimizi, yani hangi x 
noktasina yerlestirirsek torku sifir yapacagini bilmek isteriz. 


xy Q X% x X3 
& ed e—>x 
/ 
mi mm & ee 
Denge icgin 


6zel konum 
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Bu 6zel konumda destek civarindaki her ktitlenin torku 


x civarindaki melerin torku = eins den ae | 


uzakligi (isaretiyle) kuvvet 
= (x — x)mig 


Bu torklarin toplaminin sifir oldugunu s6yleyen denklemi yazarsak, x’yi gdézebilecegimiz 
bir denklem elde ederiz: 


= (x, ae 3 )m KZ = 0 Torklarin toplami sifira esittir. 
g > (xz =% )m, = 0 Toplamlar igin Sabitle Carpim kurali 
> (mpx~ — Xm,) = 0 g ile boliinmiis, m, dagitilmig durumda. 
DY MX > xm, = 0 Toplamlar igin fark kurali 
> MX; = X ¥ Mr Yeniden diizenlemis, yine Sabitle Capim kurali 
_ Xt 
x= X géziilmtis. 


y My 


Bu son denklem bize x ’yi sistemin orijin etrafindaki momentini sistemin toplam kiitlesine 
bélerek bulmamizi s6yler: 


_ = mMkXk _ orijin etrafinda sistem momenti 
x= = : a eS 
p> my sistemin ktitlesi 


x noktasina sistemin kititle merkezi denir. 


Teller ve ince Cubuklar 


Cogu uygulamada, bir cubugun veya ince bir metal seridin ktitle merkezini bulmak is- 
teriz. Kitle dagilimini stirekli bir fonksiyon olarak modelleyebilecegimiz béyle durum- 
larda, formiillerimizdeki toplam isaretleri, simdi tanimlayacagimiz sekilde integrallere 
doéniisiirler. 

x-ekseninde x = a’dan x = b’ye kadar uzanan uzun ince bir serit diisiintin ve [a, 5] 
araliginin bir béliiniistinti kullanarak bunu kiictik Am, kitlelerine ayirin. &. alt araliktan 
herhangi bir x; noktasi segin. 


k.inci parga Ax; birim uzunlugundadir ve orijinden yaklasik x, birim uzaklikta bulunur. 
Simdi tig sey g6zlemleyin. 

ilk olarak, seridin kiitle merkezi x, her Am, kiitlesini x, noktasina baSlarsak bu- 
lacagimiz nokta kiitle sisteminin kiitle merkeziyle neredeyse aynidir: 


sistem momenti 
~ ~~ sistem kiitlesi 


=) 


Yoguntuk 


7 


Bir malzemenin yogunlugu birim 
hacimdeki kiitlesidir. Ancak, pratikte, 
dlgebilecegimiz birimler kullanmay1 
tercih ederiz. Teller, gubuklar, ince 
seritler igin birim uzunlukta kiitle olarak 
aliriz. Diiz plakalar ve tabakalar iginse 
birim alanda kiitle kullaniriz. 


SEKIL 6.30 Sabit yoZunluklu diiz, ince bir 
cubuk veya seridin ktitle merkezi uglarinin 
ortasinda bulunur. (Ornek 1) 
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ikinci olarak, orijin etrafinda her serit parcasintn momenti neredeyse x, Am,’dir, 
dolayisiyla sistem momenti yaklasik olarak x, Am;’larin toplamidir: 


Sistem momenti ~ > xz Am. 


Uciincii olarak, seridin x,’deki yogunlugu, birimi birim uzunluktaki kiitle olarak ifade 
edilen 5(x;) ise ve 6 siirekli ise Am, yaklasik olarak 6(x;) Ax,dir (birim uzunluktaki kiitle 
kere uzunluk): 


Am, x 5(x4) Ax, 


Bu tig g6zlemi birlestirirsek agagidaki ifadeyi buluruz: 


_ _ sistem momenti = xe Am > XK O(x4) Axx 
xx 5 x x y 
sistem kiitlesi > Am S. d(xx) Axx 


(2) 


(2) denkleminin son pay’ indaki toplam x6(x) stirekli fonksiyonunun [a, 5] kapal: araligin- 
da bir Riemann toplamidir. Paydadaki toplam ise bu aralikta 6(x) fonksiyonunun bir Ri- 
eman toplamidir. Serit daha ince béltindiigiinde, (2) denklemindeki yaklasimlarin iyiles- 
mesini bekleriz ve bunun sonucu olarak 
b 
| x6(x) dx 


b 
: O(x) dx 


denklemini elde ederiz. x’yi bulmak igin kullanacagimiz formiil budur. 


x= 


x- Ekseni Boyunca 5(x) Yogunluk Fonksiyonlu ince Bir Cubuk veya Seridin 
Momenti, Kiitlesi ve Kiitle Merkezi 
b 
Orijin etrafinda moment: Mo = i x8(x) dx (3a) 
b 
Kittle: M= | 6(x) dx (3b) 
Kiitle merkezi: x= (3c) 


ORNEK1 — abit Yojunluklu Seritler ve Cubuklar 


Sabit yogunluklu diiz, ince bir serit veya gubugun agirlik merkezinin tam orta noktasinda 
oldugunu gésterin. 


Céziim Seridi x-ekseninin x = a’dan x = b’ye kadar ki kismi olarak modelleriz (Sekil 
6.30). Amacimiz X¥ = (a + b)/2, yania ile b arasindaki orta nokta oldugunu géstermek- 
tir. 
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Anahtar yogunlugun degerinin sabit olmasidir. Bu, (3) denklemlerindeki integrallerde 
6(x) fonksiyonuna bir sabit olarak bakmamuzi (6 adin1 verin) saglar ve 


7 b 7 b 7 i ars ‘i ‘ 
My = dx dx = 6 x dx = 8)>x = 5 (b° — a’) 
b b 4 
uf bd = of dx = [x]? = 8(b - a) 


6/12 2 
Mo 2 (6 ~ a’) 


*"M &b—a) 
_athb x formiiliinde 5’lar 
~ 2 sadelesir. 
sonucunu buluruz. P| 
IF ORNEK2 — De@isken Yogunluklu Cubuk 
/\ | Sekil 6.31’de 10 m uzunlugundaki cubuk soldan saga dogru, yogunlugu sabit olmak yerine 
(x) = 1 + (x/10) kg/m olacak gekilde kalinlasmaktadir. Cubugun kiitle merkezini bulun. 
x (m) 
L x 
io Coziim Orijin etrafinda gubugun momenti (3a denklemi) 
SEKIL 6.31 Degisken kalinlikhi bir cubuga My = [2 dx = ft + =) dx = i? (« 4 ) dx 
degisken yogunluklu bir gubuk gibi 0 0 10 0 10 
cs eae Moment birimi 
davranabiliriz (Ornek 2). -: : x3 ]!0 Se 100 _ 250 ee cone cate 
2" 30|, 3 ie 


SEKIL 6.32 Her m, kiitlesinin her eksen 
etrafinda bir momenti vardir. x= 


olarak bulunur. Cubugun kiitlesi ise (3b denklemi) 


10 10 ; x2]! 
uf a(x) ax = f (1+ A )a= [r+ 35] = 10+ 5= 15k. 


olarak elde edilir. Ktitle merkezi (3c denklemi) 


_ M_ 250 1 50 _ 
an We an : 


noktasinda bulunmaktadir. 
Diizlemdeki Bir Bélgeye Dagilmis Kiitleler 


Kiitleleri m, olan ve (x;, y,) noktalarina yerlestirilmis sonlu bir ktitle dizisi bulundugunu 
varsayalim (Sekil 6.32). Sistemin kiitlesi 


Sistem kiitlesi: M = > my 


ile verilir. Her m, ktitlesinin her eksen etrafinda bir momenti vardir. x-ekseni etrafindaki 
momenti m,);, y-ekseni etrafindaki momenti m,x;,’dir. [ki eksen etrafinda tiim sistemin 
momenti sdyledir: 


x-ekseni etrafinda moment: MM, = yy Mk, 
y-ekseni etrafinda moment: MM, = s MEXk. 
Sistemin ktitle merkezinin x-koordinati 
_ Mdm 
M 


ym 


(4) 


SEKIL 6.33 iki boyutlu bir kiitle dizisi kiitle 
merkezi tizerinde dengelenir. 


>< 


Am kiitleli serit 


SEKIL 6.34 y-eksenine paralel seritlere 
ayrilmis bir plaka. Tipik bir seridin her 
eksen boyunca uyguladigi moment, ktitlesi 
Am seridin kiitle merkezi (x, y)’da 
toplanmis olsaydi uygulayacag1 momenttir. 
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olarak tanimlanir. x’nin, tek boyutlu durumda oldugu gibi, bu sekilde secimiyle sistem 
x = x dogrusu etrafinda dengelenir (Sekil 6.33). 
Sistemin kiitle merkezinin y koordinati 


__ My _ > aye 

M > mr 

ile tanimlanir. y’nin bu sekilde secimiyle sistem y = y dogrusu etrafinda da dengelenir. 
Kitlelerin y = y dogrusu etrafinda uyguladiklari torklar birbirini géttiriir. Yani, denge s6z 


konusu oldugu stirece, sistem biitiin kiitlesi tek bir (x, y) noktasinda gibi davranir. Bu nok- 
taya sistemin ktitle merkezi deriz. 


(5) 


ince, Diiz Plakalar 


Cogu uygulamada, ince, diz bir plakanin kiitle merkezini bulmamuz gerekir: 6rnegin bir 
aliminyum disk veya tiggen bir ¢gelik plakasi. Bu gibi durumlarda, kiitle dagiliminin 
stirekli oldugunu varsayariz ve x ile y’yi hesaplamada kullandigimiz formiillerde sonlu 
toplamlar yerine integraller bulunur. Integraller asa3idaki sekilde ortaya cikarlar. 

xy-diizleminde bir yer kaplayan ve eksenlerden birine paralel ince seritlere ayrilmis 
bir plaka diisiintin (Sekil 6.34’teki y-ekseni). Tipik bir seridin kiitle merkezi (x , y)’dadir. 
Seridin ktitlesi Am’ye sanki (x , v)’da yogunlasmis gibi bakariz. Bu durumda seridin y-ek- 
seni etrafindaki momenti x Am olur. Seridin x-ekseni etrafindaki momenti y Am’dir. (4) ve 
(5) denklemleri 


Mm S¥am ow, DF Am 
= = oe = 
M > Am ° M y Am 
halini alir. Tek boyutlu durumda oldugu gibi, toplamlar integrallerin Riemann 


toplamlaridir ve plakanin ayrildig: seritler darlastikga limit deger olarak bu integrallere 
yaklasirlar. Bu integralleri sembolik olarak syle yazariz: 


[ Xdm _ f ¥dm 
[dm _ [dm 


| 


xy-Diizleminde Bir Bélge Kaplayan ince bir Plakanm Momentleri, Kiitlesi ve 
Kiitle Merkezi 


x-ekseni etrafinda moment: M, = / % dm 


y-ekseni etrafinda moment: M, = / X% dm (6) 
Kittle: M= / dm 
P WwW _ Mm 
Kittle merkezi: eo Fay 


Bu integralleri hesaplamak icin, plakay1 koordinat dizleminde diistintr ve koordinat eksen- 
lerinden birine paralel bir kiitle seridi ¢izeriz. Sonra, seridin ktitlesi dm ve seridin kiitle 
merkezinin (x , y) koordinatlarini x veya y cinsinden ifade ederiz. Son olarak, y dm, x dm ve 
dm’yi plakanin diizlemdeki konumunun belirledigi integrasyon smirlan arasinda integre ed- 
eriz. 
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ORNEK3 — Sabit-Yogunluklu Plaka 
Sekil 6.35’te gésterilen iiggen plakanin 5 = 3 g/cm”’lik sabit bir yoSunlugu vardir. 


(a) Plakanin y-ekseni etrafindaki momenti M,,yi, 
(b) plakanin kiitlesi M’yi ve 
(c) plakanin kiitle merkezinin (k.m.) x-koordinatin bulun. 


Coziim 
Yontem 1: Dikey seritler (Sekil 6.36) 


ol y=0 1 (a) M, momenti: Tipik dikey seridin 6zellikleri sunlardir: 
kiitle merkezi (k.m.) : (X, 9) = (x, x) 
SEKIL6.35 Ornek 3’teki plaka. uzunluk: 2x 
genislik: dx 
y 
n alan: dA = 2x dx 
2- (1, 2) 


kiitle: dm = 6 dA = 3+2x dx = 6x dx 


k.m.’nin y-ekseninden uzakhigi: X¥ = x 


ani Seridin y-ekseni etrafindaki momenti sudur: 
ortadadir. 


(X, ¥) = (x, x) ¥ dm = x+ 6x dx = 6x? dx. 


Dolayistyla plakanin y-ekseni etrafindaki momenti syle bulunur: 


1 1 
>x = X = 2 = 3 = . 
0 Saxe 1 x M, i dm [ 6x* dx = 2x i 2g°-cm 


Birimler santimetredir 


(b) Plakanin kiitlesi: 
SEKIL 6.36 Ornek 3’teki plakay1 dikey I 1 
seritlerle modellemek. M= } dm = [ 6x dx = 3x? | =3¢ 
0 0 
(c) Plakanin kiitle merkezinin x-koordinat: 


M, 2g-cm_ 2 
x= — = cm 


M 3g 3 


ihe?) Benzer bir hesapla, M,.ve y = M,/M’yi bulabiliriz. 


Seridin k.m. 


oeadin, Yontem 2: Yatay seritler © (Sekil 6.37) 


) 
(x, ¥) = = , ) (a) M, momenti: Tipik bir yatay geridin ktitle merkezinin y-koordinati y'dir (gekle bakin), 
| dolayistyla 


y y=y. 
olur. x-koordinati tiggenin ortasindaki noktanin x-koordinatidir. Bu onu y/2 (seridin 
5 ' > x (k.m.) soldaki x-degeri) ile 1’in (seridin sagdaki x-degeri) ortalamasi yapar: 
: F oe 2)+1 +2 
SEKIL 6.37 Ornek 3’teki plakay1 yatay x= U/ 5) = s + : are 7, 


seritlerle modellemek. 


Bir Tabanin Kiitle Merkezi Nasil 
Bulunur? 


iF 


2. 


Plakanin xy-dtizleminde 
resmini ¢izin. 
Koordinat eksenlerinden 
birine  paralel bir kiitle 
seridi ¢izin ve boyutlarini 
bulun. 

Seridin ktitlesi dm’yi ve 
kiitle merkezi (X , ¥ )’yi 
bulun. 

y dm, X¥ dm ve dm’yi 
integre ederek, M,, M,, 
ve M’yi bulun. 
Momentleri kitleye 
bédlerek x ve y’yi bulun. 


Ayrica elimizde sunlar vardir: 


. ee A ae 2 
uzunluk: 1 a) 
genislik: dy 

2 = 
alan: dA = 5) z dy 
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kiitle: 5) dy 
eT 2 
k.m.’nin y-ekseninden uzakhigi: ¥ = 4 
Seridin y-ekseni etrafindaki momenti sdyledir: 
og oe 2-y, 3 2 
x dm Z 3 5) dy 8 (4 — y*) dy 


Plakanin y-ekseni etrafindaki momenti ise sudur: 


*3 3 
M, = [xan -[ (4 — y?) dy ay 
5 8 8 


(b) Plakanin kiitlesi: 


y 


3 
u= fan [ 72 y) dy 3 Jay 


(c) Plakanin kiitle merkezinin x-koordinati: 


M, 2g'cm 92 


*"M 3g 3 


Benzer bir hesaplamayla, M,’i ve y’yi bulabiliriz. 


272 3 
| 54-2)=3g 
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Ince, diiz bir plakanin kiitle dagiliminin bir simetri ekseni varsa, ktitle merkezi bu ek- 
sen tizerinde olacaktir. [ki simetri ekseni bulunuyorsa, kiitle merkezi ikisinin kesisiminde- 


dir. Bunlar isimizi basitlestiren bilgilerdir. 


ORNEK4 — Sabit-Yogunluklu Plaka 


Sabit 6 yogunluklu, iistten y = 4 — x’ parabolii ve alttan x-ekseniyle sinirli bélgeyi 
kaplayan ince bir plakanin ktitle merkezini bulun (Sekil 6.38). 


Coziim Plaka y-ekseni etrafinda simetrik ve yogunlugu sabit oldugu igin, kitle dagilim1 


gelir. Geriye py =M,/M’yi bulmak kalir. 


y-ekseni etrafinda simetriktir ve ktitle merkezi y-ekseninde bulunur. Bu x = 0 anlamina 


Yatay seritlerlerle bir deneme hesabi (Sekil 6.38a) asagidaki elverissiz integrali verir: 


4 
M, -{ 26yV4 — yay. 
0 


Bundan dolay1, ktitle dagilimini dikey seritlerle modelleriz (Sekil 6.38b). 
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Tipik bir yatay seridin 6zellikleri sdyledir: 


. ; a ae 4 — x? 
ktitle merkezi (k.m.) : (x, 9) = |x, —>— 


i) 


uzunluk: 4 — x? 


genislik: gy 


>X 
alan: dA = (4 — x*) dx 
(a) 
kiitle: dm = 5dA = &(4 — x”) dx 
y — 
4 k.m.’nin x-ekseninden uzakhgi: Y = 5) 


y=4-x 
Kiitle merkezi 


Seridin x-ekseni etrafindaki momenti sdyledir: 


eee 
> dm = = ih - 6(4 — x?) dx = G4 — x7)? dx 
=2 o| x 2 i 
—I|dx|— Dolayistyla plakanin x-ekseni etrafindaki momenti syle bulunur: 
(b) 
*6 
SEKIL 6.38 Ornek 4’teki plakay1 dikey M, = [> dm = is 2 (4 — x?) dx 


seritlerle (a) modellemek zahmetli bir 


integrasyona neden olur, dolayisiyla yatay _ 8 : > 4 _ 256 
seritlerle (b) modelleriz. ~ ai (16 — 8x° + x") dx = 45° (7) 
Plakanin kiitlesi sudur: 
2 
w= f am= [a4 - a= 90 (8) 
-2 


Dolayistyla, 


M, _ (256/15)6 8 
%"M” (32/3)8 5 


olur. Plakanin kiitle merkezi 


noktasindadir. 


ORNEK5 —_De@isken Yogunluklu Plaka 


Ornek 4’teki plakanin kiitle merkezini (x, y)’deki yoSunluk 6 = 2x? yani noktanin 
y-eksenine uzakliginin karesinin iki kati olmasi durumunda bulun. 


y 

* Tipik bir kiigiik tel 
parcasinin kiitlesi 

ee Vp dm = 8 ds = 8ad@ dir. 


G9) = 


a cos, a sin@) 


>X 
-a 0 a 
(a) 
y 
A 
a 
c.m.@ 2 
(0.24 
>XxX 
-a 0 a 


(b) 


SEKIL 6.39 Ornek 6’teki yarum cember 
seklindeki tel. (a) Ktitle merkezini 
bulmakta kullanilan boyut ve degiskenler. 
(b) Kittle merkezi tel tizerinde degildir. 
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Cézim Kiitle dagilum hala y-ekseni etrafinda simetriktir, dolayisryla x = 0 olur. 6 = 2x* 
ile, (7) ve (8) denklemleri 


2 2 
a= [¥dm= [ Sa xpde= fa — Pas 
~2 ~2 
nee ee ee 2048 
= [06 — 8x + x?) dx = Fos (7) 
2 2 
=f dm -[ 5(4 -x)ar= [ 2x7(4 — x7) dx 
2 ~2 
is 256 
= / (8x? — 2x4) dx = => (8') 
- 15 


halini alirlar. Dolayistyla, 
_ M, _ 2048 15 8 


*""M~ 105 ° 256-7 
olur. Plakanin yeni ktitle merkezi 
(3) = (0 5) a 


noktasindadir. 


ORNEK 6 —Sabit Yoguntuklu Tel 


Sabit 6 yogunluklu a yaricapl bir yarrm gember seklindeki telin ktitle merkezini bulun. 


Céziim Teli y= Va? — x? yarm cemberiyle modelleriz (Sekil 6.39). Kiitle dagilimi 
y-ekseni etrafinda simetriktir, dolayistyla x = 0 olur. y’yi bulmak igin, teli kisa pargalara 
béldiigimiizii distintriiz. Tipik bir parganin ézellikleri sdyledir (Sekil 6.39a): 
uzunluk: ds = ad6 birim uzunluktaki 
kiitle: dm = &8ds = 6ad0 kiitle kere uzunluk 
k.m.’nin x-eksenine uzakligi: } = asin@. 
Dolayistyla, 
— f¥dm— fRasino-dado 8a*|-coso|7 5 


= =7a 


yam fi badd Baz a 


buluruz. Kiitle merkezi simetri ekseni iizerinde (0, 2a/7r) , noktasinda, orijinden tele olan 
uzakligin yaklasik ticte ikisinde bulunmaktadir (Sekil 6.39b). 


Merkezler 


Yogunluk fonksiyonu sabitken, x ve y formillerinin pay ve paydalarindan sadelesir. Bu 
bodliimdeki neredeyse tiim érneklerde durum béyleydi. x ve y séz konusu oldugu siirece, 
6 = | bile olabilirdi. Yani, yogunluk sabitken, kiitle merkezinin konumu cismin yapildig1 
malzemenin degil, cismin geometrisinin bir 6zelligidir. Boyle durumlarda, miihendisler 
kiitle merkezine, “Bir tiggenin veya kati koninin merkezini bulun” derken oldugu gibi, 
seklin merkezi diyebilirler. Bunun icin 6’y1 bire esitleyin ve x ve y’yi daha 6nceki gibi, 
momentleri kiitleye bélerek, hesaplayin. 
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ALISTIRMALAR 6.4 


ince Cubuklar 


1. 80 Ib’lik bir gocukla 100 1b’lik bir cocuk bir tahtiravellide denge- 
de durmaktadirlar. 80 lb’lik gocuk destekten 5 ft uzakliktadir. 100 
Ib’lik cocugun destekten uzakligi nedir? 


2. Bir kiitigiin uclari iki teraziye konulmustur. Bir terazi 100 kg, di- 
geri 200 kg okumaktadir. Kiitiigiin ktitle merkezi nerededir? 


3. Uzunluklari esit iki ince celik cubugun uglar kaynakla birlestiri- 
lerek, dik agili bir gergeve yapilmistir. Cercevenin ktitle merkezi- 
nin yerini bulun. (/pucu: Her gubugun kiitle merkezi nerededir?) 


y. 
et 
Dik agili kaynak 
| 
0 


ee 


L x 


4. Iki celik cubugun ucalarim kaynaklayarak dik acili bir cerceve 
yapryorsunuz. Cubuklardan birinin uzunlugu digerinin iki katidir. 
Cercevenin kiitle merkezi nerededir? (Jpucu: Her cubugun kiitle 
merkezi nerededir?) 


5-12 alistirmalarinda x-ekseninde degisik araliklarda bulunan ince ¢u- 
buklarin yogunluk fonksiyonlan verilmektedir. (3a-c) denklemlerini 
kullanarak, her gubugun orijin etrafindaki momentini, ktitlesini ve 
kiitle merkezini bulun. 


5. dx) =4, OSxs2 

6 Ox) =4, lsxs3 

7. 6x) = 1+ (x/3), OS x53 

8. d(x) = 2 —- (x/4), OSx=4 

9, A(x) = 1+ (1/Vx), l=x=4 

10. S(x) = 3(x 9? +x), 0255x=1 


2 HX =< 7 <— 1] 
U1. a) = { i Ve 
x, 


l=x= 2 


ee 1. US eS 1 
2. a= {3 nee 


Sabit Yoguntuklu ince Plakalar 


13-24 alistirmalarinda, verilen b6lgede bulunan sabit 6 yogunluklu 
ince plakanin kiitle merkezini bulun. 


13. y = x? parabalii ve y = 4 dogrusu ile sunrlanmis bélge. 
14. y = 25 — x? parabolii ve x-ekseni ile simrlanmis bilge. 


15. y = x — x’ parabolii ve y = —x dogrusu ile sinirlanmis bilge. 
2 


16. y=x 3 ve y = —2x? parabolleriyle simrlanmis bilge. 


17. y-ekseni ve x = y — y*, 0 = y = 1 e@risiyle simrlanmis bilge. 

18. x = y? — y efrisi ve y = x dogrusuyla simrlanmis bélge. 

19. x-ekseni ve y=cosx, —a7/2 =x <= 7/2 parabolleriyle 
simrlanmis bélge. 

20. x-ekseni ve y = sec’x, —7/4 = x = 7/4 e@risiyle simrlanmis 
bélge. 

21. y = 2x? — 4x ve y = 2x — x parabolleriyle smurlanmis bilge. 

22. a. Birinci dértte bir bélgeden x* + y* = 9 cemberi ile kesilmis 

bélge. 

b. x-ekseni ve y = V9 — x? yarim cemberiyle smurlanmis 
bélge. 

Yanitinizi (a) sikkindaki yanitla karsilastirin. 

23. Birinci dortte bir délgede x7 + y? = 9 cemberi ve x = 3 ve 
y = 3 dogrulari arasinda kalan “iicgen” seklindeki bélge. (Ipucu: 
Alani bulmak igin geometri kullanin.) 

24. Ustten y = 1/x° egrisi, alttan y = —1/x? eBrisi ve soldan ve saZdan 
x = 1 ve x =a > 1 dogrulariyla sinirlanmis bélge. Ayrica 
lim,_,.. x’yi de bulun. 


Degisken Yoguntuklu ince Plakalar 


25. Plakamm (x, y) noktasindaki yoZunlugu 6(x) = x* ise, x-ekseni ile 
y = 2/x?,1 <x < 2, eBrisi arasinda kalan ince plakanin kiitle 
merkezini bulun. 

26. Plakanin (x, vy) noktasindaki yogunlugu 6(x) = 12x ise, alttan 


y =x? parabolii ve iistten y = x dogrusuyla simirh bélgeyi 
kaplayan ince plakanin ktitle merkezini bulun. 


27. y = +4/ Vx egrileri ve x = 1 ve x = 4 dogrularryla sinirli bélge 
y-ekseni etrafinda déndiiriilerek bir d6nel cisim tiretiliyor. 
a. Donel cismin hacmini bulun. 


b. Bélgeyi kaplayan ince plakanin (x, y) noktasindaki yogunlugu 
6(x) = 1/x ise plakanin kiitle merkezini bulun. 


c. Plakayi gizin ve giziminizde kiitle merkezini belirtin. 

28. y = 2/x eBrisi ve x = 1’den x = 4’e kadar x-ekseni ile smmirli bélge 
x-ekseni etrafinda dondiirtilerek bir d6nel cisim iretiliyor. 
a. Donel cismin hacmini bulun. 


b. Bélgeyi kaplayan ince plakanin (x, y) noktasindaki yogunlugu 
O(x) = 2 ise plakanin ktitle merkezini bulun. 


c. Plakayi gizin ve ¢iziminizde kiitle merkezini belirtin. 


Ucgenlerin Merkezleri 


29. Bir tiggenin merkezi ti¢genin kenar ortaylarimin kesisim nok- 
tasmdadir (Seki! 6.40a) Bir tiggenin her kenarmdan karsisin- 
daki késeye olan uzakligin ticte birinde bulunan noktanin tiggenin 
tig kenarortayinin kesistigi nokta oldugunu hatirlayabilirsiniz. Ug- 
genin merkezinin de kenar ortaylarin kesisim noktasinda oldugu- 


nu, merkezin de kenarlardan késelere olan uzakligin tigte birinde 
oldugunu géstererek ispatlayin. Bunu yapmak icin, asagidaki 
adimlart izleyin. 


i. Ucgenin bir kenarim Sekil 6.40b’deki gibi x-eksenine 
yerlestirin. dm’yi L ve dy cimsinden ifade edin. 


ii. Benzer tiggenler kullanarak L = (b/hy(h — y) oldugunu 
gosterin. L’nin bu ifadesini dm formiiltinde yerine koyun. 


iii. y =/A/3 oldugunu gésterin. 


iv. Diger kenarlar i¢gin de aynisini uygulayin. 


(a) (b) 


SEKIL 6.40 Alistirma 29’daki igen. (a) Kiitle merkezi. (b) Kiitle 

merkezini bulmak igin kullanilacak boyut ve degiskenler. 
Alistirma 29’un sonuclarmi kullanarak 30-34  alistirmalarmnda 
késeleri verilen tiggenlerin kiitle merkezlerini bulun. (pucu: Once her 
iicgeni ¢izin.) 
30. (—1, 0), (1, 0), (0, 3) 
32. (0, 0), (a, 0), (0, a) 
34. (0, 0), (a, 0), (4/2, b) 


31. (0,0), (1, 0), (0, 1) 
33. (0, 0), (a, 0), (0, b) 


ince Teller 


35. Sabit yogunluk x = 0’dan x = 2’ye kadar y = Vx egrisi tize- 
rinde bulunan sabit yogunluklu telin x-ekseni etrafindaki momen- 
tini bulun. 


36. Sabit yogunluk x =0’dan x = 1’e kadar y =x° eBrisi iizerinde bu- 
lunan sabit yogunluklu telin x-ekseni etrafindaki momentini bu- 
Tun. 


37. Degisken yogunluk Ornek 6’daki telin yogunlugunun 
6 = ksin @ oldugunu varsayin (x sabit). Kiitle merkezini bulun. 


38. Degisken yogunluk Ormek 6daki telin yoSunlugunun 
6 = 1+ k|cos@| oldugunu varsayin (& sabit). Kiitle merkezini 
bulun. 


Mihendislik Formiilleri 
39-42 alistirmalarindaki ifadeleri ve formiilleri dogrulayin. 


39. Diizlemde tiirevlenebilir bir egrinin merkezinin koordinatlari sun- 


lardir: 
/ x ds fi yds 
x= > y= 
uzunluk uzunluk 
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0 


40. y=x?/(4p) denkleminde p > 0’1n degeri ne olursa olsun, asagida 
gésterilen parabolik parganm merkezinin — y-koordinati 
y = (3/5)a’dir. 


41. Merkezleri orijinde bulunan ve y-ekseni etrafinda simetrik olan 
cembersel yaylar seklindeki sabit yogunluklu teller ve ince ¢u- 
buklarin ktitle merkezlerinin y-koordinati sdyledir: 


42. (Alistirma 41 in devami) 


a. a kiictk oldugunda, merkezden AB kirisine olan d uzakliginin 
yaklasik olarak 2h/3 oldugunu (sekildeki gésterimle) asagida- 
ki adimlar: izleyerek gésterin. 


i. 


d_ sina — acosa (9) 
h a-— acosa 


oldugunu gésterin. 
ii. 
sina — acosa 
f(a) = ~q—=aeos a 

fonksiyonunun grafigini cizin ve trace 6zelligini kullanarak 
limg_4o* f(a) ~ 2/3 oldugunu gésterin. 

b. Hata (d ile 2//3 arasindaki fark) 45° den biiyiik agilar igin bile 
kugtiktiir. Bunu (9) denkleminin sag tarafini a = 0.2, 0.4, 0.6, 
0.8 ve 1.0 radyan icin hesaplayarak kendiniz goriin. 
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G54) Donel Yiizeylerin Alanlari ve Pappus Teoremleri 


iy: 
~” 


SEKIL6.41 Merkezi orijinde olan a 
yaricaplt y = Va? — x? yari cemberini 
dondiirmek alam 47ra? olan kiiresel bir 


ylizey tretir. 


Ip atlarken, ip cevrenizde bir yiizey tarar, dénel yiizey olarak adlandirilan bir yiizey. Tah- 
min edebileceginiz gibi, bu yiizeyin alani ipin uzunluguna ve ipin her pargasinin dénme 
ekseninden ne kadar uzaga gittigine baglidir. Bu bdliimde doénel yiizeylerin alanlarim 
tanmmliyoruz. Daha karmasik yiizeylerin alanlari Boliim 16’da verilecektir. 


Yiizey Alani Tanimlamak 


Donel yiizeyin alan taniminin klasik geometrideki kiirelerin, dairesel silindirlerin ve koni- 
lerin yiizey alanlar igin bilinen sonuglarla uyumlu olmasini isteriz. Dolayisiyla, yukarida- 
ki atlama ipi, x-ekseni etrafinda déndtrilen a yaricapli bir yar1 cember seklini alirsa (Sekil 
6.41), yiizey alam 4zra* olan bir kiire iiretir. 

Genel e&rileri ele almadan Once, yatay ve egimli dogru pargalarmin x-ekseni etrafinda 
doéndiiriilmeleri ile baslryoruz. Uzunlugu Ax olan AB dogru pargasini (Sekil 6.42a) x-ek- 
seni etrafinda déndiirirsek yiizey alan1 27ryAx olan bir silindir tretiriz. Bu alan, kenar 
uzunluklari Ax ve 27ry olan bir dikd6rtgenin alani ile aynidir ( Sekil 6.42b). 277y uzunlugu 
AB dogrusu tizerindeki (x, vy) noktasinin x-ekseni etrafinda d6ndiirtilmesi ile tiretilen y 
yaricapli cemberin cevresidir. 


Ax 


ry 


OLCEKLi DEGIL 


(b) 


SEKIL6.42 (a) Uzunlugu Ax olan yatay 4B 
dogru parcasinin x-ekseni etrafinda 
dondiiriilmesi ile tiretilen silindirik yiizeyin 
alani 27ryAx dir. (b) Silindirik yiizeyin kesilip 
acilmis hali, bir dikdértgen. 


AB dogru pargasinin uzunlugunun As oldugunu ve yatay olmak yerine egimli 
oldugunu varsayin. Bu defa AB dogru_ pargasi x-ekseni etrafinda déndiiriildiigiinde bir ke- 
sik koni elde edilir Sekil (6.43a). Klasik geometriden, bu kesik koninin yiizey alani, egimli 
AB dogru pargasinin x-ekseninden ortalama yiiksekligi y* = (31 + y2)/2 olmak izere, 
27y* As’dir. Bu yiizey alam, kenar uzunluklari As ve 27ry" olan bir dikdértgenin alani ile 
aynidir ( Sekil 6.43b). 

Daha genel egrilerin x-ekseni etrafinda dondirilmeleri ile stiptiriilen yiizeylerin alan- 
larini tanimlamak i¢in bu geometrik prensipleri kullanalim. Negatif olmayan ve stirekli bir 
y = f(x), a = x = b fonksiyonunun grafiginin x-ekseni etrafinda d6ndiiriilmesi ile 
suptrtilen yiizeyin alanini bulmak istedigimizi varsayalim. Her zamanki gibi, [a, b] kapal 
araliginin bir béltniistinti aliriz ve béltintis noktalan yardimiyla grafigi kisa yaylara 
ayiririz. Sekil 6.44’te tipik bir PQ yay1 ve f’nin grafiginin bir parcasi olarak stipirdiigii 
bant goriilmektedir. 


SEKIL 6.44 Negatif olmayan bir 

y = f(x), a = x S |, fonksiyonunun 
grafiginin x-ekseni etrafinda 
doéndiiriilmesi ile tiretilen yiizey. Yiizey, 
PQ yayinin stipiirdiigii bant gibi bantlarin 
bir birlesimidir. 


SEKIL6.45 P ve QO noktalarm: birlestiren 
dogru parcasi bir kesik koni stipiiriir. 
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As 


>< 


2iry* 


OLCEKLi DEGIL 


(b) 


SEKIL 6.43 (a) Uzunlugu As olan egimli AB dogru parcasmmn 
x-ekseni etrafinda déndiiriilmesi ile tiretilen kesik koninin alani 
27y*As dir. (b) AB dogru pargasinin x-ekseninden ortalama yiiksek- 


+ 
ligi y* = 2 5) ae igin, dikdértgenin alan. 


PQ yay x-ekseni etrafinda dénerken, P ve Q noktalarimi birlestiren dogru pargasi ek- 
seni x-ekseninde bulunan bir kesik koni stiptiriir (Sekil 6.45). Bu kesik koninin yiizey ala- 
ni, PQ yayi tarafindan siiptiriilen bant’in yiizey alanina yaklasir. Sekil 6.45’te gésterilen 
kesik koninin ytizey alam, P ve Q noktalarini birlestiren dogru parcasinin x-ekseninden 
ortalama yiiksekligi y* ve uzunlugu L (6nceki gibi ) olmak iizere, 27y Lidir. f = 0 


oldugundan, Sekil 6.46’dan, dogru  parcasinin__ ortalama tiksekliginin 
y* = (f(%e1) + fxp)/2 oldugunu ve uzunlugun L = V(Ax,)? + (Ay)? — oldugunu 


gorurtiz. Bu nedenle, 


-1) + 
Kesik koni ytizey alani = 277 Sl - fat) »~V (Ax)? + (Ay,)? 


= w(f(xn—1) + f(x) V (Ax,)? + (Ayy)? 
dir. 


PQ yay) gibi yaylarin stiptirdiikleri bantlarin alanlarinin toplami olan oriinal yiizey 
alanina, kesik konilerin alanlarinin toplami olan 


Safe + flx)) Vax)? + yy? T 


ile yaklasimda bulunulur. [a, 6]’nin bdliiniistintin noktalari arttikca yaklasimin 
iyilesmesini bekleriz. Ustelik, f fonksiyonu tiirevlenebilir ise, Ortalama DeSer Teoremine 
gore egri izerinde P ve O noktalar arasinda tegetin PO dogru parcasina paralel oldugu 
bir (cx, f(cg)) noktasi vardir (Sekil 6.47). Bu noktada 


ie 2 Oe 
fle) = 5 


Ayx = f'(cx) Axx 
dir. 
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Dogru pargasinin uzunlugu: 


L = V(Ax,)° + (Ay? 
y =fa) 


P 


n= fx, 


I 
I 
L 
| 
| 
| 
| 
| 
! 


k 


Xp 1 x 
k—— Ax, —>| 


SEKIL6.46 PQ yayi ve dogru pargasi ile 
eslenen boyutlar. 


(cys F(R) 
Kirise paralel 


XE-1 Ck XK 


SEKIL6.47 f diizgiin ise, Ortalama Deger 
Teoremi, tegetin PO dogru parcasina 
paralel oldugu bir c, noktasinin varligini 
garanti eder. 


SEKIL6.48 Ornek 1’de bu yiizeyin alanm 
hesaplryoruz 


Ay, yerine bu déniisiimti yapmakla (1) Denklemi 


> nite) # HG) a FG ba? 


- Sm(so- + fla))V1 + (ep)? Axe a) 


halini alir. Bu toplamlar herhangi bir fonksiyonun Riemann toplamlari degildir ¢iinkt, 
X15 Xz Ve c, noktalan ayni degildir. Ancak, ileri analizden bir teorem sunu garanti eder: 
[a, b]’nin béliiniisiiniin normu sifira giderken (2) Denklemindeki toplamlar 


b 
| Qa f(x) V1 + (f'(x))* dx. 


integraline yakinsarlar. Bu nedenle bu integrali, f fonksiyonunun a’dan b’ye kadar 
grafiginin siiptirdiigi ytizeyin alani olarak tanimlariz. 


TANIM x-Ekseni Etrafinda Donme icin Yiizey Alani 
f(x) = 0 fonksiyonu [a, b]’de siirekli olarak tiirevlenebilirse, y = f(x) egrisini 
x-ekseni etrafinda déndiirerek tiretilen yiizeyin alam 


b dy\2 b 
S -[ Qay./1 + (4) dx -[ Qa f(x) V1 + (f'(x))* dx (3) 
ir. 


(3) Denklemindeki karek6k, Béltim 6.3 Denklem (2)’de, yiizeyi tireten eSrinin uzunlugu 
formiiltinde géziiken karekékle aynidir. 


d 


ORNEK 1 


y= 2Vx, 1 =x = 2, e&risinin x-ekseni etrafinda déndirilmesiyle tretilen yiizeyin 
alanini bulun (Sekil 6.48). 


Yiizey Alani Formiliinti Uygulamak 


Coziim 


formiltinii 


J 1 fH Vet 
=,/l+ = = 


alarak hesaplariz. Bu degerlerle, alan su sekilde bulunur: 
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2 af 2 
s- | amas VEN as = af Vx + 1 dx 
1 xX 1 


y-Ekseni Etrafinda Donme 


y-ekseni etrafinda dénme igin, (3) denkleminde x yerine y yazariz. 


y-Ekseni Etrafinda Dénme igin Yiizey Alani 
x = g(v) = 0, [c, d]’de siirekli olarak tiirevlenebilirse, x = g(y) eBrisini y-ek- 
seni etrafinda déndiirerek tiretilen yiizeyin alan 


d 2 d 
S -[ 2Qax,/1 + () dy -[ Qmg(v) V1 + (g'(y))* dy (4) 


dir. 


ORNEK2 _y-Ekseni Etrafinda Dénme Icin Alan Bulmak 


x =1-y,0 =y = 1, dogru parcasi y-ekseni etrafinda déndiiriilerek Sekil 6.49’daki 
koni tiretiliyor. Yanal ytizey alanini bulun (taban alani hari). 


Ciziim Bu bir geometri formiiliiyle kontrol edebilecegimiz bir hesaptir. 


taban cevresi 


Yanal yiizey alani = 5 


x yanal ayirt uzunlugu = 7 V2. 


(4) denkleminin nasil ayni sonucu verdigini g6rmek icin 


SEKIL6.49 AB dogru pargasini y-ekseni c= 0, d=1, x=1-y, ax _ =| 
etrafinda dondiirmek yanal yiizey alanini dy 

iki farkh sekilde hesaplayabilecegimiz bir ay 

koni olusturur (Ornek 2). 1+ (*) =V1+ (-1)? = vee 


alir ve denklemi hesaplariz: 


d 2 1 
s- | 2ax./1 + («*) dy -{ 27(1 — y)V2 dy 
c 0 


2nV2 | y -F] = 2nV2 (1 - 1) 
=a1V2 


Sonuglar, olmasi gerektigi gibi, birbirini tutmaktadir. a 
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Cember y 
x = cost 

y=1+sint 
0=1=2 


SEKIL6.50 Ornek 3’te bu parametrize egri 
tarafindan stipiiriilen dénel yiizeyin alanim 
hesapliyoruz. 


Parametrize Egriler 


Déndiirme hangi koordinat ekseni etrafinda yapilirsa yapilsin, (3) ve (4) denklemlerinde 
géztiken karekékler, Béliim 6.3’te yay uzunlugu formiillerinde géziikenlerle aymidir. f ve g 
[a, b] tizerinde stirekli olarak ttirevlenebilir fonksiyonlar olmak tizere, egri x = f(f) ve 
y= g(t), a= t <b denklemleri ile parametrelenmisse yay uzunlugu formiiliinde kars1 gelen 


karek6k 
2 d 2, 
VIFOF + Is OF = () + ( ) 


dir. Bu gézlem, diizgiin parametrize egrilerin dénditriilmesi ile elde edilen yiizey alanlarn 
igin asagidaki formillere yol agar. 


Parametrize Egriler igin Dénel Yiizey Alam 

Diizgiin birx = f(t), vy = g(t),a St SD, eSrisi, t a’dan b’ye dogru artarken 
sadece bir defa katediliyorsa, egriyi koordinat eksenleri etrafinda d6ndtirerek 
tiretilecek dénel yiizeylerin alanlari asagidaki gibidir. 


1. x-ekseni etrafinda dénme (y = 0): 
b 2 2 
_ dx ay 
s- | 2Qay () + (4) dt (5) 
2. y-ekseni etrafinda dénme (x = 0): 


b 2 2 
_ dx ay 
S -/ 27x (£) + (4) dt (6) 


Uzunlukta oldugu gibi, belirtilen kriteri karsilayan herhangi uygun bir parametrizasyonla 
ylizey alanini hesaplayabiliriz. 


ORNEK3 —_Yiizey Alani Formiiliinii Uygulamak 


xy-dtizleminde merkezi (0, 1) noktasinda olan | yarigapli cemberin standart parametrizas- 
yonu 


x = cost, y=1+ sint, 0Osts27 
ile verilir. Bu parametrizasyonu kullanarak, gemberin x-ekseni etrafinda déndirilmesiyle 
suptrtilen yiizeyin alanin: bulun (Sekil 6.50). 


Céziim Formiilti hesaplariz: 
x-ekseni etrafinda dénme 


b 2 2 _ fi 

dx dy igin (5) denklemi 
s- | 2my (£) + (4) dt y=1+sint>0 
20 


= [ 2m(1 + sin t)V(=sin t)? + (cos t)* dt 
q a ene Sf ee aay 
1 
2a 
=27/ (1+ sint) dt 
0 


= 2n|t — cos a = 477° | 
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Kisa Diferansiyel Form 


b dy\? d dx 
s- | 2ay,f1 + (2) dx ve s- | 2me,|(#) dy 


denklemleri cogunlukla ds = V dx? + dy® yay uzunluk diferansiyeli cinsinden 


b d 
s- | 2ay ds ve s= | 27x ds 


seklinde yazilir. Bunlarin birincisinde, y x-ekseninden ds yay uzunlugu elemanina olan 
uzakliktir. Ikincisinde ise, x y-ekseninden ds yay uzunlugu elemanina olan uzakliktir [ki 
integral de, p ddnme ekseninden bir ds yay uzunlugu elemanina kadar yaricgap olmak tizere 


S= / 2a(yaricap)(bant genisligi) = : 27p ds (7) 


seklindedir (Sekil 6.51). 

Herhangi belirli bir problemde, p yarigap fonksiyonunu ve ds yay uzunlugu diferan- 
siyelini ortak bir degisken cinsinden ifade eder ve bu degisken igin integrasyon sinirlarint 
bulursunuz. 


Dénme 
ekseni 


SEKIL6.51 4B yaymi burada gésterilen eksen etrafinda 
dondiiriilmesiyle taranan yiizeyin alani J, : 2p ds "tir. 
Kesin ifade p’nun ve ds’nin formiillerine baglidir. 


ORNEK4 _Diferansiyel Formu Yiizey Alani Icin Kullanmak 


y=x,0 =x < 1/2 edrisinin x-ekseni etrafinda déndiiriilmesi ile tiretilen yiizeyin alanim 
bulun (Sekil 6.52). 


Ciziim ise kisa diferansiyel formla baslariz: 


s= f 2mpas 


OLCEKLi DEGIL x-ekseni etrafinda dénme igin, 
= 0 =x = 1/2 iizerinde yarigap 
F ne = 27 
SEKIL6.52 y=x°,0 Sx S 1/2 e®risini ; a as fonksiyonu p = y > 0on0 =x = 1/2. 


x-ekseni etrafinda déndiirerek tiretilen 


ylizey bir sampanya kadehi tasarim1 = / Qay dx + dy’. 


olabilir (Ornek 4). ds = Vdx* + dy? 
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SEKIL 6.53 Yiizey alanina yaklasimda 
bulunmak icin (b) konik bantlar yerine 
neden (a) silindirik bantlar kullanilmasin? 


Simdi dy’yi mi dx cinsinden, yoksa dx’i mi dy cinsinden ifade edecegimize karar veririz. 
Denklemin orijinal hali, y = x°, dy’yi dx cinsinden ifade etmemizi kolaylagstimr, 
dolayistyla hesabimiza 


Vda? + dy? = Vax? + (3x? dx)? 
= V1 + 9x4 dx. 


ile devam ederiz. Bu degisiklikleri yaptigimizda, x integrasyon degiskeni olur ve 


x=1/2 
s- | QayV dx? + dy” 


=0 


e=e, dy = 3x? dx, ve 


1/2 
- | QrxPF V1 + 9x4 dx 
0 


2 1/2 
36) (3)a + 07], 
7 9 ve 
~ ale , is) - | 


u=1+ 9x4, 
du/36 = x3 dx; 
alin, integre edin 
ve degerleri 
yerine koyun. 


II 
~ 
3 
a™~ 
|— 


bulunur. 


Konik Bantlara Karst Silindirik Bantlar 


Sekil 6.53’te Gnerildigi gibi, yiizey alanini neden konik bantlar yerine silindirik bantlarla 
yaklasim yaparak bulmayalim? Bu sekilde elde edecegimiz Riemann toplamlar da konik 
bantlardan elde edilenler kadar iyi yakinsarlar ve ortaya ¢ikan integral daha basittir. Bu 
durumda x-ekseni etrafinda dénme icin, (7) denkleminde yarigap p = y ve bant genisligi 
ds = dx’dir. Bu, (3) tanim denklemi yerine 


b 
s- | 2a f(x) dx (8) 


integral formiiltine yol agar. Bu yeni formiildeki problem, klasik geometrinin ytizey alan 
formiilleri ile ve baslangicta belirttigimiz amaclarimizla uyumlu sonuglar vermemesidir. 
Sadece hos gériintislii bir integral bulmamuiz bunun istedigimizi yapacag1 anlamina gelmez 
(Bkz. Alistirma 40). 

UYARI 


Yiizey alani hesaplamak icin (8) denklemini kullanmayin. Dogru sonucu vermez. 


Pappus Teoremleri 


Uciincii asirda, Pappus isminde Iskenderiyeli bir Yunan kiitle merkezlerini dénel yiizeyler 
ve d6nel cisimler ile iliskilendiren iki formiil kesfetti. Bu formiiller baska tiirlii cok uzun 
stirecek hesaplamalar icin kestirme yollar saglar. 


>< 


SEKIL 6.54 R bélgesi x-ekseni etrafinda 
(bir defa) déndiiriilerek bir d6nel cisim 
tiretilecektir. 1700 yasindaki bir teorem 
d6énel cismin hacminin, bélgenin alaniyla 
kiitle merkezinin déntis strasinda aldigi yol 
carpilarak hesaplanabilecegini séyler. 


Donme ekseninden 
merkeze olan uzaklik 


2 


Alan: aa 
Cevre: 27a 


SEKIL 6.55 Pappus’un birinci teoremiyle, 
bir torusun hacmini integral almamiz 
gerekmeden bulabiliriz (Ornek 5). 
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TEOREM1 —_Hacimler icin Pappus Teoremi 

Diizlemdeki bir bélge diizlemdeki bélgenin iciyle kesismeyen bir dogru etrafinda 
bir kere déndiiriiliirse, tiretecegi dénel cismin hacmi bélgenin alan kere d6nme 
sirasinda bélgenin merkezinin aldigi yola esittir. » dénme ekseninden merkeze 
olan uzakliksa, hacim su sekilde ifade edilir. 


V = 27pA. (9) 


ispat R bdlgesi birinci dértte bir bélgede olmak tizere, dénme eksenini x-ekseni olarak 
seceriz (Sekil 6.54). y noktasinda R’nin y-eksenine dik olan kesitinin uzunlugu L (y) olsun. 
L(y)’nin stirekli oldugunu varsaytyoruz. 

Silindirik kabuklar y6ntemiyle, bélgeyi x-eksen etrafinda d6éndiirerek tiretilen dénel 
cismin hacmi séyle bulunur: 


. ae kabuk d 
r= [ si ae yiiksekligi) 2” = 27 | y L(y) dy. (10) 


R’nin merkezinin y-koordinati 


d d 
[vu [rue 


y= A = a J =y, ddA = L(y)dy 


olarak bulunur, dolayisiyla 


d 
y L(y) dy = Ay. 


olur. (10) denklemindeki son integral yerine Ay yazmak V = 27yA verir. p yarigapi 
yye esit oldugundan, V = 27rpA buluruz. | 


ORNEK5 Bir Torus’un Hacmi 


a yarigapli dairesel bir diski, merkezinden b = a kadar uzakta bir eksen etrafinda 
déndiiriilmesiyle tiretilen bir torusun (simit) hacmi 


V = 2a(b)(ma*) = 27*ba? | 


ORNEK 6 —_Yarim Daire Seklinde Bir Bélgenin Merkezini Bulun 


Cézim Bélgeyi, y = Va? — x? yarm dairesi (Sekil 6.56) ile x-ekseni arasindaki bélge 
olarak aliriz ve bélgeyi x-ekseni etrafinda déndiirerek igi dolu bir ktire tirettigimizi varsa- 
yariz. Simetriden dolay1, merkezin x koordinati x = 0’dir. (9) denkleminde p yerine y ko- 
yarak 

__ Vv _ (4/3)ma> 4 


= = a || 
207A = Qq(1/2)na? 3 


buluruz. 
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TEOREM 2 


_ a@Merkez 


SEKIL 6.56 Pappus’un birinci teoremiyle, 


Yiizey Alanlari icin Pappus Teoremi 

Bir diizgtin diizlemsel egri yay1, ayn diizlemde yayin igiyle kesismeyen bir dogru 
etrafinda bir kere déndiiriiliirse, yayin tirettigi yizeyin alani yayin uzunlugu kere 
yayin merkezinin dénme sirasinda aldigi yoldur. p dénme ekseninden merkeze 
sa) >x olan uzakliksa, yiizey su sekilde bulunur: 


S=27pLl (11) 


yarim daire seklinde bir bélgenin 
merkezini integral almadan bulabiliriz 
(Ornek 6). 


Verecegimiz ispat dénme eksenini x-ekseni olarak ve yay1 x’in diizgiin bir fonksiyonu 
olarak modelleyebilecegimiz varsayimina dayanmaktadir. 


ispat Yay, birinci dértte bir bélgede x = a’dan x = b’ye kadar uzanmak iizere, dénme ek- 


>< 


og 


olarak bulunur, dolayisiyla 


SEKIL 6.57 Pappus’un alan teoreminin 
ispati igin sekil 


Yayin merkezinin y-koordinati 


senini x-eksenini olarak seceriz (Sekil 6.57). Yayin tirettigi yiizeyin alan sdyle verilir: 


x=b x=b 
7 ; Qty ds = 2m | yds (12) 


L= y ds yay uzunlugudur 
ve } = y-dir, 


x=b 
| yds = yL 


olur. (12) denklemindeki son integral yerine yl yazmak S = 27ryL verir. p yarigap1 Y3ye 
esit oldugundan, S = 27pL buluruz. a 


ORNEK 7 


Bir Torusun Yiizey Alani 


Ornek 5’teki torusun yiizey alan 


olarak bulunur. 


ALISTIRMALAR 6.5 


S = 27(b)(271a) = 47ba a 


Yiizey Alani icin integral Bulma 
1-8 alistirmalarinda 


a. Verilen egrinin belirtilen eksen etrafinda déndtiriilmesiyle 
lretilen yiizeyin alan igin bir integral kurun. 
b. Egriyi gizerek neye benzedigine bakin. Yapabiliyorsaniz, 
ylizeyi de gizin 
c. Grafik programinizin veya bilgisayarimizin integral hesap- 
layicistyla yiizeyin alanini sayisal olarak bulun. 


1. y=tanx, 0O=x= ar /' 4 x-ekseni etrafinda 


Awe wh 


y =x, 0<x <2; x-ekseni etrafinda 

xy=1, 1 Sy =2 y-ekseni etrafinda 

x=siny, 0=y<=7 )-ekseni etrafinda 

xl/2 +yl/? = 3, (4, 1)’den (1, 4)’e, x-ekseni etrafinda 


ee eh 2Vy =x, 1=y <2; )-eksenietrafinda 


¥ 
x= | tantdt, 0=y = 7/3;  y-ekseni etrafinda 
0 


x 
Lys i VP = 1 dt, 1s=xs V5; x-ekseni etrafinda 
1 


Yiizey Alantlarini Bulmak 


9. 


10. 


11. 


12. 


13-22  alistirmalarindaki 


y=x/2,0=x=4, dogru  parcasinm x-ekseni  etrafinda 
déndiiriilmesiyle elde edilen koninin yanal yiizey alanini bulun. 
Yanitinizi su geometri formiilityle karsilastirm: 


Yanal yiizey alan = = taban cevresi x yanal ayrit uzunlugu 
y=x/2,0=x=4 dogru parcasmin y-ekseni  etrafinda 


doéndiriilmesiyle elde edilen koninin yanal yiizey alanini bulun. 
Yanitinizi su geometri formiiltiyle karsilastirin: 


Yanal yiizey alan = = taban cevresi x yanal ayrit uzunlugu 
y = (x/2) + (1/2),1 <x <3, dogru pargasmin x-ekseni 


etrafinda déndiirtilmesi ile tiretilen kesik koninin yiizey alanini 
bulun. Yanitinizi asagidaki formiille karsilastirin: 


Kesik koni yiizey alan = 7 (7, + 72) x yanal ayrit uzunlugu 


y = (x/2) + (1/2),1 Sx <3, dogru pargasmin y-ekseni 
etrafinda déndiirtilmesi ile tiretilen kesik koninin yiizey alanini 
bulun. Yanitinizi asagidaki formiille karsilastirin: 


Kesik koni yiizey alan = 7 (7, + 2) x yanal ayrit uzunlugu 


egrilerin belirtilen eksenler etrafinda 


doéndiiriilmeleriyle elde edilen yiizeylerin alanlarini bulun. Bir grafik 
programiniz varsa, egrileri cizebilirsiniz. 


13 
14 
15 


16. 
17. 
18. 
19. 


20. 


y =x3/9, 0<x <2; x-ekseni etrafinda 

y= Vx, 3/4 <x = 15/4; x-ekseni etrafinda 
y= V2x = x?, 0.5 <x < 1.5; +-ekseni etrafinda 
Wet, 1<x<5; x-ekseni etrafinda 


2s 
x = y3/3, OSy <1; y-ekseni etrafinda 

x = (1/3)y3? — y¥?, 1 <y <3;  y-ekseni etrafinda 
x=2V4-y, 0<y< 15/4; y-ekseni etrafinda 
x= V2y-1, 5/8 =y <1; y-ekseni etrafinda 


y 
” 


21. 


22. 


23. 


24. 


25. 


26. 


27. 
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x = (4/4 + 1/(8y), 1S y S 2; x-ekseni etrafinda (fpucu: 
ds = Vdx* + dy*’yi dy cinsinden ifade edin ve S = f 27y ds in- 
tegralini uygun sinirlarla hesaplayin.) 

y=(1/3)0° +297, OS xs V2; y-ekseni etrafinda (/pucu 

ds = 
integralini uygun sinirlarla hesaplayin.) 

Yeni tanimi test etmek y= Var — x, =@= 4 = a, 
egrisinin x-ekseni etrafinda déndiriilmesiyle tiretilen yiizeyin 
alanini (3) denklemiyle hesaplayarak a yarigapli bir kiirenin 
yiizey alaninin hala 47ra” oldugunu gosterin. 


dx? + dy”’yi dx cinsinden ifade edin ve S = fi 27x ds 


Yeni tanimi test etmek Yiiksekligi A ve yaricapi 7 olan bir 
koninin yanal yiizey alam arVr? + h?, taban yaricevresi kere 
yanal ayrit uzunlugu, olmalidir. y = (r/h)x,0 S x S A, eBrisinin 
x-ekseni etrafinda d6éndiiriilmesiyle tiretilen yiizeyin alanin bu- 
larak bunun hala béyle oldugunu gésterin. 

y =cosx,-7/2 =x 7/2, eBrisinin x-ekseni  etrafinda 
déndiiriilmesiyle olusan yiizeyin alani icin bir integral bulun. Bu 
tip inegrallerin nasil hesaplanacagini Béliim 8.5’te gorecegiz. 

Bir astroidin yiizeyi P+ yh = 1 astroidinin asagida veri- 
len kismi x-ekseni etrafinda déndiiriilerek tiretilen yizeyin alanini 
bulun. (Ipucu: Once birinci bélgedeki kismini, 
y=(1-x7y?, 0S x <1, xekseni etrafinda déndiiriin ve 
sonra sonucunuzu iki ile garpin.) 


Tavalari minelemek Sirketiniz Bolitim 6.1, Alistirma 55’ te tasar- 
ladiginiz tavanin liiks seklini piyasaya stirmeye karar vermistir. 
Planlari tavanin icini beyaz mineyle, dis kahverengi mineyle 
kaplamaktir. Her mine firmlanmadan énce 0.5 mm kalinliginda ka- 
planacaktir (asaSidaki diyagrama bakin). Uretim béliimiiniiz 5000 
tava igin ellerinde ne kadar mine bulunmasi gerektigini merak 
ediyor. Onlara ne dersiniz? (Atiklar1 ve kullanlmayan malzemeyi 
ihmal edin ve yanitimzi litre olarak verin. 1 cm? = 1 mL, 
dolayisiyla 1 L = 1000 cm? oldugun hatirlayin.) 


y (cm) 
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28. 


29. 


30. 


31. 
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Ekmek kesmek Eger ktiresel bir ekmek somununu esit 
genislikli pargalara b6élerseniz, her dilimde ayni miktarda kabuk 
bulunacagini biliyor muydunuz? Nedenini anlamak icin, asagida 
gosterilen y = Vr? — x? yarigamberini bir kiire olusturacak 
sekilde x-ekseni etrafinda déndiirdiigiimtizii varsayin. AB, x-ekse- 
ninde A uzunluklu bir araligin karsisindaki yay olsun. AB yayinin 
taradigi alanin, araligin bulundugu yere bagli olmadigini gosterin. 
(Araligin uzunluguna baglidir.) 


aath O 
ale 


Asagida gésterilen gélgeli bant / birim aralikli paralel dtizlem- 
lerle R yarigapli bir ktireden kesiliyor. Bandin yiizey alaninin 
27Rh oldugunu gésterin 


—r 0 


Asagida U.S. Ulusal Hava Servisi tarafindan Bozeman, Mont’taki 
radari cevrelemek icin kullanilan 90 ft’lik bir kubbenin semasi 
verilmektedir. 


a. Boyanacak dis ytizey ne kadardir (tabani saymadan)? 


b. Yanitmuzi bir ft? hassasliginda ifade edin. 


Eksen 


Yaricap 
45 ft 


Doénme eksenini kesen efrilerle tiretilen yiizeyler (3) denkle- 
mindeki yiizey alan: formiilti, grafigi yiizeyi olusturan f fonksiyonu- 
nun [a, 5] araliginda negatif olmadig1 varsayimi altinda gelistirilmis- 
tir. Donme eksenini kesen e@riler icin (3) denklemini 


32. 


s= f 2npas = f 2n1s00) ds. (13) 


mutlak deger formiiltiyle degistiririz. (13) denklemini kullanarak 
y = x,—-1 =x S 2, dogrusunun x-ekseni etrafinda déndiirtilme- 
siyle tiretilen gifte koninin yiizey alanin bulun. 


(Aligtrma 31’in devam.) y = x°/9, -V3<x< VER egri- 
sinin x-ekseni etrafinda déndiiriilmesiyle tiretilen yiizeyin alanim 
bulun. (13) denkleminden mutlak deger isaretlerini atip alani 
S= f 2af(x) ds ile hesaplamaya kalkarsaniz, sizce ne olur? 
Deneyin. 


Parametrizasyonlar 


33-35 alistirmalarindaki egrilerin belirtilen eksenler etrafinda déndii- 
rtilmeleriyle tiretilen yiizeylerin alanlarim: bulun. 


33. 
34. 
35. 


36. 


37. 


38. 


39. 


x = cost, 0 < tS 2m; . x-ekseni etrafinda 
= 27307. ¢= 2V1t, 0<1< V3; y-ekseni etrafinda 


x=ttvV2, y=(P/2)+ V2, -V2sts V2; yek 


seni etrafinda 


y=2+ sint, 


x=a(t-—sint), y=a(l1-—cost), 0St< 27, efrisinin 
x-ekseni etrafinda dondiiriilmesi ile tiretilen yiizeyin alanin1 tem- 
sil eden bir integral yazin fakat hesaplamayin. 

Kesik koni (0, 1) ve (2, 2) nokalarim birlestiren dogru 

parcasi x-ekseni etrafinda déndiirtilerek bir kesik koni tiretiliyor. 
x= 2t,y=t+ 1,0 =¢t = 1, parametrizasyonunu kullanarak 
kesik koninin yiizey alanini bulun. Sonucunuzu su geometri for- 
miiliiyle kontrol edin: Alan = 7 (r; + rz)(yanal ayrit uzunlugu). 
Bir koni Orijini (4, r) noktasina baglayan dogru parcasi x-ek- 
seni etrafinda déndiriilerek h yiikseklikli ve r yarigaph bir koni 
uretiliyor. x = At, y = rt,0 = t = 1, parametrizasyonunu kulla- 
narak koninin yiizey alanimi bulun. Sonucunuzu su geometri for- 
miiltiyle karsilastirim: Alan = ar (yanal ayrit uzunlugu). 

Yiizey Alani Formiiliiniin Alternatif Elde Edilisi f’nin [a, 6] 
lizerinde diizgiin oldugunu kabul edelim ve [a, b]’yi her zamanki gi- 
bi alt araliklara bélelim. Sekilde gésterildigi gibi, [x;—, x;,] alt arali- 
Sinn mz = (xq, + m,)/2 orta noktasindan eSriye bir teZet cizin. 


Ax, A 
ary = flim) — fm)" ve m= fm) + fom 


oldugunu gésterin. 


b. k. alt araliktaki teget dogru pargasinin ZL, uzunlugunun 
Ll, = V(Ax,? + (f'(m,) Ax;,)?  oldugunu gésterin. 


40. 


c. Teget dogru pargasmin x-ekseni etrafinda dénerken taradigi 
kesik koninin yanal yiizey alaninin 
Qa flme V1 + (f'(mg))? Axg oldugunu gésterin. 

d. y = f(x) egrisini [a, b] boyunca x-ekseni etrafinda d6én- 
diirtilmesiyle tiretilen yiizeyin alaninin 


a S (‘ine kesik a) _ [ omflxyV1 + Fide 


n—>co (<4 \ yanal yiizey alan 


oldugunu gésterin. 

Yiizey alani modelleme y = x/ “/3,. 024 273, dogru 
pargasim x-ekseni gevresinde déndiiriirek taranan koninin yanal 
yiizey alam (1/2) (taban  cevresi)(yanal ayrit uzunlugu) 
(1/2)(277)(2) = 27.olmalidir. f(x) = x/V3 falarak (8) denkle- 
mini kullanirsaniz ne bulursunuz? 


Pappus Teoremleri 


41. 


42. 


K@seleri (0, 2), (2, 0), (4, 2) ve (2, 4)’te olan kare seklindeki 
bélge x-ekseni etrafinda déndiiriilerek bir dénel cisim tiretiliyor. 
Dénel cismin hacmini ve yiizey alanini bulun. 


Pappus’un bir teoremini kullanarak, koordinat eksenleri ve 
2x + y = 6 dogrusuyla sinirlanan tiggen bélgenin x = 5 dogrusu 
etrafinda déndiriilmesiyle tiretilen hacmi bulun. (Béltim 6.4’teki 


43. 


44. 


45. 


46. 


47. 


48. 


49. 


50. 


51. 


6.6. Is 447 


Alistirma 29’da gérdiigiintiz gibi, bir tiggenin merkezi kenar or- 
taylarin kesim noktasinda, yani her kenarin orta noktasindan kars1 
késeye olan uzakligin ti¢te birinde bulunur.) 

(x — 2) + y? = 1 cemberinin y-ekseni etrafinda déndiiriil- 
mesiyle tiretilen torusun hacmini bulun. 

Pappus teoremlerini kullanarak bir dairesel dik koninin yanal 
yuizey alanini ve hacmini bulun. 

Pappus’un ikinci teoremini ve a yarigapli_ bir ktirenin yiizey 
alaninin 47ra? oldugunu kullanarak, y = Va? — x? yarim cem- 
berinin merkezini bulun. 


Alistrma 45’ten, y = Va? — x? yarm cemberinin merkezi 
(0, 2a/a)’de bulunur. Yarim cemberin y = a dogrusu etrafinda 
d6éndiiriilmesiyle taranin yiizeyin alanin: bulun. 


y = (b/a)Va* — x? yarm elipsi ile x-ekseni arasmda kalan R 
bélgesinin alan (1/2)77ab ve R bélgesini x-ekseni etrafinda 
dondiirerek iiretilen elipsoidin hacmi (4/3)zab7'dir. R’nin 
merkezini bulun. Konumun a’dan bagimsiz olduguna dikkat edin. 
Ornek 6’da bulundugu gibi, x-ekseni ve y = Va? — x? yarim 
cemberi ile sinirlanan bélgenin merkezi (0, 4a/37r)’dir. Bu bél- 
genin y = —a do§rusu etrafinda dondiiriilmesiyle tiretilen dénel 
cismin hacmini bulun. 

Alistirma 48’deki bélge y = x — a dogrusu etrafinda déndiriilerek 
bir d6nel cisim tiretiliyor. Donel cismin hacmini bulun. 

Alistrma 45’ten, y = Va? — x? yarim cemberinin merkezi 
(0, 2a/m)’dedir. Yarim cemberin y = x — a dogrusu etrafinda 
déndiiriilmesiyle tiretilen Donel cismin hacmini bulun. 

Ornek 6’daki yarim gembersel bélgenin x-ekseni etrafindaki mo- 
mentini bulun. Bildiginiz sonuclari kullanirsaniz, integre etmeniz 
gerekmez. 


Giinliik yasamda is, kas veya zihin giicti gerektiren faaliyetler anlamina gelir. Bilimde ise, 
bu terim 6zel olarak bir cisme etki eden kuvveti ve cismin buna kars1 gelen yerdegistirme- 
sini belitmektedir. Bu b6liim isin nasil hesaplanacagini géstermektedir. Uygulamalar va- 
gon yaylarimi sikistirmak ve yeralti tanklarini bosaltmaktan elektronlari bir araya getirmek 
ve uydulari y6riingeye tasimaya kadar gider. 


Sabit Bir Kuvvet Tarafindan Yapilan Is 


Bir cisim sabit F’ bitytikliiklt bir kuwvetin etkisi sonucunda bir dogru boyunca d mesafesi 


kadar ilerlemisse, cisme etki eden kuvvetin yaptig1 isi 
W = Fd (Is icin sabit kuvvet formiilii) (1) 


formiiltiyle hesaplariz. 


448 Baliim 6: Belirli integrallerin Uygulamalari 


Jul 

J olarak kisaltilan jul, adini Ingiliz fizikei 
James Prescott Joule’den (1818-1889) 
alir. Juli tanimlayan denklem 

1 jul = (1 Newton) (1 metre) 

olarak verilir. Sembolik olarak 
1J=1N-mdir. 


(1) denkleminden, herhangi bir sistemdeki is biriminin birim uzunlukla garpilan birim 
kuwvet oldugunu g6rebiliriz. SI birimleriyle (SI Systéme International veya Uluslarasi Sis- 
temin kisaltilmasidir), kuvvet birimi bir newton, uzaklik birimi ise bir metre ve is birimi 
newton metredir (N-m). Bu kombinasyonla o kadar sik karsilasilir ki, 6zel bir ismi vardir: 
jul. ingiliz birim sisteminde is birimi miihendisler tarafindan cok sik kullanilan ft-lb’dir. 


ORNEK 1 Bir Otomobili Kaldirmak 


Lastik degistirmek icin 2000 Ib’luk bir otomobilin bir tarafini 1.25 ft kaldirirsaniz 
(yaklasik 1000 Ib’luk dikey bir kuvvet uygulamaniz gerekir), otomobil tizerinde 
1000 x 1.25 = 1259 ft-lb is yapmis olursunuz. SI birimleriyle, 0.381 m’lik yol boyunca 
4448 N’luk bir kuvvet uygulayarak 4448 x 0.381 ~ 1695 J’liik is yaparsiniz. a 


Degisken Bir Kuvvetin Bir Dogru Boyunca Yaptiqi Is 


Bir yay sikistirirken oldugu gibi, uyguladiginiz kuvvet yol boyunca degisiyorsa, W = Fd 
formiilti F’deki degigmeyi de géz 6niine alacak bir inetgral formiiltiyle degistirilmelidir. 

isi gerceklestiren kuvvetin x-ekseni olarak aldigimuz bir dogru tizerinde etkidigini ve 
kuvvetin F biyikligiiniin, konumun siirekli bir fonksiyonu oldugunu varsayalim. 
x = a’dan x = b’ye kadar olan aralik tizerinde yapilan isi bulmak istiyoruz. [a, b] araligini 
her zamanki gibi bdler ve her [x,_;, x,] alt araligindan herhangi bir c; noktas1 seceriz. Alt 
aralik yeterince kisaysa, F’ stirekli oldugundan, x,_,;den x;’ye kadar fazla degismeyecektir. 
Aralik boyunca yapilan is yaklasik olarak, F' sabit olsaydi ve (1) denklemini uygulasaydik 
bulacagimiz is olan, F(c,) kere Ax; uzakligi kadar olurdu. Dolayistyla, a’dan b’ye kadar 
yapilacak toplam is’e 


Is = DS) F(cg) Axx 
1 
Riemann toplami ile yaklasimda bulunulur. Bélintistin normu sifira giderken, yaklasimin 


tyilesmesini bekleriz, bundan dolay1 kuwvetin a’dan b’ye kadar yaptig: isi F” nin a’dan b’ye 
kadar integrali olarak tanimlariz. 


TANIM is 
Degisken bir F(x) kuvveti tarafindan x-ekseni boyunca x = a’dan x = b’ye kadar 
yapilan is 
b 
w= | F(x) dx. (2) 
dir. 


F newton ve x metre olarak verilirse, integralin birimi jul, F' lb ve x ft olarak verilirse, in- 
tegralin birimi ft-lb olacaktir. Dolayistyla, F(x) = 1/x* N’luk bir kuvvet tarafindan x-ek- 
seni boyunca x = 1 m’den x = 10 m’ye kadar yapilan is 


| 1 1!° l 
w= | saa 4) 9 t 1 = 095. 


dir. 


Stkistirilmis 


— NANA 
VAAAAAAAAAA 


0 Sikistirilmamis 


(a) 


> 


Kuwvet (Ib) 


x = 0’dan x = 0.25’e 
kadar F’nin yaptig1 is 


0 0.25 
Stkistirilan miktar 


(b) 


> x (ft) 


SEKIL6.58 Bir yay sikisturilirken, yay1 


sikigma altinda tutmak igin gereken F’ 


kuvveti lineer olarak artar. (Ornek 2) 


e 
SS S 
2 2 
ss < 
x=OF é eS 
Gg penaes 
TF 24N 
v 
x (m) 


SEKIL 6.59 24 N’luk bir agirlik bu yay 


gerilmemis uzunlugundan 0.8 m 
uzatir(Ornek 3). 


>X 
1 


Yaylar icin Hooke Yasasi: F = kx 


Hooke yasasi, bir yay dogal (gerilmemis) konumundan x birim uzunlukta agmak veya 
sikistirmak igin gereken kuvvetin x ile orantili oldugunu sdéyler: 


F=kx (3) 


Birim uzunluk basina kuvvet birimiyle dlctilen k sabiti, yayin kuvvet sabiti (veya yay 
sabiti) adi verilen bir 6zelligidir. Hooke yasasi (3 denklemi), kuvvet yaydaki metali boz- 
madikga, oldukca iyi sonug¢ verir. Bu bélimdeki kuvvetlerin bunu yapamayacak kadar 
kiigittk olduklarini varsayacagiz. 


ORNEK 2 


Kuvvet sabiti k = 16 lb/ft ise, bir yay: dogal uzunlugu 1 ft’ten 0.75 ft uzunluguna 
sikistirmak igin gereken isi bulun. 


Bir Yay Sikistirmak 


Céziim Sikistirilmamis yay1, serbest ucu orijinde ve sabit ucu x = 1 ft’te olacak sekilde, x- 
ekseni boyunca gizeriz (Sekil 6.58). Bu yay1 0’dan x’e kadar sikistirmak igin gereken kuv- 
veti F = 16x formiiliiyle tanimlamamizi saglar. Yay1 0’dan 0.25 ft’e sikistirmak igin, kuvvet 


F(0)=16-0=0lb’den F(0.25) = 16 - 0.25 =4 lb’ye 
bu aralikta yaptigi is kadar artmalidir. F’nin 


0.25 0.25 
W= i 16x dx = i) = 0.5 ft-lb 
0 


0 a=0,b = 0.25, 


ve F(x) = 16x ile 


2) denklemi. 
olarak bulunur. ( 


ORNEK 3 
Bir yayin dogal uzunlugu | m’dir. 24 N’luk bir kuvvet yay1 1.8 m’ye germektedir. 


Bir Yay Germek 


(a) Kuvvet sabiti ’yi bulun. 
(b) Yayi dogal uzunlugundan 2 m acgmak icin ne kadar is gerekir? 
(c) 45 N’luk bir kuvvet yay1 ne kadar gerecektir? 


Coziim 


(a) Kuvvet sabiti. Kuvvet sabitini (3) denkleminden buluruz. 24 N’luk bir kuwvet yay 
0.8 m gerdigine gore 
24 = k(0.8) 


k= 24/08 =30N/m. —_Eq.(3) with 


bulunur. P= 24,x = 08 

(b) Yay 2 m germek igin yapilan igs Gerilmemis yay1 serbest ucu x = 0’da olacak sekil- 
de x-ekseninde asiliymis gibi diisiiniirtiz (Sekil 6.59). Yay1 dogal uzunlugundan x m 
germek icin gereken kuvvet, yayin serbest ucunu orijinden x birim ¢ekmek icin ge- 
reken kuvvettir. & = 30 ile Hooke Yasas1 bu kuvvetin 


F(x) = 30x 


oldugunu séyler. 


450 Baliim 6: Belirli integrallerin Uygulamalari 
F’nin yay tizerinde x = 0 m’den x = 2 m’ye kadar yaptig1 is 


2 2 
w= | 30x dx = 150" = 60) 
olarak bulunur. a : 


(c) 45 N Tuk bir kuvvet yay ne kadar gerecektir? F = 30x denkleminde F = 45 koyarak 
45=30x veya x=1.5m 
olarak bulunur. 


buluruz. 45 N’luk bir kuvvet yay1 1.5 m gerecektir. Bunu bulmak icin analize gerek 
yoktur. a 


is integrali, agirliklari yiikseklikleri ile deZigen nesnelerin kaldirilmasinda_yapuilan isi he- 
saplamak icin kullanislidir. 


ORNEK4 Bir Ip ve Kova Kaldirmak 


5 Ib’lik bir kova 20 ft’lik bir iple sabit hizla cekilerek yerden kaldiriliyor (Sekil 6.60). [pin 
agirligi 0.08 Ib/ft’tir. Kovayi ve ipi kaldirmak icin ne kadar is yapilmistir? 


Coziim Kovanin agirli_ sabittir, dolayistyla sadece kovay: kaldirirken  yapilan 
ig agirlik X mesafe lb-ft dir. 

Ip’in agirliZi kovanin yiikseklizi ile degismektedir, giinkii daha azi serbestge asilidir. 
Kova yerden x ft yiiksekte iken, ip’in kalan pargasi hala (0.08) - (20 — x) agirligi ile 
asilidir. Dolayistyla ip’i kaldirirken yapilan is 


20 20 
; ; Ip iizerinde yapilan is = ‘i (0.08)(20 — x) dx = [ (1.6 — 0.08x) dx 
SEKIL 6.60 Ornek 4’teki kovay1 kaldirmak . 0 0 


= [1.6x — 0.04x?]>° = 32 — 16 = 16 ft-lb. 
kova ve ip tizerinde yapilan toplam is 


100 + 16 = 116 ft-lb H 
kadardir. 


Kaplardan Sivi Pompalamak 


Bir depodan sivinin hepsini veya bir kismin1 pompalamak igin ne kadar is yapmak gere- 
kir? Bunu bulmak icin, sivry1 her bir adimda ince bir tabaka olarak kaldirdigimizi ve her 
tabakaya W = Fd denklemini uyguladigimizi disiintirtiz. Sonra tabakalarin incelmesi ve 
sayilarinin artmasinin yarattigi integrali hesaplariz. Elde ettigimiz integral sivinin agirligi- 
na ve deponun boyutlarina baglidir, fakat integrali bulma yGntemimiz hep aynidir. Asagi- 
daki 6rnek neler yapilmasi gerektigini gdstermektedir. 


>< 


1 
=2x x== 
y vveyax => y 


ORNEK5 —_ Konik Bir Tanktan Zeytinyagji Pompalamak 


Sekil 6.61 ’deki konik tank aSzindan 2 ft asagisina kadar 57 lb/ft? agirliginda zeytinyagiyla 
doldurulmustur. Zeytinyagimi tankin a&zina kadar pompalamak icin yapilmasi gereken is 
ne kadardir? 


Coziim Zeytinyagiin, [0, 8] araliginin bir béliintistiniin noktalarindan y-eksenine paralel 
diizlemlerle ince tabakalara bélinditigiinti diistinelim. 
vile y + Ay’deki diizlemler arasinda kalan tipik bir tabakanin hacmi yaklasik olarak 


SEKIL 6.61 Ornek 5’teki zeytinyagi ve 1\ = 
tank. AV = m(yaricap)” (kalinhk) == 7 (4 ») Ay = z y? Ay fF 


olur. 


389 ft 


lx 120 ft |] 375 ft barajin 


325 ft, barajin 
tabamindan yiikseklik 


(a) 


a 


50 ft 
yaricgapinda 
geyrek gember| _ 


SEKIL 6.62 (a) Bir barajin tahliye 
borusunun dik-kesiti ve (b) tahliye 
borusunun tistii (Ornek 6) 


tabanindan yiikseklik 


Tabakayi kaldirmak igin gereken F(y) kuvveti tabakanin agirligina esittir: 


57r agirlik = birim hacim 
F(y) = 57AV= oe ae Ay lb basina agirlik x hacim 

Bu tabakayi tankin a&zina kadar kaldirmak igin F(y)’nin etkimesi gereken mesafe 
yaklasik (10 — y) ft’dir, dolayisiyla tabakay1 kaldirmak icin yapilmasi gereken is yaklasik 


AW = 277 (10 — y)y7 Ay ft-lb 
civarindadir. [0, 8] araliginin bir boliintisiine karsi gelen n tabaka bulundugunu ve Ay; 
kalinligindaki k. tabakaya karsi gelen diizlemin y = y, oldugunu kabul ederek, biitiin 
tabakalari kaldirirken yapilan ise 


57 
a> ={ 0 — yay? Ayy ft-lb 
k=1 


Riemann toplami ile yaklasimda bulunabiliriz. Zeytinyagini tankin a&zina kadar pompala- 
mak igin yapilmasi gereken is, béliintistin normu sifira giderken bu toplamlarin limitidir: 


8 
57 
w= [ q (10 — y)y? dy 
0 
Sta f* 
ae [ome 


10 3 478 
= i | ; -3 | = 30,561 ft-lb 2 
0 


ORNEK 6 


Bir barajin tahliye borusu, su seviyesinin gok fazla yiikselmesini Gnleyen dikey bir bosalt- 
ma borusudur. Bir barajin tahliye borusunun sti, baraj seviyesinden 14 ft asagida ve ba- 
raj tabanindan 375 ft yukaridadir (Sekil 6.62). Mevsimlik birikimleri zaman zaman pom- 
palamak igin bu boru gereklidir. 

Sekil 6.62a’daki dik-kesitten, tahliye borusunun huni seklinde bir kanal oldugunu gérii- 
yoruz. Huninin bogazi 20 ft genisliginde ve agzi 120 ft capmdadir. Sekil 6.62b de gésterildi- 
&1i gibi, tist kismin dik-kesitinin dis sinin 50 ft yarigapinda ceyrek gemberler seklindedir. 
Tahliye borusu, bir dik-kesitin, merkezi etrafinda déndiiriilmesi ile olusturulmustur. Sonug 
olarak, tahliye borusunun tamami boyunca biitiin yatay dik-kesitler dairesel disklerdir. 


Bir Tahliye Borusunda Su Pompalamak 


(a) borunun bogazindan 

(b) huni kismindan 

Su pompalamak icin gereken isi hesaplryoruz. 
Coziim 


(a) Bogazdan pompalamak. y ile y + Ay’deki diizlemler arasinda kalan tipik bir 
tabakanin hacmi yaklasik olarak 


AV = a(yarigap)’ (kalinlik) = 7(10)° Ay ft 


Tabakay1 kaldirmak icgin gereken F(y) kuvveti tabakanin agirligina egittir (su igin yaklasik 


F(y) = 62.4 AV = 62407 Ay Ib 


452 
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Bu tabakay1 borunun istiine kadar kaldirmak igin F(y)’nin etkimesi gereken 
mesafe yaklasik (375 — y) ft’dir, dolayisiyla tabakay1 kaldirmak igin yapilan is 


AW = 62407(375 — y) Ay ft-lb 


dir. Borudan su pompalamakla yapilan ise, biitiin tabakalar kaldirmak igin yapilan 
isleri toplayarak ve sonra béltintistin normu sifira giderken bu Riemann toplaminin 
limitini alarak yaklasimda bulunabiliriz. Bu, asagidaki integrali verir. 


y = 375 


SEKi 


Yay 
1. 


Cember yay1 


325 
We [ 62407(375 — y) dy 
0 


yp? p25 
62407 s7sy = | 
2 Jo 


1,353,869,354 ft-lb 


2 


(b) Huniden pompalamak. Borunun huni kismindan, y = 325’ten y = 375’e kadar, su 
pompalamakta gereken isi hesaplamak icin, Sekil 6.63’te gésterildigi gibi, hunideki 
i yaklasim elemant igin AV’yi hesaplamamuz gerekir. Sekilden g6rtilecegi gibi, 
tabakalarin yarigaplari y ytiksekligi ile degismektedir. 


33 ve 34 alistirmalarinda, suyu pompalamak igin gereken toplam isi belirlemenin 


16.63 Tahliye borusunun huni kism1 : ; 
giicti istenmektedir. 


ALISTIRMALAR 6.6 


analizini tamamlamaniz ve tahliye borusundan disarrya pompalayabilmek icin pompalarin 


lar 


Yay sabiti Bir yay: dogal uzunlugu olan 2 m’den 5 m’ye germek 
igin 1800 J’luk is yapilmistir. Yayin kuvvet sabitini bulun. 


. Bir yay germek Bir yayin dogal uzunlugu 10 inctir. 800 Ib’luk 


bir kuwvet yay1 14 ince germektedir. 
a. Yayin kuwvet sabitini bulun. 
b. Yay1 10 incten 12 inge germek igin ne kadar is yapilir? 


c. 1600 Ib’lik bir kuvvet yay1 dogal uzunlugundan ne kadar gere- 
cektir? 


. Bir lastik bant germek 2 N’luk bir kuwet bir lastik bandi 2 cm 


(0.02 m) gerer. Hooke yasasinin gecerli oldugunu varsayarsak, 4 
N’luk bir kuwvet lastik band: ne kadar gerer? Lastik bandi bu ka- 
dar germek igin ne kadar is yapilir? 


. Bir yay germek 90 N’luk bir kuvvet bir yay1 dogal uzunlugun- 


dan | m geriyorsa, yay1 dogal uzunlugundan 5 m germek icin ne 
kadar is yapilmasi gerekir? 


. Metro vagonu yaylari Bir New York City Transit Authority metro 


vagonundaki sariml yay1 serbest uzunlugu 8 ing-ten tamamen sikis- 
mis uzunlugu 5 ince sikistirmak icgin 21.714 Ib’lik kuvvet gerekmek- 
tedir. 


. Delik kum torbasi 


a. Yayin kuvvet sabiti nedir? 

b. Yay ilk yarim inge ve ikinci yarim inge sikistirmak icin ne 
kadar ig yapmak gerekir? En hassas sekilde Ib olarak bulun. 
(New York City Transit Authority’ye 1985’ten 1987’ye kadar tes- 
lim edilen metro vagonu yaylar icin Bombardier, Inc., Toplu 

Tasima B6liimii tarafindan derlenen veriler.) 


. Banyo tartis: Bir banyo tartisi tizerine 150 lb’luk birisi 


ciktiZinda 1/16 ing sikismaktadir. Tartinin Hooke yasasina uyan 
bir yay gibi davrandigini varsayarsak, tartryi 1/8 ing sikigtiran 
birisinin agirligi ne kadardir? Tartry1 1/8 ing sikistirmak icin ne 
kadar is yapilir? 


Degisken Bir Kuvvetin Yaptiqi Is 


7. Bir ipi kaldirmak Bir dagci 50 m uzunlugunda bir tirmanma ip- 


ini yukar1 cekmek iizeredir. Ip 0.624 N/m agirligindaysa, da&c1 ne 
kadar is yapacaktir? 

Baslangicta 144 lb agirliginda olan bir 
torba kum sabit hizla kaldirilmaktadir. Yukari kalkarken, kum da 
sabit hizla sizmaktadir. Torba 18 ft yukan gekildiginde, igindeki 
kumun yaris1 gitmistir. Kumu bu yiikseklige gekmek igin ne kadar 


10. 


11. 


12. 


13. 


14. 


. Bir asansér kablosunu kaldirmal 


ig yapilmistir? (Torbanin ve kaldirma aletlerinin agirliklarin ih- 
mal edin.) 


Tepede bir motoru olan 
elektrikli bir asansériin 4.5 Ib/ft aSirliginda sarimli bir ipi vadir. 
Asansor birinci kattayken, 180 ft kablo agilmistir ve asansér en 
lust kata vardiginda 0 ft kablo aciktadir. Asans6rii birinci kattan en 
list kata cikarirken, motor sadece ipi tastyarak ne kadar is 
yapmistir? 


Cekme kuvwveti =m kiitleli bir pargacik (x, 0)’dayken, biyiikligi 
k/x° olan bir kuwvetle orijine dogru cekilir. Parcacik harekete x = 
b’den durgun olarak baslarsa ve tizerine baska bir kuvvet etkimiy- 
orsa, x = a, 0 <a < b noktasina vardiginda parcacik tizerinde ne 
kadar is yapilmis oldugunu bulun. 


Gaz sikistirmak A kesit alanli bir silindirdeki gazin bir pis- 
tonla sikistirildigim varsayin. p gazin lb/ing” olarak basinci ve 
V ing? olarak hacmiyse, gazi (p1, Y;) durumundan (2, V2) du- 
rumuna sikistirmak igin yapilmasi gereken isin 


oldugunu gosterin. (Jpucu: Sekilde verilen koordinatlarla 
dV =A dx olur. Pistona kars1 koyan kuvvet pA’dir.) 


y 


A 


(Alistirma 11’nin devami) Alistirma 11’deki integrali kullanarak, 
P| = 50 Ib/inc? ise ve p ve V, pV“ = sabit gaz yasasina uyuyor- 
larsa, gaz1 V; = 243 ing?’ten V> = 32 ing?’e sikistirmak icin 
yapilan isi bulun. 


Delik kova Ornek 4’teki kovanin sizdirdigimi varsayin. 2 galon 
(16 lb) su ile baslar ve sabit bir hizla sizdirmaktadir. Tepeye 
vardigi anda, kova bosalir. Sadece suyu kaldirmak icin ne 
kadar is yapilmistir? (Ipucu: Ip ve kovay: dahil etmeyin ve yiik- 
seklik x ft iken su miktarimi bulun. ) 


(Alistrma 13’tin devami) Ornek 4’teki ve Alistirma 13’teki 
isciler, ellerindeki kovay1 5 galon (40 Ib) su alan daha biiytik bir 
kovayla degistirdiler, fakat bu kovada daha biiyiik bir delik vardi, 
oyle ki yeni kova da yukar ¢iktigi anda bosalmisti. Suyun sabit 
bir hizla sizdigini varsayarsak, sadece suyu yukar ¢ekerken ne 
kadar is yapilmistir? (Ipi ve kovay1 hesaba katmayin.) 
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Kaplardan Sivi Pompalamak 


Suyun Agirhgi 

Diinyanin dénmesi ve yercekimi alanindaki degisimlerden 
dolay1, deniz seviyesinde 1 ft* suyun agirligi, %0.5’lik bir 
degisimle ekvatorda 62.26 lb’den kutuplarda 62.59 lb’a 
kadar degisebilir. Melbourne ve New York Sehri’nde 62.4 Ib 
agirligindaki 1 ft* su Juneau ve Stockholm’de 62.5 Ib 
agirliginda olacaktir. 62.4 tipik ve kitaplarda kullanilan bir 
deger olsa bile, 6nemli bir degisim s6zkonusudur. 


15. 


16. 


Su Pompalamak Asagida gosterilen, agzi toprak seviyesinde 
olan dikd6értgenler prizmasi seklindeki tank yagmur suyu topla- 
makta kullanimaktadir. Suyun 62.4 lb/ft? agurliginda oldugunu 
varsayin. 

a. Tank tamamen doldugunda, suyu yeniden disar1 pom-palaya- 
rak tanki bosaltmak igin ne kadar is yapilmasi gerekir? 

b. Su disari (5/11) beygir giiciinde (is c1kisi 250 ft-lb/sn) bir mo- 
torla pompalanirsa, dolu tanki bosaltmak ne kadar stirecektir 
(dakika olarak)? 

ce. (b) sikkindaki pompanin, pompalamanin ilk 25 dakikasinda su 
seviyesini 10 ft (yaris1) azaltacagimi gésterin. 

d. Suyun agirlgi (a) ve (b) siklarmdaki yanitlar suyun 
agurligimin 62.26 lb/ft ve 62.59 lb/ft? oldugu yerlerde ne olur? 


seviyesi 


Bir sarnici bosaltmak Asagida gésterilen dikdértgenler prizmas1 
seklindeki sarnicin (yagmur suyu toplamakta kullanilan tank) ag- 
zi yer seviyesinden 10 ft asagidadir. Su anda dolu olan sarni¢ de- 
netleme icin igindekiler yer seviyesine pompalanarak bosaltila- 
caktir. 


a. Sarnici bosaltmak icin ne kadar is yapilmasi gerekir? 


b. Suyun (1/2) beygir giiciinde, 275 ft-Ib/sn hizinda bir motorla 
disar1 pompalanmasi ne kadar stirer? 

c. (b) sikkindaki pompanin, sarnici yariya kadar bosaltmasi ne 
kadar stirer? (Sarnici tamamen bosaltmak igin gereken zama- 
nin yarisindan daha az stirecektir.) 

d. Suyun agirligi (a)-(c) siklarindaki yanitlar suyun agirliginin 
62.26 lb/ft ve 62.59 Ib/ft? oldugu yerlerde ne olur? 
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17. 


18. 


19. 


20. 


21. 


22. 


23. 


Baliim 6: Belirli integrallerin Uygulamalari 


0 y Yer seviyesi 
10 
10 ft 
20 
y 


Yag pompalamak Ornek 5’teki tank tamamen dolu ise tankta 
bulunan yagi tankin agzina kadar pompalamak icin ne kadar is 
yapilmasi gerekir? 


Yari-dolu tanktan pompalamak = Ornek S5’teki tankin, dolu ol- 
mak yerine, yari dolu oldugunu varsayin. Kalan suyu tankin agzin- 
dan 4 m yukariya pompalamak igin ne kadar is yapilmasi gerekir? 


Bir tanki bosaltmak _Dikey bir dairesel dik silindirik tank 30 ft 
yiiksekliginde ve 20 ft capmdaduir. 51.2 Ib/ft? agirligindaki kero- 
senle doludur. Keroseni tankin agzina kadar pompalamak i¢gin ne 
kadar is yapilmasi gerekir? 


Asagida gésterilen silindirik tank, tankin tabaninin 15 ft asagisin- 
daki bir gdlden su pompalanarak doldurulabilmektedir. Bunu 
yapmanin iki yolu vardir. Birisi, suyu tankin tabanindaki bir mus- 
luga takili bir hortumla pompalamaktir. Digeri ise hortumu tankin 
agzina baglamak ve suyu akitmaktir. Hangi yol daha hizlidir? Ya- 
nitinizi agiklayin. 


Agik agiz 


Tabandaki musluk 


a. Siit pompalamak Ornek 5’teki konik tankta zeytinyagi yeri- 

ne, 64.5 lb/ft? agirliginda siit bulundugunu varsayin. Igindekileri 

tankin a&zina kadar pompalamak igin ne kadar is yapmak gere- 
kir? 

b. Pumping oil Ornek S’teki zeytinyagini tankin aSzinin 3 ft 
yukarisinda bir seviyeye getirmek icin ne kadar is yapmak 
gerekir? 

Deniz suyu pompalamak _Biiyiik bir paslanmaz ¢elik tankin i¢ 

yiizeyini tasarlamak icin, y =x", 0 =x =4 e@risini y-ekseni etra- 

finda dondiiriiyorsunuz. Boyutlar1 metre olan depo 10,000 N/m? 

agirligindaki deniz suyuyla doldurulacaktir. Suyu tankin agzina 

pompalayarak bosaltmak icin ne kadar is yapmak gerekir? 


Depodan su pompalamak Kiiresel depolardan pompalamayi 
da diger depolarda oldugu gibi inetgrasyon eksenini kirenin 
dikey ekseninde alarak modelleriz. Asagidaki sekli kullanarak, 
yarigap1 5 m olan dolu bir yariktire seklindeki su deposunu, suyu 
deponun 4 m yiiksegine pompalayarak bosaltmak ic¢in ne kadar is 
yapilacagim bulun. Suyun agurlig 9800 N/m?tiir. 


24, 


Asagida gésterilen depolama tankinin bosaltilmasi ve tamiri ile 
gorevlisiniz. Tank 10 ft yarigapinda bir yariktire seklindedir ve 56 
lb/ft? agirlginda benzenle doludur. Basvurdugunuz bir firma 
tanki ft-lb basina 1.2¢’e bosaltabilecegini sdyltiyor. Benzeni 
tankin iki ft yukarisindaki bir bosaltma musluguna pompalayarak 
tanki bosaltmak icgin ne kadar is yapilmasi gerektigni hesaplayin. 
Is icin biitceniz 5000$ ise, firmay1 tutmaya giiciiniiz yeter mi? 


is ve Kinetik Enerji 


25. 


Kinetik Enerji Biiyiikliigii F(x) olan degisken bir kuvvet m 
kiitleli bir cismi x-ekseni boyunca x,‘den x’ye tagirsa, cismin hizi 
v, dx/dt olarak yazilabilir (¢ zaman gdstermektedir). Newton’ un 
Ikinci Hareket Yasasi F = m(du/dt)’yi ve 

dv _ du dx du 

dt dxdt “dx 
Zincir Kuralin kullanarak, kuvvetin cismi x;’den xy’ye tasiyarak 
yaptigi isin 


ie 1 1 
W= i F(x) dx = zmv2? — zm’. 


oldugunu gésterin. Burada v, ve v2, cismin x; ve x7’deki hizlari- 
dir. Fizikte (1/ 2)mv” ifadesine v huziyla ilerleyen bir cismin kine- 
tik enerjisi denir. Dolayisiyla, kuvvetin yaptig1 is cismin kinetik 
enerjisindeki degisime esittir ve isi bu degisimi hesaplayarak bu- 
labiliriz. 


26-32 Alistirmalarinda, Alistirma 25’in sonucunu kullanin 
26. Tenis 2 onsluk bir tenis topu 160 ft/sn (yaklasik 109 mil/sa) 


hizla atilmistir. Topun bu kadar hizli gitmesini saglamak igin ne 
kadar is yapilmistir? (Topun agirligindan kiitlesini bulmak igin, 
agirlizi lb olarak ifade edin ve yergekimi ivmesi 32 ft/sn? ile 
béltin.) 


27. Beyzbol Bir beyzbol topunu 90 mil/sa ile firlatmak icin ka¢ 


ft-lb’lik is  yapilir? Bir 


5 ons = 0.3125 Ib’dir. 


beyzbol topunun — agirligi 


28. 


29. 


30. 


31. 


32. 


33. 


34. 


35. 


Golf 1.6 onsluk bir golf topu baslangig yerinden 280 ft/sn (yak- 
lasik 191 mil/sa) hizla atilir. Topu havaya firlatmak icin kag ft- 
Ib’lik is yapilmistir? 


Tenis Pete Sampras’in 1990 U.S. Agik erkekler tenis sampiyo- 
nasini kazandigi mag sirasinda, Sampras 124 mil/sa ile gitti3i Sl- 
ciilen bir servis atti. Sampras o hiza ulastirmak icin 2 onsluk top 
lizerinde ne kadar is yapmuistir? 


Futbol Bir futbolcu 14.5 onsluk futbol topunu 88 ft/sn (60 
mil/sa) hizla atmistir. Bu hiza erisebilmesi icin top tizerinde ne ka- 
dar is yapilmistir? 


Softball 132 ft/sn (90 mil/sa) hiza cikmast icin, 6.5 onsluk bir 
softball topu tizerinde ne kadar is yapilmalidir? 


Giille 2 onsluk celik bir giille kuvvet sabiti_ k= 18 Ib/ft olan dikey 
bir yaya asilmistir. Yay 3 ing sikistirilir ve birakilir. Gille ne kadar 
yiiksege gikar? 

Tahliye borusu hunisini bosaltmak (Ornek 6’nin devamz.)) 

a. Ornek 6’daki bosaltma borusunun (huni kisminin ) dik-kesi- 
tinin yarigapini, su seviyesinden yiikseklik olan y cinsinden 
bulun (v = 325’ten y = 375’e kadar). 

b. Tahliye borusunun huni kisminin kesiti igin AV’yi bulun 
(y = 325’ten y = 375’e kadar). 

ec. Huni kisminin kesitini disar1 pompalamak i¢in gerekli isi, uy- 
gun belirli integrali formiile edip hesaplayarak bulun. 


Tahliye borusudan su pompalamak (Alistirma 33 ‘tin devami.) 
a. Boru ve huni kisimlarm: bosaltmak igin gereken isleri topla- 
yarak, bosaltma borusunu bosaltmak igin gereken isi bulun. 

b. (a) daki cevabiniz ft-lb cinsindendir. Motorlar beygir giicii ile 
derecelendirildiginden, daha kullanish bir form beygir giicti- 
saat tir. ft-lb den beygir giicii-saat’e déniisiim icin 1.98 x 10° 
ile bélitin. Motorun tam kapasite ile galistigini varsayarsak, 
1000 beygir giictindeki bir motorun tahliye borusunu 
bosaltmasi kag saat stirer? 


Kamistan siitemmek Asagida gésterilen kesik koni seklindeki 
bardak 4/9 oz/ing? agirlizinda cilekli siit ile doludur. Gére- 
bileceginiz gibi, bardak 7 ing derinliginde, tabani boyunca 2.5 ing 
genisliginde ve lst tarafta da 3.5 ing genisligindedir (Boston’daki 
Brigham’ in standart boyutlar1). Kamis bardagin agzindan bir ing 
disar1 cikmaktadir. Kamistan siitii emmek icin ne kadar is 
yapilmasi gerekecektir (siirtiinmeyi ihmal edin)? Ing-ons olarak 
yanitlayin. 


b (1.75, 7) 


y+175 
14 


ing olarak boyutlar 


36. 


37. 


38. 
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Su kulesi Kasabaniz su rezervlerini arttirmak igin bir kuyu kaz- 
maya karar vermistir. Kasaba miihendisi olarak, dagitima gerekli 
basinci saglamak igin bir su kulesinin gerekli oldugunu belirliyor- 
sunuz ve burada gésterilen sistemi tasarliyorsunuz. Su, 300 ft’lik 
bir kuyudan 4 inglik dikey bir boruyla gap: 20 ft ve yiiksekligi 25 
ft olan silindirik bir tankin tabanina pompalanacaktir. Tankin taba- 
ni yerden 60 ft yiiksekte olacaktir. Pompa 3 beygir giictinde, 1659 
ft - lb/sn hizindadrr. Saat olarak, ilk defasinda tank1 doldurmak ne 
kadar stirecektir? (Boruyu doldurmak icin gereken zamani da he- 
saba katin.) Suyun agirligimin 62.4 1b/ft? oldugunu varsayin. 


10 ft}— 


si 


Su alti pompasi 

OLGEKLi DEGIL 
Bir uyduyu yoriingeye oturtmak Diinyanin yercekimi alani- 
nin kuvveti diinyanin merkezinden uzaklik olan r ile degisir ve m 
kitleli bir uydunun firlatilis: strasinda ve firlatildiktan sonra his- 
settigi yergekimi kuvvetinin biiyiikligi 
mMG 


r2 


ile verilir. Burada, M = 5.975 X 10%kg Dimyamn kiitlesi, 
G = 6.6720 X 10°'! N- m’ kg” evrensel yercekimi sabitidir ve r 
metre olarak 6lciiliir. 1000 kg’lk bir uyduyu Diinya yiizeyinden, 
diinyanin merkezinden 35.780 km uzaktaki dairesel bir y6ritingeye 
gikartmak igin yapilmasi gereken is asagidaki integralle verilir: 


fe | ie 1000MG 
a 2 ae a 


F(r) = 


dr jul. 
370,000 r 

Integrali hesaplayin. Integrasyonun alt simim1 Diinyanin, fir- 
latma rampasinda, metre cinsinden yaricapidir. (Bu hesaplama 
firlatma aracin: kaldirmak igin gereken enerjiyi ya da uyduyu 
yoriinge hizina getirmek igin gerekli enerjiyi hesaba katmaz.) 
Elektronlari bir araya getirmek 7 metre uzaklikta iki elektron 
birbirlerini 
_ 23 x 107°? 

2 


F newton 


kuvwvetiyle iterler. 

a. Bir elektronun x-ekseni tizerindeki (birimi metre) (0, 1) noktasin- 
da sabit tutuldugunu varsaym. Ikinci bir elektronu x-ekseni tize- 
rindeki (—1, 0) noktasmdan orijine ilerletmek icin ne kadar is ya- 
pilmasi gerekir? 

b. (—1, 0) ve (1, 0) noktalarmi her birinde bir elektronun sabit tu- 


tuldugunu varsayin. Uciincii bir elektronu x-ekseni boyunca (5, 
0)’dan (3, 0)’a ilerletmek icin ne kadar is yapilmasi gerekir? 
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eae Akiskan Basinclari ve Kuvvetleri 


SEKIL 6.64 Artan basinca dayanabilmeleri 
igin, barajlarm alt kisimlari daha kalin 
yapilir. 


| Agiruik yogunlugu 
Bir akiskanin agirlik yogunlugu birim 
hacimdeki agirligidir. Bazi degerler 
(Ib/ft>) asaguda verilmistir. 


Mazot 42 
Civar 849 
Siit 64.5 
Melas 100 


Zeytinyag1 57 
Deniz suyu 64 
Su 62.4 


SEKIL 6.65 Bu kaplarm icginde aym 
derinlikte su vardir ve taban alanlar 
aynidir. Dolayisiyla her kabin dibindeki 
toplam kuvvet aynidir. Burada kaplarin 
seklinin 6nemi yoktur. 


Barajlarin alti tistlerinden daha kalin yapariz (Sekil 6.64), ciinki tizerlerindeki 
basing derinlikle artar. Bir barajda, herhangi bir noktadaki basincin barajin o noktada nasil 
egimlendirildigine degil de o noktanin derinligine bagli olmasi 6nemli bir gergektir. 
Basing, yiizeyin h ft altinda Ib/ft? olarak, her zaman 62.4 h’dir. 62.4 sayisi suyun Ib/ft* 
olarak agirlik yogunlugudur. Herhangi bir akiskanin yiizeyinden h ft asagidaki basinci, 
akiskanin agirlik yogunlugu kere h’dit. 


Basing-Derinlik Denklemi 
Hareketsiz duran bir akiskanda, / derinligindeki p basinci akiskanin agirlik 
yogunlugu w kere A’dir: 


p=wh (1) 


Bu boliimde p = wh denklemini kullanarak bir akiskanin dikey veya yatay bir kap du- 
varinin bir kismina veya tamamuina uyguladigi toplam kuvvet igin bir formiil tiiretecegiz. 


Akiskan Kuweti icin Sabit-Derinlik Formiilii 


Yatay tabanli bir akiskan kabinda, akiskanin tabana uyguladigi toplam kuvvet, taban 
alanini tabandaki basincgla ¢arparak hesaplanabilir. Bunu yapabiliriz, ciinkti toplam 
kuwvet, birim alandaki kuvwvet (basing) kere alandir (Sekil 6.65’e bakin). Fp ve A sirasi ile 
toplam kuvvet, basing ve alansa, 


F = toplam kuvvet = birim alandaki kuwvet x alan 


= basing x alan = pA (1) denkleminden 
=whA P= 


bulunur. 


Sabit-Derinlikte Bir Yiizey Uzerindeki Toplam Kuvvet 
F = pA = whA (2) 


Ornegin, suyun agurlik-yoSunlugu 62.4 1b/ ftir. Dolayisiyla, 3 ft derinliginde ve 
10 ft x 20 ft Slctilerinde dikd6rtgen seklindeki bir havuzun tabanindaki akiskan kuvveti 


F = whA = (62.4 Ib/ft*)(3 ft) (10 - 20 ft”) 
= 37,440 lb 

dir. 

Yukarida incelemis oldugumuz yiizme havuzunun tabani gibi, yatay olarak batirilmis 
diiz bir levha igin, sivi basincindan dolayi tist yiizeyine asagiya dogru etki eden kuwvet (2) 
denklemi ile verilir. Halbuki, levha dikey olarak batirilirsa, farkli derinliklerdeki basin¢ 
farkli olacaktir ve artik (2) Denklemi kullanilamaz (A degistiginden). Levhay1 bir cok ince 
yatay bant’a veya serite bolerek, limiti dikey olarak batirilmis levhanin yiizeyine etki eden 
kuvvet olan, bir Riemann toplami olusturabiliriz. Prosediir asagidadir. 


y 
A 
Akiskanin yiizeyi 
Batirilmis 
| ore dikey plaka Serit 
derinligi 
yeas lt Ay 


< L(y) >| 


y seviyesindeki serit uzunlugu 


SEKIL 6.66 Bir akiskanmn ince yatay bir 
seridin bir tarafina uyguladig1 kuvvet 
yaklasik AF = basing x alan = w x (serit 


derinligi) x L(y) Ay’dir. 
y (ft) 
A 
y=xveyax=y/ 
Havuz yiizeyi | ~ i a y=5 
t 7 

Derinlik: i= e 

5-y A AO es 


(x, x) = (y, y) 
Ay 
> x (ft) 


SEKIL 6.67 Ornek 1’de bulunan su altindaki 
plakanin bir tarafina uygulanan kuvwveti 
bulmak igin, buradaki gibi bir koordinat 
sistemi kullanabiliriz. 
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Degisken Derinlik Formiilii 


Agirlik yogunlugu w olan bir akiskanin icine batirilmis dikey bir plakanin bir tarafina 
akiskanin uyguladigi kuvveti bulmak istedigimizi varsayalim. Bunu bulmak igin, plakay1 
xy-diizleminde y = a’dan y = b’ye kadar uzanan bir bélge olarak modelleyelim (Sekil 
6.66). [a, b] araligini her zamanki gibi béler ve bélgenin, bdliintis noktalarindan y-ekse- 
nine dik dtizlemlerle ince yatay seritlere ayrildigini varsayariz. y’den y + Ay’ye kadar olan 
tipik bir serit Ay birim genisliginde ve L(y) birim uzunlugundadir. L(y)’nin y’nin stirekli 
bir fonksiyonu oldugunu varsayariz. 

Basing serit boyunca yukaridan asag1ya degisir. Fakat serit yeterince ince ise basing, 
alt kenar degeri olan w x (serit derinligi)’ne yakin kalacaktir. Akiskanin seridin bir tarafina 
uyguladigi kuvvet 


AF = (taban kenar1 boyunca basing) x (alan) 
=w - (serit derinligi) - L(y) Ay 


civarinda olacaktr. a = y = b  béliintisiine karsi gelen n tane serit bulundugunu ve 
ymin, uzunlugu L(y,) ve genisligi Ay, olan &. seridin alt kenari oldugunu varsayalim. 
Tiim plakaya kars1 uygulanan kuvvete, her seride etki eden kuvvetleri toplayarak 
yaklasimda bulunulur. Bu toplam bir Riemann yoplam1 verir: 


Fx >(w- (serit derinligi), - L014) Avg (3) 
1 
(3)’teki toplam stirekli bir fonksiyonun [a, 5] araligindaki Riemann toplamidir ve 


béliniisiin normu sifira giderken yaklasimlarin iyilesmesini bekleriz. Plakaya karsi uygu- 
lanan kuvvet bu toplamlarin limitidir. 


noo 


n b 
lim > (w - (serit derinligi), - L(y,)) Ay, = [ w - (serit derinligi) - L(y) Ay 
k=1 a 


TANIM __Dikey Bir Levhaya Etki Eden Akiskan Basinci icin integral 
Agirlik yogunlugu w olan bir akiskanin igine batirilmis bir plakanin y-ekseninde 
y =a’‘dan y = b’ye kadar uzandigini varsayin. L(y), y seviyesinde plakanin ytizeyi 
boyunca soldan saga dogru Glciilen yatay seridin uzunlugi olsun. Bu durumda, 
plakanin bir tarafina akiskanin uyguladigi basing su sekildedir: 


b 
F= | w - (serit derinligi) - L(y) Ay (4) 


ORNEK1 —Akiskan Basinci Integralini Uygulamak 


Tabani 6 ft ve yikksekligi 3 ft olan bir ikizkenar dik tiggen plaka dikey ve tabani yukarida 
olacak sekilde, bir yiizme havuzunun yiizeyinin 2 ft altina yerlestiriliyor. Plakanin bir 
tarafina suyun uyguladig1 kuvveti bulun. 


Coziim  Orijini plakanin alt késesine koyup, y-eksenini plakanin simetri ekseni boyunca 
yukan dogru alarak calisacak bir koordinat sistemi olustururuz (Sekil 6.67). Havuzun yiizeyi 
y = 5 dogrusu ve plakanin tist taban1 y = 3 dogrusu tizerindedir. Plakanin sag kenan, sag 
késesi (3, 3) noktasinda olmak iizere, y = x dogrusu tizerindedir. y seviyesindeki ince bir 
seridin uzunlugu sudur: 


L(y) = 2x = 2y 
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Akiskanin yiizey seviyesi 


h = merkez derinligi 


Plakanin merkezi 


SEKIL 6.68 Plakani bir tarafina uygulanan 


kuvvet w -/- plaka alanidir. 


Yiizeyin altindaki seridin uzunlugu (5 — y)’dir. Dolayistyla, plakanin bir tarafina suyun 
uyguladigi kuvvet 


b 
Fe= [ w - (serit derinligi) - L(y) Ay Denk. (4) 


3 
-[ 62.4(5 — y)2y dy 
0 


3 
1248 [ (Sy — y”) dy 
0 


a 


3 


3 

1248|3 y? | 1684.8 Ib. . 
0 

olarak bulunur. 

Akiskan Kuvwvetleri ve Merkezler 


Siviya batiriImis dikey bir plakanin merkezinin yerini biliyorsak (Sekil 6.68), plakanin bir 
tarafina uygulanan kuvveti bulmak icin kestirme bir yol kullanabiliriz. Bu yol (4) denkle- 
minden gikar: 


F 


b 
i w X (serit derinligi) x L(y) dy 


b 
=w | (serit derinligi) x L(y) dy 
= w X (plakanin kapladigi alanin yiizey seviye gizgisi etrafinda moment) 


= w X (plakanin merkezinin derinligi) x (plakanin alan1) 


Akiskan Kuvvetleri ve Merkezler 

Agirlik yogunlugu w olan bir akiskanin stvi altindaki dikey bir tabakaya uygu- 
ladigi kuvvet w, plakanin merkezinden akiskan yiizeyine olan uzaklik h ve 
plakanin alaninin garpimidir: 


F = whA, (5) 


ORNEK2 — (5) Denklemini Kullanarak Akiskan Kuweti Bulmak 


(5) denklemini kullanarak Ornek 1’deki kuvveti bulun. 


Céziim Ucgenin merkezi (Sekil 6,67) y-ekseni iizerinde, tabandan kdéseye olan uzakligin 
iicte birindedir, dolayistyla h = 3 olur. Ucgenin alam 


AE + (taban) (yiikseklik) 
_1 = 
= 4(6)(3) = 9 


olarak bulunur. Dolayistyla, 


q 
| 


= whA = (62.4)(3)(9) 
1684.8 Ib a 


buluruz. 


ALISTIRMALAR 6.7 
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Asagidaki alistirmalar icin akiskanlarin agirlik-yogunluklari sayfa 
456'daki tablodan bulunabilir. 


1. Ucgensel plaka = Ornek 1’deki plakanin bir tarafina uygulanan 
akiskan kuvvetini buradaki koordinat sistemiyle bulun. 


y (ft) 
A 


e 
7 
ra 
4 


Havuzun yiizeyi /“ 
yee o> x (ft) 


i 0 7 


Zz 


Derinlik | y| Yoy=n-2 


2. Ucgensel plaka Ornek 1’deki plakanin bir tarafina uygulanan 
akiskan kuvvetini buradaki koordinat sistemiyle bulun. 


y ft) 
A 
Havuz yiizeyi| y = 2’de 


3. Alcaltilmis iicgensel plaka Ornek 1’deki plaka suyun 2 ft daha 
igine indiriliyor. Plakanin bir tarafindaki akiskan kuvveti simdi 
nedir? 

4. Yiikseltilmis tiggensel plaka Ornek 1’deki plaka, tist kenari ha- 
vuzun ylizeyine gelecek sekilde kaldiriliyor. Bir tarafindaki akis- 
kan kuvveti nedir? 

5. Ucgensel plaka Burada gésterilen ikizkenar iicgen seklindeki 
plaka dikey olarak bir géliin yiizeyinin 1 ft altima koyuluyor. 

a. Plakanin bir tarafindaki akiskan kuvvetini bulun. 


b. Su, temiz su yerine deniz suyu olsaydi, plakanin bir tarafinda- 
ki akigkan basinci ne olurdu? 


Yiizey seviyesi 


}__4 ft—| 1 ft 


A B 


6. Déndiiriilmiis ti¢ggensel plaka Alistirma 5’teki plaka, AB 
dogrusu etrafinda plakanin bir kism1 g6liin disina ¢ikacak sekilde 
180° déndiiriiliyor. Artik akiskan plakanin bir tarafina ne kadar 
kuvvet uygular? 


3 ft 
Yiizey 
| seviyesi 


1 ft 
‘——4 t—|° i 


7. New England Akvaryumu Boston’daki New England Akvar- 
yumundaki tipik bir balik tankinin dikdértgen cam penceresinin 
gézlem kism1 63 ing genisligindedir ve su yiizeyinin 0.5 ing altin- 
dan yiizeyin 33.5 ing asagisina kadar uzanir. Pencerenin bu kismi- 
na uygulanan akiskan basincim bulun. Deniz suyunun agirlik-yo- 
Sunlugu 64 Ib/ft’tir. (Merak ediyorsamiz, cam 3/4 ing 
kalinligindadir ve baliklarin disari atlamasini engellemek igin 
tank duvarlari suyun 4 ing yukarisina kadar cikar.) 


8. Bahk tanki Tabani 2 x 4 ft ve yiiksekligi 2 ft olan (i¢ boyutlar) 
yatay, dikdértgen seklinde bir tatli su balik tanki tepesinden 2 ft 
asagiya kadar su ile doludur. 


a. Tankin yanlarindaki ve u¢larindaki akiskan kuvvetini bulun. 


b. Tank miihtirlenir ve kare yiizeylerinden biri taban olacak se- 
kilde tizerine kaldinlirsa (d6ktilmeden), dikdértgen yiizeyler- 
deki akiskan basincina ne olur? 


9. Yarim daire seklinde bir plaka Capi 2 ft olan yarim daire sek- 
linde bir plaka ¢ap1 yiizeyde olacak sekilde temiz suya daldirilryor. 
Plakanin bir tarafina suyun uyguladigi akiskan basmncimi bulun. 


10. Siit tankeri Bir tanker 6 ft gapinda yatay bir silindirik tankla 
stit tasimaktadir. Tank yar doluyken, siit tankin uclarina ne ka- 
dar kuvvet uygular? 


11. Burada gésterilen ktibik metal tankin vidalarla yerinde tutulan ve 
akitmadan 169 Ib’lik akiskan basincina dayanabilecek parabolik 
bir kapisi vardir. Depolamay1 diistindtigiintiz srvinin agirlik yo- 
Sunlugu 50 lb/ft tir. 


a. Sivi 2 ft derinligindeyken, kapiya uygulanan akiskan kuvveti 
nedir? 


b. Bu kabin tasarim sinirlarin1 gegmeden doldurulabilecegi 
maksimum yiikseklik nedir? 


4 ft 


y (ft) 


4ft NJ 


Parabolik kap1 Parabolik kapimin 


biiyiitiilmtis goriintiisii 
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12. Burada gésterilen dikd6értgen tankin tabandan 1 ft yiikseklikte 
1 ft X 1 ftlik kare bir penceresi vardir. Pencere catlamadan 
312 Ib’lik bir akiskan basincina dayanacak sekilde yapilmistir. 


a. Tank 3 ft derinliginde suyla doluyken, pencerenin kars1 
koyacagi akiskan kuvveti ne kadardir? 


b. Pencerenin tasarim sinirlari asilmadan tank hangi seviyeye 
kadar doldurulabilir? 


13. Burada gésterilen olugun ug plakalar 6667 Ib’lik akiskan kuvve- 
tine dayanacak sekilde tasarlanmistir. Bu sinirlar1 asmadan, tank 
kag ft? su alabilir? Yanitiniza yuvarlayin. 


y (ft) BF 
(4,10) * (4, 10) ste 
0.1) . 

aed a 

0 x (ft) 


Olugun boyutsal 

Olugun ug gériintiisti goriintiisii 

14. Burada gésterilen dikdértgen havuza 1000 ft?/sa hizla su akmak- 
tadir. 


a. 9 saatlik dolumdan sonra ticgen bosaltma plakasindaki akis- 
kan basincim bulun. 

b. Bosaltma plakasi 20 Ib’lik bir akiskan kuvvetine dayanacak gsekil- 
de tasarlanmistir. Bu limiti asmadan, havuzu hangi ytikseklige ka- 
dar doldurabilirsiniz? 


Ucgen bosaltma plakas1 
y (ft) 
(-l1, 1) (1, 1) 
! ! : 
7 0 i > x (ft) 


Bosaltma plakasinin biiyiitiilmiis gériintiisti 


15. Uzunlugu a birim, genisligi b birim olan dikey dikd6értgen bir 
plaka uzun kenarlari akiskanin yiizeyine paralel olacak sekilde 
agirlik yogunlugu w olan bir akiskanin icine konuluyor. Plakanin 
dikey boyutundaki basincin ortalama degerini bulun. Yanitinizi 
aciklayin. 


16. (Aligstirma 15’in devami) Akiskanin plakanin bir tarafina uygu- 
ladigi kuvvetin, basincin ortalama degeri (Alistirma 15’te bu- 
lunmustur) kere plakanin alani oldugunu gésterin. 


17. Asagidaki tanka 4 ft?/dak hizla su dolmaktadir. Tankin dik-kesit- 
leri 4 ft capli yarrm dairelerdir. Tankin bir ucu hareketlidir, fakat 
hacimi arttirmak igin ucu hareket ettirmek bir yay: sikistirir. Yay 
sabiti k = 100 Ib/ft’tir. Tankin ucu yay1 5 ft sikistirirsa, su dipteki 
bir giivenlik deliginden 5 ft?/dak hizla bosalacaktur. Hareketli uc, 
tank tasmadan delige varabilir mi? 


Hareketli u¢ Icerideki su 


iS 


icerideki 


Yandan gériintim 


ZC su 
l-5 ft—s| : Ne Z a 
Bosaltma Hareketli ug 
deligi S| 


_ x2 + y =A 
Bosatima 2)" 
deligi 


18. Sulama olugu —_ Bir sulama olugunun dikey uglan., bir kenar 3 ft 
olan karelerdir. 


a. Oluk doluyken, uclarmndaki akiskan kuvvetini bulun. 


b. Akiskan kuvvetini %25 azaltmak igin, oluktaki su seviyesini 
kag ing azaltmalisiniz? 

19. Siit kartonu Dikdértgen bir stit kartonunun tabani 3.75 x 3.75 
ing ve yuksekligi 7.75 inctir. Karton doluyken, stitiin bir kenara 
uyguladigi akiskan basincim bulun. 

20. Yag&tenekesi Standart bir ya& tenekesinin tabani 5.75 x 3.5 ing 
ve yuksekligi 10 inctir. Teneke doluyken, tabana ve her kenara 
uygulanan akiskan basincini bulun. 

21. Sulama olugu Bir sulama olugunun dikey uclari asagida gés- 
terildigi sekilde ikizkenar tig¢genlerdir (ft olarak). 


y (ft) 
A 


kK 22 (2,3) 


A 4 > x (ft) 


a. Oluk doluyken, uclardaki akiskan kuvvetini bulun. 


22. 


b. Uclardaki akiskan kuvvetini yartya indirmek icin oluktaki su 
seviyesini kag ing azaltmalisiniz? (Yarim ing hassaslikta 
yanitlayin.) 

ec. Olugun ne kadar uzun oldugunun 6nemi var midir? Yanitiniz1 
aciklayin. 

Bir barajin set’i bir dikdértgendir, ABCD ve_ boyutlari 

AB = CD = 100 ft, AD = BC = 26 ft dir. ABCD dizlemi dikey ol- 

mak yerine sekilde gésterildigi gibi egimlidir. Dolayisiyla setin 

lst kismi tabandan 24 ft yiiksektedir. 
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Su seviyesi set seviyesinde iken su basincindan dolay1 sete etki 
eden kuwveti bulun. 


Bal 


iim Tekrar Sorular 


. Dilimleme yéntemiyle cisimlerin hacimlerini nasil tanimlar ve 


hesaplarsimiz? Bir 6rnek verin. 


. Hacim hesaplamak igin disk ve pul yéntemleri dilimleme yénte- 


minden nasil tiretilir? Bu y6éntemlerle hacim hesaplanmasina 
ornekler verin. 


3. Silindirik kabuk y6ntemini agiklayin. Bir 6rnek verin. 


4. Dizgiin bir x = f(t), vy = g(t), a = t = 5, parametrize egrisinin 


uzunlugunu nasil tanimlarsiniz? Diizgiinligiin uzunlukla ne ilgisi 
vardir? Egrinin uzunlugunu bulmak igin parametrizasyonla ilgili 
baska ne bilmek gerekir? 


. Kapali bir aralikta diizgtin bir fonksiyonun grafiginin uzunlugunu 


nasil bulursunuz? Bir érnek verin. Peki ya stirekli bir birinci 
turevi olmayan fonksiyonlar igin ne diyebilirsiniz? 


. Kitle Merkezi nedir? 


7. Ince bir cubugun veya bir malzeme seridinin kiitle merkezini na- 


sil bulursunuz? Ornek verin. Bir malzemenin yo%unlugu sabitse, 
kiitle merkezinin nerede oldugunu hemen séyleyebilirsiniz. Nere- 
dedir? 


10. 


11. 


12. 


13. 


. Ince diiz bir malzeme tabakasinin ktitle merkezini nasil bulur- 


sunuz? Ornek verin. 


. Diizgiin bir y = f(x), a = x S b fonksiyonunun grafiginin x-ek- 


seni etrafinda déndiiriilmesi ile stipiirtilen yiizeyin alanimi nasil 
tanimlar ve hesaplarsiniz? Bir érnek verin. 


Hangi kosullar altinda bir x = f(4), y = g(), a = ¢t S b eGrisinin 
a. x-ekseni b. y-ekseni etrafinda d6ndiriilmesi ile tiretilen 
yiizeyin alanini bulabilirsiniz? Ornekler verin. 


Pappus’un iki teoremi ne der? Yiizey alanlari ile hacimleri hesap- 
lamada ve merkezlerin yerini bulmada nasil kullanildiklarina dair 
ornek verin. 

x-ekseninin bir béliimiti tizerinde degisken bir kuvvetin yaptig1 isi 
nasil tanimlar ve hesaplarsiniz? Bir siviy1 bir tanktan pompala- 
mak igin yapilan isi nasil hesaplarsiniz? Ornekler verin. 


Dikey bir duvarin bir kismi tizerine bir stvinin uyguladigi kuwveti 
nasil hesaplarsiniz? Bir 6rnek verin. 


Bal 


Hac 


iim Problemler 


imler 


1—16 alistirrmalarindaki cisimlerin hacimlerini bulun. 


1. 


Cisim, x = 0 ve x = 1’de x eksenine dik diizlemler arasinda bu- 
lunmaktadir. Bu diizlemler arasinda x-eksenine dikey olan dik- 


kesitleri, caplar1_y = x7 paraboliinden y = Vx paraboliine kadar 
giden dairesel disklerdir. 


. Cismin tabani birinci bélgede y = x dogrusu ile y = 2Vx parabolii 


arasinda kalan b6lgedir. Cismin x-eksenine dikey olan dik-kesitleri, 
tabanlari dogrudan egriye uzanan eskenar ti¢genlerdir. 
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10. 


11. 


12. 


13. 


14. 
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. Cisim, x = 7/4 ve x = 5a/4’te x-eksenine dik olan diizlemler 


arasinda bulunmaktadir. Bu dtizlemler arasindaki dik-kesitler 
caplari y = 2 sin x efrisinden y = 2 cos x egrisine giden dairesel 
disklerdir. 


. Cisim, x = 0 ve x = 6’da x-eksenine dik diizlemler arasinda bulun- 
maktadir. Bu diizlemler arasindaki dik-kesitler tabanlari x-ekse- 
ninden x!/? + yl? = V6: egrisine kadar giden karelerdir. 

y 


xl 4 yl? — V6 


. Cisim, x = 0 ve x = 4’te x-eksenine dik diizlemler arasinda bulun- 


maktadir. Cismin bu diizlemler arasinda x-eksenine dikey olan 
dik-kesitleri caplar1 x* = 4y eSrisinden y’ = 4x e@risine giden 
dairesel disklerdir. 


. Cismin tabam xy-diizlemindeki y” = 4x parabolii ile x = 1 dogrusu 


arasinda kalan bélgedir. x-eksenine dikey her dik-kesit bir kenari 
diizlemde olan bir eskenar tiggendir (Ucgenlerin hepsi diizlemin 
ayn tarafindadir). 


. x-ekseni, y = 3x4 eBrisi, x = 1 ve x =—1 dogrular ile smirlanan 


bélgenin (a) x-ekseni, (b) y-ekseni, (c) x = 1 dogrusu ve (d) y = 3 
dogrusu etrafinda d6éndiiriilmesiyle tiretilen cisimlerin hacim- 
lerini bulun. 


. x= +1 eBrisi ile x = 1 ve y= 1/2 dogrular arasindaki “iiggen” 


bélgenin (a) x-ekseni, (b) y-ekseni, (c) x = 2 dogrusu ve 
(d) vy = 4 dogrusu etrafinda dondiiriilmesiyle tiretilen cisimlerin 
hacimlerini bulun. 


. Soldan x = y* + 1 ve saZdan x = 5 dogrusuyla smirlanan bélgenin 


(a) x-ekseni, (b) y-ekseni ve (c) x = 5 dogrusu etrafinda 
déndiiriilmesiyle tiretilen cisimlerin hacimlerini bulun. 

y” = 4x parabolii ve y = x dogrusu ile smrlanan bélgenin (a) x-ek- 
seni, (b) y-ekseni, (c) x = 4 dogrusu ve (d) y = 4 dogrusu etrafinda 
déndiiriilmesiyle tiretilen cisimlerin hacimlerini bulun. 

Birinci bélgede x-ekseni, x = 7/3 dogrusu ve y tan x ebrisi ile 
sinirlanan “tiggen” bélgenin x-ekseni etrafinda dondiiriilmesiyle 
iiretilen cismin hacmini bulun. 

y = sin x efrisi ile x = 0, x = 7 ve y = 2 dogrular: ile sinirlanan 
bélgenin, y = 2 dogrusu etrafinda dénditriilmesiyle tiretilen cis- 
min hacmini bulun. 

x-ekseni ile y =x? — 2x eSrisi arasindaki bélgenin (a) x-ekseni, (b) 
y =—1 dogrusu, (c) x = 2 dogrusu ve (d) y = 2 dogrusu etrafinda 
déndiiriilmesiyle tiretilen cisimlerin hacimlerini bulun. 
y=2tanx, y=0, x =-7/4 ve x = 77/4 ile sintrlanan bélgenin x- 
ekseni etrafinda déndiirtilmesiyle tiretilen cismin hacmini bulun. 
(Bélge birinci ve tigiincti bélgelerde bulunur ve egri bir papyona 
benzer.) 


15. Bir kiire deliginin hacmi 2 ft yaricapli ici dolu bir kiirenin 
merkezinden gecen V3 ft yarigaplt yuvarlak bir delik 
oyulmustur. Ktireden ¢ikanilan malzemenin hacmini bulun. 


16. Bir futbol topunun hacmi Bir futbol topunun profili asagidaki 
elipse benzer. Topun hacmini ing? olarak bulun. 


Egrilerin Uzuntuklari 

17-23 Alistirmalarindaki egrilerin uzunluklarim: bulun 

17. y=x!? — (1/3)x7?, l=x=4 

18. x=y7?, l=y=<8 

19. y = (5/12)x% — (5/8)x4/5, 1 =x =< 32 

20. x = (y3/12) + (I/y), 1sys2 

21. x = 5cost— cosSt, y=S5sint—sin54, 0StS 7/2 
2.x=P-67, y=rt or, OX1=1 


23. x = 3cosé, y= 3sin8, ose=% 


24. Sekilde gésterilen x = t?,y = (03/3) —t kapali halkanin 
uzunlugunu bulun. Halka, ¢ = -V3 te baslayip t = V3 bit- 


mektedir. 
y 
1 t>0 
1=0 t=+V3 
aN \ \ ! >x 
0 2 4 


Merkezler ve Kiitle Merkezleri 
25. y = 2x7 ve y = 3 — x’ parabolleriyle gevrelenen bdlgeyi kaplayan 
ince, diiz bir tabakanin merkezini bulun. 


26. x-ekseni, x = 2 ve x = —2 dogrulari ve y =x’ parabolii ile cevrele- 
nen bélgeyi kaplayan ince, dtiz tabakanin merkezini bulun. 


27. Birinci bélgede bulunan ve y-ekseni, y = x7/4 parabolii ve y = 4 
dogrusuyla cevrelenen “tiggen” bédlgeyi kaplayan ince, diz 
tabakanin merkezini bulun. 


28. y° =x parabolii ve x = 2y dogrusu ile cevrelenen bélgeyi kaplayan 
ince, diiz tabakanin merkezini bulun. 


29. Yogunluk fonksiyonu 6(y) = 1 + y ise, y* = x parabolii ve x = 2y 
ile cevrelenen bélgeyi kaplayan ince, diiz plakanin kiitle 
merkezini bulun. (Yatay seritler kullanin.) 


30. a. x= 1’den x = 9’a kadar y = 3/x*”” eBrisi ile x-ekseni arasindaki 
bélgeyi kaplayan sabit yogunluklu ince bir plakanin agurlik 
merkezini bulun. 


b. Yogunlugu sabit olmak yerine, d(x) = x ise, plakanin kiitle 
merkezini bulun. (Dikey seritler kullanin.) 


Donel Yiizeylerin Alantari 


31-36 Problemlerinde, egrilerin verilen eksenler etrafinda dén- 
diiriilmesiyle tiretilen yiizeylerin alanlarim: bulun. 


31. y= V2x +1, 0 <x < 3; x-ekseni 

32. y= x?/3, 0=<=x <1; x-ekseni 

33. x = Vay — y?, 1 sy <2; y-ekseni 

34. x = Vy, 2 < y = 6; y-ekseni 

35.x=7/2, y=2, O=rs V5; x-ekseni 

36. x= 4+ 1/20, y=4V4, 1/V2 <t < 1;)-ekseni 


Is 

37. Donanim kaldirmak Bir dagc1, arkasindan sarkan ve her met- 
resi 0.8 newton agirligindaki 40 metrelik bir ipte asili olan 
100 N’luk (yaklasik 22.5 Ib) donanim1 yukari ¢ekmek tizeredir. 
Ne kadar is yapar? (/pucu: Yiik ve ip icin ayri ayri céziin ve topla- 
yin.) 

38. Sizdiran tanker 800 galonluk bir tankeri Washington Dagi’nin 
eteginden zirvesine kadar ¢ikardiniz ve zirveye vardiginizda tan- 
kin sadece yariya kadar dolu oldugunu farkettiniz. Dolu bir tankla 
yola gikmis, sabit hizla gitmis ve 4750 ft’lik yiikseklik farkini 50 
dakikada almistiniz. Suyun sabit bir hizla sizdigini varsayarsaniz, 
suyu tepeye kadar cikartmak icin ne kadar is yapmissimizdir? 
Kendinizi ve tankeri yukar ¢ikarmak igin yapilan isi saymayin. 
Suyun agirligi 8 Ib/Amerikan galonudur. 


39. Bir yayi germek Bir yay1 normal uzunlugundan | ft germek 
icin 20 Ib’ lik bir kuwvet gerekiyorsa, yay1 bu kadar germek icin 
ne kadar is yapmak gerekir? Peki ya 1 ft daha? 


40. Garaj kapisi yay 200 N’luk bir kuwvet bir garaj kapisi yayim1 
normal uzunlugundan 0.8 m uzatacaktir? 300 Nt’luk bir kuvvet 
yay1 ne kadar gerer? Yay1 bu kadar germek icin ne kadar is yap- 
mak gerekir? 

41. Bir rezervuardan su pompalamak Ustii 20 ft genisliginde ve 
derinligi 8 ft olan tepesi asagida dik bir koni seklindeki bir rez- 
ervuar su doludur. Suyu rezervuarin 6 ft yukarisina pompala- 
mak igin ne kadar is yapmak gerekir? 
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42. Bir rezervuardan su pompalamak (Problem 41’in devami) 
Rezervuar 5 ft derinliginde doludur ve su rezervuarin tistityle ayni 
seviyeye pompalanacaktir. Ne kadar is yapilir? 


43. Konik bir tanktan sivi pompalamak 5 ft yaricapli ve 10 ft yiik- 
sekliginde tepesi asagiya dogru olan bir dairesel dik koni seklin- 
deki bir depo agirlik yogunlugu 60 lb/ft? olan bir siviyla doludur. 
Sivry1 tankin 2 ft yukarisina pompalamak icin ne kadar is 
yapilmasi gerekir? Pompa 275 ft-lb/sn hizli (1/2 bg) bir motorla 
calistyorsa, depoyu bosaltmak ne kadar siirer? 


44. Silindirik bir tanktan sivi pompalamak Bir depolama tank1 
ekseni yatay olan 20 ft uzunlugunda ve 8 ft gapinda bir silindirdir. 
Tank yarisina kadar agarligi 57 Ib/ft? olan zeytinyag1yla doluysa, 
tankin dibinden tankin 6 ft yukarisina kadar ¢ikan bir boruyla yag 
bosaltilirken ne kadar is yapilacagim bulun. 


Akiskan Kuweti 


45. Su olugu Asagida goriilen dikey tiggen tabaka suyla dolu bir 
olugun ug kismidir (w = 62.4). Plakaya karsi olan akiskan kuvveti 
nedir? 


BiRiMI FIT 


46. Akcaagag surubu olugu Asafgida gésterilen dikey yamuk sek- 
lindeki tabaka agurligi 75 Ib/ft* olan akcaaga¢ surubuyla dolu bir 
olugun ug kismidir. Surup 10 ft derinligindeyken, olugun uc¢ 
tabakasina uygulanan akiskan basinci nedir? 


BiRiMi FIT 


47. Parabolik kapak iizerindeki kuvvet Bir barajdaki dikey diiz 
bir kapagin sekli, birimler fit olmak iizere, y = 4x” parabolii ile 
y = 4 dogrusu arasinda kalan bélgenin sekli gibidir. Kapinin te- 
pesi suyun yiizeyinin 5ft altindadir. Suyun kapaga uyguladig1 
kuvveti bulun (w = 62.4). 

48. Taban kenari | ft olan ve i¢ duvarlari 40.000 Ib’lik akiskan kuvve- 
tine dayanabilecek dikey bir kare tankta civa (w = 849 Ib/ft*) de- 
polamak istiyorsunuz. Herhangi bir zamanda tankta kag ft* civa 
depolayabilirsiniz? 
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49. Sekilde yandan gériilen depo, agirlk yogunluklari w; ve w2.olan 
karismayan iki siviyla doludur. Dikey ABCD kare plakasinin bir 
tarafindaki akiskan kuvwvetini bulun. B ve D noktalari smmirda bu- 
lunurlar ve karenin bir kenar: 6/2 f¢'tir. 


oe 


Srv 1: 
yogunlugu = w, 


6V2 


Sivi 2: 
yogunlugu = w 


50. Asagida gésterilen yamuk palaka tist kdsesi yiizeyin 4 ft altinda 
olacak sekilde su (w = 62.4) altima konuluyor. Plakanin bir 
tarafindaki akiskan kuvvetini iki yoldan bulun: 


a. Bir integral hesaplayarak. 


b. Plakayi bir paralelkenar ve bir ikizkenar ti¢gene boliip, 
merkezlerini hesaplayarak ve Béliim 6.7’deki F = whA 
denklemini kullanarak. 


|_—_ 6 —_+| 


I 
/ 


| 
Merkezler 


Boyutlar: fit 


Boliim Ek ve ileri Alistirmalar 


Hacim ve Uzunluk 


1. y= f(x) stirekli fonksiyonun grafigi, x-ekseni, x = a sabit dogrusu 
vex = b,b > a, degisken dogrusu ile gevrelenen b6lgenin x-ek- 
seni etrafinda dondiriilmesiyle bir cisim tiretiliyor. Hacim her b 
degeri icin 6’ — ab’dir. f(x)’i bulun. 

2. y = f(x) stirekli fonksiyonun grafigi, x-ekseni, x = 0 ve x =a 
dogrulariyla simirlanan b6élgenin x-ekseni etrafinda déndiiriilme- 
siyle bir cisim iiretiliyor. Hacim her a > 0,degeri icin a? + a’dir. 
f(x)’i bulun. 


3. Artan f(x) fonksiyonunun x = 0 igin diizgiin oldugunu ve 
f(0) = a oldugunu varsayin. s(x), (0, a)’dan (x, f(x))’e kadar, 
x > 0, f’nin grafigini géstersin. Bir C sabiti igin, s(x) = Cx ise 
f(x)’i bulun. C’nin alabilecegi degerler nedir? 

4.a.0 <a 7/2,igin 


| V1 + cos?0d0 > Vo2 + sina. 
0 


oldugunu gésterin. 


b. (a)’daki sonucu genellestirin. 


Moment ve Kiitle Merkezleri 


5. Alttan x-ekseni ve iistten y = 1 — x”, n bir pozitif gift tamsay1, 
egrisiyle simirlanan bélgenin merkezini bulun. n > © iken, 
merkezin limit konumu nedir? 


6. Bir kamyonun arkasindaki iki tekerlekli bir r6morkla bir telefon 
diregi tasirsaniz, uygun bir “dil” agirligi saglamak icin tekerlek- 
lerin diregin kiitle merkezinin 3 ft kadar arkasinda olmasini is- 


tersiniz. NYNEX’ in sinif 1.40 ft’lik tahta direklerinin ¢gevresi 
listte 27 ing ve tabanda 43.5 ingtir. Kiitle merkezi tistten ne kadar 
uzaktadir? 


7. Alani A ve yogunlugu sabit 6 olan ince metal bir tabakanin xy- 
diizleminde bir R bélgesini kapladigini varsayin ve M,, tabakanin 
y-ekseni etrafindaki momenti olsun. Tabakanin x = b etrafindaki 
momentinin asagidaki sekilde oldugunu gésterin: 


a. Tabaka dogrunun sagindaysa, M, — bdA 
b. Tabaka dogrunun solundaysa, b64 — M, 

8. 1° = 4ax ebrisi ve x = a, a = pozitif sabit, dogrusu ile smurlanan bél- 
geyi kaplayan ince bir tabakanin (x, y)’deki yogunlugu dogrudan 
(a) x ile ve (b) || ile orantili ise, tabakanin kiitle merkezini bulun. 

9. a. Birinci bélgede, yarigaplan a ve b olan ve merkezleri orijinde 


bulunan iki esmerkezli gember ve koordinat eksenleri arasinda 
kalan bélgenin merkezini bulun. 


b. a, b’ye yaklasirken merkezin koordinatlarinin limitini bulun 
ve sonucun anlamint tartisin. 


10. Kenari 1 ft olan bir kareden tiggen bir kése kesilmektedir. 
Cikarilan iiggenin alan 36 ing? dir. Kalan bélgenin merkezi oriji- 
nal karenin bir kenarindan 7 ing uzaktaysa, diger kenarlardan ne 
kadar uzaktadir? 


Yiizey Alani 


ll. y= 2Vx egrisinin tizerindeki noktalarda, uzunluklar1 A = y 
olan dogru pargalari xy-dtizlemine dik olarak cizilmektedir (Sekle 
bakin). Bu dik dogrularin (0, 0)’dan (3, va ~e kadar olustur- 
duklari yiizeyin alanini bulun. 


12. 


a yarigapli bir gemberin tizerindeki noktalarda, gemberin diizlem- 
ine dik dogru pargalan ¢izilmektedir. Her P noktasindaki dik 
dogrunun uzunlugu ks’dir. s cemberin (a, 0)’dan P’ye kadar saat 
yoniiniin tersine radyan olarak dl¢iilen yay uzunlugu ve k de 
asagida gésterildigi gibi bir sabittir. (a, 0)’dan baslayip cemberi 
bir kere d6nen yay tzerindeki dik dogrularin olusturduklari 
yiizeyin alanini bulun. 


13. 


14. 
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m kitleli bir pargacik t = 0 aninda durgun konumdan harekete 
baslamakta ve x-ekseni boyunca biiyiikliigii F() = f° olan 
degisken bir kuvvete kars1 x = 0’dan x = h’ye kadar sabit ivmeyle 
goétirtilmektedir. Yapilan isi bulun. 


is ve kinetik enerji 16 onsluk bir golf topunun kuwvet sabiti 
k = 2 Ib/ing olan dikey bir yaya yerlestirildigini varsayin. Yay 6 
ing sikistirilir ve serbest birakilir. Top (yayin denge konumundan) 
ne kadar yiiksege ¢ikar? 


Akiskan Kuwveti 


15. 


16. 


17. 


Ucgen bir ABC tabakasi diizlemi dikey olacak sekilde suya batiri- 
lir. 4ft uzunlugundaki AB kenari suyun 6 ft altrndayken, C kdésesi 
suyun 2 ft altindadir. Suyun, tabakanin bir tarafina uyguladigi 
akiskan basincim bulun. 


Dikey bir dikd6értgen tabaka, tist kenar akiskanin yiizeyine para- 
lel olacak sekilde bir akiskanin igine batirilmistir. Akiskanin, ta- 
bakanin bir tarafina uyguladigi kuvvetin tabakanin altindaki ve 
ustiindeki basincin ortalama degeri kere tabakanin alanini oldu- 
gunu gésterin. 

Bir akiskan icine batirilmis bir tabakanin bir tarafindaki basing 
merkezi akiskanin uyguladig1 toplam kuvvetin dtizlemdeki her- 
hangi bir eksen etrafindaki momenti degistirmeyecek sekilde 
uygulanabildigi nokta olarak tanimlanir. (a) / yiikseklikli ve b 
genislikli dikey bir tabakanin tist kenari akiskanin yiizeyindeyse 
ve (b) / yiikseklikli ve 6 tabanli dikey bir tiggenin b kenarinin 
karsisindaki k6ése akiskanin yiizeyinin a ft ve b tabani akiskanin 
ylizeyinin (a + h) ft alttindaysa basing merkezlerini bulun. 


Teknoloji Uygulama Projeleri 


Mathematica/Maple Module 


Alanlari, Hacimleri ve Egrilerin Uzunluklarini Kestirmek igin Riemann Toplamlarint Kullanmak 


Alanlari ve hacimleri géztintizde canlandirin ve yaklasimda bulunun Kisim I ve Kisim IT: Donel Cisim Hacimleri; ve Kisim III: Egrilerin 
Uzunluklar1. 

Mathematica/Maple Module 

Bir Bungee Atlayigini Modellemek 
Bir bungee atlayicisinin harcadigi kuvveti modellemek igin veri toplayin (veya 6nceden toplanmis veri kullanin ). Verilen bir atlayici ve verilen 
bir bungee ipi uzunlugu icin atlayicimin diismiis oldugu mesafeyi hesaplamak i¢in is-enerji teoremini kullanin. 


TRANSANDANT 
FONKSiYONLAR 


GIRIS  Fonksiyonlar iki biiyiik grupta smiflandiniabilirler (Bkz. Béliim 1.4). Polinomlar ve poli- 
nomlarm toplami, garpimi, béliimti, kuvvetlerinin veya kéklerinin alinmasi yoluyla elde edilen 
fonkstyonlar cebirsel fonkstyonlardir. Cebirsel olmayan fonksiyonlara transandant fonkstyonlar 
denir. Trigonometrik, iistel, logaritmik ve hiperbolik fonkstyonlar ve bunlarm ters fonksiyonlari 
transandant fonkstyonlardur. 

Transandant fonksiyonlar, ntifus biiyiimelerini, titresimleri ve dalgalari, bilgisayar algo- 
ritmalarmin verimlilikleri ve mtthendislik yapilarmin kararliliklarimi da igeren birgok analiz 
konusunda ve uygulamalarda siklikla karsimiza ¢ikarlar. Bu béliimde 6nemli birkag transan- 
dant fonksiyon tanitacagiz ve bunlarin grafiklerini, 6zelliklerini, tiirevlerini ve integrallerini 
inceleyecegiz. 


[ae Bil Ters Fonksiyonlar ve Tiirevleri 
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Bir f fonksiyonun etkisini tersine geviren veya yaptiginin tersini yapan fonksiyona f 
fonksiyonunun fersi denir. Bir cok fonksiyonun, hepsinin olmasa da, bir tersi vardir. Ters 
tiirevlerin formillerinde ve diferansiyel denklem ¢6éziimlerinde siklikla 6nemli ters fonksi- 
yonlar ortaya cikar. Ayrica, ters fonksiyonlar, béliim 7.3 te gdrecegimiz gibi, logaritmik ve 
lstel fonksiyonlarin gelistirilmesinde ve 6zelliklerinde anahtar rolii oynarlar. 


Bire-Bir Fonksiyonlar 


Bir fonksiyon, tanim ktimesindeki her elemana deger ktimesinden bir deger atayan bir ku- 
raldir. Bazi fonksiyonlar ayni degeri birden fazla tanim ktimesi elemanina atayabilirler. 
f(x) = x? fonksiyonu, —1 ve 1’in her ikisine 1’i karsilik getirir; 7/3 ve 277/3’iin siniis- 
lerinin ikisi de \3/ 2’dir. Bazi fonksiyonlar deger kiimelerindeki bir degeri birden fazla al- 
mazlar. Farkl sayilarin karek6kleri ve kiipleri her zaman farklidir. Bu fonksiyonlar deger 
ktimelerindeki herhangi bir degeri tam bir defa alirlar. 


TANIM Bire-Bir Fonksiyon 
Dtanim kiimesinde x; # x2 iken f(x,) # f(x) ise, f(x) fonksiyonu D iizerin- 
de bire-bir dir. 
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ORNEK1 _ Bire-Bir Fonksiyonlarin Tanim Kiimeleri 


(a) f(x) = Vx fonksiyonu negatif olmayan sayilardan olusan herhangi bir tanim kiimesi 
iizerinde bire-bir dir. Ciinkii x, # x, ikenVx, # Vx olur. 

(b) g(x) = sin x, [0, 7] araliZinda bire-bir degildir, giinkii sin (77/6) = sin (57/6) ’dir. An- 
cak siniis fonksiyonu [0, 7/2] araliginda bire-bir dir, ciinkii [0, 77/2] iizerinde kesin 
olarak artan bir fonksiyondur. = 


Bire-bir olan y = f(x) fonksiyonunun grafigi verilen bir yatay egriyi en fazla bir kere 
kesebilir. Dogruyu bir kereden fazla keserse ayni y degerini birden fazla alir ve dolayisiyla 
bire-bir olmaz (Sekil 7.1). 


Bire-Bir Fonksiyonlar icin Yatay Dogru Testi 
y = f(x) fonksiyonu ancak ve ancak, grafigi her yatay dogruyu en fazla bir kere 
keserse bire-bir dir. 


Bire-bir: Grafik her yatay 
dogruyu en fazla bir kere keser. 


y =sinx 
Bire-bir degil: Grafik bir ya da daha 

fazla yatay dogruyu birden fazla defa 
keser. 


SEKIL7.1 Yatay dogru testini kullanarak, y = 2° ve 
y = V%x’in tanm kiimeleri (—00, 00) ve [0, 00) 
lizerinde bire-bir olduklarini fakat, 

y =x" ve y= sin x’in, tam kiimeleri olan 
(—©O, ©) iizerinde bire-bir olmadiklarin 
gorurtiz. 


Ters Fonksiyonlar 


Bire-bir olan bir fonksiyonun her giktisi tek bir girdiden geldigi igin, bire-bir olan bir 
fonksiyonun etkisi, giktilan geldikleri girdilere gonderecek sekilde tersine gevrilebilir. 
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Boliim 7: Transandant Fonksiyonlar 


TANIM __ Ters Fonksiyon 


f’nin tanim kiimesi D ve deger kiimesi R olan bire-bir bir fonksiyon oldugunu 
varsayin. f | ters fonksiyonu 


f(b) =a ise, f \(a)=b 


ile tammlanir, f'’in tamim kiimesi R ve deger kiimesi D dir. 


f ve fin tanim ve deger kiimeleri yer degistirir. f’nin tersi icin kullanilan f! 
sembolii “f’nin tersi” olarak okunur. f-!’deki —1 bir kuvvet degildir: f\(x), 1/f(x) an- 
lamina gelmez. 

Bir x girdi degerini f(x)’e gondermek igin f’yi uygularsak ve f'’e f(x)’i uygulayarak 
devam edersek, basladigimiz yer olan x’e geri déneriz. Benzer sekilde, f’nin deger 
kiimesinden bir y sayisi alir ve buna f!’i uygularsak ve sonra f '(y) degerine f’yi uygu- 
larsak, basladigimuz yer olan y’ye geri déneriz. Bir fonksiyonla tersinin bileskesini almak, 
higbir sey yapmamakla ayni etkiyi verir. 


(flo f)(x)=x,  f’nin tanm kiimesindeki her x igin 
(fof )()=y, fin tamm kiimesindeki (Pnin deger kiimesi) her y icin 


Yalniz bire-bir bir fonksiyonun tersi var olabilir. Nedeni sudur: x, ve x7 farkl girdileri 
igin f(xy) = y ve f(x) = y ise f'()’ye hem f'(f(x1)) = x1 ve hem de f-'(f(a2)) = x2 
saglanacak sekilde bir deger atamanin yolu yoktur. 

Bir aralik tizerinde, x) > x, iken f(x.) > f(x,) olan artan bir fonksiyon bire-bir dir ve 
bir tersi vardir. Azalan fonksiyonlarinda birer tersi vardir (Alistirma 39). Her x degerinde 
turevi pozitif olan fonksiyonlar artandirlar (Ortalama Deger Teoremi Sonug 3, Béliim 4.2) 
ve dolayisiyla tersleri vardir. Benzer sekilde, her x degerinde tiirevi negatif olan fonksiy- 
onlar azalandirlar ve tersleri vardir. Ne artan nede azalan olan fonksiyonlar da bire-bir ola- 
bilirler ve bir tersleri var olabilir, Boliim 7.7’deki sec”! x gibi. 


Ters Fonksiyonlari Bulmak 


Bir fonksiyonun ve tersinin grafikleri yakindan ilgilidir. Bir fonksiyonun degerini gra- 
figinden okumak igin, x-ekseni tizerindeki bir x noktasindan baslar, dikey olarak grafi- 
ge gider ve sonra yatay olarak y-eksenine gider ve karsilik gelen y-degerini okuruz. Bu 
islemi tersine gevirerek, grafikten ters fonksiyon okunabilir. y-ekseni tizerindeki bir y 
noktasi ile baslariz, yatay olarak grafige gideriz ve sonra degerini okumak igin dikey 
olarak x-eksenine gideriz x = f '(y) (Sekil 7.2). 

f lin grafigini, fonksiyonlar icin her zaman yaptigimiz gibi, girdi degerleri y-ek- 
seni tizerinde olmak yerine x-ekseni tizerinde olacak sekilde dtizenlemek isteriz. 

Bunu sonuglandirmak igin, 45°’lik y = x dogrusundan yansitarak, x ve y eksenleri- 
ni aralarinda degistiririz. Bu degisimden sonra f'’i temsil eden yeni bir grafik elde 
ederiz. Simdi f(x)'in degeri, her zamanki gibi, x-ekseni tizerindeki bir x noktasindan 
baslayip dikey olarak grafige giderek ve sonra f-'(x)’in degerini bulmak icin yatay ola- 
rak y-eksenine giderek, okunabilir. Sekil 7.2, f ve fl’in grafikleri arasindaki iliskiyi 
géstermektedir. Grafikler, y = x dogrusundan yansitilarak aralarinda deSistirilir. 
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y =f) 


f’ NIN DEGER KUMESi 
fl NiN TANIM KUMESi 


0 x : 0 
NIN TANIM KUMESi 


x 
f NIN DEGER KUMESI 


(a) fnin x’teki degerini bulmak igin, x’ten (b) f’nin grafigi aym zamanda f!’in grafigidir, 

baslar, egriye gider ve y-eksenine geceriz. fakat x ve y yer degistirmis olarak, y’yi vermis 
olan x’i bulmak icin, y’den baslar, egriye gider 
ve x-eksenine ineriz. f'’in tanmm kiimesi f’nin 
deger kiimesidir. f-'’in deger kiimesi f’nin 
tanim kiimesidir. 


2 
= * y 
5 
iv) i, 
“4 Q 
ay = 
g vy =x i] 
a 4 y=f'@ 
Z Aa z 
7 x= fly) R 
(b, a) = 
—- a a >X 
y 0 
fb NIN TANIM KUMESi f NIN TANIM KUMESi 
4 
4 
¥ 
¢ 
(c) f-in grafigini her zamanki (d) Sonra x ve y harflerini degistiririz. Artik 
gibi gizmek ig¢in, sistemi y = x f Vin x’in bir fonksiyonu olarak normal 
dogrusundan yansitiriz. gortintiste bir grafigi vardir. 


SEKIL7.2 y= f(x)’in grafiginden y = f-'(x)’in grafigini belirlemek. 


f'den f '’e gecme islemi iki adimli bir islem olarak 6zetlenebilir. 


1. y= f(x) denleminden xi géziin. Bu, x71 y’nin bir fonksiyonu olarak ifade eden bir 
x= f(y) formiilii verir. 


2. x ve y’yi aralarinda de@istirerek, f'’i geleneksel formatta, x’i bagimsiz degisken y’yi 
de bagli degisken olarak, ifade eden y = f(x) formiiliinii elde edilir. 


ORNEK2 __ Bir Ters Fonksiyon Bulmak 


y= $x + | ’in tersini x’in bir fonksiyonu olarak bulun. 


Coziim 
1. xi y cinsinden ¢éztin: y= Sx +1 
2y=x+2 


Ms 
II 
2 
| 
N 
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SEKIL7.3 f(x) = (1/2)x + lve 

f (x) = 2x — 2’nin grafiklerini birlikte 
cizmek grafiklerin y = x’e gére simetrisini 
gosterir. Egimler, birbirinin garpmaya 
gore tersidir (Ornek 2). 


SEKIL7.4 y= Vxvey =x*,x=0, 
fonksiyonlart birbirinin tersidir (Ornek 3). 


a 
ai 
IIs 


y=mx+b 
Egim = m 


> X 


SEKIL7.5 y = x dogrusu etrafinda 
yansitilan dikey olmayan dogrularin 
egimleri birbirlerinin garpmaya gore 
tersleridir. 


2. xvey'yi degistirin: y= 2x — 2. 


f(x) = (1/2)x + 1 fonksiyonunun tersi f-!(x) = 2x — 2 fonksiyonudur. Kontrol etmek icin, 
iki bileskenin de birim fonksiyonu verdigini dogrulariz: 


pie) =2(fx41)-2=242-2=5 


fF") = 5 2x = 2) + ens ee ee 
Sekil 7.3’e bakin. P| 


ORNEK3 __ Bir Ters Fonksiyon Bulmak 
y =x’, x = 0 fonksiyonunun tersini x’in bir fonksiyonu olarak bulun. 
Coziim Once xi y cinsinden cézeriz: 
yar 
Vy=V2= |x| =x x = 0 oldugu icin |x| =x 
Sonra x ve y’nin yerini degistiriz: 
y= Vi 

y =x’, x = 0 fonksiyonunun tersi_ y = Vx fonksiyonudur ( Sekil 7.4). 

Kisitlanmis y = x*,x=0 fonksiyonunun tersine, kisitlanmamis y = x fonksiyonunun 
bire bir olmadigina, dolayisiyla tersinin bulunmadigina dikkat edin. rT] 


Tiirevlenebilir Fonksiyonlarin Terslerinin Tiirevleri 


Ornek 2’deki f(x) = (1/2)x + 1’in ve tersi f-!(x) = 2x — 2’nin tiirevlerini hesaplarsak gsunu 
buluruz: 


d d{l 1 
Sf) = £ (3x4 1)=4 


d ,- d _ 
& fx) = 2 (2x - 2) = 2 


Tiirevler birbirlerinin garpmaya gore tersidir. f’nin grafigi y = (1/2)x + 1 dogrusu ve 
f Vin grafigi y = 2x — 2 dogrusudur (Sekil 7.3). Egimleri birbirlerinin carpmaya gére ter- 
sidir. 

Bu 6zel bir durum degildir. Yatay olmayan veya dikey olmayan herhangi bir dogrunun 
y =x dogrusuna gore simetrigini almak her zaman dogrunun egimini tersine cevirir. Eger 
orijinal dogrunun e%imi m # 0 ise (Sekil 7.5), simetriginin eSimi | /m’dir (Alistirma 36). 

f ve f Vin egimleri arasindaki garpmaya gore terslik iliskisi baska fonksiyonlar igin 
de gecerlidir. Fakat, birbirlerine karsi gelen noktalardaki egimleri karsilastirmaya dikkat 
etmeliyiz. y = f(x)’in (a, f(a)) noktasindaki egimi f’(a) ise ve f’(a) # 0 ise, y = f-1(x)’in 
buna karsilik gelen (f(a), a) noktasindaki eSimi 1/f'(a)’dir (Sekil 7.6). b = f(a) yazarsak 

= 1 1 
PO) Ha aa 
POO FO FPO) 
olur. y = f(x)’in (a, f(a)) noktasinda yatay bir te%eti varsa f! ters fonksiyonunun 
(f(a), a) noktasinda dikey bir tegeti vardir ve bu sonsuz e%im f ’in f(a) da tiirevlenebilir 
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< 
>< 


b=f@P-- Ha, b) 


Egimler birbirini carpmaya gore tersidir: (f~')(b) = Te veya (f~!)(b)= Ta 


SEKIL7.6 Ters fonksiyonlamn grafiklerinin karsilik gelen 
noktalardaki egimleri, garpmaya gore birbirinin tersidir. 


olmamasim gerektirir. Teorem 1, f!’in hangi kosullar altrnda, ayn zamanda f ’nin deger 
kiimesi de olan, tanim kiimesi icinde tiirevlenebilir oldugunu vermektedir. 


TEOREM1 _Ters Fonksiyonlar icin Tiirev Kurali 

f’nin tanim kiimesi J ise ve / tizerinde f'(x) var ve hig sifir olmuyorsa, f', tanim 
kiimesinin her noktasinda tiirevlenebilir dir. f~!’in tanim kiimesinin bir b nok- 
tasindaki (f')’ degeri, f’’niin a = f-'(b)'‘deki degerinin carpmaya gore tersidir. 


-ly b) = 1 
ce f'(f "(0)) 
veya 
ap | . 4 
he ee = df| (1) 
AX| y= 7-1) 


Teoremin ispatini gegiyoruz, fakat gérmenin bir baska yolunu veriyoruz. y = f(x) 
x = a’da tiirevlenebilir oldugunda ve x71 dx kadar ktigtik bir miktarda degistirdigimizde 
y'de buna karsi gelen degisiklik yaklasik olarak 


dy = f'(a) dx. 


kadardir. Bu, x = a iken, y’nin yaklasik olarak x’in degisim hizi kere f'(a) kadar 
degismesi demektir ve dolayisiyla, y = 5 iken, x’nin yaklasik olarak y’in degisim hizi kere 
1/f'(a) kadar degismesi demektir. Bu nedenle, f-!’in b’deki tiirevinin, f nin a’daki 
tiirevinin garpmaya g6re tersi olmasi anlamlidir. 


ORNEK4 — Teorem 1’i uygulamak 


f(x) = x, x = 0 fonksiyonu ve tersi f(x) = Vx’in tiirevleri f'(x) = 2x 


ve (f-!)'(x) = 1/(2Vx) dir. 
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>< 


y=x7,x=0 


4 Epim 4¢ (2, 4) 


SEKIL7.7.  f 1(x) = Vx’in (4, 2) 
noktasindaki tiirevi f(x) =x°’nin (2, 4) 
noktasindaki tiirevinin carpmaya gore 
tersidir (Ornek 4). 


y= x2 
Egim 3x? = 3(2)? = 12 


1 
12 
(6, 2) 


Ters egim: 


>X 


} 
} 
| 
6 


SEKIL7.8 f(x) =2° — 2’nin x = 2’deki 
tiirevi bize f-’in x = 6’daki tiirevini s6yler 
(Ornek 5). 


Teorem 1, f '(x)’in tirevinin 


Ayitw. 1 
ae f'(f "@)) 
1 


(f(x) 
1 
(Vx) 
oldugunu 6ngorir. Teorem 1, karek6k fonksiyonu icin Kuvvet Kurali’m kullanarak 
yaptigimiz hesabimizla uyusan bir tirev verir. 

Teorem 11 6zel bir noktada inceleyelim. x =2 (a sayisi) ve f(2) =4 (6 sayisi) alalim. 
Teorem 1, f’nin 2deki tiirevi f’(2) = 4 ve f in f(2)'deki tiirevi (f')'(4), carpmaya gore 
birbirinin tersidir der. Sunu ifade eder 

1 1 1 


=l\v = 1 = = 
oe AF 4) FQ) fran 4 
Bkz. Sekil 7.7 : 


(1) Denklemi, baz1 hallerde f! igin bir formiil bilmeksizin df!/dx’in 6zel degerlerini 
bulmamizi saglar. 


ORNEK5 —_Ters Tiirevin Bir DeGerini Bulmak 


f(x) = x8 —2 olsun. f(x) igin bir formiil bulmadan df !/dx’in x = 6 = f(2)deki degerini 
bulun. 


Coziim 
df 7 
ae us = 3x a = 12 
df"! 1 1 
Denk. (1) 
dx x=f(2) df 12 
dx x=2 
Bkz. Sekil 7.8. a 


Ters Fonksiyonlari Parametrelemek 
Herhangi bir y = f(x) fonksiyonunun grafigini 
x=t ve y=f(t) 
seklinde parametrik olarak cizebilir veya temsil edebiliriz. ¢ ve f(t)’yi aralarinda 
degistirmek ters fonksiyon igin parametrik denklemleri verir. 
x=f(@) ve yt 
(Bkz. Sekil 3.5). 
Ornegin, bir grafik gizicide, f(x) = x’, x = 0 bire-bir fonksiyonunun grafigini, tersi 
ve y =x, x = 0 dogrusu ile birlikte ¢izmek igin, parametrik grafik segenegini 
fnin grafigi: x; = 1, y= a t20 
fin grafigi: x =f, y=t 
t 


y =x in grafigi: x3 = f, 3 


ile kullanin. 


ALISTIRMALAR 7.1 
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Bire-Bir Fonksiyonlari Grafik Olarak Tanimlamak 


1-6 alistirmalarinda grafikleri verilen fonksiyonlarmn hangileri bire 
bir, hangileri degildir? 
1. y 2. y 


y= -3x3 


-l 0 1 
y=rt—2 
3 y 4. y 
A A» 
y = intx = 
=e 
oo 
y = jx] — 
oo >x 
oo 
=) 
>Xx 
eo 
eo 
° 
5. 6. y 


Ters Fonksiyonlarin Grafigini Cizmek 


7-10 alistirmalarinin her biri bir y = f(x) fonksiyonunun grafigini gés- 
terir. Grafigi kopyalayin ve y = x dogrusunu ¢izin. y = x dogrusuna 
gore simetriyi kullanarak giziminize f"’in grafigini ekleyin. (f7 icin 
bir formiil bulmak gerekli degildir.) f'’in tanim ve deger kiimelerini 
belirleyin. 


7. 8 
, 1 ' y=fa)=1-41,x>0 
y=fa)=3 x20 Ih su 
Fae 
x 
! o| fA 
! >x 
0 1 


9. 10. 


A 
y =f) = sin x, y = f(x) = tan x, 


T T 
me 
ie) 


ll. a. f(x) = VI-x,05x=1 


Grafiginin nasil bir simetrisi vardir? 


fonksiyonunu cizin. 


b. f?nin tersinin kendisi oldugunu gésterin. (x = 0 iseV x? = x 
oldugunu hatirlayin.) 


12. a. f(x) = 1/x fonksiyonunu cizin. Grafiginin nasil bir simetrisi 
vardir? 


b. /’nin tersinin kendisi oldugunu gésterin. 


Ters Fonksiyonlarin Formiilleri 
13-18 Alistirmalarinin her biri bir y = f(x) fonksiyonunun formiiliint 
vermekte ve f’nin ve f '’in grafiklerini géstermektedir. Her durumda 
f Vin formiliné bulun. 

13. f(x) =x° + 1, x =0 


14. f(x) =x, x <0 
ay 


y 
A 


y = f@) 


>X 


y=f'@ 


15. f(x) =x - 1 16. f(x) =x? -2e+1, x21 
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17. f(x) = (x + 1)%, x =-1 18. f(x) = x73 y =0 


y y 
A A 


y = f@) 


y= fle 


19-24 alistirmalarin her biri bir y = f(x) fonksiyonunun formiiliinti 
verir. Her durumda, fQ@yi bulun ve f! ’in tanim ve deger kiimelerini 
belirleyin. Kontrol icin, f(f (x) = f (f(x) = x oldugunu gésterin. 
19. f(x) =x? 20. f(x) = x4, x =0 

21. f(x) =x +1 22. f(x) = (1/2)x — 7/2 

23. f(x) = 1/x*, x >0 24. f(x) = 1/x3, x #0 


Ters Fonksiyonlarin Tiirevleri 
25-28 Alistirmalarinda: 
a. f'(x)’i bulun. 
b. f ve f’in grafiklerini birlikte cizin. 
ce. df/dx’ix = a’da ve df!/dx’i x = f(a)’da hesaplayarak bu nokta- 
larda df-!/dx = 1/(df /dx) oldugunu gésterin. 
25. f(x) = 2x +3, a=—1 26. f(x) = (1/5)x +7, a 1 
27. f(x) =5 -— 4x, a=1/2 28. f(x) = 2x7, x20, a=5 
29. a. f(x) =x° ve g(x) = Vein birbirlerinin tersi oldugunu gés- 
terin. 
b. f ve g’nin grafiklerini (1, 1) ve (-1, —1) noktalarmdaki 
kesisimleri gdsterecek kadar biiyiik bir x-araliginda g¢izin. 


Resmin y = x dogrusunda istenilen simetriyi géstermesine 
dikkat edin. 


ce. f ve g’nin grafiklerinin (1, 1) ve (—1, —1)’deki tegetlerinin 
egimlerini bulun (toplam dort teget). 


d. Egrilerin orijindeki tegetleri hangi dogrulardir? 
30. a. A(x) = x°/4 ve k(x) = (4x)'/>"iin birbirlerinin tersi oldugunu 
gosterin. 
b. A ve knin grafiklerini (2, 2) ve (—2, —2) noktalarindaki kesi- 
gsimleri gésterecek kadar biiyiik bir x-araliginda ¢izin. Resmin 
y =x dogrusunda istenilen simetriyi gdstermesine dikkat edin. 
c. A ve k’nin grafiklerinin (2, 2) ve (—2, —2)’deki tegetlerinin 
egimlerini bulun (toplam dort teget). 
d. Egrilerin orijindeki tegetleri hangi dogrulardir? 
31. f) =x - 3c -— 1, x = 2 olsm. df'/d’in x == 1 = f(@) 
noktasindaki degerini bulun. 
32. f) =x = 4x = 5, x > 2 olsun, df"/dv'in x = 0 = f(6) 
noktasindaki degerini bulun. 


33. Tiirevlenebilir y = f(x) fonksiyonunun bir tersinin var oldugunu, 
f’nin grafiginin (2, 4) noktasindan gectigini ve bu noktadaki 
eiminin 1/3 oldugunu varsayin. df '/dx’in x = 4’teki degerini 
bulun. 

34. Tiirevlenebilir y = g(x) fonksiyonunun bir tersinin var oldugunu 
ve orijinden 2 egimiyle gectigini varsaym. g! ’in grafiginin ori- 
jindeki egimini bulun. 

Dogrularin Tersleri 

35. a. m sifirdan farkli bir sabit olmak iizere, f(x) = mx fonksityonu- 
nun tersini bulun. 

b. Grafigi, sifirdan farkli bir egimle orijinden gecen bir dogru 
olan bir y = f(x) fonksiyonunun tersi hakkinda ne gibi bir 
sonuca varirsiniz? 

36. m ve b sabitler ve m # 0 olmak tizere, f(x) = mx + b ’nin tersinin 
grafiginin eSimi 1/m ve y-kesim noktas1 —b/m olan bir dogru 
oldugunu gésterin. 

37. a. f(x) = x + lin tersini bulun. f’nin ve tersinin grafiklerini 
birlikte cizin. y = x dogrusunu kesikli ¢izgi veya noktalarla 
ciziminize ekleyin. 

b. f(x) =x + b’nin (b sabit) tersini bulun. f’in grafiginin f’nin 
grafigiyle iliskisi nedir? 

ce. Grafikleri y = x dogrusuna paralel olan fonksiyonlarin tersleri 
hakkinda ne gibi bir sonug ¢ikarirsiniz? 

38. a. f(x) =-x+ 1’in tersini bulun. y = —x + 1 dogrusunun grafigini 
y =x dogrusuyla birlikte gizin. Dogrular hangi agryla kesisir? 

b. f(x) =-x + b’nin (b sabit) tersini bulun. y = —x + b dogrusu 
y =x dogrusuyla hangi agry1 yapar? 

ec. Grafikleri y = x dogrusuna dik olan fonksiyonlarin tersleri 
hakkinda ne gibi bir sonug ¢ikarirsiniz? 


Artan ve Azalan Fonksiyonlar 
39. Béliim 4.3’teki gibi, bir J araliginin herhangi iki x, ve x, 
noktasinda 
m>xm = fle) > flr) 
ise f(x) fonksiyonu J araliginda artan bir fonksiyondur. Ayni se- 
kilde, 7 araliginin herhangi iki x; ve x. noktasinda 
n> x = fle) < flix) 
ise, f(x) fonksiyonu J araliginda azalan bir fonksiyondur. Artan ve 
azalan fonksiyonlarin bire bir olduklarim gésterin. Yani, Pdaki 
herhangi x, ve x, noktas1 igin, x. # x,’nin f(x2) # f(x,) anlamina 
geldigini gésterin. 
Alistirma 39°’un sonuclarim kullanarak 40-44  alistirmalarindaki 
fonksiyonlarin kendi tanim kiimelerinde terslerinin var oldugunu gés- 
terin. Teorem 1’i kullanarak df!/dx igin bir formiil bulun. 
40. f(x) = (1/3)x + (5/6) 41. f(x) = 27x3 
42. f(x) = 1 - 8x3 43. f(x) = (1 -— x) 
44, f(x) = x9 


Teori ve Uygulamalar 


45. 


46. 


47. 


48. 


49. 


50. 


51. 


52. 


f(x) bire-bir ise, g(x) = —f(x) hakkinda bir sey séylenebilir mi? O 
da bire-bir midir? Yanitinizi agiklayin. 

f(x) bire-bir ise ve f(x) hig 0 olmuyorsa, h(x) = 1 / f(x) hakkinda 
bir sey s6ylenebilir mi? O da bire-bir midir? Yanitinizi agiklayin. 
g’nin deger ktimesinin, f o g bileskesi tanimli olacak sekilde, 
f’nin tanim kiimesi i¢ginde oldugunu varsayin. f ve g bire-bir ise, 
f og hakkinda bir sey denebilir mi? Yanitinizi aciklayin. 


Bir f o g bileskesi bire-bir ise, g bire-bir olmak zorunda midir? 
Yanitinizi aciklayin. 


f(x)’ in [a, b] araliginda pozitif, stirekli ve artan oldugunu varsa- 
yin. f’nin grafigini yorumlayarak 
b f() 

f(x) de + - f(y) dy = bf(b) — afta). 


a fla 


oldugunu gésterin. 


fx) = 2% 


Cx 4 


kesirli fonksiyonunun tersinin olabilmesi igin a, b, c ve d sabitleri 
uzerindeki kosullari belirleyin. 


f'(x) yerine g(x) yazarsak, (1) denklemi 


g'(f(a)) = veya g'(f(a)): f(a) = 1 


he 
f'(a) 
seklinde yazilabilir. Eger a yerine x yazarsak, 

g'(f(x))* f'@) = 1 
elde ederiz. Son denklem size Zincir kuralimi animsatabilir ve 
gercekten de aralarinda bir iliski vardir. 

f ve g’nin birbirlerinin tersi olan tiirevlenebilir fonksiyonlar 
olduklarim: varsayin, béylece (go f)(x) =x olur. (go f)'(x)’i g ve 
f’nin tirevlerinin bir carpimi olarak ifade etmek igin zincir 
kuralint kullanarak, bu denklemin iki tarafinmn da x’e gore 
tiirevini alin. Ne buluyorsunuz? (Bu Teorem 1’in ispati degildir, 
ciinkii burada teoremin g = f’in tiirevlenebilir oldugunu 
sdyleyen sonucunu kabul ediyoruz.) 


Hacim bulmak igin pul ve kabuk yéntemlerinin denkligi /, 
a > 0 olmak iizere, a = x = b araliginda tiirevlenebilir ve artan 
olsun ve f’nin tiirevlenebilir bir f! tersinin var oldugunu kabul 
edin. f’nin grafigi ile x = a ve y = f(b) dogrularmin simirladigi 
bélgeyi y-ekseni etrafinda d6nditirerek bir cisim tiretin. Bu du- 
rumda, hacim igin pul ve kabuk y6ntemlerinin verecegi integral- 
lerin degerleri aynidir: 


f(b) b 
j a((f-\(y)P — a?) dy = | 2mx( f(b) — f(x)) dx. 


f(a) 
Bunu géstermek icin asagidakileri tanimlayin: 


f(t) 
M(t) = | SAPO) = a) ay 


S(t) = | 2ax(f(t) — f(x)) dx. 
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Sonra W ve S fonksiyonlarinin [a, b] araliginin bir noktasinda 
uyustuklarini ve [a, b]’de tiirevlerinin ayn oldugunu gésterin. B6- 
lim 4.8, Alistirma 102’de gérdtigiintiz gibi, bu [a, b] araligindaki 
her ¢ degerleri icin W(t) = S(t) olmasin: garantiler. (Kaynak: 
“Disks and Shells Revisited,’ Walter Carlip, American Mathema- 
tical Monthly, Vol. 98, No. 2, Subat 1991, sayfa 154-156.) 


BILGISAYAR ARASTIRMALARI 


53-60 alistirmalarinda, bazi fonksiyonlari ve terslerinin belirli nokta- 
lardaki tiirevleri ve lineer yaklasim fonksiyonlarryla birlikte arastira- 
caksiniz. BCS’nizi kullanarak asagidaki adimlari gerceklestirin. 


a. 


53. 


54. 


55. 


56. 


57. 


58. 


59. 


60. 


y = f(x) fonksiyonunun grafigini verilen aralikta tiireviyle birlikte 
gizin. Bu aralikta f’nin bire-bir oldugunu nereden bildiginizi 
aciklayin. 


. y= f(x) denkleminden xi y cinsinden géziin ve ortaya ¢ikan ters 


fonksiyona g deyin. 


. Belirtilen (xo, f(xo)) noktasinda f’nin tegetinin denklemini bulun. 


. gnin 45° lik y =x dogrusuna (birim fonksiyonun grafigi) gore si- 


metrik olarak yerlestirilen (f(x9), xo) noktasindaki tegetinin denk- 
lemini bulun. Teorem 17i kullanarak bu tegetin egimini bulun. 


. f, g ve birim fonksiyonlarini, iki tegeti ve (xo, f(x9)) ile (f(x9), Xo) 


noktalarini birlestiren dogru pargasimi gizin. Ana késegen tizerin- 
de gérdiigiintiz simetrileri tartisin. 


y= V3x - 2, fax, xo = 3 
3x + 2 
dak eee ie —25x=2, »=1/2 
4x 
= » clsxl, m= 1/2 
2s xt : / 
3 
= » clsxSl1, m= 1/2 
. +1 ° / 
27 
= x3 — 3x2 — < wy oe SL 
y=x 3x l, 25% 5, Xo 10 
3 3 
ypH=2-x-x, 2 = 2, x0 = 5 
yH=e, 35x55, xm =1 
y = sinx, pae= xo = | 


61 ve 62 alistirmalarinda, belirtilen araliklarda verilen denklemlerle 


kapali olarak tanmlanan y = f(x) ve x = f-'(v) fonksiyonlar igin yu- 
karidaki adimlari tekrarlayin. 


61. 
62. 


gS 2 


cosy = x5, 0Osx<1, 


$8x8 5, 


xo = 1/2 


Xo = —3/2 
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pos Dogal Logaritmalar 


Herhangi bir a pozitif sayisi icin, x bir tamsay1 veya rasyonel say1 iken f(x) = a‘ fonksiyo- 
nunun degerini tanimlamak kolaydir. x irrasyonel iken a“’in anlami gok agik degildir. Ben- 
zer sekilde, f(x) = ain tersi olan log, x logaritma fonksiyonunun tanim1 tamamen acik de- 
gildir. Bu béliimde, a sayisinin Gnemli bir 6zel deger oldugu dogal logaritma fonksiyonunu 
tanimlamak icin integral hesab1 kullanacag1z. Bu fonksiyon, genel tistel ve logaritmik fonk- 
siyonlari, y = a ve y = log, x tanmmlamamuzi ve incelememizi saglar. 

Logaritmalar baslangicta aritmetik hesaplamalarda 6nemli roller oynamistir. Tarihsel 
olarak, bes, sekiz hatta daha fazla ondalik basamaga kadar dogru, uzun logaritma tablola- 
rmuin hazirlanmasinda olduk¢a biiytik emek harcanmistir. Modern ¢gagin elektronik hesap 
makinelerinden, bilgisayarlarindan 6nce her miihendisin logaritmik 6lcekli stirgiilti hesap 
cetvelleri vardi. Logaritmalarla hesaplamalar, onyedinci-ytizyilda denizcilikteki ve gokyii- 
zu mekanigindeki biiytk gelismelerin yapilmasini saglamistir. Bu giin, b6yle hesaplama- 
larin hesap makineleri veya bilgisayarlar kullanilarak yapildigini biliyoruz. Fakat, logarit- 
malarin 6zellikleri ve pek gok uygulamasi, simdiye kadar oldugu gibi 6nemlidir. 


Dogal Logaritma Fonksiyonunun Tanimi 


Logaritmalari tanimlamanin ve anlamanin giivenilir bir yolu, Analizin Temel Teoremi 
sayesinde bir integral olarak tanimlanan dogal logaritma fonksiyonunun bir incelemesiyle 
baslar. 

Bu yaklasim dolayli géziikse de logaritmik ve tstel fonksiyonlarin bildik 6zelliklerini 
cabucak elde etmemizi saglar. Simdiye kadar inceledigimiz fonksiyonlar analiz teknikleri 
kullanilarak incelenmistir. Fakat, burada daha temel olan bazi seyler yap1yoruz. Logarit- 
mik ve tstel fonksiyonlarin tanimlari igin analiz kullaniyoruz. 


Pozitif bir x sayisinin In x olarak yazilan dogal logaritmasi, bir integralin degeridir. 


TANIM —_ Dogal Logaritma Fonksiyonu 


inx = [Sat x>0 
1 


x > 1 iseInx, t=1 dent =x’e kadar y = 1/t eSrisinin altindaki alandir (Sekil 7.9). 
0 <x < 1 igin Inx, x’ten 1’e kadar egrinin altindaki alanin negatifini verir. Fonksiyon 
x = 0 igin tanmmli degildir. Ayrica, belirli integraller icin Sifir Genisliginde Aralik 


kuralindan 
1 
Ind = | jdt = 0. 
1 


dir. 


TABLO 7.1 ln x’in tipik 2 basamakli 
degerleri 


x In x 

0 tanimsiz 
0.05 —3.00 
0.5 —0.69 
1 0 

2 0.69 
3 1.10 
4 1.39 
10 2.30 
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x 1 
; 1 1 
O0<x<liselInx = zat = — 7 at 
1 x 


bu alanin negatifini verir. 


. 
1 
x > Lise, Inx -[ 7a 
1 


bu alani verir. 


\ x 
1 
x= risene= f 7 dt = 0 olur. 
1 


y=Inx 


SEKIL7.9 y = In xin grafigi ve onun 

y = 1/x,x > 0.fonksiyonuyla olan iliskisi. x, 
1’den saga dogru ilerlerken, logaritmanin grafigi 
x-ekseninden yiikselir ve x, 1’den sola dogru 
giderken eksenden asag1 iner. 


Sekil 7.9’da y = 1/x’in grafigini gdsterdigimizi, fakat integralde y = 1/t kullandigimi- 
za dikkat edin. Hersey icin x kullanmak bize 


inx= fat, 


verirdi ki, burada x iki farkli anlama gelmektedir. Dolayistyla integrasyon degiskenini f’ ye 
degistiririz. 

Boliim 5.1deki gibi, t= 1 ve f= x arasinda y = 1/?nin grafigi altndaki alana sonlu 
yaklasimlar elde etmek igin dikd6rtgenler kullanarak In x fonksiyonunun degerlerine 
yaklasabiliriz. Tablo 7.1 de birkag deger verilmistir. Dogal logaritmas: 1’e esit olan 6nemli 
bir say1 vardir. 


TANIM _ e Sayisi 
e sayisi, dogal logaritma fonksiyonunun tanim kiimesinde 


In(e) = 1 


esitligini saglayan sayidir. 


Geometrik olarak e sayisi, x-ekseninde y = 1/t’nin grafigi altinda ve [1, e] araligi tiz- 
erindeki alanin tam olarak birim karenin alanina esit oldugu noktaya karsi gelen sayidir. 
Sekil 7.9’daki renkli b6lgenin alani x = e iken | birim karedir. 
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y = Inx’inTirevi 


Analizin Temel Teoreminin birinci kismindan (Béliim 5.4) 


d _df*1, 1 
nx & | 7 at aa 


bulunur. Her pozitif x degerinde, In x’in tiirevi sdyledir: 


Bu nedenle, y = In x fonksiyonu dy/dx = 1/x, x > 0, y(1) = 0 baslangig deer probleminin 
céztimtidir. Tiirevin daima pozitif olduguna dikkat edin, bu nedenle dogal logaritma fonk- 
siyonu artandir ve béylece bire-bir dir ve tersi vardir. Tersi, Boliim 7.3’te incelenmektedir. 

u, x’in, In w’nun tanimli olacag1 sekilde degerleri pozitif olan tirevlenebilir bir fonksi- 
yonu ise, y = In uw fonksiyonuna 


wy _ Wau 
dx dudx 
Zincir Kuralini uygulamak 
dy = ily ,du _ \du 
de aa a ud 
verir. 
_ du 
5 Inu dk’ u>d0 (1) 


ORNEK1 — Dogal Logaritmalarin Tiirevleri 


d ld 1 1 
(b) uw = x2 + 3ile (1) denklemi 


1 od 
+3 de 


ay, 02 = 
raul + 3) 


verir. 


TARIHSEL BiyoGRaAFi 


John Napier 
(1550-1617) 
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Ornek la’daki kayda deger olaya dikkat edin. y = In 2x fonksiyonunun tiirevi y = In x’in 
tiirevi ile aynidir. Bu, her pozitif a sayisi igin dogrudur: 


d 1 d 1 1 
rF Inax = a. ik (ax) = oa) = x (2) 
Ayn tiireve sahip olduklarindan, y = In ax ve y = In x fonksiyonlari bir sabit kadar fark ederler. 


Logaritmalarin Ozellikleri 


Logaritmalar John Napier tarafindan bulunmustu ve modern bilgisayarlardan 6nce _arit- 
metik hesaplamalardaki tek en Gnemli gelismeydi. Onlar bu kadar kullanisli yapan sey, 
logaritma 6zelliklerinin, pozitif sayilarin garpiminin, logaritmalarini toplayarak yapilabil- 
mesini, pozitif sayilarin bélimiiniin, logaritmalarini gikararak yapilabilmesini saglamasi 
ve bir sayinin kuvvetini almayi, sayinin logaritmasini kuvvet ile garparak yapilmasini 
saglamasindandir. Bu 6zellikleri Teorem 2’de bir kurallar zinciri olarak é6zetliyoruz. Sim- 
dilik Kural 4’teki 7 kuvvetini rasyonel sayi olarak kisitlryoruz; kurali ispatladigimizda 
nedenini géreceksiniz. 


TEOREM2 _Logaritmalarin Ozellikleri 
Herhangi a > 0 ve x > 0 sayilari icin, dogal logaritma su kurallari saglar: 


1. Carpim Kural: Inax = Ina + Inx 

2. Béliim Kuralt: In = Ina — Inx 

3. Carpmaya Gore Ters Kurali: int = —Inx a=1 ile Kural 2 
4. Kuvvet Kuralt: Inx” = rlnx r rasyonel 


Bu kurallarin nasil uygulandigini 6rnekliyoruz. 


ORNEK2 —_ Logaritmalarin Ozelliklerini Yorumtamak 
(a) In6 = In(2:3) = In2 + In3 Carpim 


(b) In4 — In5 = ing = n08 Boliim 
1 i 
(c) In 8 = —In8 Carpimaya gére ters 
= —In > = —31n2 Kuvvet a 


ORNEK3 —Ozellikleri Fonksiyon Formiillerine Uygulamak 
(a) In4 + Insinx = In(4sinx) Carpim 


(b) m2t4 =n) =e 3). tes 
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(c) Insecx = Inooes = —Incosx Carpmaya gore ters 
(d) nWx + 1 = n(x + 193 = Fin(x i ieee 2 


Simdi Teorem 2’nin ispatini veriyoruz. Ispattaki adimlar, logaritma igeren problem- 
lerin cé6ziimtinde kullanilanlara benzerdir. 


ln ax = Ina + Inx’inispati: Aciklamasi alisilmadiktir — ve siktir. In ax ve In x’in tiirev- 
lerinin ayni oldugunun (2 denklemi) gézlenmesiyle baslar. Bu durumda, Ortalama Deger 
Teoreminin 2. Sonucuna goére, fonksiyonlar bir sabit kadar fark etmelidir, bu da herhangi 
bir C sabiti icin 
Inax=Inx+C 

demektir. 

Bu son denklem x’in biitiin pozitif degerlerinde gecerli oldugundan, x = 1 icin de 
gecerli olmalidir. Boylece: 


In(a-l) =Inl+C 
Ind=0+C Inl =0 
C= Ina 
bulunur. Yerine yazmakla 
Inax=Ina+Inx 


sonucunu elde ederiz. 


in x” = rlnx’in ispati (nin rasyonel oldugunu varsayarak) Yine esit-tiirev fikrini kullanaca- 
giz. x’in bitiin pozitif degerlerinde 


d - ld_,, 
ax nx’ a (x") u =x" ile (1) denklemi 
ie iste burasi rnin rasyonal olmasin 
= x" rx istedigimiz yerdir, en azindan simdilik. 
Kuvwvet kuralini sadece rasyonel sayilar 
icin ispatladik. 


II 
a 


L_d 
oa (r Inx) 


olur. In x’’in ve r In x’in tirevleri ayn1 oldugundan dolay1, bir C sabiti igin 
Inx’=rInx+C 


olmalidir. x’i bir almak C’yi sifira esitler ve ispat tamamlanir. 

Alistirma 84’te Kural 2’yi ispatlamaniz istenmektedir. Kural 3, Kural 2’nin bir 6zel ha- 
lidir, a= 1 yazarak ve In | = 0 oldugu not edilerek elde edilir. Boylece Teorem 2’nin biitiin du- 
rumlarini gosterdik. a 


Kural 4’t irrasyonel r’ler icin hentiz ispat etmedik; bu duruma Béliim 7.3’te 
dénecegiz. Kural biitiin r’ler igin saglanir, rasyonel veya irrasyonel. 


(n Xin Grafigi ve Deger Kiimesi 


d(In x)/dx = 1/x tirevi x > 0 icin pozitiftir, dolayisiyla x’in artan bir fonksiyonudur. 
ikinci tiirev, -1/x’ negatiftir, dolayistyla In x’in grafigi agai konkavdur. 


>< 


RIS 


SEKIL7.10 Yiiksekligi y = 1/2 olan 
dikdértgen y = 1/x araligi icin 
1 =x S 2’1n grafiginin altina uyar. 
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[1, 2] araliginda y = 1/x’in grafigi altindaki alam diisiinerek In 2 degerini tahmin ede- 
biliriz. Sekil 7.10’da [1, 2] araliZinda yiiksekligi y = 1/2 olan bir dikd6értgen grafigin altina 
uyar. Bu nedenle, In 2’ye esit olan grafigin altindaki alan, dikdértgenin alan 
1/2’den biiyiiktiir. Yani, In 2 > 1/2’dir. Bu kadarim bilmek, 


In2” = nIn2 > n(4) =2 


2 2 
ve 
In2” = -—nIn2 < — Se 
n n\ > 5) 
verir. Bunlardan da 
lim Inx = oo ve lim Inx = —oo 
x00 x30" 


elde edilir. x > 071 igin tanimladik, dolayisiyla In x’in tanim ktimesi pozitif reel sayilar 
kiimesidir. Yukaridaki sonucglar ve Ara Deger Teoremi, deger kiimesinin, Sekil 7.9’da gés- 
terilen y = In x’in grafigini verecek sekilde, biitiin reel sayilar kiimesi oldugunu gésterir. 


J (A/u) du integrali 


(1) Denklemi, wu pozitif tiirevlenebilir bir fonksiyon iken 


[idem in + c (3) 


integral formiiliine yol agar, fakat ya uw negatifse ne olur? wu negatifse, — u pozitiftir ve 


7 Lu a / ae d( u) u yerine —u yazilmis (3) Denk. 


= In(-u) + C (4) 


elde edilir. Her durumda saé taraftaki ifadenin In | w | + C olduguna dikkat ederek, (3) 
ve (4) denklemlerini tek bir denklemde birlestirebiliriz. (3) denkleminde, u > 0 oldugu 
igin In u = In | u|; (4) denkleminde ise, uw < 0 oldugu igin In(—u) = In | v| olur. wu ister 
negatif, ister pozitif osun, 1/w) du’nun integrali In | uw | + C’dir. 


Hicbir zaman sifir degerini almayan tirevlenebilir bir uw fonksiyonu icin, 


jf ieae = intl +C (5) 


dir. 


(5) Denklemi, 1 /u’nun tanim kiimesinin herhangi bir yerinde uygulanabilir. 
yt! 
fe du = a iG, n # —1 venrasyonel 


oldugunu biliyoruz. 
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(5) denklemi n =-—1 oldugunda ne yapilacagin1 sGyler. (5) denklemi, belirli formdaki inte- 
grallerin logaritmaya yol actigini s6yler. u = f(x) ise du = f’ (x) dx’dir ve 


1, _ [fG®) 
[im [iS 


olur. Dolayistyla (5) denklemi, f(x) verilen tanim araliginda sabit bir isareti olan 
tiirevlenebilir bir fonksiyon ise 


f'@) 
f(x) 


dx = In| f(x)| + C 


verir. 


ORNEK4 — (5) Denklemini Uygulamak 


2 = -l 
2x du 

a dx = = | 

@ | xv — 5 is i, u nal | 


= In|—1|— In|—5| = In1 — In5 = —In5 


1/2 5 
4cos 0 2 
(p) [. a4 Deng -{ ri 


= 21m [| 


u=x°—5, du = 2xdx, 
uO) = —5, 42) =]=—1 


u=3+2sin0, du =2cos0dé, 
u(—m/2) = 1, u(m/2) = 5 


5 
1 


= 2In|5| — 2In|1| = 21n5 


[-1/2, 1/2] iizerinde u = 3 + 2 sin @’nin daima pozitif olduguna dikkat edin, bu yiizden 
(5) denklemi uygulanabilir. 7 


Tan x ve cot xin integralleri 


(5) denklemi bize en sonunda tanjant ve kotanjant fonksiyonlarinin integrallerinin nasil 
alinacagini s6yler. Tanjant fonksiyonu igin 


_ sin x _ —du 
[ims dx [Ske / 7 


=—-}/ —=-In|ul +C 


u = cosx > 0on(—7/2, 77/2), 
du = —sinx dx 


—In |cosx] + C= In ex] = ae OF Carpmaya gore ters 


In |secx| + C 


bulunur. Kotanjant iginse 


= cosx dx _ du 
[covxas i] aad ie 


= In|u| + C= In|sinx| + C = —In |escx| + C 


u = sinx, 


du = cosx dx 


elde edilir. 
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[ind = —In |cosu| + C = In|secu| + C 
[ cotuat = In |sinu| + C = —In |cscex| + C 
ORNEK 5 
u = 2x, 
7/6 1/3 1/3 
[ tan dra = f tanu- Gt = 3 f tan u du a ae 
0 0 2 2 Jo u(0) = 0, 
1 1/3 1 1 u(a/6) = 7/3 alin. 
= 41m secu) | 3 (In 2 In 1) = 5 In2 7 


Logaritmik Tiirev Alma 


Carpim, béliim ve kuvvet icgeren formiillerle verilmis olan pozitif fonksiyonlarin tiirevleri, 
tiirev almadan o6nce iki tarafin da dogal logaritmasini alirsak, daha kolay bulunur. Bu, tiirev 
almadan Gnce formiilleri basitlestirmek igin logaritma kurallarin kullanmamuiza olanak 
saglar. Logaritmik tiirev alma adi verilen bu islem asagidaki 6rnekte kullanilmaktadir. 


ORNEK6 —_Logaritmik Tiirev Almay! Kullanmak 


(x2 + 1)(x + 3)! 
pe 


=] : x > 1 ise dy/dx’i bulun. 


Coziim Iki tarafin da dogal logaritmasin: alir ve sonucu logaritma 6zellikleri ile 
sadelestiririz: 
a Does) 

> aa | 


Iny = In 
= In((x? + 1)(x + 3)"?) — In@ — 1) Kural 2 
= In(x? + 1) + In(@w + 3)!” — In(x — 1) Kural 1 
= In(x? +1) + Fin(e+3)—In@e— 1) Kosal 
Daha sonra, sol tarafta (1) denklemini kullanarak, iki tarafin da x’e gGre tiirevini aliriz: 


1a. 
Vde x24] 


1,1 1 
2 x+3 x— 1 


“2x + 


Artik dy/dx’i cézebiliriz: 
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ALISTIRMALAR 7.2 


Logaritmalarin Ozelliklerini Kullanmak 


Son olarak, y’yi yerine yazariz: 


dx 


x= 1 


dy (x? + 1) + 3)!” ( 2x 1 


x7 +1 2x + 


1 
6 x-1 


Ornek 6’da Boliim ve Carpim Kurallarini kullanarak yapilacak dogrudan hesaplama cok 


daha uzun stirecektir. 


1. Asagidaki logaritmalari In 2 ve In 3 cinsinden ifade edin. 


a. In 0.75 


d. In\/o 


b. In (4/9) 


e. In3V2 


ce. In (1/2) 


f. In V 13.5 


2. Asagidaki logaritmalar In 5 ve In 7 cinsinden ifade edin. 


a. In (1/125) 
d. In 1225 


b. In 9.8 
e. In 0.056 


f. (In35 + In(1/7))/(In25) 


ce. In7V7 


3 ve 4 alistirmalarindaki ifadeleri sadelestirmek igin logaritmalarin 
6zelliklerini kullanin. 


3. a. Insind — in( 


4. a. Insec@ + Incosé 


a Sin (414) — In2 


c. 3InWr? — 1 — In(t + 1) 


Logaritmalarin Tiirevleri 


5-36 alistirmalarinda, y’nin hangisi uygunsa x, ¢ veya 6’ya gore 
tiirevini bulun. 


5; 


y = In3x 
. y = In(t?) 
3 
7 yo In 
.y=In(d+t+ 1) 
.y=Inx 
. y = t(Int)? 
x4 x4 
-_yr gq inx _ 16 
_ int 
oe daar’ 
_ __Inx 
yo T+ Inx 
. y = In(Inx) 


6. 
8. 


10. 


12. 
14. 
16. 


18. 


20. 


22. 


24, 


sin 0 2 ale 
5 ) b. In (3x 9x) + In (3) 


b. In(8& + 4) — 2In2 


y = Inkx, k constant 
y = In(?”) 


y= mn? 

y = In(26 + 2) 
y = (Inx)> 
y=ftVint 
= x 
ia: eae 
_ 1+ Int 

, io t 

—_ xInx 

) 1 + Inx 


y = In(In(Inx)) 


25. 


. y = Asin (Ind) + cos (In@)) 


er ee Sec 
oa 
y= Vinvi 
= V sin 6 cos 8 
ve NT + 21n0 
; (x + 1) 
= In. /-———__— 
y (x + 2)°° 


Wx 
= Int dt 
f if 


[. 3 dx 
“J, 3x-2 
/ 8r dr 
° 4r? — 5 


a dy 
2 2x Vinx 
sec y tany 
° / 2+ secy a 
a/2 
| cot t dt 
7/4 


a/12 
[ 6 tan 3x dx 
0 


sec x dx 


26. y = In(sec@ + tan@) 
1 
27. y = h—— 28. 
xVx+ 1 
_ 1+ Int 
29. y= er 30. 
31. y = In(sec (In@)) 32. 
33. y=1 (= * | 34 
3 y= bh | —— '. 
ViI= x 
35. y= i In Vtdt 36. 
x*/2 
integrasyon 
37-54 alistirmalarindaki integralleri hesaplayin. 
-2 
dx 
37. as 38 
3 
2y d 
39. / ae 40 
yo = 25 
41. | St iy 42. 
9 2- cost 
2 Inx 
43. / x ax 44. 
1 
4 
45. / is 46. 
2 x(Inx) 
3 sec’ t 
47. [Shere 48 
m/2 7 
49. | tan > dx 50. 
0 2 
= 0 
51. 2 cot = dé 52. 
1/2 3 
dx 
53. —__ 54 
/ 2Vx + 2x 


; V In (secx + tanx) 


Lo 
55 


garitmik Tiirev Alma 


—68 alistirmalarinda, y’nin verilen bagimsiz degiskene gore tiirevini 


logaritmik tirev alarak bulun. 


55 


57. 


59. 


61. 


63. 


65. 


67. 


Te 
69 


70. 


71. 


72. 


73. 


74. 


75. 


76. 


77. 


78. 


- y= Vx(x + 1) 


ae ae 
) i+1 


y = V(x? + I(x — 17 


Ss ja) 
me t(t + 1) 


56. 


y= V0+ 3sin0 60. y = (tan@)V 20 + 1 
1 
=t(t+ + y= 
ge ease) Be ee Ge 2) 
_ g6+5 64 _ Osind 
) 6 cos 0 nye V/sec 6 
Ve +1 ea” 
y= 66. y= 5 
(x + 1)? (2x + 1) 
3)e(x — 2) 3/ x(x + 1)(x — 2) 
y = 3 —— 68. y = 
: +1 *” NG? + Dx + 3) 
ori ve Uygulamalar 


. Asagidakilerin  yerel bulun ve 


tanimlayin. 


ekstremumlarinin — yerlerini 


a. In (cos x), [-7/4, 7/3] araliginda. 

b. cos (In x), [1/2, 2] araliginda. 

a. x > 1 icin f(x) =x In x’in arttigimi gosterin. 

b. (a) sikkindan, x > 1 ise Inx < x oldugunu gésterin. 


x = |’den x = 5’e kadar y = In x ile y = In 2x erileri arasinda kalan 
alani bulun. 

x =—1/4’den x = 77/3’e kadar y = tan x eBrisi ile x-ekseni arastnda 
kalan alam bulun. 

Birinci bélgede, koordinat eksenleri, y = 3 dogrusu ve 
x= a/ Vy + 1 eGrisi ile sinirlanan bélge y-ekseni etrafinda 
doéndiirtilerek bir cisim tiretiliyor. Cismin hacmini bulun. 

x = m/6dan x = 7/2’ye kadar y = Vcotx eBrisiyle x-ekseni 
arasinda kalan bélge x-ekseni etrafinda d6ndiiriilerek bir cisim 
tretiliyor. Cismin hacmini bulun. 

x = 1/2’den x = 2’ye kadar y = 1/x? eBrisiyle x-ekseni ara-sinda 
kalan bélge y-ekseni etrafinda déndiiriilerek bir cisim tiretiliyor. 
Cismin hacmini bulun. 

Boliim 


6.2, Alistirma 6’da, x = O'dan x = 3’e kadar 
y= 9x/ Vx? + 9 eBrisi ile x-ekseni arasinda kalan bélgeyi y-ek- 
seni etrafinda déndtirerek hacmi 367 olan bir cisim tiretmistik. 


Bélgeyi x-ekseni etrafinda d6nditriirseniz hacmi ne bulursunuz? 
(Grafik igin Béliim 6.2, Alistirma 6’ya bakin.) 


Asagidaki egrilerin uzunluklarini bulun. 

a. y = (x?/8)-Inx, 45x =8 

b. x = 0/4 — 2In(Q/4), 45 y = 12 

(1, 0) noktasindan gegen ve x = 1’den x = 2’ye kadar uzunlugu 
asagidaki gibi olan bir egri bulun. 


79. 


80. 
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= | 1 
a 1+ sd 
1 x 


a. x= 1’den x = 2’ye kadar y = 1/x dogrusu ile x-ekseni arasinda 
kalan bélgenin merkezini bulun. Koordinatlari iki ondalik ba- 
samak hassaslikla bulun. 

b. Bélgeyi gizin ve merkezi ciziminizde belirtin. 

a. x = Iden x = 16’ya kadar y = 1/V*x erisi ile x-ekseni 
arasinda kalan bélgeyi kaplayan sabit yogunluklu ince bir 
tabakanin kiitle merkezini bulun. 

b. YoSunluk sabit olmak yerine, 6(x) = 4/Vx ise  kiitle 
merkezini bulun. 


81 ve 82 Alistirmalarinda baslangig deger problemlerini ¢éziin. 


81. 


84. 


. In(1+.x)’in x = 0’da lineerizasyonu 


dy cal 
dx = + x? y() = 3 
d’y 
ae, sec?x, y(0)=0 ve y(0)=1 
dx 


In x’e x = 1 civarinda yak- 

lasrmda bulunmak yerine, In(1 + x)’e x = 0 civarinda yaklasimda 

bulunuruz. Bu yolla daha basit bir formitl buluruz. 

a. x = 0’da In(1 + x) ~ x lineerizasyonunu ¢ikarin. 

b. [0, 0.1] araliginda In(1 + x) yerine x almanin verecegi hatay1 5 
ondalik basamaga kadar hesaplayin. 


ec. 0 =x = 0.5 igin In(1 +x) ve x’i beraber cizin. Varsa, farkli 
renkler kullanin. Hangi noktalarda In(1 +x) yaklasimi en iyi 
ve en k6tii gértinmektedir? Grafiklerden koordinatlari okuya- 


sinir bulun. 
Teorem 2’de 1 ve 4 Kurallarini ispatlamak icin yaptigimiz gibi, 
logaritmalarin Béltim kuralin ispatlamak igin  yari-tiirev 
diisiincesini kullanin. 


Grafik Arastirmalari 


85. 


86. 


87. 


88. 


0 <x = 10 icin, In x, In 2x, In 4x, In 8x ve In 16x71 (cizebildiginiz 
kadarin1) birlikte ¢izin. Neler oluyor? Agiklayin. 


0 =x < 22, -2 < y < 0 penceresinde y = sin | x |’in grafigini 

cizin. Neler gérdtigiintizti agiklayin. Yaylari tersine déndtirmek 

igin formilii nasil degistirirdiniz? 

a. 0 =x S 23 araliginda, a = 2, 4, 8, 20 ve 50 icin y = sin x ve 
y=In(a+ sin x) grafiklerini birlikte ¢izin. 

b. a arttikca eSriler neden diizlesir? (Ipucu: | y’ | igin a’ya bash 
bir tist simir bulun.) 

y = Vx — Inx, x > 0’in grafiginin bir biikiim noktasi var 

midir? Soruyu (a) grafigini ¢izerek, (b) analiz kullanarak yanttla- 

maya calisin. 
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fever Eksponansiyel Fonksiyon 


In x fonksiyonunun teorisini gelistirirken, exp x = e* eksponansiyel fonksiyonunu In x’in 
tersi olarak tanitryoruz. Ozelliklerini inceliyoruz, tiirevini ve integralini hesaplryoruz. 
Tiirevini kullanarak, 7 herhangi bir reel say1 iken, rasyonel veya irrasyonel, x"’nin tirevini 
almak igin kuvvet kuralin1 ispat ediyoruz. 


In X’'in Tersi ve e Sayisi 


Tanim kiimesi (0, 00) ve deger kiimesi (— °°, CO) olmak iizere x’in artan bir fonksiyonu 
olan In x fonksiyonunun, tanim kiimesi (— °°, CO) ve degeri kiimesi (0, ©) olan bir tersi, 
In! x vardir. In! x’in grafigi In x’in grafiginin y = x dogrusuna gore simetrigidir. Sekil 
7.11’den Gorebileceginiz gibi, 


lim In''x = 0 ve lim In'x =0. 
x—0co x7 -C 
dir. In! x fonksiyonu exp x ile de gésterilir. 
Bélim 7.2’de e sayisim In (e) = 1 denklemi ile tanmmladik, dolayisiyla 


e = In! (1) = exp(1) dir. Bir rasyonel say: olmamasina ra%men, bu béliimiin sonlarinda 

e’yi bir limit olarak ifade etmenin bir yolunu gorecegiz. Béliim 11’de e’nin degerini bir 

bilgisayarla, istedigimiz basamaga kadar dogruluk derecesi ile farkli bir formiil kullanarak 
hesaplayabilecegiz (Boliim 11.9, Ornek 6). 15 basamaga kadar 


é = 2.718281828459045 


y = e* Fonksiyonu 


e sayisinin rasyonel bir r kuvvetini her zamanki gibi aliriz: 
SEKIL7.11. y=Inxvey=In!x=expx’in l 
: ee 221 1/2 — 
grafikleri. ¢ sayisi In! 1 = exp (1) dir. oe ee ee» ev? = Ve. 
gibi. e pozitif oldugu igin e” de pozitiftir. Bu e”’nin bir logaritmas1 oldugu anlamuna gelir. 
Logaritmasini aldigimiz zaman, 
Ine’=rlIne=r-l=r 
oldugunu goriiriiz. In x bire-bir oldugundan ve (In! r) = r oldugundan, bu denklem bize 
e" = In! r=expr, rrasyonel (1) 


oldugunu séyler. Heniiz, irrasyonel bir x igin e*’e agik bir anlam verecek bir yol bulmadik. 
Fakat In! x’in her x igin, rasyonel veya irrasyonel, bir anlami vardir. Bu nedenle (1) denk- 


e*in Tipik Degerler lemi e”’in tantmini x’in irrasyonel degerlerine genisletmek icin bir yol sunar. In"! x fonksi- 


. yonu her x icgin tanmmlidir, dolayistyla bunu daha énce e*’in degerlerinin bulunmadig1 yer- 
ia e* (yuvarlanmis) lerde ee deger vermekte kullanabiliriz. 
—1 0.37 
0 1 TANIM —_ Dogal Eksponansiyel Fonksiyon 
2.72 Her x reel sayisi igin, e* = In! x= exp x, olarak tanimlanir. 
2 7.39 
10 22026 Ik defa olarak irrasyonel bir kuvvet igin kesin bir anlam elde ettik. Eksponansiyel 
100 2.6881 X 10% fonksiyon exp x yerine genellikle e* ile gésterilir. In x ve e* biribirilerinin tersleri olduk- 


larindan, asagidakileri yazabiliriz. 


Transandantal Sayilar ve 

Transandantal Denklemler 

Rasyonel katsayili polinom denklemlerin 
¢éztimleri olan sayilara cebirsel denir: 
—2 cebirseldir, ciinkti x + 2 =0 
denklemini saglar ve ve cebirseldir, 
ciinkii x* — 3 = 0 denklemini saflar. e ve 
a gibi cebirsel olmayan sayilara 
transandantal denir. 1873’te Charles 
Hermite e’nin transandantalligini bizim 
tanimladigimiz anlamda ispatlamistir. 
1882’de, C.L.F. Lindemann 77’nin 
transandantalligini ispatlamistir. 

Bugin, bir y = f(x) fonksiyonuna, P’ler 
x’in rasyonel katsayili polinomlar1 olmak 
lizere, 


7 


Pay" +++: + Piy + Po = 0 


seklinde bir denklemi sagliyorsa cebirsel 
diyoruz. y = 1/V x + 1 cebirseldir, 
ciinkii (x + 1)? — 1 = 0 denklemini 
saglar. Burada polinomlar P; =x + 1, 

P, =0 ve Py =—1 dir. Cebirsel olmayan 
fonksitonlara transandantal denir. 
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e* ve In x icin Ters Denklemler 


en Yay 


In(e*) =x 


(her x > 0 igin) (2) 


(her x icin) (3) 


In x’in tanim kiimesi (0, CO) ve deZer ktimesi (—0©0, 00) dur. Dolayisiyla, ein tanim 
kiimesi (— 00, CO) ve deger kiimesi (0, 0©) dur. 


ORNEK1 — Ters Denklemleri Kullanmak 
(a) Ine? = 

(b) Ine! = -1 

(©) nVe = 

(d) Ines™* = sinx 

(e) eln2 = 


(f) eln(e+1) = x2 cea | 


(g) e3in2 — ein? = pls 9 Bir yal 
(h) gmt (ge?) =P =8 Bir baska yol a 
ORNEK2 Bir iissii cézmek 


e** = 10 ise k’yi bulun. 


Ciziim [ki tarafin da dogal logaritmasim alin: 
g = 16 
In e** = In 10 
2k = In 10 (3) denklemi 
1 
k= oy In 10. a 


a“ Genel Eksponansiyel Fonksiyonu 
Her pozitif a sayisi icin, a = el“ oldugu icin, ai (e 
dolay1 asagidaki tanimi yapariz. 


Ina = el olarak diisiinebiliriz. Bundan 


TANIM Genel Eksponansiyel Fonksiyon 
Herhangi a > 0 ve x sayilar icin, a tabanli eksponansiyel fonksiyon 


C= eilna 


dir. 


etna e otine = ot l = ot verir, 


a=eikena 
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TARIHSEL BiyoGRaAFi 


Siméon Denis Poisson 
(1781-1840) 


ORNEK3 — Ustel Fonksiyonlari Hesaplamak 
(a) 2V3 = eV3in2 w el w 332 


(b) WH et n2 ~ e2|8 ~ 88 a 
Genel eksponansiyel fonksiyonlarin analizini ve terslerini gelecek béliimde inceliyo- 
ruz. Burada, e”’in tis kurallarini incelemek igin tanima ihtiyacimiz vardir. 

Us Kurallart 


e*, In! x gibi dolayli bir yoldan tanmlansa bile, cebirden bilinen tanidik iis kurallarma 
uyar. Teorem 3 bize bu kurallarin, In x ve e*’in tanmlarinin sonuglar olduklarim séyler. 


TEOREM3 ~—&* icin Us Kurallani 
Her x, x; ve x, sayilari igin e* dogal eksponansiyel fonksiyonu asagidaki kuralla- 


Ta uyar. 
lets e? = et ™ 

a 1 

x — 
2. e a 
é 

xX, 

e = 
3. en = ere 


4. (e")” = erie — (e?)*! 


Kural 1’in ispati 


Nae! ve y=? (4 
olsun. Bu durumda, 
x,=Iny, ve x=Iny, (4) denklemlerinin 
iki tarafinin da 
x1 + x2 = Iny| + Inyr logaritmasini alin. 
=In yiy2 Carpim Kurali 
ete = elnyiy Eksponansiyelini alin. 
= yiy2 elnu =y 
= ele” a 


bulunur. 
Kural 4’iin ispati da benzer sekildedir. Kural 2 ve 3, Kural 1’den gikar (Alistirma 78). 


ORNEK4 — Us Kurallarini Uygulamak 


(a) err? = gee = De" Kural 1 
- 1 1 
(b) e Nee inn X Kural 2 
elm 
2% 
e = 
(c) = ert Kural 3 


(@ (8) =e* = (CP ural . 
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Teorem 3, a tabanli eksponansiyel fonksiyon a’ icin de gecerlidir. Ornegin, 


xiIna, ex Ina 


a +a =e @’ in tanimi 


= etl Inat+x2 Ina ural t 
= giitnine In a parantezi 
= quite, @°’ in tanimi 


e” in Tiirevi ve integrali 


Eksponansiyel fonksiyon tiirevlenebilirdir, ¢gtinkii tiirevi hig sifir olamayan tiirevlenebilir 
bir fonksiyonun tersidir (Teorem 1). Tiirevini, Teorem 11 ve In x’in tiirevi hakkinda bildik- 
lerimizi kullanarak hesapltyoruz: 


f@=Inx ve yoe=in' x=") 


olsun. Bu durumda, 


Oa (ey = Li's 
= £7) 
4 
= #'F (x) Teorem | 
“ya | Rae 
1 1 


=> z=eile fas, 


— e* 


Yani, y = e* icin, dy/dx = e* bulduk dolayistyla, dogal eksponansiyel fonksiyonun tiirevi 
kendisidir. Béliim 7.5’te, bu sekilde davranan fonksiyonlarin sadece e“’in sabit katlari 
oldugunu gérecegiz. Ozet olarak, 


e =e (5) 


ORNEK5 _ Bir Eksponansiyeli Tiiretmek 


d ven — « a ox 
le) = 5 Re 
= 5e* 7 


Zincir Kurali (5) denklemini her zamanki gibi daha genel bir sekle genisletir. 
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u, x’in tirevlenebilir herhangi bir fonksiyonu ise 


d u— ou du 
dx dx° 


(6) 


ORNEK6 — Zincir Kuralini Uslerle Uygulamak 


(a) Le = ex Zi x) =e *(-1) = -e* u =-x ile (6) denklemi 


a ; . : 
(b) hk esx = etx (sinx) = e"*+cosx u = sin x ile (6) denklemi | 


(6) denkleminin integral esdegeri sdyledir: 


[eta =e"+C. 


ORNEK7 — Usteri integre Etmek 


In2 In8 l 
(a) - e* i= [ e"s 3 du , 
0 0 u= 3x, ~du=dx, u(0) =0, 


3 
In8 
_l if 
=3 e" du 


u(In2) = 3In2 = In2? = In8 


0 
_ 1 mol 
3 ee) 3 
a2 : 1/2 
(b) ; e*'"* cos x dx = | Ornek 6’daki ters tiirev 
0 0 
=e!-e°=e-1 a 


ORNEK8 Bir Baslangic Deger Problemini Cézmek 


d 
e” = 2x, x > V3; 
dx 


baslangic deger problemini géziin. 


y(2) = 0 


Coziim Diferansiyel denklemin iki tarafini da x’e gére integre ederek 
e=x7+C 


elde ederiz. 


7.3 Eksponansiyal Fonksiyon 


C’yi bulmak icin (2) = 0 baslangig kosulunu kullaniriz:: 
C=2-a/ 


Bu e’’nin formiiliini' tamamlar: 


y’yi bulmak igin, iki tarafin da logaritmasini aliriz: 
Ine” = In(x? — 3) 
y = In(x? — 3). 


Coéziimiin x > V3 ic¢in gecerli olduguna dikkat edin. 
Céziimii esas denklemde yerine koyarak kontrol edelim. 


d 
ev = = £m (x? — 3) 
=a) rar In (x? — 3)’ iin tiirevi 
es 
a ene 5 Pee? =3) 
= (x? e- 5 we 


buluruz. Céziim dogrudur. 


Bir Limit Olarak ifade Edilmis e Sayisi 
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e sayisini, In e = | egitligini saglayan say1 olarak veya exp(1) sayryisi olarak tanimladik. e 
sayisinin, logaritmik ve eksponanstiyel fonksiyonlar igin 6nemli bir sabit oldugunu gértiyo- 
ruz, fakat sayisal degeri nedir? Asagidaki teorem, e sayisini bir limit olarak hesaplamanin 


bir yolunu géstermektedir. 


TEOREM4 Bir Limit Olarak e Sayisi 
e sayls1 


e= lim(1 + x)!*, 
x0 


limiti olarak hesaplanabilir. 


ispat f(x) =Inx ise f'(x) = 1/x, dir ve f’(1) = 1 dir. Fakat, tiirev tammmina gore, 


pOl= tim a 7 = ly lim + a =f) 
= tim SOTO? Stim $n +x) inl =0 


= lim In(1 + x)!” = In mC + ad In siireklidir, 
x0 x0 
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fC) = 1 oldugundan, 
In imc + | a 
x0 
buluruz. Bu nedenle 
lim (1 +x)! =e  ine=1 vein bire-bir dir = 
x—~ 


y = 1/x yazmakla, Teorem 4’teki limiti 


Ly 
e= = (1 + 1) (7) 
olarak ifade edebiliriz. 


B6limiin basinda, 15 basamaga kadar e = 2.718281828459045 oldugunu belirtmistik. 


Kuvvet Kurali Genel Hali 


Artik x”’yi herhangi bir x > 0 ve herhangi bir n reel sayisi igin x” = e”"* olarak tanimlaya- 


biliriz. Dolayistyla, In x” =n In x denklemindeki n artik rasyonel olmak zorunda degildir— 
x > 0 oldugu siirece herhangi bir say olabilir: 


Inx” = In (e”!"*) = ninx In e" =u, u keyfi 


a‘/@ = a kurali ve x” = e"™* tanimi, birlikte, tiirev alma igin Kuvvet Kuralim son 
haliyle yazmamuzi saglarlar. x”’nin x’e gore tiirevini almak 


d d ; 
Fa = ae Inx x", x > 071in tanimi 
Xx X 
— pninx, ad Vo ee ee 
=< dx (n In x) e“ igin Zincir Kurali 
n n = 
FX Ty Yine tanim 
= nx"! 
verir. Kisaca, x > 0 oldugu stirece 
d n n-1 
Sao = TX. 
dx 


olur. Zincir Kurali bu esitligi Kuvvet Kuralinin son haline genisletir. 


Kuvvet Kurali ( Genel Hal) 
u, x’in tiirevlenebilir pozititf bir fonksiyonu ve  herhangi bir reel say1 ise, bu 
durumda v”’de x’in tiirevlenebilir bir fonksiyonudur: 


d _, du 
n= py" i 


dx 
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ORNEK9 — Kuwet kuralini Irrasyonel Kuwetlerle Kullanmak 
(a) £xV2 = VV" (> 0) 
(b) 5 £2 + sin 3x)” = w(2 + sin3x)” '(cos 3x) +3 
= 37(2 + sin 3x)” '(cos 3x). | 
Eksponansiyel ve Logaritmalarla Cebirsel Hesaplamalar 27. y = cos(e®) 28. y = #e”* cos 50 
1-4 alistirmalarindaki bityiikliikler igin basit ifadeler bulun. 29. y = In(3re“) 30. y = In(2e ‘sin?) 
2 r—iny Q 
la eln2 b. e nx c. elnx In} 31. y= in( e :) 32. y= in( Vo ) 
2. a. olny) b. e703 c. elnmx—in2 1+ V6 
— ,(cost+int — psint 2 
3. a. 2In Ve b. In (Ine®) ce. In(e*’) B82 > ‘as se ye pe - 1) 
4. a. In (e%°*) b. In(e®”) c. In (e?!"*) 35. y -[ sin e! dt 36. y= | _Intdt 
0 ove 


Logaritmik veya Eksponansiyel Terimli 


Denklemleri Cézmek 


5—10 alistirmalarinda, y’yi ¢ veya x cinsinden ¢éziin. 


5. Iny = 2+ 4 

7. In(y — 40) = S¢ 
9. In(y — 1) — In2 =x + Inx 
10. nG? — 1)-InG 4 


11 ve 12 alistirmalarinda k’yi ¢éziin. 
ll. a. e*=4  b. 100e'* = 200 


12. a. eh = b. 80e* = 1 


13-16 alistirmalarinda ?’yi ¢oziin. 


13. a. @ °* = 27 b. ef! = — 

0.010 aw 1 
14. a. e = 1000 b. ee“ = 10 
15, eV = x? 16. e* 
Tiirevler 


1) = In(sinx) 


6. ny = —-t+5 
8. In(1 — 2y) =¢ 


c. ek/1000 = g 


c. (in 0.8)k = 0.8 


c. = 0.4 
¢, eam al 
ext) = = e! 


17-36 alistirmalarinda, y’nin x, ¢ veya 6’ya gére, hangisi uygunsa. 


tiirevini alin. 


17; v=o" 18. y = e243 

19. y= eo 20. y = e4vxtx’) 

21. y = xe* — e* 22. y = (1 + 2xJe* 

23. y = (x? — 2x + 2)e* 24. y = (9x? — 6x + 2)e* 
25. y = e%(sin@ + cos@) 26. y = In(30e *) 


37-40 alistirmalarinda dy/dx’i bulun. 


37. Iny = e’ sinx 38. 
39. e* = sin(x + 3y) 40. 
integraller 


Inxy = e*” 


tany = e* + Inx 


41-62 alistirmalarindaki integralleri hesaplayin. 


41. 


43. 


45. 


47. 


49. 


51. 


53. 


55. 


57. 


58. 


42. 


fe + 5e*) dx 
In3 

i e* dx 

In2 

[ve dx 


44, 


46. 


54. 


56. 


Joe — 3e*) dx 
0 

i e “dx 

—In2 

[reer 


“a + e°"°) csc? 6 dO 


In9 In 16 

| eV? dx 48. [ e/4 dx 
In4 0 
evr fi ae 
dr 50. 

Vr ae 
je e dt 52. few dt 

el/x i ae 


1/4 
| (1 + e°) sec? 6 do 
0 
fe see sec art tan at dt 


lee esc (ar + ft) cot(m + #) dt 
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In (a7/2) Vina . ‘ 
59. Fi 2e” cose” du 60. | 2x e* cos (e* ) dx 
I 0 


In (77/6) 
62. / 


or 
61. / Tang dr 
Baslangic Deger Problemleri 

63-66 alistirmalarindaki baslangi¢ deger problemlerini ¢éziin. 

dy 

dt 
dy 
dt 
d’y 
dx? 


dx 
1+ e 


63. =e'sin(e’— 2), y(In2) =0 


64. 


e'sec*(ae'), y(In4) = 2/7 


65. ve 


y'(0) =0 


66. ve 


y()=0 
Teori ve Uygulamalar 


67. f(x) = e* — 2x’in [0, 1] araligindaki mutlak maksimum ve mini- 
mum degerlerini bulun. 


68. f(x) = Qe sin 6/2) periyodik fonksiyonu ekstremum degerlerini 
nerelerde alir ve bu degerler nedir? 


»y 


y= 2esin (4/2) 


0 
69. f(x) = x7 In(1/x)’in mutlak maksimum degerini bulun ve bu 
degerin nerede alindigini sdyleyin. 


70. f(x) = (x - 3)°e* fonksiyonunun ve tirevinin grafiklerini bir- 
likte gizin. f’nin davranisinin, f’’niin isaretleri ve degerleriyle 
iliskisini yorumlayin. Grafiklerdeki G6nemli noktalar gerekirse 


analizle belirleyin. 


71. Birinci bélgede, iistten y = e* eBrisi, alttan y = e* eSrisi ve saSdan 


x =1n3 dogrusu ile sinirlanan “tiggen” b6lgenin alanin: bulun. 


72. Birinci bilgede, iistten y = e/? e@risi, alttan y = e*/? erisi ve 
sagdan x = 2 In 2 do§grusu ile sinirlanan “iiggen” bédlgenin 


alan bulun. 
73. xy-diizleminde orijinden gegen ve x = 0 ile x = 1 arasinda 


uzunlugu asagidaki gibi olan bir egri bulun. 


oe ee | 
t= f 1+ Getdx. 


x =(e? +e”)/2,0 = y S In2, egrisinin y-ekseni etrafinda 
doéndiiriilmesiyle tiretilen yiizeyin alanini bulun. 


74. 


75. a. [ Inx dx =x Inx—x + C oldugunu gésterin. 

b. In x’in [0, e] araligindaki ortalama degerini bulun. 

76. f(x) = 1/x’in [1, 2] araligindaki ortalama deSerini bulun. 

77. ein x = 0’da lineerizasyonu. 

a. x =0'da e* ~ 1+ x lineer yaklasimini elde edin. 

. [0,0.2] araliginda e* yerine | + x yazmanin getirecegi hatay1 5 
ondalik basamak hassaslikla bulun. 

. —2 =x <2 araliginda e* ve | + x’i birlikte gizin. Varsa, farkli 
renkler kullanin. Yaklasim hangi araliklarda e“’i fazla veya az 
bulur? 

Us Kurallari 

a. Konuda tiiretilen e“'e? = e*!? denkleminden baslayarak, her- 

hangi bir x reel sayisi igin e*= 1 /e* oldugunu gésterin. Sonra, 
herhangi iki x, ve x) reel sayisi igin e'/e? = e“'? oldugunu 
gosterin. 

b. Herhangi iki x, ve x. sayisi igin (e")? =e = (e?)" oldugu- 

nu gosterin. 


78. 


e’nin ondalik gésterimi In x = 1 denklemini ¢ézerek, e’yi hesap 
makinenizin izin verdigi hassaslikta bulun. 

. & ile In x arasindaki ters iliskisi. Hesap makinenizin asagidaki 
bileskeleri bulmada ne kadar basarili oldugunu bulun. 


e™* ve In(e*) 


81. Herhangi bir a > 1 sayisi igin 


a Ina 
[inves [ e’ dy =alna 
0 


oldugunu gésterin. (Asagidaki sekle bakin.) 


* y=Inx 


>X 


82. Geometrik, logaritmik ve aritmetik ortalama esitsizligi. 


a. ein grafiginin biitiin x-degerleri araliklarinda yukar konkav 
oldugunu gésterin. 


b. Asagidaki sekle bakarak, 0 < a < b ise, 


Inb 
elinatinb)/2, (Inb — Ina) < | e dx < 


Ina 


elna aa end 
2 


*(Inb — Ina) 


oldugunu gésterin. 
ce. (b)’deki esitsizligi kullanarak 


AE b-a a+b 
Sy ee a 2. * 


sonucunu ¢ikarin. Bu esitsizlik, iki pozitif sayinin geometrik 
ortalamasinin logaritmik ortalamalarindan onunda aritmetik 
ortalamalarindan daha kiigttk oldugunu séyler. 

(Bu esitsizlik hakkinda daha fazla bilgi igin, “Zhe 
Geometric, Logaritmic and Arithmetic Mean Inequality,” Frank 
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Burk, American Mathematical Monthly, Vol.94, No.6, June- 
July 1987, sayfa 527-528’e bakin.) 


Ina Ina+I1nb Inb 
2 


OLCEKLI DEGIL 


ee] a* ve log, x 


Genel eksponansiyel fonksiyonlari 2", 10° ve 7* olarak tanimladik. Bu béliimde bunlarin 
tiirevlerini ve integrallerini hesaplryoruz. Ayrica, log, x, logy) x ve log, x gibi genel loga- 
ritmik fonksiyonlar1 ile tiirevlerini ve integrallerini tanimliyoruz. 


a’ un Tiirevi 


a =e“ tanim1 ile baslariz: 


d 


dx” 


a> Oise, 


xIna — ,xIna d d du 
e e *—(xIna =e" = et 
ficina) 4 


=a*‘ina 


d x 
za 


dx 


=aIna 


olur. Zincir Kuraliyla daha genel bir form elde ederiz. 


fonksiyonudur. 


a>0O veu, x’in tiirevlenebilir bir fonksiyonu ise, a“ da x’in tiirevlenebilir bir 


eee du (1 


d 
dx“ dx 


Bu denklemler e*’in neden analizde tercih edilen eksponansiyel fonksiyon oldugunu gés- 
terir. a = e ise, na=1 olur ve a’’in tirevi 


haline sadelesir. 


d 
—-e* = e*Ine = e* 


dx 
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SEKIL7.12 Ekponansiyel fonksiyonlar 

0 <a< 1 ise azalir, a > | ise artarlar. 

x > o iken, 0 <a< lise,a°>0,a>1 
ise a’ — © buluruz. x > -co iken, 
0<a<lisea*’>4o vea> lise, 

a — 0 bulunur. 


ORNEK1 — Genel Eksponansiyel Fonksiyonlari Tiiretmek 


(a) oy = 37 1In3 


d x — 2x de i, ae Ne 

(b) 33° = 3" 0n3) (eS Fs 

(c) © 38* = 38*(n 3)“ (sin x) = 3**(In 3) cos x 7 
dx dx 


(1) denkleminden a”’in tiirevinin, Ina > 0 veya a> 1 ise pozitif, na <0 veya 
0 <a <1 ise negatif olacagim g6ririiz. Yani a‘, a > 1 ise x’in artan bir fonksiyonu, 
0 <a <1 ise x’in azalan bir fonksiyonudur. Her durumda, a“ bire-bir dir. Ikinci tiirev, 


2 
a (a*) = “ (a* Ina) = (Ina)? a* 


her x igin pozitiftir, dolayisiyla a’’in grafigi reel dogrunun her araliginda yukari konkavdir 
(Sekil 7.12). 


Diger Kuvvet Fonksiyonlari 


Pozitif sayilarin keyfi reel kuvvetlerini alabilme olanagi x > 0 igin x ve x* gibi fonksi- 
yonlar tanimlamay1 saglar. Bu tip fonksiyonlarin ttirevlerini, fonksiyonlari e’nin kuvvetle- 
ri seklinde yeniden yazarak aliriz. 


ORNEK2 Bir Genel Kuwet Fonksiyonunu Tuiretmek 
y=x',x >0 ise dy/dx’i bulun. 


Ciziim = xi e’nin bir kuvveti olarak yazin: 


Sonra her zamanki gibi tiirev alin: 


dy = d xiInx 
dx dx 
= xInx @ 
=e x (x In x) 
_ ux 1 
=x («-4 + inx} 
= x*(1 + Inx) = 


a” nun integrali 


a# 1, yani lna#0 ise, (1) denkleminin 2 tarafini da In a ile bélerek 


elde edebiliriz. 


SEKIL7.13  2*’in ve tersi logy x’in 
grafikleri. 
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Artik x’e gére integral almak 


u du = ld u _ 1 d u isle. u 
Ja he | aehora- gf fere- je ve 


verir. [lk integrali diferansiyel formda yazarsak asagidaki ifadeyi buluruz. 


[et du- ee & (2) 
Ina 


ORNEK3 — Genel Ustel Fonksiyonlari integre Etmek 


(a) [re = as + C a=2, u=x ile (2) denklemi 


(b) / 25"* cos x dx 


u 
[e du = oy +C u=sin x, du=cos x dx 


gsin x 
= In2 +C u’yu sin x ile degistirin. : 


aTabanli Logaritmalar 


Daha once gordiigiimiiz gibi, a sifirdan farkli herhangi bir pozitif say1 ise, a* fonksiyonu 
bire-bir dir ve higbir noktada sifir olamayan bir tiirevi vardir. Dolayisiyla tirevlenebilir bir 
tersi de bulunur. Tersine x’in a tabanina gore logaritmasi der ve log, x ile gésteririz. 


TANIM = log, x 
Herhangi bir a # 1 pozitif sayisi igin, 


log, x, @’in ters fonksiyonudur. 


y = log, xin grafigi, y = a grafiginin y = x dogrusuna gGére simetrigini alarak elde 
edilebilir (Sekil 7.13). a =e oldugunda log, x = ein tersi=1Inx buluruz. log, x ve a* birbir- 
lerinin tersi olduklar icin, ikisinin herhangi bir sekilde bileskesini almak birim fonksiyonu 
verir. 


a ve log, x icin Ters Denklemler 
ql&* = x (x > 0) (3) 


log, (a‘) =x (her x igin) (4) 
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TABLO7.2 a tabanli logaritmalarin 
ozellikleri 


Herhangi x > 0 ve y > 0 sayilari 
icin 
1. Carpim Kural: 
log, xv = log, x + log, y 
2. Béliim Kuralh: 
x 
loga} = log,x — log,y 


3. Carpmaya Gore Ters 
Kuralt: 


loge + = —logyy 


4. Kuvwvet Kuralt: 
logax” = y logax 


ORNEK4 — Ters Denklemleri Uygulamak 


(a) log.(2°) = 5  (b) logio(10-’) = —7 
(c) glos 3) — 3 (d) 10 0810 (4) =4 7 


log, X in Hesaplanmasi 


log, x degeri In x ’in sayisal bir katidir. Bu gézlem log, x’in hesaplanmasini basitlestirir. 


1 Inx 
logax = oe Inx = ie (5) 
Bu denklemi (3) denkleminden tiretebiliriz: 
qi8a(x) = x (3) denklemi 
In al& = Inx Iki tarafin da dogal logaritmasini alin. 
log, (x) ‘Ina = Inx Teorem 2’deki Kuvvet Kurali 
_ Inx ae 
loga x= lna log, x71 ¢éziin. 
Ornegin, 
iogip2 = In2 ., 0.69315 0.30103 


Inl0 2.30259 


log, x’in aritmetik 6zellikleri In x’inkilerle aynidir (Teorem 2). Tablo 7.2 de verilen bu ku- 
rallar, dogal logaritma fonksiyonunda karsi gelen kurallarin In a ile bélitinmesiyle ispat- 
lanabilir. Orne3in, 

Inxy = Inx + Iny Dogal logaritmalar igin Kural | 


Inxy  Inx , Iny 
Ina Ina Ina 


... Ina bGliiniirse ... 


log, xy = logax + logay. ... a tabanli logaritmalar igin Kural 1’i verir. 


log, x iceren Tiirevler ve integraller 


a tabanl: logaritmalari igeren tiirevleri ve integralleri hesaplamak icin, 6nce bunlari dogal 
logaritmalara ¢eviririz. 
u, x’in tirevlenebilir pozitif bir fonksiyonuysa, 


tie u) = ene es! a eae 
dx © 08a dx \lna Ina dx Ina udx 


olur. 


d _ 1 ldu 
dx (loga u) _ 


Ina udx 


Cogu Yiyecek asitlidir (pH < 7) . 


Yiyecek 


Muz 

Greyfurt 
Portakal 
Limon 

Sut 

Hafif igecekler 
Ispanak 


pH Degeri 


4.54.7 
3.0-3.3 
3.0-4.0 
1.8—2.0 
6.3-6.6 
2.0-4.0 
5.1-5.7 
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ORNEK 5 


jie I. 2 1 d 
InlO 3x+1 dx 


logo x 1 f Inx I 
(b) / x dx = ine X dx logs x = oe 


3 
(In 10)(3x + 1) 


+ 


d 
(a) Tx Ogi0 (3x (3x =F 1) = 


= a fe du u=Inx, du= + de 
1 uw 1 (In x)? liay? 
“22 "ho 2 °°" oma * © u 


10 Tabanli Logaritmalar 


Cogunlukla yaygin logaritma olarak adlandirilan 10 tabanli logaritmalar cogu bilimsel 
formiilde yer alir. OrneSin, deprem siddeti genellikle logaritmik Richter 6lcegi ile 
bildirilir. Bu formiil su sekilde verilir: 


Siddet R = logo (4) +B 
Burada, a alici istasyondaki yer hareketinin mikron olarak genligi, T sismik dalganin saniye 
olarak periyodu ve B de depremin merkezinden uzakliklastikca sismik dalganin zay:fla- 
masini hesaba katan g6ézlemsel bir faktérdtir. 


ORNEK6 — Deprem Siddeti 


Alici istasyondan 10.000 km uzaktaki bir deprem igin, B = 6.8’dir. Bildirilen dikey yer 
hareketi a = 10 mikron ve periyot 7= 1 s ise, depremin siddeti 


R= lop (12) OR S41 +68 S78 
olarak bulunur. Bu siddette bir deprem, merkezinin cevresinde cok biiyiik hasara neden 
olabilir. : 


Bir g6zeltinin asitliligini 6lcen pH 6l¢egi 10 tabanli logaritmik bir dl¢ektir. Cézeltinin 


pH deeri (hidrojen potansiyeli), ¢6zeltinin hidronyum iyonu konsantrasyonu [H;O°]’nun 
carpimsal tersinin yaygin logaritmasidir: 


pH = logio logio[H307] 


1 
[H307] 
Hidronyum iyonu konsantrasyonu mol boli litre olarak dlctiltr. Sirkenin pH degeri 3, 
steril suyun pH degeri 7, deniz suyununki 8.15 ve ev amonyagininki ise 12 civarindadir. 
Biitiin d6leek, normal hidroklorik asit icin 0.1’den normal bir sodyum hidroksit ¢6zeltisi 
igin 14’e kadar gider. 

Yaygin logaritmalarin baska bir 6rnegi giirtiltiiyii 6lcen desibel veya dB Glcegidir. 7 
sesin metre kare basina watt olarak siddetiyse, sesin seviyesi 


Ses seviyesi = 10 log, (1 x 10!) db (6) 
dir. 
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Tipik Ses Seviyeleri Eger miizik setinizin giictinii iki kat arttirdiginizda ses seviyesinin neden sadece birkag de- 
= sibel arttigin1 merak ediyorsaniz, (6) denklemi bu sorunun yanitim verir. Asagidaki 

Duyma Esigi 0 db drnegin gésterdigi gibi, /’y1 iki katina cikarmak sadece 3 dB kadar artis saglar. 
Yaprak hisirtisi 10 db 
Ortalama fisilti 20db  ORNEK7 Ses Siddeti 
Sessiz otomobil 50 db ; ; _ ; ; 
Normal konusma 65 db (6) denklemindeki /’y1 iki katina gikarmak 3 dB kadar bir artis saglar. logo yerine log 
10 fit uzaktaki pndmatik 90 db —«-Yazarak (her zaman yapuilir) asaZidaki sonucu elde ederiz: 

kazici Tiki katina gikinca ses seviyesi = 10 log (2/ x 10!) Tyerine IJ ile (6) denk. 
Acti siniri 120 db = 10 log (2: 1x 10!) 


ALISTIRMALAR 7.4 


a“ ve log, x ile Cebirsel Hesaplamalar 


1-4 alistirmalarindaki ifadeleri sadelestirin. 


1. a. 50857 b. gloxV2 c. 131081375 
d. log, 16 e. log; V3 f. log, (4) 
2. a, 2'083 b. 10!80 (1/2) _@, q_logn7 
do log 121. login 11s. Logs (5) 
3. a2" b. gloss* c. logs (en 206inx)) 
4, a, 25080" —b, loge(e*) es. logy (2° ™*) 


5 ve 6 alistirmalarindaki oranlar: dogal logaritmalarin oranlarina ¢e- 
virin ve sadelestirin. 


logo x logo x logy. a 
5. a. é c. 
log3x logs x loga 
log gx logv/jo x log,b 
7 log3x * logy x “ log,a 


7-10 alistirmalarindaki denklemlerden x’i ¢6ziin. 
7. 3)ogs (7) aa glogs 6): = 5logs (x) 
8. gloss (3) _ eins = x2 _ logs (3x) 


9, 3logs (x?) = Selnx = Os 1919810 (2) 
10. Ine + 47) = + Jogio (100) 


Tiirevler 


11-38 alistirmalarinda, verilen bagimsiz degiskene gore y’nin tiirevini 
bulun. 


MW. y= 2 
13. y = 58 


12. po3* 
14. y = 2) 


= 10 log 2 + 10 log (Ix 10!) 
= esas ses seviyesi + 10 log 2 


= esas ses seviyesi+3 — logiy2 ~ 0.30 r 
15. y = x" 16. y=t!-e 
17. y= (cos @)V? 18. y = (Ind)” 
19. y = F In7 20. y = 39 In3 
21. y= gsin 3¢ 22. y= 5008 2 
23. y = log. 50 24. y = log3(1 + @1n3) 
25. y = logyx + log4x? 26. vy = logose* — logs Vx 
27. vy = logo r:log4r 28. y = log3r:logor 
_ x +1 In3 7 Ix In5 
2. y= toes (Fp) ) 90 y= esl 
31. y = @sin (log? #) 32. y = log; (sngeose | 
e 
22 
" xe 
33. yr logs e 34. y= logs (==) 
2Vx+1 
35. y = 3lce! 36. y = 3 logs (logs) 
37. y = log> (87'"?) 38. y = flog (e'in9)) 


Logaritmik Tiirev Alma 


39-46 alistirmalarinda, y’nin verilen bagimsiz degiskene gore tiirevini 
bulmak icin logaritmik tiirev alin. 


39. y= (x+ 1) 40. y = xt) 
41. y = (Vi) 42, y = 1V! 
43. y = (sinx)* 44, yp = xix 
45. y= xinx 46. y= (In.x)"* 
integrasyon 


47-56 alistirmalarindaki integralleri hesaplayin. 


47. [se 48. fosre 


57. 


59. 


1 0 
i | 2° do 50. J 5° do 
0 ~2 
V2 0 a 4 vi 
2 dx : 
| x 52 | ae 
a/2 m/4 (4 \tant 
7 7S! sin t dt 54. | (5) sec? t dt 
0 0 
4 2 ginx 
x71 + Inx) de so. [ = ax 
2 1 


3x3 de 


3 
| (V2 + 1)x¥? dx 
0 


61-70 alistirmalarindaki integralleri hesaplayin. 


61. 


logiox * logs x 
} yO ae 62. x aX 


4In2 logo x 
a [Pa 
1 


? logs (x + 2) 
aS. i ——2o 


92 logio (x +1) 
ne: i je 


€21n 10 logi)x 
Ce ee 
1 


10 Jogy9 (10 
oo. [ lesan 10) 5, 
1 


¥ 
/10 


321o — 1 
as, [ED a 
2 = 1 


0. [=> 
x logiox 


dx 70. / dx ; 
x(logs x) 


71-74 alistirmalarindaki integralleri hesaplayin. 


71. 


73. 


In ey 
/ at, x>1 72. | Fat 
1 1 
I/x x 
7 J adt, eo 74, ne og 
1 Ina J, ¢ 


Teori ve Uygulamalar 


75. 


76. 


77. 


78. 


79. 


80. 


y = 2x/(1 +x”) eprisi ile x-ekseninin -2 = x = 2 araligi arasinda 
kalan bélgenin alanim: bulun. 

y = 2! egrisi ile x-ekseninin -1 = x < 1 araligi arasinda kalan 
bélgenin alanini bulun. 


Kan pH’si insan kaninin pH’si normalde 7.37 ile 7.44 arasina 
diiser. Karsilik gelen [H30*] sinirlarini bulun. 


Beyin sivisi pH’si Beyindeki omurilik stvisinin hidroksiyum 
iyonu konsantrasyonu [H,0*] = 4.8 x 10~* mol bélii litre civarin- 
dadir. pH nedir? 

Ses amplifikatérleri Ses seviyesine 10 desibel eklemek icin ses 
amplifikatértintizdeki sesin siddeti yi hangi k faktoriiyle carp- 
malisiniz? 

Ses amplifikatérleri Muzik setinizin sesinin siddetini 10 kat 
arttirdiniz. Bu, ses seviyesini kag desibel arttirir? 


81. 


86. 
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Herhangi bir soltisyonda, hidronyum iyonu konsantrasyonu 
[H;,0*] (mol/L) ile hidroksit iyonu konsantrasyonunun [OH ] 
(mol/L) carpum 10-4 civarmdadir. 


a. [H3;0*] nin hangi degeri S = [H,O7] + [OH ] konsantrasyonlar 
toplamint minimize eder? (/pucu: Gésterimi deistirin. 
x = [H,0*] olsun.) 

b. S’nin bu minimum degere sahip oldugu ¢ézeltinin pH’si nedir? 

c. [H;0*]nin [OH ]’ye hangi oran: S’yi minimize eder? 

log, b, 1/log, a’ya esit olabilir mi? 

x* = 2” in tig céziimii vardir: x = 2, x = 4 ve bir baskas1. Uciincii 

cézimti grafik cizerek en hassas sekilde bulun. 


x? > Oicin 2!"*’e esit olabilir mi? [ki fonksiyonun grafigini 
cizin ve gérdiiklerinizi agiklayin. 


. 2” in Lineerizasyonu 


a. f(x) = 2*’in x = 0’daki lineerizasyonunu bulun. Katsayilarim 
iki ondalik basamaga yuvarlayin. 


b. Lineerizasyonun ve fonksiyonun grafiklerini —-3 = x = 3 ve 
—]1 =x = 1 igin birlikte cizin. 
log; x’in Lineerizasyonu 


a. f(x) = log; x’in x = 3’teki lineerizasyonunu bulun. Katsayilari- 
ni iki ondalik basamaga yuvarlayin. 


b. Lineerizasyonun ve fonksiyonun grafiklerini 0 = x = 8 ve 
2 =x = 4 pencerelerinde birlikte ¢izin. 


Baska Tabanlarla Hesaplamalar 


87. 


88. 


Cogu bilimsel hesap makinesinin logy, x ve In x igin tuslar vardir. 
Baska tabanlardaki logaritmalar bulmak igin (5) denklemini kul- 
laniriz, log, x = (In x)/(In a). 

Asagidaki logaritmalari 5 ondalik basamaga kadar bulun 

b. log7 0.5 


d. logos 7 


a. log38 
c. logo 17 

e. logy) x = 2.3 ise Inx 
f. logs x = 1.4 ise Inx 
g. log, x =—1.5 ise Inx 
h. log;y x =—0.7 ise Inx 
D6niisiim faktorleri. 


a. 10 tabanli logaritmalari 2 tabanli logaritmalara dontistiirme 
denkleminin 


In 10 
~—~ logiox 


logax = In2 


oldugunu gésterin. 


b. a tabanli logaritmalari b tabanli logaritmalara déniistiirme 
denkleminin 


lo ear x 
2b Inb Ba 


oldugunu gésterin. 
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89. 


90. 
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Ortogonal Eri Aileleri 


92. Hangisi daha biiyiiktiir, 7° veya e” ? Hesap makineleri, bir za- 
manlarin ilgi ¢ekici sorusunun sirrmin bir kismimi ortaya ¢ikardi 


1 
= ae +k (dogrudan kontrol edin; stirpriz bir sekilde sasiracaksimiz). Buna 
ragmen soruyu hesap makinesiz cevaplayabilirsiniz. 
(k herhangi bir sabit) ailesindeki biitiin egrilerin, y = In x + ¢ (¢ a. y = In xin grafiginin orijinden gecen tegeti igin bir denklem 
herhangi bir sabit) ailesindeki biitiin egrilere dik oldugunu gés- bulun. 


teriniz. (Sekle bakiniz. ) 


[-3, 6] ile [-3, 3] 


é* ile In x arasindaki ters iligki Hesap makinenizin b. Neden her pozitif x # e icin Inx <x/e oldugunu agiklamak 
e™* ve In(e’) icgin y = In x’in ve tegetinin grafiklerine dayanan bir iddia 
bileskelerini hesaplamada ne kadar iyi oldugunu test edin. ortaya koyun. 
. e’nin ondalik gésterimi 1Inx=1 denklemini ¢ézerek, hesap ce. Her pozitif x ¥ e icin In (x°) < x oldugunu gosterin. 
makinenizin yapabildigi basamaga kadar e’yi bulun. d. Her pozitif x # e igin x° < e* sonucunu cikann. 


e. Boéylece hangisi daha biiyiiktiir, 7° veya e”? 


Pee Ustel Biiyiime ve Bozunma 


Eksponansiyel fonksiyonlar, serbest degiskenin degisimi ile cok hizli artarlar veya 
azalirlar. Dogal ve endiistriyel bir cok durumda biiyiime veya bozunmay1 tanimlarlar. Bu 
fonksiyonlara dayandirilmis modellerin cesitliligi, onlarin 6nemini kismen g6sterir. 


Eksponansiyel Degisim Kurali 


Bir cok gergek-diinya durumunu modellemede, bir y niceligi verilen bir ¢ zamanindaki ni- 
celigi ile orantili bir hizla artar veya azalir. Boyle niceliklere érnekler, bozunmakta olan 
radyoaktif bir maddenin miktarini, bir banka hesabindaki faiz birikimini, bir ntifus bitytik- 
lugii ve bir fincan kahve ile iginde bulundugu odanin sicakliklari farkini igerir. Boyle nice- 
likler, bu béliimde ele alacagimiz eksponansiyel degisim kurali’na gore degisirler. 

t = 0 aninda var olan miktara yp denirse, asagidaki baslangic¢ deger problemini cézerek 
y’yi nin bir fonksiyonu olarak bulabiliriz: 


Diferansiyel denklem : ° = ky 


(1) 
Baslangi¢ kosulu: t=0 iken y=yo 


y pozitif ve artan ise k de pozitiftir ve biiyiime hizinin simdiye kadar gerceklesmis olanla 
orantili oldugunu sdylemek icin (1) denklemini kullaniriz. y pozitif ve azalan ise k 
negatiftir ve bozunma hizinin kalan miktarla orantili oldugunu séylemek igin (1) denklem- 
ini kullaniriz. 
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Sabit y = 0 fonksiyonunun (1) denkleminin bir g6ztimti oldugunu hemen gérebiliriz. 
Sifirdan farkli ¢6ztimleri bulmak igin, (1) denklemini y ile boleriz: 


ee ee 
Y dt ye gore integre edin: 


In ly| =kt+C [C/u) du =In|u| + C. 


ly| a gure Eksponansiyelini alin. 
|| — ele et eatb = e4+e2 
y= teCe™ ly| =r, ise y = +r. 
yea ekt A, +e nin kisa adidir. 
A’mn, +e nin biitiin olasi degerlerinin yam sira 0 degerini almasina da izin verirsek, 


y = 0 céziimiinii de formiile katmis oluruz. 
Baslangig¢ deger problemindeki gergek A degerini y = yy ve t= 0 iken A’ yi cézerek 
buluruz: 


y=Ae =A 


Dolayistyla baslangig deger probleminin céziimii y = yoe™ ‘dir. 
Bu sekilde degisen niceliklere k > 0 ise eksponansiyel biiyiimeye, k < 0 ise 
eksponansiyel bozunmaya maruzdur denir. 


Eksponansiyel Degisim Kurali 


y = yo (2 
Biyime: k>0O  Bozunma: k<0 


k sayisina denklemin oran sabiti denir. 


(2) denkleminin ¢ikartilis1 kendi tiirevleri olan fonksiyonlarin sadece eksponansiyel 
fonksiyonun sabit katlar1 oldugunu g6sterir. 


Sinirsiz Niifus Artist 


Dogruyu sdylemek gerekirse, bir topluluktaki (Grnegin insan, bitki, tilki, bakteri) bireylerin 
sayisi zamanin stireksiz bir fonksiyonudur, giinkti kesikli degerler alir. Ancak, bireylerin sa- 
yisi yeterince biyiik oldugunda, niifusa siirekli bir fonksiyonla yaklasimda bulunulabilir. 
Bir cok durumda yaklasim fonksiyonunun tirevlenebilirligi, niifus biiyiikligtinii modelle- 
mek ve tahmin etmek icin analiz kullanimina izin veren bir baska anlamli hipotezdir. 
Ureyen bireylerin oraninin sabit oldugunu ve sabit bir verimlilik bulundugunu varsa- 
yarsak, herhangi bir ¢ anindaki dogum orani varolan bireylerin sayisi y(¢) ile orantilidir. 
Ayrica, 6liim oraninin kararli ve hali hazirdaki niifus sayisi y(f) ile orantili oldugunu da 
varsayin. Dahasi, gelenleri ve gidenleri ihmal edersek, biiyiime hizi, dy/dt, 
varsayimlarimiz altinda iki orantinin farki olan, dogum orani eksi Gliim orani olacaktir. 
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Baska bir deyisle, dy/dt = ky, yani y = ye“ olur. Burada yo niifusun t= 0 anindaki biiyiik- 
lugidiir. Biitiin bitytime sekillerinde oldugu gibi, cevreden gelen kisitlayici kosullar olabi- 
lir, fakat burada bunlarla ilgilenmeyecegiz (Bu durum Boliim 9.5’te incelenmektedir). 

Asagidaki 6rnekte, verilen bir topluluk icinde bir hastalik bulasmis_bireylerin 
sayisinin, hastalik uygun bir sekilde tedavi edildiginde, nasil azaldigina bakmak icin bu 
niifus modelini kabul ediyoruz. 


ORNEK1 —_ Bulasici Bir Hastalik Vakalarini Azaltmak 


Uygun sekilde tedavi edildiginde hastaliklarin ortadan kalkmasina dair bir model, hastalik 
bulasmis kisilerin sayisinin degisim hizi olan dy/df nin y sayistyla orantili oldugunu varsa- 
yar. Tedavi edilmis insanlarin sayisi, hastaligi tasryan insanlarin sayisi ile orantilidir. Her- 
hangi bir yilda hastalik vakalarinin sayisinin %20 azaldigini varsayin. Bugiin 10.000 vaka 
varsa, sayinin 1000’e dtismesi igin kag yil gerekir? 


Cézim = y = yoe denklemini kullaniriz. Bulmamuz gereken ii¢ sey vardir: yo’1in degeri, 
k’nin degeri ve y = 1000 olmasin: saglayacak ¢ degeri. 

yon degeri. Zamani istedigimiz yerden baslatmakta serbestiz. Eger bugtinden 
baslarsak, t = 0 iken y = 10.000, dolayisiyla yo = 10.000’dir. Denklemimiz 


y = 10,000 e (3) 


halini alir. 
k’nin degeri. t = 1 yil iken, vakalarin sayisi simdiki sayinin %8071, veya 8000 ola- 
caktir. Dolayisiyla, 


= KI) 
8000 10,000e t=1ve y= 8000 ile 


e* = 08 (3) denklemi 
In (e*) = 1n0.8 iki tarafin logaritmas1 
k= 1n0.8 < 0 


bulunur. Herhangi bir ¢ aninda denklem 
y = 10,000 ef 98 (4) 
olur. 


y = 1000 olmasini saglayan t degeri (4) denkleminde y yerine 1000 koyar ve ?’yi ¢6- 
Zeriz: 


1000 = 10,000e""°8)" 
e (in 0.8) — 0.1 
(In 0.8)¢ = In 0.1 Iki tarafin logaritmas1 
In 0.1 
= ~ vyil. 
t mo08 10.32 yl 


Vakalarin sayisini 1000’e indirmek icin 10 yildan biraz daha fazlasi gerekmektedir. rT] 
Siirekli Bilesik Faizler 


Sabit bir r (ondalik sayi olarak ifade edilir) yillik faiz orantyla Ay miktarinda bir para 
yatirirsaniz ve faiz, yilda k kere hesabiniza eklenirse, ¢ yil sonra hesabinizdaki para 


kt 
A, = Ao (1 + r) (5) 


olur. 


| Radon-222 gazi icin, ¢ giin olarak 

Oletiltir ve k = 0.18 olarak verilir. Eskiden 
geceleri parlamalari igin saat kadranlari 
lizerine stirtilen (tehlikeli bir ugras) 
radyum-226 icin, ¢ yil olarak dlciiliir ve 
k=4.3 x 10 “tir. 
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Faiz, aylik (k = 12), haftalik (k = 52), giinlik (& = 365) veya daha hizli, mesela satte veya 
dakikada bir hesabiniza eklenebilir (bankacilar buna “bilesik faiz’” derler). Ancak bu sekil- 
de ne kadar kazanabileceginizin de bir simiri vardir ve bu sinir 


kt 
; = if 
Je ~ gm Ao (1 - r) 


Keng 
— : ry 
= Ap lim, (1 + r) 


k7Vrt 
= Ay} lim [1 + r) k—ciken “30 
70 k k 


rt 
= Ag | lim(1 + alee x= * yazin 
x0 k 


= Age” Teorem 4 
olarak bulunur. ¢ yil sonra hesabinizdaki paranin formiilii bu durumda 
A(t) = Ag e” (6) 


olur. Bu formiile gore ddenen faize stirekli bileske adi verilir. r sabitine ise siirekli faiz 
orani denir. Paranin ¢ yil sonraki miktari, (6) Denkleminde verilen eksponansiyel degisim 
kural ile hesaplanuir. 


ORNEK2 Bir Tasarruf Hesabi 


%6 stirekli bilesik faiz veren bir bankaya 621$ yatirdiginizi varsayin. 8 yil sonra ne kadar 
paraniz olacaktir? 


Coziim Ag = 621, r= 0.06 ve t = 8 ile (6) denklemini kullaniriz: 
A(8) = 621e©°® = 6216948 = 1003.58 Sent hassasliginda 


Banka faizi tig ayda bir 6deseydi ((5) denkleminde k = 4), hesabinizda 1000.01$ olur- 
du. Dolayistyla siirekli bileske faizin etkisi tig aylik bileske faizden 3.57 $’lik bir artis ol- 
mustur. Bir banka bu ek miktarin reklam edilmeye deger oldugunu diistinebilir: “Her sani- 
ye, gece giindtiz bilesik faiz vertyoruz—daha da iyisi stirekli bilesik faiz uyguluyoruz.” 


Radyoaktivite 


Bazi atomlar kararsizdirlar ve stirekli olarak kiitle veya radyasyon yayabilirler. 

Bu isleme radyoaktif bozunma denir ve atomlari stirekli olarak bu islemden ge¢cen bir el- 
emente radyoaktif adi verilir. Bazen bir atom, kitlesinin bir kismini radyasyon olarak 
disari verdiginde, atomun geri kalanm1 yeniden yapilanarak yeni bir elementin atomunu 
olusturur. Ornegin, radyoaktif karbon-14 azota bozunur; radyum, radyoaktif ara adimlar- 
dan sonra kursuna bozunut. 

Deneyler verilen herhangi bir zamanda bir radyoaktif elementin bozunma hizinin 
(birim zamanda degisen ¢ekirdek sayisi olarak dlgiiliir) var olan radyoaktif cekirdek 
sayisiyla orantili oldugunu géstermistir. Yani, bir radyoaktif elementin bozunumu 
dy/dt =—ky, k > 0 ile tanmmlanir. y’nin azaldigini belirtmek igin burada k(k < 0) yerine 
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—k (k > 0) kullanmak gelenek olmustur. yo, sifir aninda bulunan pargaciklarin sayisi ise, 
daha sonraki bir ¢ aninda kalan paracik sayisi su sekildedir: 


y=", k>0 


ORNEK3 — Radyoaktif Bir Elementin Yari-Omrii 


Radyoaktif bir elementin yari-6mrii bir 6rnekte bulunan radyoaktif cekirdeklerin 
yarisinin bozunmasi igin gereken zamandir. Yar1 Gmriin baslangigta 6rnekte bulunan 
radyoaktif cekirdek sayisina degil de sadece radyoaktif maddeye bagli olmasi 6nemli bir 
ézelliktir. 

Bunun nedenini anlamak igin, yo baslangigta 6rnekte bulunan radyoaktif ¢ekirdek 
sayisi olsun. Béylece t aninda kalan cekirdek sayisi y = ype olur. Cekirdek sayisinin, 


baslangictaki gekirdek sayisinin yarisina esit oldugu bir ¢ degeri artyoruz: 


oe Ht yo 
gts 5 
“eee iny=—In2 Gietenkunl 


Bu ¢ degeri elementin yari Gmriidtir. Sadece k’nin degerine baglidir, yo sayisi isin igine 
girmez. 


Yari-6miir = ne (7) 


ORNEK4 — Polonyum-210'un Yari-Omrii 


Polonyum-210’un etkin 6mrii o kadar kisadir ki yildan ziyade giinle dlceriz. Baslangi¢ta 
icginde yp radyoaktif atom bulunan bir 6rnekte ¢ giin sonra kalan atom sayis1 


3 

=H e>*10 t 
olarak verilir. Elementin yari 6mriinti bulun. 
Coziim 

~ .  In2 
Yar1-6mitir = io (7) denklemi 
In2 Polonyumun bozunma 
~ 5 x 1073 denklemindeki k degeri 
=~ 139 giin a 


ORNEK5 — Karbon-14 Tarihlendirmesi 


Radyoaktif elementlerin bozunmasi bazen Diinyanin gegmisindeki olaylan  tarih- 
lendirmede kullanilabilir. Yasayan bir organizmada, radyoaktif karbonun, karbon-14, nor- 
mal karbona orani, organizmay1 cevreleyen orana neredeyse esit oldugu icin, organiz- 
manin 6mrti boyunca degismez. Ancak, organizmanin 6liimiinden sonra, yeni karbon 
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alinmaz ve organizmanin kalintilarinda kalan karbon-14 miktan, karbon-14 bozundugu 
igin azalir. 

Karbon-14’le tarih 6lgiimt: yapan kisiler yar1 6mrii icin 5700 yil gibi bir say1 
kullanirlar (alistirmalarda karbon-14’le ilgili daha fazla bilgi vardir). Baslangi¢taki 
cekirdek sayisinin %10’unun bozunmus oldugu bir 6rnegin yasim bulun. 


Céziim y = yge™, bozunma denklemini kullaniriz. Bulunacak iki sey vardir: k’nin degeri 
ve y degeri 0.9yq’a esit iken ¢ degeri (Radyoaktif cekirdeklerin %9071 hala var.) Yani, 
ye“ = 0.9y9 veya e™ = 0.9 iken fyi bulun 


k’nin degeri. Yar 6mir denklemi (7)’yi kullaniriz: 


goin? 2 yaktasik 1.2 x 10°) 
yari-Omiir 5700 


e™ = 0.9 yapan t degeri: 
e“= 0.9 


e (lin 2/5700) = 09 


= ae t= In0.9 iki tarafin da logaritmas1 
_— _ 57001In0.9 
t= ie 866 yil 
Ornek yaklasik 866 yasindadir. : 


Ist iletimi: Newton’un Sogutma Yasasi 


Teneke bir kapta birakilan sicak gorba, etrafin1 cevreleyen havanin sicakligina kadar sogur. 
Suya batirilmis sicak bir giimiis pota etrafini gevreleyen suyun sicakligina kadar sogur. Bu 
gibi durumlarda, bir cismin herhangi bir zamanda sicakliginin degistigi oran kabaca ken- 
disinin sicakligi ile gevresindeki ortamin sicakligi arasindaki farkla orantilidir. Bu olaya 
Newton’un soguma kanunu denir, fakat ayn1 zamanda 1sinmaya da uygulanabilir ve bir 
denklemi vardir. 
H, cismin ¢ anindaki sicakligi ve Hs de gevrenin sicaklig1 ise, 
dH _ 


an —k(H — Hs) (8) 


olur. (H— Hs) yerine y yazarsak, 


dy_ ad 
dt dt 


=—-0 Hs bir sabittir 


= —k(H — Hs) (8) denklemi 
= —ky H—-Hs=y 


buluruz. 
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Artik, dy/dt =—ky’nin céziimiiniin, (0) = yp olmak iizere y = ype“ oldugunu biliyoruz. 
y yerine (H — Hs) yazarak, t = 0’daki sicaklik Hp olmak tizere 


H-H,=(H)—-Hge™ (9) 


elde edilir. Bu, Newton’un Soguma Yasas1 denklemidir. 


ORNEK6 Kati Olarak Pisirilmis Bir Yumurtay: Sogutmak 


98°C’de kati olarak pisirilmis bir yumurta, iginde 18°C’de su bulunan bir kaba konuyor. 5 
dakika sonra yumurtanin sicakligi 38°C oluyor. Suyun farkedilir sekilde isinmadigini 
varsayarak, yumurtanin sicakliginin 20°C’ye inmesi igin ne kadar zaman ge¢mesi 
gerektigini bulun. 


Coziim Yumurtanin 98°C’den 20°C’ ye inmesi igin ne kadar zaman gegmesi gerektigini 
bulur ve bundan zaten gecmis olan 5 dakikay1 cikaririz. (9) denklemini Hy; = 18 ve Hy = 98 
ile (9) denklemini kullanarak, yumurtanin kaba konduktan ¢ dakika sonraki sicaklig1 
H=18+(98—18)¢" =18 + 80e “ 
olarak bulunur. k’yi bulmak igin, t= 5 iken H = 38 oldugu bilgisini kullaniriz: 
38 = 18 + 80e* 


5; _ | 
ost. 


4 
—5k = Int = -In4 
4 


k= find =0.2In4 —_ (yaklasik 0.28) 
Yumurtanin ¢ anindaki sicakligi H = 18 + 80e? "4" dir. Artik H = 20 oldugu ¢ zamammm 


bulalim: 
20 = 18 + 80e~7!n4" 


g0e02In4)t — 9 
e702 nay = 4 
—(0.2 In 4)t = ings = —1n40 
= nit) © 13 dakika 


Yumurtanin sicakligi sogumasi icin suya konulduktan 13 dakika kadar sonra 20°C ola- 
caktir. 38°C’ ye ulasmasi 5 dakika stirdtigti igin, 20°C’ ye gelmesi icin 8 dakika kadar daha 


gerekmektedir. Py 
Asagidaki alistirmalarin yanitlarinin ¢ogu logaritma ve eksponansiyel len dislerin kiicgiilmesi arastirmasi insan dislerinin biiyikligiiniin 
igermektedir. Yanitlar1 ondalik say1 olarak ifade etmenizde bir hesap azalmaya devam ettigini ve gogu bilim adaminin belirttigi gibi ev- 


makinesi yardimci olabilir. 


rimin 30.000 yil 6nce sona ermedigini belitmektedir. Ornedin, 


1. insan evrimi siiriiyor Michigan Universitesinin Antropoloji Kuzey Avrupalilarda, dis biytikligintin azalmasi su anda 1000 
Miizesinde C. Loring Brace ve meslektaslari tarafindan stirdiirii- yilda %1 hizindadtr. 


a. ¢ yil olarak zamani ve y de dis biiyiikligiinii temsil ediyorsa, 
t = 1000 iken y = 0.99 yo kogulunu kullanarak y = ye" 
denklemindeki k’yi bulun. Sonra bu degeri kullanarak 
asagidaki sorulari yanitlayin. 


b. Kag yil sonra insan disleri su andaki biiyikliiklerinin %9071 
bitytikligiinde olacaktir? 


c. Bugiinden itibaren 20.000 yil sonra ileriki nesillerin dis 
biiyiikligi (bugiinkti dis biiyiikligiintin bir yiizdesi olarak) ne 
olacaktir? 

(Kaynak: LSA Magazine, Spring 1989, Vol.12, No. 2, sayfa 19, 

Ann Arbor, MI.) 


. Atmosfer basinci1 Diinyanin atmosfer basinci p genellikle 
pnin deniz seviyesinden h yiksekligiyle degigsme orant 
dp/ dh’nin p’ye orantili oldugu varsayilarak hesaplanir. Deniz se- 
viyesinde basincin 1013 milibar (yaklasik 14.7 pound bélii ing 
kare) ve 20 km yiikseklikte basincin 90 milibar oldugunu 
varsayin. 

a. Asagidaki baslangig deger problemini 

cinsinden ifade edin. 


gézerek p’yi h 


dp/dh = kp (kbir sabit) 
h=0 iken p=po 


Diferansiyel denklem: 
Baslangi¢ kosulu: 
Yiikseklik-basing verilerinden po’1n degerini bulun. 
b. h=50 km‘de atmosfer basinci nedir? 

c. Basing 900 milibar oldugunda yiikseklik nedir? 


. Birinci dereceden kimyasal tepkimeler Bazi kimyasal tepki- 
melerde, bir maddenin miktarinin zamanla degisme orani o anda 
bulunan miktarla orantilidir. Ornegin, 6-gliikono laktonun gliiko- 
nik aside d6ntisme orani, ¢ saat olarak, 

dy 

dt = —0.6y 
olarak verilir. f = 0 iken 100 gran 6-glikono laktin varsa, ilk 
saatin sonunda ne kadar kalacaktir? 


. Sekerin d6éniisiimii Ham sekerin islenmesinde “d6ntisiim” adi 
verilen ve sekerin molekiiler yapisini degistiren bir adim bulunur. 
islem basladiktan sonra, ham seker miktarinin deSisim orani ka- 
lan ham sekerle orantilidir. [1k 10 saat boyunca, 1000 kg ham se- 
ker 800 kg kaliyorsa, bir 14 saat daha sonra ne kadar ham seker 
kalacaktir? 


. Su altinda galismak 
siddeti L(x) 


Isigin okyanus yiizeyinin x fit altrndaki 


dL 
Pi —kL 

diferansiyel denklemini saglar. Bir dalgi¢ olarak, deneyim- 
lerinizden, Karayip Denizi’nde 18 fit dalmanin siddeti yartya in- 
direcegini biliyorsunuz. Siddet yiizey degerinin onda birinin 
altina diistiigiinde, yapay 1s1k olmadan calisamayacagin1z1 biliy- 
orsunuz. Yapay isiksiz ne kadar derinlikte galismay1 beklersiniz? 


6 


10 


11 


12 


. Bosalan bir kondansatoérdeki gerilim 


. Bakterilerin biyiimesi 
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Bir kondansatérdeki 
elektrigin uglar1 arasindaki V gerilimine orantili bir hizla 
bosaldigini ve ¢ saniye olarak dlciiltirse, 


oldugunu varsayin. Bu denklemden, ¢t = 0 iken V’nin degeri ola- 
rak Vo kullanarak, V’yi ¢6éziin. Gerilimin baslangi¢ degerinin 
%10’una diigsmesi igin ne kadar zaman gerekir? 

. Kolera bakterileri Bir kolonideki bakterilerin eksponansiyel de- 
gisme kuraliyla kontrolstiz olarak trediklerini varsayin. Koloni 1 
bakteriyle baslar ve her yarim saatte bir ikiye katlanir. 24 saat so- 
nunda koloni kag bakteri barindirir? (Uygun laboratuvar kosulla- 
rinda, kolera bakterilerinin sayisi her 30 dakikada bir ikiye katla- 
nir. Hastalanmis bir insanda, bakterilerin cogu 6liir, fakat bu 6rnek 
sabahleyin kendini ¢ok iyi hisseden bir insanin neden aksama teh- 
likeli bir sekilde hasta oldugunu acgiklamaya yardimci olur.) 


Bir laboratuvarda ideal kosullarda bir 
bakteri kolonisi niifusu zamanla eksponansiyel olarak artacak se- 
kilde tiretiliyor. 3 saat sonunda 10.000 bakteri vardir. 5 saat so- 
nunda 40.000 bakteri olur. Baslangi¢ta kag bakteri vardir? 


. Bir hastaligin gelisimi ((Ornek 1 ’in devami) Herhangi bir yilda 


vakalarin %20 yerine %25 azaldigini varsayin. 
a. Vakalarin sayisini 1000’e indirmek ne kadar stirer? 


b. Bu hastaligi yok etmek, yani vaka sayisini 1’in altina dtistir- 
mek icin ne kadar zaman gerekir? 


. A.B.D. niifusu. Boston’daki bilim mitizesi A.B.D. niifusu-nun 
strekli degisen bir tablosunu sunmaktadir. 11 Mayis 1993’te, 
toplam niifus her 14 saniyede bir kisi olarak arti-yordu. O giin 
6gleden sonra saat 3:45’teki kisi sayis1 257.313.431'di. 


a. Eksponansiyel biiyiimenin sabit bir oranda oldugunu 
varsayarak, niifusun hiz sabitini bulun (365 giinliik yil basina 
kisi sayis1). 

b. Bu hizla, 11 Mayis 2008’de Boston zamaniyla 6gleden sonra 
3:45’te A.B.D. ntifusu ne olacaktir? 


. Petrol azalmasi1 Whittier, California’daki kanyon kuyula- 
rindan birinden pompalanan petrol miktarmin her yil siirekli 
olarak %10 oraninda diistiigiinti varsayin. Kuyunun giktisi ne za- 
man su andaki degerinin beste birine dtiser? 


. Siirekli fiyat indirimi Miisterilerin 100 birimlik siparisler ver- 
mesini saglamak igin, sirketinizin satis béliimii birim fiyati, sipa- 
rig edilen birim sayisi x’in bir p(x) fonksiyonu olmasin: saglaya- 
cak sekilde siirekli bir indirim uyguluyor. [ndirim fiyati 
ismarlanan birim basina 0.01$ azaltmaktadir. 100 birimlik bir si- 
pariste birim fiyati p(100) = 20.09$"dir. 


a. Asagidaki baslangig deger problemini ¢ézerek p(x)’i bulun. 
ae 

dx 100” 

p(100) = 20.09. 


Diferansiyel denklem: 


Baslangi¢ kosulu: 


510 
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14. 


15. 
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b. 10 birimlik bir siparisin p(10) birim fiyatin ve 90 birimlik bir 
siparisin (90) birim fiyatinin bulun. 

c. Satis béliimiintiz indirimin, sirketin geliri, r(x) =x - p(x)’in 
gercekte 100 birimlik bir sipariste 90 birimlik bir siparisten 
daha az olacagi kadar fazla mi oldugunu arastirmanziz1 istiyor. 
x = 100 iken 7’nin degerinin maksimum oldugunu géstererek 
onlari rahatlatin. 

d. 0 = x = 200 igin r(x) = xp(x)_ kazang fonksiyonunun 
grafigini ¢izin. 

Siirekli bilesik faiz Stirekli bilesik faiz olarak %4 veren bir 

bankaya Ao dolar yatirdiniz. 


a. Hesabinizda 5 yil sonra ne kadar para olacaktir? 


b. Paranizin iki ve tig katina ¢ikmasi icin ne kadar zaman 
gerekir? 

John Napier’in sorusu. Logaritmalar: icat eden Iskog soylusu 

John Napier (1550-1617), %100 siirekli bilesik faizle bir miktar 

para yatirirsaniz ne olur sorusuna yanit veren ilk kisidir. 


a. Ne olur? 

b. Paranizi tice katlamaniz ne kadar stirer? 
c. Bir yilda ne kadar kazanirsiniz? 
Yanitlarinizi agiklayin. 


Benjamin Franklin’in vasiyeti Boston’daki Franklin Teknik 
Enstitiisti, varligin1 Benjamin Franklin’in vasiyetinin bir ekindeki 
ongGrtiye borgludur. Ekin bir kism1 sdyledir: 


Olabilirse, Oliimtimden sonra bile Hem Boston’daki hem de 
Philadelphia’daki Ulkelerine yararli olabilecek baska genc- 
lerin olusumlari ve gelisimlerinde yararli olmak istiyorum. 
Bu nedenle, asagida belirtilen ve aciklanan Kullanim, Yarar 
ve Amaclar Icin Fonda, bini Massachusetts’teki Boston 
Kasabas1 Hemsehrilerine, bini de Philadelphia Sehri 
Hemsehrilerine verilmek tizere [ki Bin Pound Sterling 
birakiyorum. 


Franklin’in plant asagidaki kosullarla geng atilimcilara %5 faizle 
para 6diing vermekti. Ekteki 6ng6riiye gére borglular yil boyunca 


...yillik Faizle birlikte Anaparanin onda birini 6deyecekler. 
Toplanan Faiz ve Anapara yeni Alacaklilara verilecek... Bu 
plan yiiz Yil boyunca kesilmeden uygulanir ve beklendigi gibi 
basarili olursa, Toplam o zaman yiiz otuz bir bin Pound olacak 
ve Bagis YOneticilerinin bu paranin yiiz bin Poundunu kul- 
lanimlari igin Boston Kasabasinin Hemsehrilerine Halk 
Islerinde kullanilmasi icin vermesini saSlayacagim... Kalan 
otuzbir bin Pound’un yukarida belirtilenle ayn sekilde bir Yiiz 
Yil daha Faizle ddiing verilmesini istiyorum.... Ikinci vadenin 
bitiminde, talihsiz bir kaza operasyonu engellememisse, 
Toplam Dért Milyon ve Altmis Bir Bin Pound olacaktir. 


16. 


17. 


18. 


19. 


20. 


21. 


Her zaman Franklin’in bekledigi kadar gok alacakli buluna- 
madi, fakat fonun yoneticileri ellerinden gelenin en iyisini 
yaptilar. Franklin’in hediyesinin alinisinin yiiziincti yilinin so- 
nunda, Ocak 1894’te, fon 1000 pounddan neredeyse tam 90.000 
pounda ¢ikmisti. 100 yilda ana para Franklin’in dtistindtigti 131 
kat yerine 90 kat artmist1. 

Hangi stirekli bilesik faiz oran1 Benjamin Franklin’in oriji- 

nal anaparasini 100 yilda 90 kat arttirirdi? 
(Alistrma 15’in Devami) Benjamin Franklin orijinal 1000 
poundun 100 yilda 131.000 pounda ¢ikacagini hesaplarken, yillik 
%5 faizden ve yilda bir kere faizin anaparaya katilmasindan yola 
cikmisti. Hangi stirekli bilesik faiz orani Franklini’in anaparasini 
100 yilda 131 kat arttirirdi? 


Radon-222 Radon-222 gazinin bozunma denklemi, ¢ giin ol- 
mak tizere, y = ye olarak verilir. Mthiirlii bir muhafazadaki 
bir hava 6rneginde radonun orijinal degerinin %90’1na diismesi 
ne kadar stirer? 


Polonyum-210 Polonyumun yar 6mrii 139  giindiir, fakat 
6rneginizde geldigi giin bulunan radyoaktif ¢ekirdeklerin %95’i 
céziindtikten sonra 6rneSiniz isinize yaramayacaktir. Orneginizin 
geldigi zamandan itibaren ne kadar stireyle polonyumu kullan- 
abilirsiniz? 

Bir radyaoktif cekirdegin ortalama émrii y = ye“ radyoaktivi- 
te denklemini kullanan fizikciler 1 / k sayisina bir radyoaktif ¢ekir- 
degin ortalama 6mriti derler. Bir radon cekirdeginin ortalama 6mrii 
1 j 0.18 = 5.6 giin civarindadir. Bir karbon-14 cekirdeginin ortalama 
6mriti ise 8000 yildan fazladir. Baslangicta bir Grnekte bulunan rad- 
yoaktif ¢ekirdeklerin %95’inin tig ortalama 6miir stiresi iginde, ya- 
ni t= 3/k zamaninda, gziineceZini gésteriniz. Bu sekilde, bir ce- 
kirdegin ortalama 6mrii bir 6rnegin radyoaktifliginin ne kadar 
stirecegini belirlemenin gabuk bir yolunu verir. 

Kaliforniyum-252 Grami 27 milyon dolar olan ve beyin 
kanserinin tedavisinde, kémiriin kiikiirt icgeriginin incelen- 
mesinde ve bavullardaki patlayicilar1 bulmakta kullanilan sey 
nedir? Yanit, Glenn Saeborg’un 1950’deki kesfinden sonra bat 
diinyasinda sadece 8 gram yapilabilmis olacak kadar nadir olan 
kaliforniyum-252’dir. Izotopun yari émrii 2.645 yildir—yararh 
bir hizmet verebilecek kadar uzun ve birim ktitlede ytiksek bir 
radyoaktiviteye sahip olacak kadar kisa. [zotopun 1 mikrogrami 
saniyede 170 milyon nétron salmaktadur. 


a. Izotopun bozunma denklemindeki k’nin degeri nedir? 

b. Izotopun ortalama Smrii nedir? (Alistirma 19’a bakin.) 

c. Bir 6rnekteki radyoaktif cekirdeklerin %95’inin ¢éztinmesi ne 
kadar stirer? 


Corba sogutmak Sicakligi 20°C olan bir odada sicakligi 90°C 
olan bir kase cgorbanin 10 dakikada 60°C’ye sogutuldugunu 
varsayin. Asagidaki sorulari yanitlamak igin Newton’un sogutma 
yasasini kullanin. 


a. Corbanin 35°C’ ye sogumasi daha ne kadar stirer? 


b. Odada birakilmak yerine, corba kasesi sicakligi —15°C olan 
bir dondurucuya koyuluyor. Corbanin 90°C’den 35°C’ye 
sogumasi ne kadar stirer? 


22. 


23. 


24, 


Bilinmeyen sicakhkta bir cubuk Bir aliiminyum cubuk 
disarinin sogugundan sicakligi 65°’de tutulan bir makine 
diikkanina getiriliyor. 10 dakika sonra, gubugun sicakligi 35°F, 
bir 10 dakika sonra ise 50°F oluyor. Newton’un sogutma yasasini 
kullanarak cubugun ilk sicakligini bulun. 


Bilinmeyen sicakhkh ortam Sicak su (65°C) dolu bir tava buz- 
dolabina konuluyor. 10 dakika sonra suyun sicakligi 39°C, bir 
10 dakika sonra ise 33°C oluyor. Newton’un sogutma yasasin1 
kullanarak buzdolabinin ne kadar soguk oldugunu bulun. 


Havada soguyan giimiig Bir giimtis potanin sicakligi su anda 
oda sicakliginin 60°C tizerindedir. 20 dakika énceyse sicakligi 
oda sicakliginin 70°C tizerindeydi. Asagidaki durumlarda giimiis, 
oda sicakliginin ne kadar tizerinde olacaktir? 


a. Su andan itibaren 15 dakika sonra? 
b. Su andan itibaren 2 saat sonra? 


c. Gtimiis ne zaman oda sicakliginin 10°C tizerinde olacaktir? 


25. 


26. 


27. 
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Crater G6liiniin yagi Oregon’daki Crater Goliinii yaratan vol- 
kanik patlamada Glen bir agacin k6miiritinde yasayan maddedeki 
karbon-14’tin %44.57i bulunmustur. Crater Golii yaklasik kag ya- 
gindadir? 


Karbon-14 tarihlsndirmesinin 6lgiimlere duyarhhgi Tarih- 
lendirilen bir 6rnekteki karbon-14 miktarinin hesaplanmasindaki 
oldukea kiigiik bir hatanin etkisini anlamak igin, asagidaki hayali 
durumu diisiintin. 


a. M.S. 2000 yilinda Illinois merkezinde bulunan fosillesmis bir 
kemik orijinal karbon-14 igeriginin %17’si ni bulundurmakta- 
dir. Hayvanin éldiigii yili bulun. 

b. %17 yerine %18 alarak (a) sikkini tekrarlayin. 

c. %17 yerine %16 alarak (a) sikkini tekrarlayin. 

Sanat sahtekarligi Orijinal karbon-14’ tintin %96.2’sinden fazla- 

sini igermemesi gereken Vermeer’e (1632-1675) atfedilen bir tab- 

loda %99.5 karbon-14 bulunmaktadir. Taklit kag yasindadir? 


mer Bagil Biiyiime Oranlari 


Matematikte, bilgisayar biliminde ve mtihendislikte, x btiyiidtikce x’in fonksiyonlarinin 
biyiime oranlarim karsilastirmak 6nemlidir. Bu karsilastirmalarda, ¢ok hizli bityiimelerin- 
den dolay1 eksponansiyel fonksiyonlar ve gok yavas btiytimelerinden dolayi da logaritmik 
fonksiyonlar 6nemlidirler. Bu béliimde, bu karsilastirmalarin sonuclarini tantmlamak igin 
kullanilan sAiigiik-o ve biiviik-o notasyonunu tanitiyoruz. Dikkatimizi, er ge¢ pozitif olan 
ve x > ©o iken pozitif kalan fonksiyonlara odakliyoruz. 


160 
140 
120 
100 


Fonksiyonlarin Biiyiime Oranlari 


2* ve e* gibi tistel fonksiyonlarin, x btiytidtikge polinomlar ve rasyonel fonksiyonlardan 
cok daha hizl: bityiidiikleri gibi géziiktiiklerini fark etmis olabilirsiniz. Bu eksponansiyel- 
ler, x’in kendisinden kesinlikle daha hizli btiyiirler. Sekil 7.14 te, x artarken 2”’in x’den 
daha hizl: biiyiidiigiinti g6rebilirsiniz. Aslinda, x — co iken 2” ve e* fonksiyonlan x’in 


sektir: 


fe ih 
123 4 5 6 7 


SEKIL7.14 e*, 2° ve x?’nin grafikleri. 


herhangi bir kuvvetinden daha hizh biiyiirler, x!-°°°° dan bile (Alistirma 19). 

xin artmasi ile y = ein degerlerinin ne kadar hizli biiytidtigti hakkinda bir hiss edin- 
mek icin, eksenlerin santimetre ile 6lgeklendigi biiyiik bir tahtada fonksiyonun grafigini 
cizdiginizi diisiiniin. x = 1 cm de grafik, x-ekseninin e! ~ 3 cm iistiindedir. x = 6 cm de 
grafik, e° ~ 403 cm ~ 4 m yukaridadir (tavana varmak iizeredir, daha 6nce varmadrysa). 
x= 10cm de grafik, e!° ~ 22,026 cm ~ 220 m yukaridadir, bir cok binadan daha yiiksek. 
x =24 cm de grafik Ay’in yar yolundan daha ileridedir ve oryjinden x = 43 cm ileride gra- 
fik, giinesin en yakin yildiz komsusu, kizil ctice Proxima Centauri’yi asacak kadar yiik- 


3 = 4.73 x 10!8 com 
=4.73 x 103 km 


Isik, boslukta 300,000 
km/s ile ilerler. 


~ 1,58 x 108 isik-saniyesi 
~ 5.0 isik-yili 
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SEKIL7.15 e* ve In x’in grafiklerinin 
Olgtilti cizimleri. 


Proxima Centauri’nin uzakligi yaklasik olarak 4.22 igsik-yili dir. x = 43 cm ile, grafik 
hala y-eksininin saginda eksene 2 feet’ten daha yakindir. 

Buna karsilik, y = log, x ve y = In x gibi fonksiyonlar, x — co iken x’in herhangi bir 
kuvvetinden gok yavas biiyiirler (Alistirma 21). Santimetre olarak 6l¢eklenmis eksenlerle, 
y= Inx’in grafiginin y = 43 cm yiiksekliginde bir noktasim: bulmak icin, x-ekseni tizerinde 
yaklasik olarak 5 isik-yili ileriye gitmeniz gerekir. Sekil 7.15’e bakiniz. 

x— oo iken bir f(x) fonksiyonunun baska bir g(x) fonksiyonundan daha hizl biiyii- 
mesinin ne demek oldugu tanimlanarak, eksponansiyel, polinom ve logaritmik fonksiyon- 
larin bu 6nemli karsilastirmalarina acgiklik getirilebilir. 


TANIM 
Yeterince biyiik x’ler icin f(x) ve g(x) pozitif olsunlar. 


x — 0 [cin Biiyiime Oranlari 


1. x— oO iken 


ise, veya buna denk olarak 


ise, f fonksiyonu g den daha hizh biiyiir. Ayrica, x — 00 iken g fonksiyonu 


f’den daha yavas bityiir de deriz. 
2.  L, pozitif ve sonlu olmak tizere x — 00 iken 
im fx) =L 
x00 g(x) 


ise f ve g ayni oranda biiyiirler. 


Bu tanimlara gore, y = 2x, y = x’ten daha hizh biiyiimez. [ki fonksiyon aymi oranda 
biiyiir, giinkti 
lim 2 = jim 2 =2 
X00 X00 
sonlu ve sifirdan farkli bir limittir. Tecriibeyi gértiniiste Gnemsememenin nedeni sudur; “f, 
gden daha hizli bityiir’ ile biiyiik x-degerleri igin f ile karsilastinldiginda g ihmal 
edilebilir, demek istiyoruz. 


ORNEK 1 


(a) x— 00 iken & x°’den daha hizhi biiyiir ciinkii; 


Bilyiime Oranlarinin Birkac Kullanisl Karsilastirmas! 


x x 


: é : e : é 

lim lim = lim = 00 l’Hopital Kuralini Kullanarak 
x-0COX x70 2x x00 2 
ae a ee 

oo / CO oo / oo 


dir. 
(b) x— ©O iken 3* 2*’den daha hizli biiyiir ciinkii; 


ben ee, ee He 
ooo ae (3) oe 


dur. 


— 
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(ce) x— 00 iken x? In x’ten daha hizhi biiyiir giinkii; 


2 
lim 2— = lim = lim 2x7 = 06 Hopital Kurali 
x— 00 Inx x—0o ie x—0o 
dir. 
(d) x— © ikenInx x’ten daha yavas bityiir ctinkti; 
Inx iB : 
lim <- = lim —— Hopital Kurali 
xX— 00 x— 00 1 
| 
= lim >= 
x—0Co x 0 
dir. a 


ORNEK2 — Farkli Tabanlarda Eksponansiyel ve Logaritmik Fonksiyonlar 


(a) Alistirma 1b de belirtildigi gibi, tabanlari farkli eksponansiyel fonksiyonlar x — 00 
iken asla ayni hizla bityiimezler. a > b > 0 ise, a‘ b*’ten daha hizh biiyiir. (a/b) > 1 
oldugu icin 


a“ : a\ 
oe () 7 
bulunur. 


(b) Eksponansiyel fonksiyonlarin aksine, farkli a ve b tabanli logaritmik fonksiyonlar 
x— oo iken ayn hizla biiyiirler: 


i loga x _ Inx/Ina _ Ind 
Fea log,x panes Inx/Inb Ina’ 


Limit oran her zaman sonludur ve hig s1fir olmaz. | 


x— 00 iken, f ile g aynt hizla biiyityorsa ve x — 00 iken g ile A aym hizla biiyiiyor- 
sa,x— 00 iken file A aymi hizla biiytir. Bunun nedeni 


— a 
seo OM a 
ifadelerinin 
_ f f 
dim, = lim, g * = Lila 


anlamina gelmeleridir. L; ve Ly sonlu ve sifirdan farkliysa, L,L, de sonlu ve sifirdan 
farklidir. 


ORNEK3 —Ayni Oranda Biiyiiyen Fonksiyonlar 
x— 00 iken, Vx? + 5 ve (2Vx — 1)?’nin ayn oranda biiyiidiigiinii gésterin. 


Coziim Fonksiyonlarin ayni oranda biiyiidiiklerini géstermek igin, g(x) =x fonksiyonu 
ile ayn oranda biiyiidiiklerini gésteririz: 


: _ + 5 
lim = lim 
x—0o x—0co 


= 2, 2 2 
oes lim nt) = lim (2-~) =4 a 
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Mertebe ve 0 Gisterimi 


Burada say1 teorisyenleri tarafindan yiizyil nce icat edilen ve su anda matematiksel analiz 
ve bilgisayar bilimlerinde yaygin olarak kullanilan “kigitik 0” ve “biiyik 0” gésterimlerini 
tanitacagiz. 


TANIM __ Kiiciik-o 


x 
fve g fonksiyonlar icin lim i = 0 ise x > © iken f’nin mertebesi g’den 
x0 O(x 
daha kiiciiktiir. Bunu, # = o(g) seklinde yazarak belirtiriz. 


x— 00 iken, f = o(g) demenin x — ©o iken f’nin g’den yavas biiyiidtigiinii s6ylemenin 
baska bir yolu olduguna dikkat edin. 


ORNEK4 —_ Kiiciik-o Notasyonunu Kullanmak 


(a) x — © iken In x= o(x) ’tir, ciinkii lim = =0 


b) x— ©O ikenx? =0(x° + 1) tir, ciinkii lim —*— = 0 | 
(b) iken x" = o(x ) tir, gti Foes ee 


TANIM — Biiyiik-o 
x yeterince biiyiikken, f(x) ve g(x) pozitif olsunlar. x yeterince biiyikken 


olacak sekilde pozitif bir M tamsayisi varsa, fen fazla g mertebesindedir. Bunu 
S = Og) yazarak belirtiriz. 


ORNEK5 —_Biiyiik-o Notasyonunu Kullanmak 


x+ sinx 


(a) xX — ©O iken x + sin x = O(x)’tir, giinkti x yeterince biiyiikken t——— S 2 olur. 
x 
et x2 
(b) x — 00 iken e* +. x? = O(e’)'tir, giinkii x —> 0O iken ———— = 1 olur. 
x 
(c) xX © iken x = O(e’)'tir, giinkti x > CO iken —— — 0 olur. | 
x 


e 
Tanimlara yeniden bakarsaniz, yeterince bitytik x degerlerinde pozitif olan fonksiyonlar 
igin f = o(g)’nin f = O(g) anlamina geldigini goriirstiniiz. Ayrica, f ve g ayni oranda 
biiyiiyorsa, f = O(g) ve g = O(f) olur (Alistirma 11). 


Sirali ve ikili Arama 


Bilgisayar bilimcileri bir algoritmanin etkinligini gogunlukla, algoritmanin bir seyi yap- 
masi igin bilgisayarin gergeklestirmesi gerektigi adim sayisini sayarak Glcerler. Ayni seyi 


ALISTIRMALAR 7.6 
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yapmalari icin tasarlanmis olsalar bile, algoritmalarin etkinlikleri arasinda belirgin farklar 
olabilir. Bu farklar genellikle biiyiik-o gésterimiyle tanimlanirlar. Asagida buna bir 6rnek 
vardir. 

Webster s Third International Dictionary’de a harfiyle baslayan 26.000 kelime vardir. 
Bir kelimeyi bulmanin veya olup olmadigini 6grenmenin bir yolu, kelimeyi buluncaya 
kadar veya olmadigina karar verene kadar listede bir kerede bir kelimeyi okumaktir. Sirali 
arama adi verilen bu yéntem kelimenin alfabetik siralanmasini kullanmaz. Bir yanit bu- 
lacaginiz kesindir, fakat bu 26.000 adim siirebilir. 

Kelimeyi bulmanin veya olup olmadigini 6grenmenin baska bir yolu dogrudan lis- 
tenin ortasina gitmektir (birkag harf oynayabilir). Kelimeyi bulamazsaniz, onu icgeren 
yariya gider ve igermeyen yar1y1 unutursunuz (Kelimenin hangi yarida oldugunu biliyor- 
sunuz, clinkii listenin alfabetik oldugunu biliyorsunuz). Bu yéntem tek bir adimda kabaca 
13.000 kelimeyi eler. Kelimeyi ikinci denemede bulamazsaniz, onu icgeren yarinin ortasina 
atlayin. Kelimeyi bulana veya listeyi iginde hig kelime kalmayacak sekilde ikiye bélene 
kadar isleme devam edin. Kelimeyi bulana veya orada olmadigina karar verene kadar 
listeyi kag kere bélmeniz gerekir? 


(26,000/2'°) <1 


oldugu icin, en fazla 15 kere. Bu kesinlikle olasi bir 26.000 adimdan daha iyidir. 

n uzunlugunda bir liste icin, sirali bir arama bir kelimeyi bulmak veya orada ol- 
madigin1 belirlemek icin n mertebesinde adim gerektirir. [kili arama adi verilen ikinci yon- 
tem ise log, n mertebesinde adim gerektirir. Bunun nedeni, 2”! < n =< 2” ise, 
m—1< log, n =m olmasi ve listeyi tek kelimeye indirgemek igin gereken b6lmelerin 
sayisinin en fazla m= | log, n | , log, n’nin tamsay1 tavani olmasidir. 


Biiytik-o gésterimi bunu s6ylemenin kisa bir yolunu verir. Diizenli bir listeyi siral1 
olarak aramak icin O(n) adim sayisi gerekirken, ikili bir aramadaki adim sayisi 
O(log, n)'dir. Ornegimizde ikisi arasinda biiyiik bir fark vardir (26.000 ve 15) ve n 3 00 
iken, n log, n’den daha hizh biiyiidiisii igin aradaki fark sadece artar (Ornek 1d’deki gibi). 


e* Eksponansiyeliyle Karsilastirmalar 


x Ku 


wetiyle Karsilastirmalar 


1. x — c9 iken asagidaki fonksiyonlardan hangileri e“’ten daha hizh 3. x > 0 iken asagidaki fonksiyonlardan hangileri x°’den daha hizli 
biiyiir? Hangileri e*’le ayni oranda biiyiir? Hangileri daha yavas biiyiir? Hangileri x°’yle aym oranda biiyiir? Hangileri daha yavas 
biiytir? bitytir? 

a x S b. x? + sin? x a. x? + 4x b. x° — x? 
ce. Vx d. 4° ec Vxtt x3 d. (x + 3) 
e. (3/2) fe? e. xInx f. 2* 
g. e/2 h. logiox g. xe* h. 8x? 
2. x > ce iken asagidaki fonksiyonlardan hangileri e“’ten daha hizl 4, x > co iken asagidaki fonksiyonlardan hangileri x’den daha hizli 


biiytir? Hangileri ele ayn: oranda biiyiir? Hangileri daha yavas biiyiir? Hangileri x*’yle aym oranda biiyiir? Hangileri daha yavas 
biiyiir? biiytir? 

a. 10x+ + 30x + 1 b. xInx = x Oe es a b. 10x? 

ce V1+ x4 d. (5/2)° ce. xe? d. logyo (x7) 

ee? f. xe* ex — x? f. (1/10)* 

pines h. eX! g (ly h. x7 + 100x 
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(n x Logaritmasiyla Karsilastirmalar 


5. 


6. 


x — ce iken asagidaki fonksiyonlardan hangileri In x’ten daha 
hizh biiytir? Hangileri In x’le ayni oranda biiyiir? Hangileri daha 
yavas biiyiir? 


a. log3x b. In 2x 
ce. In Vx d. Vx 
e. x f. 5Inx 
g. 1/x h. e* 


x — co iken asagidaki fonksiyonlardan hangileri In x’ten daha 
hizh bityiir? Hangileri In x’le ayni oranda biiytir? Hangileri daha 
yavas biiyiir? 


a. logy (x?) b. logio 10x 
ec. 1/Vx d. 1/x? 

e. x — 2Inx f.e* 

g. In (Inx) h. In (2x + 5) 


Fonksiyonlari Biyiime Oranlarina Gore Dizmek 


7. Asagidaki fonksiyonlar1 x — o° iken en yavas biiyiiyenden en 
hizh bitytiyene dogru siralayin 
a. e* b. x* 
c. (Inx)* d. ev? 
8. Asagidaki fonksiyonlar1 x — oo iken en yavags biiytiyenden en 
hizh biiytiyene dogru siralayin 
a, 2* b. x? 
c. (In2)* d. e* 
Biiyiik 0 ve Kiiciik 0; Mertebe 
9. x > ce iken dogru mu, yanlis m1? 
a. x = o(x) b. x = o(x + 5) 
ce. x = O(x + 5) d. x = O(2x) 
e. e = o(e*) f. x + Inx = O(x) 
g. Inx = o(In 2x) h. Vx? + 5 = O(x) 
10. x > iken dogru mu, yanlis m1? 
‘<< —- (x) byte o(t) 
c t-4-4(2) d. 2 + cosx = O(2) 
e. eX +x = Ole’) f. xInx = 0(x’) 
g. In(Inx) = O(Inx) h. In (x) = o(In (x? + 1)) 
11. Pozitif f(x) ve g(x) fonksiyonlar x — 9 iken ayni oranda biiyii- 
yorlarsa, f= O(g) ve g = O(f) oldugunu gésterin. 
12. x — © iken, bir f(x) polinomu ne zaman bir g(x) polinomundan 
daha kiiciik mertebededir? Yanitinizi aciklayin. 
13. x > c9 iken, bir f(x) polinomu ne zaman bir g(x) polinomuyla en 


fazla ayni mertebededir? Yanitiniz1 agiklayin. 


14. Boliim 2.4’te rasyonel fonksiyonlarin limitleri hakkinda 
gikardigimiz sonuclar x > ce iken polinomlarin birbirlerine gore 
biiytimeleri hakkinda bize ne séyler? 

Diger Karsilastirmalar 

15. inceleyin 
. In(x+ 1) _ In(x + 999) 
lim. —~——— ve lim. ——_ 
x-oo =o Inx x00 Inx 


16. 


17. 


18. 


19. 


20. 


21. 


22. 


limitlerini inceleyin. Sonra [Hopital kuraliyla buldugunuzu 
aciklayin. 


(Alistirma 15’in devami) a sabitine hangi degeri verirseniz verin 
In(x + a) 


lim ink 


x oO 
limitinin degerinin degismeyecegini gésterin. Bu, f(x) = In (x + a) 
ve g(x) = In x fonksiyonlarmin bagil hizlari hakkinda ne sdyler? 
Ikisinin de x— 00 _iken Vx_ile aym oranda_biiyiidiiklerini 
gostererek, Vi10x + 1 ve Vx + Vin x— 00 iken ayni oranda 
biiyiidiigiinti gésterin. 


ikisinin de x — 00 iken_x? ile aym oranda biiyiidiiklerini géster- 
4 3545 
erek, 


x4 +x ve Vx4— x3%tin x00 iken ayni oranda 
biiyiidiigiinti gésterin. 

x—>co iken, her n pozitif sayisi igin ein x”’den, hatta 
x1-000.000-dan bile, daha hizh biiyiidiigiinii gésterin. (pucu: x’ nin 
n. tirevi nedir?) 

e* fonksiyonu her polinomdan daha fazla biiyiir x — oo 
iken, e* fonksiyonunun her 


ApX" + An x" | Hes + ayx + ag 


polinomundan daha hizli bityiidiigiinii gésterin. 

a. Herhangi bir pozitif n tam sayisi igin, x— ©O iken, In x’in 
x!/den, hatta x!/1-00°0-"qan bile, daha yavas biiyiidiiziinii gés- 
terin. 


pb. x!/1-000.000-n degerleri In xi er geg gecse bile, bu gercekles- 


meden Once x-ekseninde bir hayli ilerlemeniz gerekir. 
x1/1.000.000 > In x olacak sekilde 1’den biiyiik bir x degeri bu- 
lun. Ise, x > 1 iken, In x = x! 1.000.000 Genklemininin 
In (In x) = (In x)/1,000,000 denklemine denk oldugunu géz- 
lemleyerek baslayin. 


. x! un bile In xi gegmesi uzun zaman alr. Bir hesap maki- 


nesiyle x!/!° ile In x’in kesistikleri veya buna esdeger olarak 
In x = 10 In (In x) oldugu x degerini bulmak i¢gin denemeler ya- 
pin. Kesigsme noktasimi 10’un kuwvetleri arasina alin ve art ar- 
da yariya bélerek yaklasin. 

d. (c stkkinin devami) \In x = 10 In (In x) oldugu x degeri baz1 
grafik cizicilerin ve kék bulucularmn tanimlayamayacaklari ka- 
dar uzaktadir. Elinizdeki aletlerle bunu deneyin ve neler oldu- 
gunu gorun. 

In x fonksiyonu her bir polinomdan daha yavas biiyiir x — co 

iken In x’in sabit olmayan herhangi bir polinomdan daha yavas 

biiytidiigiinti gésterin. 


Algoritmalar ve Aramalar 
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24. Alistirma 23’ti asagidaki fonksiyonlar igin tekrar edin: 


23. a. Elinizde ayn problemi cézmek icin tig fark algoritma bu- n, Vn log n, (logy n)*. 


lundugunu ve her algoritmanin asagida verilen fonksiyonlar 
mertebesinde adim igerdigini varsayin: 


25. Bir milyon madde icgeren diizenli bir listede bir sey aradiginizi 
varsayin. Bunu bulmak sirali bir aramayla kag adim, ikili bir ara- 


nlogon, n/*, n(log, ny mayla kag adim gerektirir? 


Algoritmalarin hangisi uzun vadede daha etkindir? Yanitiniz1 


aciklayin. 


26. 450.000 maddelik (Webster's Third International Dictionary’nin 
uzunlugu) bir listede bir sey aradiginizi varsayin. Bunu bulmak 
sirali bir aramayla kag adim, ikili bir aramayla kag adim ge- 


b. Her birinin ne kadar hizh bityiidiikleri hakkinda bir fikir rektirir? 
edinmek icin (a) sikkindaki fonksiyonlarin grafiklerini bir 


arada cizin. 


(Pa Ters Trigonometrik Fonksiyonlar 


x = siny 


y = sin lx 

Tanim 

/ 7 kiimesi: -l= x= 1 
Deger 

kiimesi: -—7/2 = y S 7/2 
x 


SEKIL7.16 y=sin! x’in grafigi. 


Ters trigonometrik fonksiyonlar, tiggenlerin kenar 6lciimlerinden agi hesaplamak istedigi- 
mizde ortaya ¢ikarlar. Ayrica, yararli ters tiirevler saglarlar ve diferansiyel denklemlerin 
céztimtinde siklikla ortaya ¢ikarlar. Bu béliim, fonksiyonlarin nasil tanimlandigim, grafik- 
lerinin nasil gizildigini ve nasil hesaplandiklarini anlatmaktadir. 


Ters Fonksiyonlari Tanimlamak 


Alti temel trigonometrik fonksiyon bire-bir degildirler (degerleri pertyodik olarak tekrar- 
lanir), fakat tanim kiimelerini bire-bir olduklar araliklara kisitlayabiliriz. Sintis fonksiyo- 
nu x = —7/2’deki —1 degerinden x = 7/2’deki 1 deSerine kadar artar. Tanim kiimesini 
[-7/2, 7/2] araligina kisitlamakla sin! x gibi bir tersi var olacak sekilde bire-bir olmasi- 
ni saglayabiliriz (Sekil 7.16). Benzer tanim kiimesi kisitlamalari alti trigonometrik fonksi- 
yonun her biri igin uygulanabilir. 


Trigonometrik fonksiyontari bire-bir yapan tanim kiimesi kisitlamalari 


Fonksiyon Tani Aralhigi Deger Araligi 
sin x [-a/2, 7/2] f=) 
cos x [0, 7] [=1,1] 
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tan x (—2/2, 7/2) (—00, co) 
cot x (0, 7) (—00, co) 
cot x 
sec x [0, 7/2) U(a/2, 7] (—co, -1] U[I, ~&) y sec x 
il 
L_» x 
0 7 7 
2 
l 
| 
CSC X [—7/2, 0) U (0, 7/2] (—00, —1] U[I, 09) Y csc x 
I 
I 
I 
I LP 
I 
L >Xx 
T 0 T 
2 | 2 
I 
I 
I 


Bu kisitlanmis fonksiyonlar artik bire bir olduklari icin, tersleri vardir ve bunlart 
asagidaki sekilde gésteririz: 


y=sin x veya y=arcsinx 


y=cos!x veya y=arccos x 


y=tan' x veya y=arctanx 


y= cot! x veya y=arccotx 


y=sec x veya y=arcsecx 
y=csc!x veya y=arccse x 


Bu denklemler “y esittir x’in arksinisti” veya “y esittir arksintis x” olarak okunur. 
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DIKKAT ers fonksiyonlardaki —1 iissii “ters fonksiyon” anlamina gelir. Carpmaya gore 
ters anlamina gelmez. Ornegin, sin x’in carpmaya gore tersi (sin x)! = 1/sin x = ese x 
olarak yazilir. 

Alti ters trigonometrik fonksiyonun grafikleri Sekil 7.17 de gésterilmistir. Bu grafik- 
leri, B6ltim 7.1’deki gibi, kisitlanmis trigonometrik fonksiyonlarin grafiklerinin y = x 
dogrusuna gore simetriklerini alarak elde edebiliriz. Bu fonksiyonlara ve tiirevlerine daha 
yakindan bakalim. 


Tanim araligi: — x= 1 Tanim araligi: -1 = x= 1 
Deger araligi:— y= 


se Deger arahgi: OS ySa7 


= 
= 


1 
a 
2 


pape er LB 
2 
(a) (b) 
Tanim araligi:-%2 <x< @ Tani araligi: x <-—l veyax= 1 
Deger araligi: =F <y< = Deger arahgi: OS ySa,y# a 
y B 
” ” 
tar 
Po y = sec x 
2 
1. +2 
(d) 
Tanim araligi: x S—1l veyax = 1 Tanim araligi: -00 < x < 


us 


ay #0 Deger araligi: O< y< 7 


Deger araligi: =F =ys 


>< 
>< 


via 
T 
I 
aoe: 
Il 
fe) 
nan 
icf 
es 


(e) 


SEKIL7.17 Alt: ters trigonometrik fonksiyonun grafikleri 


Arksiniis ve Arkkosiniis 


xin arksiniisii, [7 /2, 7/2]‘de siniisii x olan agidir. Arkkosiniis ise [0, z]’de kosiniisii x 
olan acidir. 
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Arsiniis ve Arkkosiniisteki “Ark” 
Asagidaki sekil, birinci bélgede radyan 
agilar icin y=sin |x ve y=cos!x’in 
geometrik bir aciklamasini vermektedir. 
Bir birim gember igins =r denklemi 
haline gelir ve béylece merkez agilar ve 
gordiikleri yaylarin 6l¢tisti ayni olur. 
x=sinx ise y, sintisti x olan aci 
olmanin yan1 sira sintisti x olan agiin 
gordiigii yayin uzunlugudur. Dolayistyla 
y’ye “sintisti x olan yay” deriz. 


Siniisti x olan yay 


Kosintisii x 
olan yay 


Siniisti x 
olan agi 


0 


i 
\ x 

Kosiniisii x 
olan agi 


>X 


TANIM — Arksiniis ve Arkkosiniis Fonksiyonlari 
y=sin' x, [-/2, 7/2] araliginda sin y = x olan sayidir. 


y=cos! x, [0, 7] araliZinda cos y = x olan sayidir. 


Set ae Tee a TE 
y a aa a 


Tanim araligi: [—7/2, 7/2] 
Deger araligi: [—1, 1] 


x= siny 


s ‘cal 
‘y= sin x 


\ Tanim araligi: [-1, 1] 
Deger araligi: [—7/2, 77/2] 


> X 


SEKIL7.18 y=sinx, —1/2 <x < 7/2], ve (b) tersi y= sin! »’in grafikleri. sin x’in 


grafiginin y = x dogrusuna gore simetriginin alinmasiyla elde edilen sin 
grafigi, x = sin y e§risinin bir pargasidir. 


‘yin 


y=sin | x’in grafigi (Sekil 7.18) orijine gore simetriktir (x = sin y’nin grafigi tizerinde bu- 


lunur). Dolayistyla arksiniis bir tek fonksiyondur: 


sin \(—x) =-sin! x 


(1) 


y=cos! x’in grafiginin (Sekil 7.19) béyle bir simetrisi yoktur. 


y y=cosx,0Sx=7 
Tanim araligi: [0, 7] 
Deger araligi: [-1, 1] 


y= cos lx 


Tanim araligi: [—1, 1] 
Deger araligi: [0, 77] 


>X 


SEKIL7.19 y=cosx,0 <x <7, ve (b) tersi y= cos"! x’in grafikleri. 
cos x’in grafiginin y = x dogrusuna gore simetriginin alinmastyla elde 
edilen cos”! x’in grafigi, x = cos y eBrisinin bir parcasidir. 


sin! x’in ve cos! x’in degerlerini bulmak icin bilinen sin x ve cos x degerlerinin tersleri 


alinabilir. 


x sin! x 
V3/2 a/3 
ele. 7/4 

1/2 7/6 
-1/2 —7/6 
-V2/2 —1/4 
-V3/2 —1/3 

x cos |x 
V3/2 7/6 
V2/2 a/4 

1/2 7/3 

=1/2 2/3 

-~V2/2 37/4 
-V/3/2 51/6 
cos7!(—x) ; 
QEehs x 
a 1 > x 


SEKIL7.20 cos”! x ve cos" !(—x) 
biitiinleyen agilardir (dolayistyla 
toplamlar 77 dir). 


SEKIL7.21 sin’! xvecos!xare tiimleyen 
acilardir (dolayisiyla toplamlari 77/2 ’dir). 
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ORNEK1 sin’! yin Bilinen Degerleri. 


y _ 
A, ‘3 A. a > 
sin! 42 = 2 sin") = sin 2 |= 7 
‘ 


NEE 


inZ = V3 in(-7) — _1 
| sin( 4 V2 


Agilar birinci ve dordiincii dortte bir bélgelerden gelirler, giinkii_ sin“! x’in deger araligi 
[-/2, a/2]'dir. 


ORNEK2 cos”! xin Bilinen Degerleri. 


1 


Agilar birinci ve ikinci dértte bir bélgelerden gelir, ciinkti cos” x’in deger araligi 
[0, a] dir. rT 


Arksiniis ve Arkkosiniis Iceren Ozdestikler 

Sekil 7.20’den de géreceginiz gibi, x’in arkkosiniisti 
cos! x + cos! (-x) =a 2 

veya 
cos! (x) = 7 -cos! x 3 


6zdesligini saglar. Sekil 7.21 ’deki tiggenden ise x > 0 igin 


sin! x + cos! x=a/2 4 


oldugunu gorebiliriz. (4) denklemi x’in [—1, 1] araligindaki baska degerlerinde de gecer- 
lidir, ancak bunu Sekil 7.21’deki tiggenden ¢ikaramayiz. Ancak, bu (1) ve (3) denklem- 
lerinin bir sonucudur (Alistirma 131). 


tanx, cot x, sec x ve csc Xin Ters Fonksiyonlari 


xin arktanjanti tanjanti x olan bir agidir. x’in arkkotanjanti ise kotanjanti x olan bir agidir. 


522 Boliim 7: Transandant Fonksiyonlar 


y= tan |x 
Tanim araligi: (—%, ©) 
Deger araligi: (—77/2, 7/2) 


SEKIL7.22 y=tan! x’in grafigi 
y 
* y = cot ly 
Tanim araligi: (—00, 20) 
Deer araligi: (0, 77) 
ee pe 
aT 
2 
7 > x 


SEKIL7.23 y=cot! x’in grafigi 


y= sec lx 
Tamm araligi: |x| = 1 
Deger araligi: [0, 7/2) U (77/2, 77] 


2 Ko. 
! >X 


-1 0 1 


SEKIL7.24 y=sec! x’in grafigi 


TANIM — Arktanjant ve Arkkotanjant Fonksiyonlari 


y=tann! x, (—7/2, 7/2) araliginda tan y = x olan sayidir. 


y=cot! x, (0, 7) araliginda cot y =x olan sayidir. 


Tanjant ve kotanjantin tanimli olmadigi degerlerden kacinmak icin agik araliklar kullaniriz. 
y = tan! x’in grafigi orijine gore simetriktir, ciinkii orijine gére simetrik olan 
x= tan! y grafiginin bir dalidir (Sekil 7.22). Cebirsel olarak bu 
tan !(—x) =-tan! x 
anlamina gelir; arktanjant bir tek fonksiyondur. y = cot! x’in béyle bir simetrisi yoktur 
(Sekil 7.23). 


sec x ve csc xin kisitlanmis hallerinin tersleri Sekil 7.24 ve 7.25’te gésterilen fonksi- 
yonlar olarak secilmistir. 


DIKKAT xin negatif degerlerinde sec! x’in nasil tammlanacagi hakkinda genel bir 
anlasma yoktur. Biz ikinci dértte bir bélgedeki 7/2 ve a arasindaki agilari sectik. Bu 
secim sec! x = cos! (1/x) olmasim salar. Ayrica, bu segim sec”! x’i tanmm araliginin her 
yerinde artan bir fonksiyon yapar. Bazi tablolar x < 0 icgin sec”! x’i [-7, —/2) araliginda 
secerler, bazilari ise [7, 37/2) araliginda kabul ederler (Sekil 7.26). Bu segimler tiirev 
formiilini basitlestirirler (bizim secimimizde mutlak deger isaretleri gerekir), fakat 


sec! x = cos! (1/x) sayisal denklemini saglamazlar. Buradan, (4) Denklemini uygula- 


yarak 
sec! x = cos”! () = 5 sin! () (5) 


dzdesligini elde edebiliriz. 


Tamim arahigi: |x| = 1 
DeSer arahfi: O<y=<7,y at 
By 
A 
30 
2 
B 
as 
a A 
y =csc lx : 
Tamim araligi: |x| = 1 ‘ ; 
Deger araligi: [-7/2, 0) U (0, 77/2] y = sec x a all 
>Xx 
A -1 0 an 
a 7 
TL 2 
2 a 
-1 0 1 uk 
a Lot ae 30 
' 2 


SEKIL 7.26 : 


cesitli mantikli secimler vardir. A secimi ile 
sec! x =cos™! (1/x), kullamishi bir 6zdeslik, 
birgok hesap makinesinde galisir. 


SEKIL7.25 y=csc™! x’in grafigi sp eaanaae 


x tan! x 
ve 1/3 

1 7/4 

V3/3 11/6 
-V3/3 —1/6 
—1 —1/4 
—-V3 —1/3 


SEKIL7.27 a@=sin'! (3) ise, a’nin diger 
temel trigonometrik fonksiyonlarin 
degerleri bu ticggenden okunabilir (Ornek 
4). 


V5 
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ORNEK3 Common Values of tan”! x 


_ ~ 
2 6 
0 V3 >X 
tanZ = alls 
6 V3 
Acilar birinci ve dérdiincii dértte bir bélgeden gelirler ciinkii tan! x’in deger araligi 
(-a /2, 1/2) dir. | 
ORNEK 4 
a = sin! 2 
3 


ise cos a, tan a, sec a, scc a ve cot a’y1 bulun. 


Céziim  Yukaridaki denklem sin a = 2/3 oldugunu séyler. a’y1, hipoteniisii 3 olan bir dik 
liggende, karsisindaki kenari 2 olan bir agi olarak resmederiz (Sekil 7.27). Diger kenarmn 
uzunlugu 


Vv (3)? (2) = V9 = V5 Pisagor Teoremi 


olarak bulunur. Bu bilgiyi de sekle ekler ve sonra tamamlanmis ti¢genden istedigimiz bil- 
gileri okuruz: 


3) 
cosa = 3° tana = 


ORNEK5 — sec (tan!) “i bulun, 


Céziim 6 = tan | (x/3) aliriz (sadece aguya bir isim vermek icin) ve 6’y1 
tan 6 = karsi/komsu = x/3 


olan dik tiggende resimlendiririz. Ucgenin hipoteniisiiniin uzunlugu 


Ver 4+ 32 = Vx? +9. 


olarak bulunur. Béylece 


sec (1am *) = secd 


Vx2 +9 Hipoteniis 
= — sec 0= 
3 komsu 


elde ederiz. Py 
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Sikago 


Springfield 


SEKIL7.28 Uzakliklar mil olarak 
yuvarlanmis sekilde kayma dtizeltmesi 
(Ornek 7) diyagrami (cizim 6l¢ekli degil). 


y = sin! x 


Tanm arahgi: -l<x<1 


>X 


SEKIL7.29 y=sin! »’in grafigi. 


Deger araligi: —77/2 < y S 77/2 


ORNEK 6 


Sikago’dan St. Louis’e bir ugak yolculugunda, hava g6revlisi ucagin rotasindan Sekil 
7.28'de gériildtgii gibi 12 mil sapmis oldugunu belirler. Orijinal, dogru rotaya paralel olan 
bir rota icin a acgisim, b agisini ve c = a + b diizeltme acisimi bulun. 


Kayma diizeltmesi 


Coziim 
ee ad | 12, ~ ~ ° 
a= sin’ 7809 0.067 radyan © 3.8 
es 12 a aS ° 
b= sin 62 ~ 0.195 radyan ~ 11.2 
c=atbs 15° r 


y=sin" u'nun Tirevi 


x = sin y fonksiyonunun —7r/2 < y < 7/2 araliginda tiirevlenebildigini ve tiirevi kosinii- 
siin bu aralikta pozitif oldugunu biliyoruz. Bu nedenle Béliim 7.1’deki Teorem 1, y= sin”! x 
ters fonksiyonun -—1 < x < 1 araliginda ttirevlenebilecegini garantiler. x = 1 veya 
x =—I'de tiirevlenmesini bekleyemeyiz, ciinkii bu noktalarda fonksiyonun grafiginin te- 
getleri dikeydir (Sekil 7.29). 

y= sin! x’in tiirevini f(x) = sin x ve f-\(x) = sin’! x ile Teorem 1’i uygulayarak bulu- 
ruz: 


1 


(fY'@) = 7G") Teorem 1 
7 ees f'(u) = cosu 
= Fa sin (sin"! x) = x 
XxX 


Alternatif Tiiretme: Teorem 17i dogrudan uygulamak yerine, y = sin! x’in tiirevini kapali 
tiirev kullanarak asagidaki gibi bulabiliriz: 


1 


sin y =X y=sin x@siny =x 
dcx _ ae ee ee ee 
ms (siny) = 1 iki tarafin da x’e gore tiirevi 
dy ‘ 
cosy 7 = Zincir Kurali 
dx 
—1/2<y </2 araliginda 
dy 1 j2<y <7, & 
ae = cosy cos y > 0 oldugu igin bélebiliriz. 


1 : 
SS cosy = V1 — sin’y 
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Hangi tiiretmeyi kullanirsak kullanalim, y= sin”! x’in x’e gére tiirevi 


l 


pa 
—(sin! x) = 
dx l1-x 


2 
olarak bulunur. 


|u| < 1 olmak iizere wu, x’in tiirevlenebilir bir fonksiyonu ise, Zincir Kuralim uygulayarak 


1 du 


V1 age oe 


£ (sin u) = jul <1 


elde ederiz. 


ORNEK7 —_Tiirev Formiiliinii Uygulamak 


a (sin! x?) = 


y= tan! u‘nun Tiirevi 


y= tan! x’nun tiirevini, f(x) =tanx ve f(x) = tan! x ile Teorem 1’i uygulayarak bulu- 
ruz.—7/2<x<a/2_ igin tan x pozitif oldugundan Teorem | uygulanabilir: 


1 


(f')'() = 7G") Teorem 1 
= eS f'(u) = sec? u 
+ =e x) eee noire 
= 1 ? me tan (tan! x) = x 


Turev, biittin reel sayilar icin tanimlidir. w, x’in tiirevlenebilir bir fonksiyonu ise asagidaki 
Zincir Kurali formunu elde ederiz. 


1 du 
1+ u2 dx 


fe (tan! uv) = 


ORNEK8 — Hareket Eden Bir Parcacik 


Bir parcacik x-ekseni tizerinde herhangi bir ¢ = 0 anindaki konumu x(t) = tan! \/t 
olacak sekilde hareket etmektedir. ¢= 16 iken pargacigin hizi nedir? 


Coziim 


oe es ee oe en | 
u(t) = G tan Vt 1+ (v0? ae VE l+t 9% 
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y = sec x 


SEKIL7.30 y=sec! x egrisinin egimi hem 
x <—1l, hem dex > 1 icin pozitiftir. 


t= 16 iken hiz 


1 1 1 


EN) ied eae 136 


dir. 
y=sec™! u’nun Tiirevi 


0<x< 7/2 ve 7/2 <x <7 igin sec x’in tiirevi pozitif oldugundan Teorem 1, ters fonk- 
siyonunun tiirevlenebildigini séyler. Teorem 1’deki formiilii dogrudan uygulamak yerine 
y=sece!x,|x|> 1, fonksiyonun tirevini kapali tiirev Zincir Kuralint kullanarak asagida- 
ki gibi aliriz: 


y=sec x 
secy =x Ters Fonksiyon Bagintis1 
d d . 
ae (sec y) = de x Iki tarafin da x’e gore tirevi 
dy 
sec ytany— = 1 Zincir Kurali 
y y dx 
|x| > 1,y oldugundan 
dy = a (0, 7/2) U (ar/2, 7) ve 
dx sec y tan y sec y tany #0 


Sonucu x’e gore ifade etmek tizere 
secy = x ve tany = +Vsec*?y-—1=4Vx?-1 


bagintilarim kullanarak 


elde ederiz. 
Isaret igin (+) bir sey yapabilir miyiz? Sekil 7.30’a bakmak y = sec” 
egiminin daima pozitif oldugunu gésterir. Dolayisiyla 


1 


x’in grafiginin 


; ———— es 
sec! x = eVx~ 1 
dx 1 . 
— —— _ ifx< -l. 
xVx? - 1 


bulunur. Mutlak deger sembolii ile “+” belirsizligini ortadan kaldiran tek bir formiil ya- 
zabiliriz: 
a 
dx |x| Vx? - 1 


|u| > 1 olmak tizere u, x’in tiirevlenebilir bir fonksiyonu ise asagidaki ifadeyi buluruz: 


7.7 Ters Trigonometrik Fonksiyonlar 527 


ORNEK9 — Formiilii Kullanmak 


ce sec! (5x4) 


= 1 d (5x4) 
[sx4]V(5x4)2 — 1 & 


dx 
= : (20x?) 5x4 > 0 
5xtV25x8 — 1 
4 


xV 25x8 — 1 a 


Diger Uciiniin Tiirevleri 


Diger tig ters trigonometrik fonksiyonun — arkkosintis, arkkotanjant ve arkkosekant — 
turevlerini bulmak igin ayni teknigi kullanabiliriz, fakat asagidaki denklemler sayesinde 
cok daha kolay bir yol vardir. 


Ters Fonksiyon—Ters Co-fonksiyon Ozdeslikleri 


cos !x = w/2 — sin! x 
cot 'x = m/2 — tan’! x 


esc! x = a/2 — sec! x 


Bu 6zdesliklerden ilkini (4) Denkleminde gériiyoruz. Digerleri benzer yolla elde edi- 
lir. Ters co-fonksiyonlarin tirevlerinin, karsi gelen ters fonksiyonlarin tirevlerinin negatif- 
leri olduklart kolaylikla gériilebilir. Ornegin, cos”! x’in tiirevi asagidaki gibi hesaplamr. 


uo (cos! x) = f. (z — sin! x) Ozdeslik 


- —£ (sin x) 


a ——s arcsiniis’tin tiirevi 


ORNEK 10 — Arkkotanjant Egrisine Bir Teget 


y= cos! x grafigine x =—1 de teget olan dogru icin bir denklem bulunuz. 


Cézim Once 


cot !(-1) = a/2 — tan! (-1) = a/2 — (—a/4) = 30/4. 


oldugunu not edelim. Tegetin egimi 


dy 1 1 ost 
ax |= Le? yas 1+ (-1) 2 


dir. Dolayistyla tegetin denklemi y— 32/4 = (-1/2)(x + 1) dir. : 
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Ters trigonometrik fonksiyonlarin tiirevleri Tablo 7.3 te 6zetlenmistir 


TABLO 7.3. Ters trigonometrik fonksiyonlarin tirevleri 
d(sin ' u) du/ dx 
= » jul <1 
dx A /\ <2 uz 
d(cos | w) du/ dx 
2. 7 =— , lul <1 
me V1 - wu? 
3 d(tan'u) _ du/dx 
. dx 1+? 
F d(cot™ u) du/ dx 
. dx 1+u? 
d(sec * u) du/dx 
5. 7 = , jul >1 
ut jul Vu? — 1 
d(csc~ —du/ dx 
6. (ese De / , jul >1 
~ ju) Vu? — 1 


integrasyon Formiilleri 


Tablo 7.3’teki tiirev formiilleri Tablo 7.4’teki tig yararli integrasyon formiltint verir. For- 
miiller, sag taraftaki fonksiyonlarin tiirevlerini alarak kolayca saglanabilir. 


TABLO 7.4 Ters trigonometrik fonksiyonlarla hesaplanan integraller 


Asagidaki formiiller herhangi bir a # 0 sabiti igin gecerlidir. 
du — ap l [ u 
. ly=-" (s) +e 


du _ il, 4 fu 
eee q tan (t+ 


1 


du 
3. / 5 5 = asec 
uVu—-a 


(u? < a’ icin gecerli) 


(Her wu icin gecerli) 


“lal+C — (\ul > a> Oigin gecerli) 


Tablo 7.3’teki tiirev formillerinde a = 1 ‘dir, fakat gogu integrasyonda a # 1|’dir ve 
Tablo 7.4’teki formiiller daha yararlidir. 


ORNEK 11 —_ Integral Formiillerini Kullanmak 
V3/2 Ee a i 

(a) ——— = sin ‘x 
V2/2 1 — x? V2/2 
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1 


1 
dx yg we = _ _ 7 
w | i¢2° x] =r!) ~ ta) = 7-0-3 
V2 d. V2 
(c) 8 = sees | =2-f-2 
V3 xVx2 — 1 23 4 6 12 


ORNEK 12 —Déniisiim ve Tablo 7.4 Kullanmak 


a=3,u=xile 


dx = dx et eX 
(a) \/9 — x2 VBP — x2 sm 3 +C Tablo 7.4, Formiil 1 
—x —xX 


(b) / dx = | du 
V3 — 4x? 2 Var — uw? 
= + sin”! (+) +C Formill 1 


ORNEK13 ‘Tam Kareye Tamamlamak 


dx 
/ V Ax — x? 


integralini hesaplayin. 
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a= V3,u = 2x ve du/2 = dx 


Ciziim 4x — x? ifadesi Tablo 7.4’teki formiillerden higbirine uymaz, 0 yiizden énce 


tam kareye tamamlama yéntemiyle 4x — x°’yi yeniden yazariz: 


4x — x? = —(x? — 4x) = -(x? - 4x +4) +4=4- (x - 2). 


Sonra a=2, u =x-—2 ve du = dx koyarak 


dx = dx 
oe a 


du 
= Pe nce a=2,u=x-—2, ve du=dx 
Va —u 
-—-1{u as 
= sin (x) risen OF Tablo 7.4, Formiil 1 


= sin”! (2) 6 


ORNEK 14 — Tam Kareye Tamamlamak 


buluruz. 


/ dx 
4x? + 4x + 2 


integralini hesaplayin. 
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Cizim  4x* + 4x binom ifadesini tam kareye tamamlariz: 


Sonra, 


atta trates t2—a(e+e+t) 42-4 
1\? 
=a(x+4) +1-@r+ Pes 
/ dx -/ dx -3/ du 
4x? + 4x + 2 (xt 1P+1 2f Wear shun wtt 


buluruz. 


ORNEK 15 —_Déniisiim Kullanmak 


integralini hesaplayin. 


Coziim 


dx du/u 
lye= Vie = a? 
= du 
uVu — a? 
= T seem! #| re 
=] e~ 
= as (<. 


ALISTIRMALAR 7.7 


ve du/2 = dx 


Tablo 7.4, Formiil 2 


a=lu=2x+1 


u = e*,du = e* dx, 


dx = du/e* = du/u, 
a=V6 


Tablo 7.4, Formiil 3 


Ters Trigonometrik Fonksiyonlarin Bilinen Degerleri 


Ornek 1-3’teki gibi referans iiggenler kullanarak 1-12. alistir- 
malarindaki acilar bulun. 


b. tan!(—V3) c. tan”! (S) 


c. tan! (=) 


1. a. tan! 1 


2. a. tan !(—1) b. tan! V3 


sin | (=) a 


2 
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= +f 2 _ 33. cos (sin ! x) 34. tan (cos ! x) 
7. a. sec '(—V2) b. sec! (2) c. sec !(—2) 
V3 35. sin (tan! Vx2 — 2x), x =2 
es apf 2 2 2 
8. a. sec V2 b. sec! (=3) c. sec | 2 i a i 
Asa 36. sin | tan oy rare 37. cos | sin 3 
s = —2 = 
9. a. cso! V2 b. csc! (=) c. csc | 2 38. cos (sin) 39. sin (see) 
= ee =i 2 Spe Ee eee 4+ 
10. a. csc | (—V2) b. csc (2) c. csc (—2) 40. sin sec! ( x. *) 
ae - ai fl 
11. a. cot! (-1) b. cot! (V3) c. cot! (=) oe 
V3 Limitler 
12. a. cot! (1) b. cot! (—V3) c. cot! () 41-48 alistirmalarindaki limitleri bulun. (Stipheye diiserseniz, 
V3 fonksiyonun grafigine bakin.) 
. . . . . : 1 : -1 
Trigonometrik Fonksiyon Degerleri ah Teen oe ee 
13. : i sin | (5/13) ise cos a, tan a, sec a, csc a, sec a ve cot a’yl 43. lim tan! x 44. lim tan! x 
ulun. x00 x—-00 
14. a=tan! (4/3) ise sin a, cos a, sec a, csc a ve cot a’y1 bulun. 45. Js. sec”! x 46. Je. see 
15. a=sec ! (5) ise sin a, cos a, tan a, csc @ ve cot a’y1 bulun. 47. lim csc! x 48. lim csc! x 
16. a = sec | (—V13/2), ise sin a, cos a, tan a, csc a, ve cot a’y1 ae a 
bulun. 7 
Tiirev Bulmak 
Trigonometrik ve Ters Trigonometrik Fonksiyonlari Hesaplama 49-70 alistirmalarinda, y’nin uygun degiskene gore tiirevini bulun. 
17-28 alistirmalarindaki degerleri hesaplayin. 49. y = cos! (x?) 50. y = cos! (1/x) 
= inl — oehyy — 
17. sin (cos (~2)) 18. sec (cos ;) Sh se a 52. y = sin (1 — 4) 
53. y= sec (2s + 1) 54. y = sec | 5s 
= peet! (2 
19. tan (sin ( )) 20. cot (sin (- v3) 55. y = csc ° +1), x>0 
56. y = csc > 
21. csc (sec! 2) + cos (tan! (—V3)) 3 
— — = . —| 
22. tan (sec! 1) + sin (csc!(—2)) 57. y= secs, O<t<1 58. y= sin 2 
23. sin (sin ( x) + cos”! ( )) 59. y = cot | Vt 60. y = cot! Vr- 1 
61. y = In(tan! x) 62. y = tan | (Inx) 
24. cot (sin ( i) — sec! 2) 63. y = csc | (e’) 64. y = cos !(e%) 
‘ i \ : 65. y=sV1—s?+cos!s 66. y= Vs?—1-sec!s 
25. sec(tan”' 1 + csc 1) 26. sec (cot! V3 + csc !(—1)) 


67. y= tan! Vx? — 1 + esc !x, x>1 
27. sec! a Yanit —7r/6 degildir. 
vee (se ( *)) pane ueereeert a 68. y = cot! 4 — tan! x 69. y=xsin'!x + VI - x? 


| 7 / wigs 
: _ Yanit —77/4 degildir. _ 
eee CON (co ( 7)) ana eee) 70. y = In(x? + 4) — xtan! (5) 


Trigonometrik Ifadeleri Bulmak integral Hesaplamak 
29-40 alistirmalarindaki ifadeleri hesaplayin. 71-94 alistirmalarindaki integralleri hesaplayin. 
29. sec (ton 5) 30. sec (tan! 2x) 71. [as 72. ls 
y V9 — x? Vil ae 
31. tan (sec 3y) 32. tan (see * 
5 73. | a v4, | a 
V7 x 9 + 3x 
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75. 


77. 


79. 


81. 


83. 


85. 


87 


88. 


8 


91. 


Boliim 7: Transandant Fonksiyonlar 


dx 
ta —2 
: 4 ds 


0 V4-— 3? 


i dt 
0 8+ 2 


V2/2 dy 
-1 yV 4y? — 1 


3 dr 


Vi ~ ar — 1p 


| dx 
2+ (x- 1) 


716 |S 
xV 5x? — 4 


3V2/4 


0 V9 — 4s? 
2 
80. / _ 
24+ 3t 
-V2/3 dy 
82. ———$—$— 
2/3 yV9y? — 1 
34, | 6a __ 
V4—-(r+1P 


dx 
86. | ———————> 
‘i 1+ (x + 1) 


dx 
: ie Sy Gs iP =A 


dx 
a ee 


9 i 2 cos 6 dO 
: -a/2 1 + (sin 6)? 


~ edx 
0 1 +e 


90 i esc? x dx 
" Iajs 1 + (cotx) 


2. | _4dt 
1 t+ 


sec? y dy 


V1 — tan? y 


94, 


95-104 alistirmalarindaki integralleri hesaplayin. 


95. 


97. 


99. 


101. 


103 


/ dx 
V—x? + 4x — 3 


0 


6 dt 
-1 V3 -2t- 7 
eae 
yr —2yt+5 


[ 8 dx 
1 x7-2x4+2 


/ dx 
; (x + 1)V x? + 2x 


96 |S 
V 2x — x? 
1 
os, | = ba —- 
2 V3 + 4¢ — 4° 


dy 
100, | 3 ok 
y’ + 6y + 10 


4 ‘ 
2 x° — 6x + 10 


o. / ee 
(x — 2)Vx? — 4x + 3 


105-112 alistirmalarindaki integralleri hesaplayin. 


105. 


107. 


111. 


eosin |X dy 

V1 — x? 
(c x) dx 

Vi- ‘a 
Lainey 'y)Q + y’) 


sec sec? (sec! x) dx 'y) dx 


V2 xVx? - 1 


eoos |x dx 
V1 — x? 
108. {— V tan! x dx 


1 + x? 


106. 


110. [eee a 
(sin y)V1 — y’? 


2 cos (sec! x) dx 
112. ee 
V3 xVx?- 1 


Limitler 
113-116 alistirmalarindaki limitleri bulun. 
ee — 
113. lim S22 114, lim, Y*—+ 
— xl geen x 
-13,2 
115. lim xtan! 2 116. lim es 
x—0O x0 Ix 


integrasyon Formiilleri 


117-120 alistirmalarindaki integrasyon formiillerini dogrulayin. 


=] —] 
ny, [ Fea yin (1 tae ee 


x2 x 


118. Je cos 5x de = © cos! 5x + 


ee V1 — 25x? 
119. [ony dx = x(sin'! x)? — 2x + 2V1—x?sin!x+C 


a 


120. [rw + x?) dx = xIn(a? + x”) — 2x + 2atan!~ + C 


Baslangic Deger Problemleri 


121-124 alistirmalarindaki baslangi¢ deger problemlerini ¢éziin. 


121. == Aa y(0) =0 

122. . = ea 24, 70y= 

123. F = x>1; yQ2Q)=a7 
124. “ aa _ = =F yO) = 2 
Uygulamalar ve Teori 


125. Bir sinifta duvar yaninda oturarak sinifin Gniintideki tahtaya ba- 
kiyorsunuz. Tahat 12 ft uzunlugundadir ve yaninda oturdugunuz 
duvarin 3 ft ilerisinden baslar. Kars1 duvardan x ft uzakliktaysa- 
niz goérme acginizin 


-_| x 1x 
= cot t 
Qa co 15 co 3 


oldugunu gésterin. 


NS 


Siz 


B3 
i Duvar 


I x | 


126. y= sec! x ve x-ekseni arasinda, x = 1’den x = 2’ye kadar olan 


bélge (sekilde gésterilen) bir dénel cisim elde etmek tizere y-ek- 
seni etrafinda d6éndiiriiliiyor. Dénel cismin hacmini bulun. 


oly) 


0 


127. Sekilde gésterilen koninin yanal yiiksekligi 3 m dir. Koninin 
hacmini maksimize eden, belirtilen agi ne olmalidir. 
Buradaki hangi 


agi en biiyiik hacmi 
verir? 


-—----~ 


129. Asagida tan! 1+ tan! 2+ tan! 3=7 esitliZinin resmi olmayan 
bir ispati verilmistir. Neler oldugunu agiklayin. 


130. sec(—x) = 7 — sec! x Ozdesliginin iki elde edilisi 


a. (Geometrik) sec \(-x) = 7 — sec! x’in resimli bir ispati. 
Bakin, yapabilirseniz neler oldugunu séyleyin. 
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b. (Cebirsel) Asagidaki iki  denklemi 
sec |(-x) = 7 —sec™! x 6zdeslizini elde edin. 


birlestirerek 


cos !(—x) = 7 — cos! x Denklem (3) 


sec! x = cos !(1/x) Denklem (5) 

131. sin 'x + cos! x = 7/2 Ozdesligi Sekil 7.21, 0 <x < 1 icin 
dzdesligi tespit eder. [—1, 1]’in geri kalaninda dzdesligi sapta- 
mak iizere igin dogrudan hesaplamayla x = 1, 0 ve —1 icin 
dogrulugunu gésterin. Sonra, x’in (—1, 0)’daki degerleri igin 
x = -aa> 0 olsun. (1) ve (3) denklemlerini 
sin |(—a) + cos !(—a) toplamina uygulayin. 


132. tan”! x + tan! (1/x) toplaminm sabit oldugunu gésterin. 


133-136 alistirmalarindaki ifadelerin hangileri tanimlidir, hangileri 
tanimli degildir? Cevaplarinizi agiklayin. 


133. a. tan! 2 b. cos! 2 
134. a. csc! (1/2) b. csc! 2 
135. a. sec !0 b. sin V2 
136. a. cot! (— 1/2) b. cos! (—5) 


137. (Alistirma 125’in devam1) Gérme aginiz a’ yi maksimize etmek 
igin duvar boyunca iskemlenizin yerini diizenlemek istiyorsu- 
nuz. Odanin 6n tarafindan ne kadar uzakta oturmaniz gerekir? 


138. Hangi x-degeri asagida gésterilen @ agisin1 maksimize eder? Bu 
noktada @ ne kadar genistir? @ = 7 — cot! x — cot! (2 — x) 
oldugunu géstermekle baslayin. 


y 


> XxX 


0 | x 2: 
139. (a) ve (b)’deki integrallerin ikisi de dogru olabilir mi? Aciklayin. 


=sin'x+C 


» f S8 


140. (a) ve (b)’deki integrallerin ikisi de dogru olabilir mi? Aciklayin. 


dx _ f dx _ 
VI = x? VI = x? 


cos !x + C 


cos !x + C 


a. 
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: i dx = ‘) —du x= 4, 
TMi-2 JVi-cy ** 
_ —du 
V1 - wu? 
=cos!u+C 
= cos! (—x) + C u=-x 
141. 
esotu = = — secu 
2 

bagintisim kullanarak sec! v’nun tiirev formiiliinden Tablo 


7.3°teki csc! u’nun tiirev formiiliinii elde edin. 


142. y=tan! x’in tirevinin formiilii olan 
dy 
dx 1 + x2 


formiiltinti, buna denk olan tan y = x denkleminin iki tarafinin da 
tiirevini alarak cikariniz. 


143. Asagidaki formiilti tiretmek icin Béliim 7.1, Teorem 1’deki 


Turev Kuralini kullanin: 


f peo ly ——— |x| > 1. 
dx |x|. / 2 = 4 
144, 
cot u = a tan! u 


2 


bagintisim kullanarak tan” w’nun tiirev formiiliinden Tablo 
7.3°teki cot! w’nun tiirev formiiliinii tiiretin. 


ee Os = -1y/-9 
f(x) = sin YET g(x) = 2 tan! Vx? 


fonksiyonlarinin 6zelligi nedir? Agiklayin. 


145. x=0, ve 


146. f(x) = sin! ve g(x) = tan! +9 


1 
Vir +1 


fonksiyonlarinin 6zelligi nedir? Agiklayin. 


147. Asagida gésterilen d6nel yiizeyin hacmini bulun. 
va 4 
3 


148. Yay uzunlugu y = V1 —x*, -1/2 = x S 1/2 e@risinin 


uzunlugunu bulunuz. 


Dilimleyerek Hacim Bulma 
149 ve 150 alistirmalarindaki cisimlerin hacimlerini bulun. 


149. Cisim, x-eksenine x =—1 ve x = 1 noktalarinda dik olan diizlem- 
ler arasindadir. x-eksenine dik olan dik-kesitleri 


a. caplan y = —1/V1+ x? egrisinden y = 1/V1 + x? 
egrisine uzanan ¢emberlerdir; 
b. tabanlan y =-1/V1 + x? egrisinden y = 1/V1 + x? 


egrisine uzanan dikey karelerdir. 
Cisim x-eksenine x = HA/3)9 ve x = V2/2 noktalarinda 
dik olan diizlemler arasindadir. x-eksenine dik olan dik-kesitleri 
a. caplari, x-ekseninden y = 2/ W1 — x? egrisine uzanan 


150. 


cemberler; 
b. késegenleri x-ekseninden y = 2/ V1 — x? egrisine uzanan 
karelerdir. 


Hesap Makinesi ve Grafik Arastirmalari 
151. Asagidaki degerleri bulun. 


a. sec! 1.5 b. csc! (1.5) ec. cot! 2 
152. Asagidaki degerleri bulun. 
a. sec '(—3) b. csc! 1.7 c. cot! (—2) 


153-155 alisturmalarinda, her bir bileske fonksiyonun tanim ve deger 
kiimelerini bulun. Sonra, bilesenleri ayri ekranlarda gizin. Her du- 
rumda grafikler anlamli midir? Cevaplarinizi agiklayin. Gordiigiiniiz 
herhangi farkliliklar yorumlayin. 


153. a. y = tan | (tan x) b. y = tan (tan! x) 
154, a. y = sin | (sin x) b. y = sin (sin! x) 
155. a. y = cos | (cos x) b. y = cos (cos ! x) 


156. y = sec (sec! x) = sec (cos! (1/x))’in grafigini cizin. Ne 


gordiigiiniizii agiklayin. 


157. Newton yilam y = 4x/(x° + 1) Newtom yilanmin grafigini 
cizin. Sonra, aym cercevede y = 2 sin (2 tan! x)’in grafigini 


cizin. Ne gértiyorsunuz? Aciklayin. 
y= 
cergevede y = cos (2 sec 
sunuz? Aciklayin. 


158. — x°)/x* rasyonel fonksiyonunu cizin. Sonra, aym 


' x)in grafigini cizin. Ne goriiyor- 


159. f(x) = sin”! ¥’i, ilk iki tiirevinin grafigiyle birlikte cizin. f’nin 
davranisinin ve grafiginin seklinin, f’ ve f”’niin isaret ve deger- 
leriyle iliskisini yorumlayin. 
160. f(x) = tan! x’i, ilk iki tiirevinin grafigiyle birlikte cizin. f’nin 
davranisinin ve grafiginin seklinin, f’ ve f”’niin isaret ve deger- 
leriyle iliskisini yorumlayin. 


7.8 Hiperbolik Fonksiyonlar 535 


ie oe Hiperbolik Fonksiyonlar 


Hiperbolik fonksiyonlar, e* ve e* eksponansiyel fonksiyonlarinin kombinasyonlar1 ile 
olusturulurlar. Hiperbolik fonksiyonlar bir gok matematiksel ifadeyi basitlestirirler ve 
uygulamalarda 6nemlidirler. Ornedin, bir elektrik iletim hattinda oldugu gibi, iki ucundan 
asilmis bir kablodaki gerilmeleri hesaplama gibi problemlerde kullanilirlar. Ayrica, difer- 
ansiyel denklemlerin ¢éziimlerini bulmada 6nemli rol oynarlar. Bu béltimde, hiperbolik 
fonksiyonlarin, grafiklerinin, ttirevlerinin nasil hesaplandiginin ve neden Gnemli ters 
turevler olarak ortaya ciktiklarinin kisa bir tanitimini veriyoruz. 


Eksponansiyel Fonksiyonun Cift ve Tek Kisimlari 


Boliim 1.4’teki cift ve tek fonksiyon tanimlarini ve grafiklerinin simetrilerini hatirlayin. 
Bir gift fonkstyon f(—x) = f(x) bagintisim: saglarken, bir tek fonksiyon f(—x) = —f(x) 
bagintisim saglar. Merkezi orijinde olan bir aralikta tanimlanan her f fonksiyonu bir gift 
fonksiyon ve bir tek fonksiyonun toplami olarak tek bir sekilde yazilabilir. Ayrisma 


far i—a.. fo) = fag 
f(x) = ; + 5 


cift kisim tek kasim 


olarak yapilir. e*’i bu sekilde yazarsak, 
ewt+te* , @&—-e” 
i a 


cift kisim tek kisim 


buluruz. e“’in, sirastyla, kosiniis hiperbolik ve sintis hiperbolik olarak adlandinilan gift ve 
tek kistmlarinin 6zel yararlart vardir. Elastik cisimlerdeki dalga hareketlerini ve metal 
sogutucu kanatlardaki sicaklik dagilimlarim tanimlarlar. St. Louis’deki Batiya giden Gate- 
way Arch’1in merkez dogrusu agirliklandirilmis bir hiperbolik kosintis egrisidir. 


Tanimlar ve Ozdestlikler 


Kosiniis hiperbolik ve siniis hiperbolik fonksiyonlar1 Tablo 7.5’teki ilk iki denklemle 
tanmlanirlar. Tablo ayrica tanjant, kotanjant, sekant ve kosekant hiperbolik fonksiyon- 
larini da verir. Gdrecegimiz gibi, hiperbolik fonkstyonlar isimlerini aldiklan trigonometrik 
fonksiyonlarla bir gok benzerlik gésterirler. (Alistirma 84’e de bakin.) 

cosh x gésterimi genellikle “kos x” ve sinh x gésterimi “sing x” olarak okunur. 

Hiperbolik fonksiyonlar Tablo 7.6’daki 6zdeslikleri saglarlar. Bunlar isaret farklart 
disinda, trigonometrik fonksiyonlardan bildigimiz 6zdesliklere benzerler. 

ikinci denklem asagidaki sekilde elde edilir: 


: e-—e*\fe+e* 
2 sinh x coshx = 2( 5) )( 5) ) 


= sinh 2x 
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TABLO 7.6 Hiperbolik fonksiyon 
dzdeslikleri 


cosh? x — sinh?x = 1 
sinh 2x = 2 sinhx coshx 
cosh 2x = cosh? x + sinh? x 


snake cosh 2 +1 
cee sss —1 


tanh? x = 1 — sech? x 
coth*x = 1 + esch? x 


TABLO 7.5 Alti temel hiperbolik fonksiyon 


x’in sintis hiperboligi: sinh x = 3 


ete* 
2 


x’in kosiniis hiperboligi: = coshx = 


sinhx _ ew —e* 


SEKIL 7.31 


Tanjant hiperbolik: tanhx = ci ae 
Kotanjant hiperbolik: cothx = Saale = = - 
sinhx e*—e 
. a 1 2 
Sekant hiperbolik: sechx = She 
Kosekant hiperbolik: cschx = = ; 2 = 
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Diger 6zdeslikler, hiperbolik fonksiyonlarin tanimlarinda d6niistimler ve cebir kulla- 
narak benzer sekilde elde edilirler. Birgok standart fonksiyon gibi, hiperbolik fonksiyonlar 
ve tersleri, hesap makineleri ile, bu amaca yGnelik 6zel tuslar veya temel tuslardan olusan 
bir dizi kullanarak, kolaylikla hesaplanurlar. 


Tiirevler ve integraller 


Tiirevlenebilir e* ve e~“’in rasyonel kombinasyonlari olan hiperbolik fonksiyonlarin 
tanmmli olduklari her noktada tirevleri vardir (Tablo 7.7). Burada da, trigonometrik 
fonksiyonlarla benzerlikler vardir. Tablo 7.7’deki tiirev formiilleri Tablo 7.8’deki integral 
formiillerini verirler. 


TABLE 7.7 Hiperbolik fonksiyonlarin TABLE 7.8 Hiperbolik fonksiyontarin 

tirevleri integral formilleri 
rr 7 

hk (sinh vw) = coshu ce [sinned coshu + C 
Boag u) = sinh 4 ft cosh u du = sinhu + C 

dx dx 

oo euh u) = sech? Ps sech? u du = tanhu + C 

dx dx 

fest u) = —csch? 4 esch? u du = —cothu + C 

dx dx 

d _ du = 

——(sech uv) = —sech uv tanh u —— sech u tanh u du = —sechu + C 
dx dx 

d = du = 

—(eschu) = —eschu cothu— cesch u cothu du = —cschu + C 
dx dx 


Tiirev formiilleri, e“’nun tiirevinden elde edilirler: 


d . = d et _ e 
x (sinh u) = de (45 ) 


sinh w’nun tanim1 


e" du/dx + e “ du/dx 


2 


~ cosh 1 At! 
= cosh u dx 


Bu, ilk tiirev formiiltinii verir. 


e“’nun ttirevi 


cosh w’nun tanim1 


d d{ 1 
ae (csch u) = we sinha esch w’nun tanimi 
—  coshu du — 
=—— ‘Sink? af de Boliim Kurali 
S1 u 


1 coshu du 


sinh uw sinhu dx 


—cesch u coth u du 
dx 


Terimleri yeniden yazmak 


csch uw ve coth w’nun tanim1 


Bu hesaplama da son formiilti verir. digerleri benzer sekilde elde edilirler. 


538 


Boliim 7: Transandant Fonksiyonlar 


ORNEK1 _Tiirevleri ve Integralleri Bulmak 
(a) = (tanh V1 + 2?) = sech? V1 = P£(Vi + 17) 


= t 24/ 2 
= ——— sech 1+t 
Vi1+ 0? 


cosh 5x 1 / du u = sinh 5x, 
(b) [com 5x dx = / sinh 5x dx = sf u du = 5 cosh 5x dx 
= Ein |u| + C= Ein|sinh 5x] + C 
cosh 2x — 1 
(c) [ sinh? x dx = [ = 5 dx Tablo 7.6 
0 0 
1 : 1 
eal 1 | sinh 2x 
= 3}, (cosh 2x — 1) dx = 5 5) x] 
. Bir hesap makinesi 
= sats = 5 = 0.40672 ile hesaplayin 


In2 In2 x ox In2 
(d) [ 4e* sinh x dx = i de® = ak = [ (2e* — 2) dx 
0 0 0 


= [e* — 2x]>* = (e782 — 21n2) — (1 - 0) 
=4-—2In2-1 
1.6137 7 


2 


Ters Hiperbolik Fonksiyonlar 


Alt hiperbolik fonksiyonun tersleri integrasyonda cok kullanislidir. d(sinh x)/dx = cosh x > 0 
oldugundan, sintis hiperbolik, x’in artan bir fonksiyonudur. Tersini 


y=sinh! x 
ile gésteririz, -co < x < Oo araligindaki her x igin, y = sinh”! x’in degeri, siniis hiper- 
boligi x olan sayidir. y = sinh x ve y = sinh! x’in grafikleri Sekil 7.32a’da gésterilmekte- 
dir. 
y = cosh x fonksiyonu, Sekil 7.31’deki grafiginden gorebilecegimiz gibi, bire-bir 
degildir. Fakat kisitlanmis y = cosh x, x = 0, fonksiyonu bire-bir dir ve dolayisiyla 


y=cosh! x 


ile gésterilen bir tersi vardir. Her x = 1 degeri igin, y= cosh! x, 0 = y < © araliginda 
hiperbolik kosiniisii x olan sayidir, y = cosh x, x = 0 ve y = cosh! x fonksiyonlarmin 
grafikleri Sekil 7.32b’de gésterilmektedir. 

y=coshx gibi, y = sechx = 1/coshx de bire-bir degildir, fakat x’in negatif olmayan 
degerlerine kisitlanmis seklinin bir tersi vardir ve 


y=sech! x 


ile gosterilir. (0, 1] araligindaki her x degeri igin, y = sech”! x, negatif olmayan ve sekant 
hiperboligi x olan sayidir. y = sech x, x = 0, ve y = sech’! x’in grafikleri Sekil 7.32(c)’de 
goésterilmektedir. 
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y — wusa, 
Yy y=sinhx y=x x=0 y=x » y=x 
t ye / y = sech! x gh 
gh — “ (x=sechy, /% 
Lf y = sinh™ x rs 3 y=0) ye 


[ 7 (x = sinh y) 


TABLO 7.9 Ters hiperbolik 
fonksiyonlar icin bagintilar 


az cal 
sech"!x = cosh! > 
ee rogrye 
esch ' x = sinh”! + 


coth |x = tanh”! _ 


PNwWRUADA® 


So 


(b) (c) 


SEKIL 7.32 Ters siniis, kosiniis ve sekant hiperboligin grafikleri. y = x doZrusuna gére simetrilere dikkat edin. 


Tanjant, kotanjant ve kosecant hiperbolik fonksiyonlari tanim araliklarinda bire-bir 
dir ve 


y=tanh! x, y=coth!x, y=csch! x 


ile tanimlanan tersleri vardir. Bu fonksiyonlarin grafikleri Sekil 7.33’te verilmektedir. 


2 
nN 


>< 


I 
x=cothy | 


} 
y= coth x | 


-l 


(a) (b) (c) 


SEKIL7.33 Ters tanjant, kotanjant ve kosekant hiperboligin grafikleri. 


Yararli Bagintilar 


Tablo 7.9’daki bagintilari, sadece sech! x, csch! x ve coth”! x’in degerlerini veren hesap 
makinelerinde cosh! x, sinh! x ve tanh"! x’in degerlerini hesaplamakta kullaniniz. Bu 
bagintilar tantmlarin dogrudan birer sonucudur. Ornegin, 0 < x < 1 ise, 


sech (cosnr! (+) — oe (1) = f _ 


x 


dir. 
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Bu nedenle, sekant hiperbolik (0, 1] tizerinde bire-bir oldugundan 


cosh ! () = sech ! x 


elde edilir. 


Tiirevler ve integraller 


Ters hiperbolik fonksiyonlarin baslica kullanimlari Tablo 7.10’daki tiirev formillerini ter- 
sine geviren integrasyonlarda yatar. 


TABLO 7.10 Ters hiperbolik fonksiyonlarin tiirevleri 
d(sinh' wu) _ 1 oe 

dx 1 $a 
d(cosh ! u) l du 4 

dx ~ qe = | . 
d(tanh! w) 1 du 

dx Lu? de’ ju} <1 
d(coth | ) 1 du 

Ae ae |u| > 1 
d(sech! w) —du/dx peed 

dx ai ae 
d(csch ! ) —du/dx 24 

= , u 
dx Ju[V1 + wv? 


tanh! w ve coth' w’nun tiirev formiillerindeki |u| <1 ve |u| > 1 kisitlamalari bu 
fonksiyonlarin degerlerindeki dogal kisitlamalardan gelir. (Sekil 7.33a ve b’ye bakin.) 
|u| < lile |u| > 1 arasmdaki ayrim tiirev formiillerini integral formiillerine déndiirdi- 
siimtizde 6nem kazanir. |u| <1 ise, 1/(1 — u’)’nin integrali tanh! wu + C_ olur. 
|u| > 1 ise, integral coth! w+C olur. 

Ters hiperbolik fonksiyonlarin tirevlerinin nasil bulundugunu, d(coth! w)/dx’i 
hesapladigimiz Ornek 2’de gésteriyoruz. Diger tiirevler benzer sekilde elde edilirler. 


ORNEK2 — Ters Hiperbolik Kosiniis‘iin Tiirevi 


u, x’in degerleri |’den bityiik tiirevlenebilir bir fonksiyonu ise, 
TARIHSEL BiyoGRAFi 


1 du 


Vue — j ax 


Sonya Kovalevsky a (cosh! uv) = 
(1850-1891) - 


oldugunu gosterin. 
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Céziim Once x>1 icin, f(x) =coshx ve f '(x) = cosh! x ile Teorem 1’i uygulayarak 
f(x) = cosh! x’in tiirevini buluruz. 0 < x oldugundan Teorem | uygulanabilir. 


(FY) = : Teorem | 


f'(f* ()) 
1 


= a al , = aah 
sinh (cosh! x) f'(u) = sinh u 


1 
V/ cosh2 (cosh! x) = cosh? uw — sinh? w = 1, 


sinh u = Vcosh*u — 1 


1 
—————<—<—$—— cosh (cosh ! x) = x 
x -— 1 

Kisaca, 

d _ 

ae (cosh 'y) = ———. 

ee x7 - 1 
dir. Zincir Kurali istenilen sonucu verir: 
1 du 


Lt (cosh! wv) = 


Vye 1 a 


Ornek 2’de oldugu gibi, Teorem 1’i dogrudan uygulamak yerine, kapali tiirev alma ve Zin- 
cir Kurali’nt kullanarak da y = cosh"! x , x > 1’m tiirevini bulabiliriz: 


y = cosh! x 


x = coshy Esdeger denklem 
ray ay x’e gore tiirev alma ve 
aa Zincir Kurali 
dy —— 1 = 1 x >1 oldugu icin, 
dx sinhy  , /cosh? y = 4 y > Ove sinh y > 0 
1 
= ———__—. coshy = x 
x7 — 1 


Uygun degisken degisimleriyle, Tablo 7.10’daki tiirev formiilleri Tablo 7.11 ’deki inte- 
grasyon formiillerini verirler. Tablo 7.11’deki her formiil, sag taraftaki ifadenin tiirevini 
alarak saglanabilir. 


ORNEK3 — Tablo 7.11’ Kullanmak 


a 2 dx 
0 V3 + 4x? 


integralini hesaplayin. 


542 Boliim 7: Transandant Fonksiyonlar 


ALISTIRMALAR 7.8 


TABLE7.11. Ters hiperbolik fonksiyonlari veren integraller 


du ey fH 
1. [ *S-aw' (4) +e 
V a+ wu? q 


du _1fu 
2: / =cosh!{-~]+C 
Vue — a? (‘) , 


du 1 _1 fu 

4, [. Za ee (t)+e 
du 1 _j)u 

8 f Sanna lal +6 


a>0 


u>a>d0 


uw <a’ ise 


u’ > a’ ise 


O<u<a 


u#Ovea>O0 


Céziim Belirsiz integral 


2 dx 


du 
3 + Ax? 7 


u= 2x, du = 2 dx, a=V3 


Tablo 7.11 ’deki formiil 


ll 

ic 

= 
aaa 
Se 
WwW 
ee 

+ 

Q 


olarak bulunur. Dolayistyla, 


1 1 
2 dx : (22) ] F (2 ) 2 a] 
= sinh “ | —= = sinh ~ | —= } — sinh“ (0) 
V3 


0 V3 4 42 


bulunur. 


. ) — 0 © 0.98665 


Hiperbolik Fonksiyonlarin Degerleri ve Bagintilari 


1-4 alistirmalarinin her biri sinh x veya cosh x’in bir degerini verir. 
Tammlari ve cosh” x — sinh? x = 1 bagintisim kullanarak diger bes 


hiperbolik fonksiyonu bulun. 


geldigince sadelestirin. 
5. 2 cosh (In x) 
7. cosh 5x + sinh 5x 
9. (sinhx + cosh x)* 


5-10 alistirmalarindaki ifadeleri yeniden yazin ve sonuclari elinizden 


6. sinh (2 In x) 
8. cosh 3x — sinh 3x 


: 3 : 4 
1. sinhx = 7] 2. sinhx = 3 10. In(coshx + sinhx) + In(coshx — sinh x) 
3. coshx = i x > 0 4. coshx = = x>0 


11. 


sinh (x + y) = sinhx cosh y + coshx sinh y 


cosh (x + y) = coshx coshy + sinhx sinh y 


ifadelerini kullanarak asagidakileri gésterin. 
a. sinh 2x = 2 sinhx coshx 
b. cosh 2x = cosh? x + sinh’ x. 
12. cosh x ve sinh x’in tanmmlarin: kullanarak 
cosh? x — sinh? x = 1 
oldugunu gésterin. 
Tiirevler 


13-24 alistirmalarinda y’nin uygun degiskene gore tiirevini bulun. 


13. y = 6sinh 3 14. y = Fsinh (2x + 1) 
15. y= 2Vitanh Vt 16. y=" tanh + 
17. y = In(sinhz) 18. y = In(coshz) 


19. y = sechO@(1 — Insech@) 20. y = cschO(1 — Incsch 6) 


21. y = Incoshu — F tanh? v 22. y = Insinhv — Fcoth? v 


23. y = (x? + 1) sech (Inx) 


(Ipucu: Tiirev almadan énce, eksponansiyel cinsinden ifade edin 
ve sadelestirin.) 


24. y = (4x* — 1) esch (In 2x) 


25-36 alistirmalarinda, y’nin uygun degiskene gore tiirevini bulun. 


25. y = sinh | Vx 26. y = cosh !2Vx + 1 
27. y = (1 — 6) tanh! 28. y = (6° + 26) tanh !(@ + 1) 


29. y=(1-aAcoth! Vi 30. y= (1 — 2) coth! 

31. y=cos!x—xsech!x 32. y=Inx + V1 —x’sech!x 
9 

33. y = esch'! (5) 34. y = esch ! 2° 

35. y = sinh! (tan x) 


36. y = cosh '(secx), 0<x< a/2 


integrasyon Formiilleri 
37-40 alistirmalarindaki integralleri dogrulayin. 


37. a. J sechaxa = tan !(sinhx) + C 
5 J sechxds = sin! (tanhx) + C 


x sech |x dx = 


2 2 


40. 


b. 
a [ scott txas =7— | oth x eee 
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Belirsiz integraller 


41-50 alistirmalarindaki integralleri hesaplayin. 


42. / sinh ~ dx 


41. [sm 2x dx 5 


43. [ scost (3 = in3) dx 
45 i ‘anh ae 46 i Seti g8 
7 V3 


47. [ sect? ( - i) dx 48. J eser?(s — x) dx 


sech Vt tanh Vt dt csch (In £) coth (In £) dt 
49. ws 50. ; 
t 


Belirli integraller 


51-60 alistirmalarindaki integralleri hesaplayin. 


In4 
51. | coth x dx 
In2 


44, J Acost (3x — In2) dx 


In2 
52. i tanh 2x dx 
0 


—In2 
53. i 2e° cosh 6 dé 


In2 
54, | 4e~ sinh 6 do 
In4 0 


7/4 a/2 
55. i cosh (tan @) sec? 0d 56. [ 2 sinh (sin @) cos 6 d@ 
—1/4 0 


? cosh (In £) 48 cosh Vx 
57. ———_ dt 58. ———$— dx 
/ t 1 Vx 


0 In 10 
59. / cosh? (3) dx 60. | 4 sinh? () dx 
—In2 2 0 2 


Ters Hiperbolik Fonksiyonlari ve Buntarla 
ilgili integralleri Hesaplamak 


Bir hesap makinesinde hiperbolik fonksiyon tuslar yoksa, ters hiper- 
bolik fonksiyonlar asagidaki tabloda gésterildigi sekilde logaritmalar 
cinsinden ifade edilerek hesaplanabilir. 


sinh! x = In (x x? 1), -0o <x< © 
cosh !x = In (x x? i), x=1 
at. ly dl ew 
tanh “x 7M |x| <1 
va a 
sech |x = In (: a = ) 0<x<1 


+ x2 
esch } x = In ! a , x #0 
. |x| 
coth"!x = 5 n* r, |x| > 1 
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Bu tablodaki formiilleri kullanarak 61—66 alistirmalarindaki sayilan 


do 
61 


63 
65 
67 


gal logaritmalar cinsinden ifade edin. 


. sinh! (—5/12) 62. cosh ! (5/3) 

. tanh !(—1/2) 64. coth | (5/4) 

. sech | (3/5) 66. csch ! (—1/V3) 
—74 alistirmalarindaki integralleri 


a. ters hiperbolik fonksiyonlar 


b. dogal logaritmalar cinsinden hesaplayin. 
2V3 1/3 
a 68. 


0 V4+ x? 0 


6 dx 


Vi1o+ 9x? 


vs xV1 — 16x? “Shh x 
cos x dx 


0 V1+ sin’x 


Uygulamalar ve Teori 


75 


76 


77. 


. a. Bir f fonksiyonu orijin etrafinda simetrik bir aralikta 
tanmmlrysa (yani f x’te tanimliysa —x’te de tanimlidir), 


f() = f(x) <— , f(x) se A) 


oldugunu gésterin. Sonra, (f(x) + f(—x))/2’nin — gift, 
(f(x) — f(—x))/2 ’nin tek oldugunu gésterin. 
b. f’nin kendisi (i) cift veya (ii) tek ise (1) denklemi oldukca 
basitlesir. Yeni denklemler nedir? Yanitinizi agiklayin. 
. sinh! x = In (x + x? 4 1), co <x < © formiiliinii elde 
edin. Elde ederken karek6kte neden eksi yerine arti isareti kul- 
landiginizi agiklayin. 


Parasiitle atlama Durgun konumdan yer¢gekiminin etkisi ile dii- 
sen m kiitleli bir cisim hizinin karesiyle orantili bir direngle karsi- 
lasirsa, diististin ¢ saniyesinde cismin hizi, & cismin aerodinamik 
6zeliklerine ve havanin yogunluguna bagli bir sabit olmak tizere, 


dv_ 
ir a kv 


diferansiyel denklemini saglar. (Diistisiin, havanin yogunlugun- 
daki degisimin diisiisti etkilemeyecek kadar kisa oldugunu kabul 


ediyoruz. 
[m k 
v= = tanh ( - ‘ 


ifadesinin diferansiyel denklemi ve ¢ = 0 iken v = 0 baslangi¢ 
kosulunu sagladigini gosterin. 


a. 


78. 


80. 


b. Cismin simir hizi, lim,_,.. v’yi bulun. 

c. 160 Ib’lik (mg = 160) bir parasiitcii icin, zaman saniye ve 
mesafe fit olarak verilmek tizere, k’nin tipik degeri 0.005’tir. 
Parastitgtintin simir hizi nedir? 

Biiytikliikleri yerdegistirmeyle orantili ivmeler ¢ aninda bir 

koordinat ekseninde ilerleyen bir cismin konumunun 

a. s=acos kt+b sin kt 

b. s=acosh kt + b sinh kt 

oldugunu varsayin. iki durumda da, d’s/dt? ivmesinin s ile 

orantili, fakat birinci durumda orijine yénelmisken ikinci du- 

rumda orijinden uzaklasiyor oldugunu gésterin. 


. Trakt6r rémorklari ve traktriks Bir trakt6r rémorku bir yan 


caddeye veya yola gecerken, arka tekerlekleri asagidaki gibi bir 
egri izler (Bazen arka tekerleklerin kaldirmma cikmalarinin nedeni 
budur). Arka tekerlekleri x-ekseninde, birim uzunluklu bir 
cubukla orijindeki arabay1 temsil eden P noktasina baglanmis 
olan (1, 0) noktasindaki bir M kiitlesi olarak kabul edersek, egri 
icin bir denklem bulabiliriz. P noktasi y-ekseninde ilerlerken, 
M’yi de arkasindan siiriikler. Latince “cgekmek” anlamina gelen 
tractrum kelimesinden tiiretilmis traktriks adi verilen M’nin 
izledigi egrinin asagidaki baslangic deger problemini gézen 
y = f(x) fonksiyonunun grafigi oldugu gésterilebilir: 


Diferansiyel denklem: dy ! x 
dx xV1—-x?) VI- x? 
y=0 when x= 1. 


Baslangi¢ kosulu: 


Baslangig deger problemini ¢ézerek egrinin denklemini bulun. 
(Bir ters hiperbolik fonksiyona ihtiyaciniz vardir). 


0 (1, 0) 


Alan Birinci dértte bir bélgede bulunan ve y = (1 / a) cosh ax 
egrisi, koordinat eksenleri ve x = b dogrusu ile sinirlanan bél- 
genin alan, yiiksekligi 1/a ve s, x = 0’dan x = b’ ye kadar 
egrinin uzunlugu olmak tizere, uzunlugu s olan bir dikdértgenin 
alaniyla esit oldugunu gésterin.(Sekle bakin.) 


81. 


82. 


83. 


84. 


Hacim Birinci doértte bir bélgede bulunan bir bélge, tistten 
y =cosh x e&risi, alttan y = sinh x egrisi, soldan ve sagdan y-ekseni 
ve x = 2 dogrusuyla simrlanmaktadir. B6lgenin x-ekseni etrafinda 
d6éndiiriilmesiyle tiretilecek cismin hacmini bulun. 


Hacim y = sech x, x-ekseni ve x = + In V3 dogrulartyla 
simrlanan bélge x-ekseni etrafinda d6nditiriilerek bir cisim 
uretiliyor. Cismin hacmini bulun. 

Yay uzunlugu (1/2 cosh 2x egrisinin x = O’dan x = In V5 ’e 
kadar olan pargasinin uzunlugunu bulun. 

Hiperbolik fonksiyonlardaki hiperbolik Hiperbolik isminin 
nereden geldigini merak ediyorsaniz, yaniti sudur: x = cos u ve 
y = sin wu birim cember tizerindeki (x, y) noktalartyla belir- 
lenirken, x = cosh u ve y = sinh uw fonksiyonlari x7 —° = 1 birim 
hiperboliiniin sag taraftaki dalinin tizerindeki (x, y) noktalarryla 
belirlenirler. 


cosh? uw — sinh? w= 1 oldugundan, 

(cosh wu, sinh w) noktasi, her wu degeri igin, 
x° —y* = | hiperboliiniin sag taraftaki 
dalinda bulunur (Alistirma 84). 


Hiperbolik ve dairesel fonksiyonlar arasindaki baska bir 
benzerlik de, x? — y’ = 1 hiperboliiniin sag taraftaki dalimin nokta- 
larmin (cosh wu, sinh w) koordinatlarindaki uw degiskeninin, sekilde- 
ki AOP bélgesinin alaninin iki kati olmasidir. Bunun nedenini an- 
lamak igin, asagidaki adimlar gerceklestirin. 

a. AOP bélgesinin alaninin asagidaki formiille verildigini 
gosterin: 


cosh uv 
A(u) = 5 cosh usinhu — | Vx? — 1dr. 
1 
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b. (a) sikkindaki denklemin iki tarafinin da w’ya gore tiirevini 
alarak 


A'(u) = 5 
oldugunu gésterin. 


ce. Bu son denklemden A(u)’yu géziin. A(0)’n degeri nedir? 
Coziimiintizdeki integrasyon sabiti C’nin degeri nedir? C 
biliniyorsa, ¢6ziimiintiz wu ile A(w) arasindaki iliski hakkinda 
ne sdyler? 


>< 


P(cos u, sin u) 


i u AOP bolgesinin 


! alaninin iki katidir. 
>x 


u AOP bélgesinin 
alaninin iki katidir. 


Hiperbolik ve dairesel fonksiyonlar arasindaki benzerliklerden 
biri bu iki diyagramla ortaya konur (Alistirma 84). 


85. Minimal bir yiizey y = 3 cosh (x/4), In 16 = x S In 81, 


egrisinin x-ekseni etrafinda dénditirtilmesiyle taranan yiizeyin 
alanin: bulun. 


y 
»*  y = 4cosh(x/4) 


B(in 81, 6.67) 
A(-In 16, 5) 


Sekildeki A ve B noktalarini birlestiren biitiin tiirevlenebilir 
fonksiyonlarm arasinda, y = 4 cosh (x/4) eSrisinin en kiiciik 
alanli yiizeyi olusturacagi gésterilebilinir. A ve B’deki ug gember- 
lerin telden yapilmis oldugunu ve bunlar bir sabun-film cézelti- 
sine soktugunuzu varsayarsaniz, ¢emberleri birlestiren yiizey, 
egrinin taradigi ytizey olacaktir. 


86. a. y=coshx, -—In 2 =x = In 2, egrisinin merkezini bulun. 


b. Koordinatlari 2 ondalik basamak hassaslikta hesaplayin. Sonra 
egriyi ¢izin ve merkezin egriyle olan iliskisini g6stermek icin 
merkezi isaretleyin. 
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Asili Kablolar 


87. Bir destekten digerine uzanan ve serbet¢e sarkan, telefon veya TV 
kablosu gibi bir kablo hayal edin. Kablonun birim uzunluktaki 
agirligi w ve en alt noktasindaki yatay gerilim, uzunlugu H olan 
bir vektordiir. Kablonun bulundugu diizlem igin, yatay eksen x- 
ekseni, yergekimi kuvveti asagi dogru, pozitif y-ekseni yukari 
dogru ve kablonun en alt noktas1 y-ekseni tizerindeki y = H/w 
noktasinda olacak sekilde bir koordinat sistemi segersek (Sekle 
bakin), kablonun 


SE We 
y = yw cosh Fx 


kosintis hiperbolik egrisi tizerinde bulundugu gésterilebilir. 


H 


Ww 


h Wy 
y y cos H 


Boyle bir egriye bazen zincir egrisi veya Latince’de “zincir” an- 

lamina gelen catena kelimesinden tiretilmis olan katener denir. 

a. P(x, y) kablodaki herhangi bir noktay1 temsil etsin. 2. Sekil 
P’deki gerilimi, uzunlugu (biiytikligii) 7 olan bir vekt6r olarak 
gdstermenin yani sira en alt A noktasindaki H gerilimini de 
gosterir. Kablonun P noktasindaki egiminin asagidaki gibi 
oldugunu gésterin: 


dy 
tang = = sinh 77% 


b. (a) sikkindaki sonucu ve P’deki gerilimin H’deki gerilime esit 
olmasi gerektigini (kablo hareket etmiyor) kullanarak, T= wy 
oldugunu gésterin. Bu P(x, y)’deki gerilimin kablonun y 
biriminin agirligina esit oldugunu gésterir. 


H 


; 
= cosh “x 
w 


H 


y= 


>X 


88. (Alistirma 87’nin devam1.) Alistirma 87’nin seklindeki AP yayinin 
uzunlugu, a = w/H olmak iizere, s = (1/a) sinh ax’ tir. P’nin koor- 
dinatlarmin s cinsinden 


x= 4 sinh! as, y= fs7+ a 
a 
olarak ifade edilebilecegini gésterin. 


89. Bir kablodaki sarkma ve yatay gerilim 32 ft uzunlugunda ve 
2 |b/ft agirliginda bir kablo 30 ft aralikli iki direge ayn seviyede 
baglanmistir. 


a. Kabloyu 
y= + cosh ax, =15°= x= 15 


denklemiyle modelleyin. Alistirma 88’deki bilgiyi kullanarak 
a’nin asagidaki denklemi sagldigini gésterin. 


16a = sinh 15a (2) 
b. (2) denklemini grafik olarak, y = l6a ve y = sinh 15a 


denklemlerinin ay-diizleminde nerede kesistiklerini tahmin 
ederek cg6ziin. 


ce. (2) denkleminden a’y: sayisal olarak ¢éziin. Cdztimiiniizii (b) 
sikkinda buldugunuz degerle karsilastirin. 


d. Kablonun en alt ucundaki yatay gerilimi hesaplayin. 


e. (c) de buldugunuz a degerlerini kullanarak 
T 
y= + cosh ax 


katenerini -15 = x = 15 araliginda gizin. Kablonun merke- 
zindeki sarkmay1 tahmin edin. 


Boliim Tekrar Sorular 


1. Hangi fonksiyonlarin tersi vardir? f ve g gibi iki fonksiyonun bir- 
birinin tersi oldugunu nereden biliyorsunuz? Birbirinin tersi olan 
(olmayan) fonksiyonlara 6rnekler verin. 


2. Fonksiyonlarin ve terslerinin tanim araliklarn, deger araliklari ve 
grafikleri arasindaki iliski nedir? Ornek verin. 


3. x’i bir fonksiyonunun tersini, bazen x’in bir fonksiyonu olarak 
nasil ifade edebilirsiniz? 


4. Hangi kosullar altinda bir f fonksiyonunun tersinin ttirev- 
lenebilir olduguna karar verirsiniz? f’nin ve f7'’in tiirevleri 
arasindaki iliski nedir? 


. Dogal logaritma fonksiyonu nedir? Tanim araligi, deger araligi ve 


turevi nelerdir? Hangi aritmetik 6zellikleri vardir? Grafigini yo- 
rumlayin. 


. Logaritmik tiirev alma nedir? Bir 6rnek verin. 


. Hangi integraller logaritma verir? Ornek verin. tan x ve cot x’in 


integralleri nedir? 


. Eksponansiyel fonksiyon e* nasil tanimlanir? Tanim araligi, deger 


araligi ve tiirevi nedir? Hangi tis kurallarina uyar? Grafigini yo- 
rumlayin. 


. a ve log, x fonksiyonlari nasil tanimlanir? a iizerinde kisitla- 


malar var midir? log, x’in grafigi ile In x’in grafigi arasinda nasil 
bir iliski vardir? Aslinda tek bir tistel fonksiyon ve tek bir logar- 
itma oldugu ifadesi neden dogrudur? 


. 10 tabanli logaritmalarin bazi uygulamalarini tanimlayin. 


. Eksponansiyel degisim yasasi nedir? Bir baslangi¢ deger proble- 


minden nasil tiretilebilir? Yasanin baz1 uygulamalari nelerdir? 


. x > © iken pozitif fonksiyonlarin degisim oranlarini nasil karsi- 


lastirirsiniz? 


. Biiyiime karsilastirmalarmda e* ve In x fonksiyonlarmi rolleri 


nedir? 


. Biiyiik 0 ve kiiciik o gésterimini tanimlayin. Ornekler verin. 


15. 
16. 


17. 


18. 


19. 


20. 


21. 


22. 
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Hangisi daha etkilidir—sirali yoksa ikili arama m1? Agiklayin. 


Ters trigonometrik fonksiyonlar nasil tantmlanir? Bu fonksiyon- 
larm degerlerini bulmak igin bazen dik itcgenleri nasil 
kullanirsiniz? Ornekler verin. 


Ters trigonometrik fonksiyonlarin tiirevleri nedir? Tirevlerin 
tanim araliklari ile fonksiyonlarin tirev araliklari arasindan nasil 
bir iliski vardir? 

Hangi integraller ters trigonometrik fonksiyonlari  verir? 
Degisken degistirme ve tam kareye tamamlama yontemleri bu in- 
tegrallerin uygulamalarin: nasil genisletir? 


Alti temel hiperbolik fonksiyon nedir? Tanim araliklarini, deger 
araliklarin. ve grafiklerini yorumlayin. Aralarindaki bazi 
bagintilar nedir? 


Alt: temel hiperbolik fonksiyonun tiirevleri nedir? Bunlara 
karsilik gelen integraller nelerdir? Alt: temel trigonometrik 
fonksiyonla ne gibi benzerlikleri vardir? 


Ters hiperbolik fonksiyonlar nasil tanimlanir? Tanim araliklarin, 
deger araliklarini ve grafiklerini yorumlayin. Bir hesap maki- 
nesinin sech! x, csch”! x ve coth! x tuslartyla cosh! x, sinh! x 
ve tanh”! x’i nasil bulursunuz? 


Hangi integraller ters hiperbolik fonksiyonlari verir? 


Boliim Problemler 
Tiirev Alma 
1-24 alistirmalarinda, y’nin uygun degiskene gore tiirevini bulun. 
i, x= 102" 2, y= V2eV2 
—~loa_ 1 oa — 12-2) 

3. y 4xe 16° 4. y=x’e 

5. y = In(sin* 0) 6. y = In(sec? 8) 

7. y = logs (x?/2) 8. y = logs (3x — 7) 
9. y= 8" 10. y = 97! 

LL. y = 5x36 12. y = V2x-V? 

13. y = (x + 2)? 14. y = 2(Inx)"? 

15. y=sin'!'V1—u’, 0<u<1 


16. 


18. 


19. 


20. 


1 


y = sin! (<.). v>1 17. y = Incos ‘x 


Vu 


y=zcos z— z 


l-z 


y =ttan!t— Sint 


y = (1 + #*) cot! 2¢ 


21. 
22. 
23. 
24, 


y=zseco'z—-Vz*7-1, z>1 
y =2Vx- 1 seo !Vx 
y= csc! (sec), 0<0< 7/2 


y= qd ah x2)etan'x 


Logaritmik Tuirev Almak 


25-30  alistirmalarinda, 


logaritmik tiirev almayla y’nin uygun 


degiskene gore ttirevini bulun. 


25. 


2(x? + 1) 

V cos 2x 
_ 5 

= (ae), pes 


10/3x + 4 
2x — 4 


y 


26. y= 


t— 2)(t + 3) 
a 

wt 
29. y = (sin eve 30. y = (Inx)!/(9) 
integrasyon 


31-78 alistirmalarindaki integralleri hesaplayin. 


31. 


fe sin (e*) dx 


32. [tess (3e' — 2) dt 
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-1 1 
33. fe sec” (e* — 7) dx 75. / ae 76. / ee 
2 vet 4ut+5 -14u* + 4u + 4 
dt dt 
34, Je esc (e” + 1) cot (e” + 1) dy 77. / 7s. [ 
(t+ 1)V #2 + 2t- 8 (3¢ + 1)V 987 + 6¢ 
tanx 2 cotx = 7 . . 
a / sec’ (x)e"™* dx 50: / eee as Logaritmik veya Eksponansiyel Terimler 
re i= es / ‘Vinx | iceren Denklemleri Cézmek 
° xX 
, 3x — 4 1 - 79-84 alistirmalarinda, y’yi ¢éziin. 
Us 1/4 y — oyvtl y — ayt2 
39. [ tan 3 de 40. / 2 cot ax dr Tee ee = 
0 1/6 81. 9c” = x? 82. 3” = 3Inx 
41. [= 42 [opie 83. In(y — 1) = x + Iny 84. In (10 Iny) = In 5x 
2 * few i t oi 
P25" nia Limit Hesaplamak 
tan (In v) dv Den he 
43. a 44, 85-96 alistirmalarindaki limitleri bulun. 
vinv ; 
= . 10°-1 on a= dl 
Inx)? In(x — 5 eid ol 
45. / cae 46. / eae ae 8. mh 
x= 5 ; ; 
gsinx _ 7 Q-sinx _ y 
1-1 87. 1 1 
47. [reset + Inr) dr 48. [Rs ™) v ro ek — 1 a 
5 — 5cosx _ 4 — 4e* 
2 89. lim —=———— . lim ——— 
49, Js dx 50. ea sec? x dx rove’ —x—1 ” roo xe* 
t—In(1 + 2¢ in? (77 
7 3 32 ly 91. lim t— In(l + 20) 92. lim ae 
51, | {ade 52. = 10" e sage te he 
1 1 ce 
4 8 oy ieee sa ly 
x 1 2 8 ; 93. lim, (¢ = 1) 94. lim e ” Iny 
53. i, (; + a a 54. | i Sa i. t>0 yo 


ay 3 \* 
55. i : —(x+1) 56. a 2w dw 95. Jim (1 + 3) 96. Jim, (1 + 3) 


1 


sie [ve ” te" + 2dr 58, [oe ” M08 — 124 Fonksiyonlarin Biiyiime Oranini Karsilastirmak 
0 7 97. x > ce iken, f g’den daha mi hizli, daha m1 yavas yoksa g ile ayn 
59. [ - (ie Pinay 60. - 1 oranda m1 bityiir? Yanitlarmizi agiklayin. 
ae a. f(x) = logox, g(x) = log3x 
61. 7: ae, 62. fo + indtintdt b. f(x) =x ee eee 
os 2 , = 
a [* logs a [ 8 In3 log; 0 9 ce. f(x) = x/100, g(x) = xe™* 
1 0 d. f(x) =x, g(x) = tan! x 
65. | ice ae — 6dx 66. ie 6 dx e. f(x) = esc !x, g(x) = 1/x 
V9 = 4x? -1/5 V4 — 25x? f. f(x) = sinhx, g(x) = e* 
67. [ 3 dt 68. i > dt 98. x > ciken f g’den daha mi hizli, daha m1 yavas yoksa g ile ayn 
24+ fe V334+2? oranda m1 biiyiir? Yanitlarinizi agiklayin. 
‘a Ire 70. / 24 dy a. f(x) = 3%, g(x) = 2° 
yVy? — 16 b. f(x) = In 2x, g(x) = Inx? 
2/3 dy -V6/V'5 dy ce. f(x) = 10x3 + 2x7, g(x) = e* 
me I pivey2—1 ae / ie Wi eP=s d. f(x) =tan(1/x), g(x) = I/x 
de de e. f(x) = sin '(1/x), e(x) = 1/x? 
Oye “lve eS ffl) = sechs, aa) =e 


99. Dogru mu, yanlis m1? Yanitlarinizi agiklayin. 


11 1 
b=+—7=0(— 
x? x4 (4) 


c. x = o(x + Inx) d. In (Inx) = o(Inx) 
e. tan! x = O(1) f. coshx = O(e*) 


100. Dogru mu, yanlis m1? Yanitlarinizi agiklayin. 


1 i 3 1 ti 
az=0Ol5+5 b ==0(5+5 
x4 (4 4) x4 (4 +) 


c. Inx = o(x + 1) d. In2x = O(Inx) 
e. seco! x = O(1) f. sinhx = O(e*) 


Teori ve Uygulamalar 


101. Tiirevlenebilir ve bire-bir olan f(x) = e* + x fonksiyonunun 
tiirevlenebilir bir tersi, f(x), vardir. f(In 2) noktasinda 
df~'/dx’in degerini bulun. 

102. f(x) = 1 + (1/x), x # 0, fonksiyonunun tiirevini bulun. Sonra, 


f'(f0)) = f(F"'@)) =x ve 


df"! 
dx 


fe) 


f(x) 
oldugunu gésterin. 


103 ve 104 alistirmalarinda, her fonksiyonun verilen araliktaki mutlak 
maksimum ve minimum degerlerini bulun. 


_ 1.é 
y=xIn2x —x, it ‘| 
y = 10x(2 — Inx), (0, e7] 


Alan x = |’den x = e’ye kadar y = 2(In x)/x eBrisi ile x-ekseni 

arasinda kalan alan bulun. 

Alan 

a. x= 10’dan x = 20’ye kadar y = 1 /x egrisi ile x-ekseni arasinda 
kalan alanin, x = 1’den x = 2’ye kadar egri ile x-ekseni 
arasinda kalan alana esit oldugunu gésterin. 


103. 


104. 
105. 


106. 


b. ka’dan kb’ye kadar y = 1/x eBrisi ile x-ekseni arasinda kalan 
alanin, a’dan b’ye kadar egri ile x-ekseni arasinda kalan 
alana esit oldugunu gésterin. 


107. Bir pargacik y = In x egrisi boyunca yukari, saga dogru hareket 
etmektedir. x-koordinati (dx/dt) = Vx m/s hiztyla degigmektedir. 


(e”, 2) noktasinda y-koordinati ne hizla degisir? 


108. Bir kiz y = 9e% e@risi seklinde bir yokustan kaymaktadu. 
y-koordinat: (dy/dt) = (-1/4) V9 —y ft/s hizla degismektedir. 
x =9 ft’te yokusun dibine vardiginda, x-koordinati yaklasik hangi 
hizla degisir? (ei 20 olarak alin ve yanitimzi en yakin tam- 
saylya yuvarlayin.) 

109. Asagida gésterilen dikdértgenin bir kenari pozitif y ekse-ninde 
ve tist sag késesi y = ee egrisi tizerindedir. Hangi boyutlar 
dikd6értgenin alanini en biiyiik yapar ve bu alan nedir? 


110. 


111. 


112. 


113. 


114. 


115. 


116. 
117. 


118. 


119. 
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Problemler 


Asagida gésterilen dikdértgenin bir kenar pozitif y ekse-ninde, 
bir kenar pozitif x-ekseninde ve iist sag kdsesi y = (In x)/x° 
efrisinin tizerindedir. Hangi boyutlar dikdértgenin alanim en 
biiyiik yapar ve bu alan nedir? 


a Inx 
x 


f(x) = In 5x ve g(x) = In 3x fonksiyonlar arasinda sadece bir 
sabit farki vardir? Bu sabit nedir? Yanitinizi agiklayin. 


a. (In x)/x = (In 2)/2 ise x = 2 olmak zorunda midir? 
b. (In x)/x =-2 In2 ise x= 1 bi 2 olmak zorunda midir? 


(log4x)/(log) x) béliimiiniin sabit bir deeri vardir. Bu deger 
nedir? Yanitinizi agiklayin. 


log, (2) velog, (x) f(x) = log, (2) ve g(x) = log, (x) nasil kar- 

silastirilir? Bunu bulmanin bir yolu asagidadir? 

a. f(x) ve g(x)’i dogal logaritma olarak ifade etmek igin 
log, b= (In b)/In a denklemini kullanin. 

b. f ve g’nin grafiklerini birlikte cizin. f’nin davranisinin g’nin 
deger ve isaretleriyle iliskisini yorumlayin. 

Asagidaki fonksiyonlarin grafiklerini gizin ve gérdiklerinizi 

kullanarak ekstrem degerleri tahmin edin, bikiim noktalarmin 

koordinatlarini belirleyin ve grafiklerin yukarn konkav ve asag1 

konkav olduklar araliklari tantmlayin Sonra, fonksiyonlarin tii- 

revleriyle caligsarak bulduklarinizi dogrulayin. 


a. y = (Inx)/Vx 


f(x) =x In xin grafigini ¢gizin. Fonksiyonun bir mutlak mini- 
mum degeri var midir? Yanitinizi analizle dogrulayin. 


2 
s x 


b y=e ec y=(1+x)e” 


Baslangictaki karbon-14 miktarinin %90’1 bozunmus olan bir 
ornek kag yasindadir? 


Turta sogutmak Firindan cikarildiginda i¢ sicakligi 220°F olan 
derin bir elmali turta kalibi 40°F sicakliktaki pencere dntine 
konulmustur. On bes dakika sonra i¢ sicakligi 180°F’ye diiser. 
Turtanin 70°F’ye sogumasi igin ne kadar zaman gecer? 

Bir giines istasyonunun yerini belirlemek Asagida géste- 
rilen iki binanin arasindaki dogu-bati ¢izgisinde, toprak se- 
viyesinde bir giines istasyonu kurmak igin anlasma yaptiniz. 
Giinesin tam tepeden gectigi bir giinde, giineste kalacagi saat 
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sayisin1 maksimize etmek igin istasyonu ytiksek binadan ne 
kadar uzaga yerlestirmelisiniz? 


oldugunu gézlemleyerek ise baslayin. Sonra v’y1 maksimize 
eden x degerini bulun. 


60m 


120. Yuvarlak bir su alti verici kablosu bakir tellerden olusan bir 


cekirdek ve onlari cevreleyen iletken olmayan bir yalitimdan 
olusmaktadir. x, cekirdegin yarigapimin yalitimin kalinligina 
oramm1 belirtiyorsa, iletim sinyalinin siiratinin v = x? In(1 /x) ile 
verildigi bilinmektedir. Cekirdegin yari-cgapi | cm ise, hangi h 
yalitim kalinligi iletim stiratini en biiytik yapacaktir? 


Boliim Ek ve ileri Alistirmalar 
Limitler 
1-6 alistirmalarindaki limitleri bulun. 


1. 


: lim, (cos Vx) lx 


lim 


[ dx 
b> 1 Jo V1 — x2 


a oe ee 

noc \n +1 nt+2° ' 2n 

lim i (evn } e2/n Picea ot ea —D/n } e”") 
noo 


. A(t), birinci bélgede koordinat eksenleri, y = e~* e&risi ve dikey 


x =¢, t > 0 dogrusuyla sinirlanan bélgenin alani olsun. V(t) de bu 

bélgenin x-ekseni etrafinda déndiiriilmesiyle tiretilen cismin 

hacmi olsun. Asagidaki limitleri bulun. 

b. lim V(t)/A(t) 
t—00 


a. lim A(t) c. lim, V(t)/A(t) 
t—>oco to 


. Bir logaritmanin tabanini degistirmek 


a. a> 0°, 1, 1* ve  iken lim log, 2’yi bulun. 


b. 0<a=4 araliginda y= log, 2’nin grafigini, a’nin bir fonksi- 
yonu olarak ¢izin. 


Teori ve Ornekler 


9. 


10. 


11. 


x= den x = e’ye kadar y= 2(log x)/x ve y= 2(logy x)/x eBri- 
leri ile x-ekseni arasinda kalan bélgelerin alanlarim: bulun. Biityiik 
alanin kiiciigiine orani nedir? 

5 <x <5 icin f(x) = tan! x + tan! (1/x)’in grafisini cizin. 
Analiz kullanarak gérdtiklerinizi agiklayin. f’nin [—5, 5] araligi- 
nin disinda nasil davranmasini beklersiniz? Yanitinizi agiklayin. 


Hangi x > 0 icin, x ve (x*)* olur? Yanitinizi agiklayin. 


12. 


13. 


14. 


15. 


16. 


[0, 327] araliginda f(x) = (sin x)*"*"in grafigini cizin. Gordiik- 

lerinizi aciklayin. 

f(x) = e® ve g(x) = i 
2 


t 
1+ ¢4 


dt ise, f'(2)’yi bulun. 


a. f(x) = | aint dt ise, df/dx’i bulun. 
1 


b. f(0)’1 bulun. 


ce. f’nin grafigi hakkinda nasil bir sonug ¢ikarirsiniz? Yanitiniz1 
aciklayin. 


Asagidaki sekil 
-l al_@ 
tan 2 + tan 3 A 
oldugunun gayri resmi bir ispatidir. 
D 
A E 


B 


Bu nasil anlatilabilir? (Kaynak: “Behold! Sums of Arctan,’ Ed- 

ward M. Harris, College Mathematics Journal, Vol. 18, No. 2, 

March 1987, sayfa. 141.) 

aw < e” 

a. Sekil, (arka sayfada) neden 7° < e” oldugunu “ispatlar”? 
(Kaynak: “Proof Without Words,” Fouad Nakhil, Mathematics 
Magazine, Vol.60, No.3, June 1987, sayfa 165.) 


b. Sekil (arka sayfada) f(x) = (In x)/x fonksiyonunun x = e’de bir 
mutlak maksimum degeri oldugunu varsayar. Gergekten 
bulundugunu nasil anlarsiniz? 


>< 


OLGEKLI DEGIL 


17. Asagidaki sekli kullanarak 


a/2 a: 1 
sinx dx = > — sin! x dx 
0 2 0 


oldugunu gésterin. 


18. Napier esitsizligi Asagida 


1 _ Inb-— Ina 1 

b>a>0 > b < =a <7: 
oldugunun iki resimli ispati bulunmaktadir. Her durumda 
neler oldugunu agiklayin. 


>X 


0 a Db 


(Kaynak: Roger B. Nelson, College Mathematics Journal, Vol. 
24, No. 2, March 1993, sayfa 165.) 


19. 


20. 
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Cift-tek ayrisimlari 


a. g’nin bir cift, h’nin ise bir tek fonksiyon oldugunu varsayin. 
Her x igin g(x) + A(x) = 0 ise, her x igin g(x) = 0 ve h(x) = 0 
oldugunu gésterin. 


b. (a) sikkindaki sonucu kullanarak, f(x) bir gift fonksiyon ve 
fr(x) bir tek fonksiyon olmak tizere f(x) = f(x) + fr(x) ise 
fo) = FQ) + f0)/2 ve fr) = (fF) — f))/2 


oldugunu gésterin. 


c. (b) sikkindaki sonucun 6nemi nedir? 


g, orijini de igeren acik bir aralikta ttirevlenebilir bir fonksiyon ol- 
sun. g’nin asagidaki 6zelliklere sahip oldugunu varsayin. 


i. g’nin tanim araligindaki her reel x, y ve x + y sayisi igin, 


g(x) + gl) 
_ a FH) = 1 eg) 
ii. jim g(h) =0 
iii. lim ath) = 
ro A 


‘dir. 


a. g(0) = 0 oldugunu gosterin. 


b. g(x) =1+[g@)] oldugunu gésterin. 
c. (b)’deki diferansiyel denklemi gézerek g(x)’i bulun. 


Uygulamalar 


21. 


22. 


23. 


24, 


Kiitlhe merkezi Birinci ve  doérdiincii _ bélgelerde, 
y = 1/(1 + x*) vey = -1/(1 + x’) e@rileriilex=0 ve x=1 
dogrularryla sinirlanan bélgeyi kaplayan sabit yogunluklu ince 
plakanin kiitle merkezini bulun. 

Donel cisim x = 1/4’ten x = 4’e kadar y = 1/(2Vx) eBrisi ile 
x-ekseni arasindaki bélge x-ekseni etrafinda d6ndiiriilerek bir 
d6nel cisim iiretiliyor. 


a. Cismin hacmini bulun. 
b. Bélgenin merkezini bulun. 


70 kurah (0.69314... yerine) In2 ~ 0.70 yaklasimint kul- 
lanirsaniz, “Stirekli bilesik % r faizle yatirdiginmiz bir miktar 
paranin iki katina gikmasi igin kag yil gerektigini tahmin etmek 
iizere, 70’i r’ye boliin,” diyen bir kural tiiretebilirsiniz. Ornegin, 
%5 siirekli faizle yatirilan bir para yaklasik 70/5 =14 yilda iki 
katina cikacaktir. Paranin 10 yilda iki katina ¢ikmasini istiyor- 
samz 70/10 = %7 faizle yatirrmaniz gerekir. 70 kuralinin nasil 
turetildigini gésterin. (70 kurali yerine benzer bir 72 kurali da 
kullanilir, giinkti daha fazla tamsay1 basamag1 vardir.) 


Ondérdiincii yiizyilda serbest diigme Ondordtincii yiizyilin or- 
tasinda, Saksonyali Albert (1316-1390) diisen bir cismin hizinin 
diistilen mesafeyle orantil1 oldugunu varsayan bir serbest diigsme 
modeli Gnerdi. 20 ft diismtis olan bir cismin 10 ft diismiis olan bir 
cisimden iki kat hizl hareket etmis olabilecegini diisitinmek 
mantikliydi. Ayrica, o zaman kullanilan araglarin higbirisi bunun 
aksini ispatlayacak kadar hassas degildi. Bugiin, Saksonyali Al- 
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bert’in modelinin gergeklerden ne kadar uzak oldugunu, modelin- 
deki kapali baslangi¢g deger problemini ¢ézerek gérebiliriz. Prob- 
lemi céziin ve sonucunuzu s = 16 denklemiyle grafik olarak 
karsilastirin. Baslangi¢ta cok yavas ilerleyen, sonra cok kisa za- 
manda gercek olamayacak kadar fazla hizlanan bir hareketi 
tanimladigini géreceksiniz. 


Borular ve kan damarlari icin en iyi dallanma agilari_ Bir akis 
sisteminde, biiytik bir borudan daha ince bir boru dallanirsa, isin 
enerji tasarrufu yoniinden bakilinca en uygun agida ayrilmasini 
isteriz. Ornegin, asaSidaki sekilde AOB hatti boyunca siirtiinme- 
den dogan enerji kaybinin minimum olmasin1 isteyebiliriz. Bu di- 
yagramda, B ince borunun ulasmasi gereken verilmis bir nokta, A 
biiyiik boruda akisin yolunda bir nokta ve O da dallanmanin olus- 
tugu noktadir. Poiseuille’den gelen bir teorem tiirbiilans olmayan 
bir akistaki stirtiinmeden dogan enerji kaybinin yolun uzunlugu 
ile orantili ve yarigapin dérdiincti kuvvetiyle ters orantili oldugu- 
nu sdyler. Yani, kayip AO boyunca (kd,)/ R* ve OB boyunca 
(kd )/ “tir. Burada & bir sabit, d, AO’nun uzunlugu, d) OB’nin 
uzunlugu, R biiyiik borunun yaricapi ve r de ince borunun yariga- 
pidir. @ agisi bu iki kaybin toplamim1 minimize edecek sekilde se- 
cilir: 


d, dy 
Dg ge 
y/ ie 
fp d sin 0 
J = sin 


A 
aa Sy eee 
I< dy >|<— d, cos 0>| 
I< a >| 


Modelimizde, AC = a ve BC = b’nin sabit olduklarini varsaytyo- 
ruz, dolayisiyla 


d,+d,cos0=a d,sind=b 
bagintilarini buluruz ve béylece 


dy>=besc@ 
d,=a-—d,cos@=a—bcoté 


olur. Toplam kayip L’yi 6’nin bir fonksiyonu olarak ifade edebiliriz: 


26. 


Rez (2 — bcoté ,; beset) 
R4 r4 


a. dL/d6’nin sifira esitlendigi kritik deZerin 


-| r4 


R4 


6. = cos 


oldugunu gésterin. 


b. Boru yaricaplar orani r/, R=5 / 6 ise, (a) sikkinda verilen 
optimal dallanma agisim1 en yakin dereceye kadar hesaplayin. 


Burada tanimlanan matematiksel analiz bir hayvanin viicudun- 
daki damarlarin dallandiklari agilari tanimlamakta da kullanilir. 
(Introduction to Mathematics for Life Scientists, Tkinci Baska, E. 
Batschelet [New York:Springer-Verlag, 1976]’ya bakin.) 


Grup kan testi I. Diinya Savasi sirasinda, cok sayida askerin 
kan testinin yapilmasi gerekliydi. N kisiye kan testi uygulamanin 
iki standart yontemi vardir. YOntem 1’de, her kisi ayri ayri test 
edilir. Y6ntem 2’de, x kisinin kanlari karistirilir ve tek bir Grnek 
olarak test edilir. Test negatifse, bu tek test x kisi igin yeterlidir. 
Test pozitifse, x kisinin her biri ayri ayri test edilir ve toplam x + 1 
test gerekir. Ikinci y6ntem ve biraz olasilik teorisi kullanilarak, 
ortalama olarak toplam test sayisi y’nin 


y=Mi-@ +5) 


olacag gésterilebilinir. g = 0.99 ve N = 1000 alarak, y’yi mini- 
mize eden x’in tamsay1 degerini bulun. Ayrica y’yi maksimize 
eden x’in tamsayi degerini de bulun. (ikinci sonug gercek hayat- 
taki durumlarda 6nemli degildir.) Grup testi y6ntemi II. Diinya 
savasinda bireysel test yonteminden %80 daha verimli olarak kul- 
lanildi, fakat verilen g degeriyle degil. 


Boliim 


INTEGRASYON 
TEKNIKLERi 


GIRIS +Temel Teorem, ters tiirevlerle belirli integrali birbirine baglar. 


JF dx 


integralini hesaplamak, F(x) = f(x) olacak sekilde bir F fonksiyonu bulmak ve sonra 
bir C sabiti eklemekle esdegerdir. 


Jr dx = F(x) + C 


Bu b6liimde, daha 6nce gordiiklerimizden daha karmasik olan belirsiz integrallerin 
bulunmasi igin Gnemli tekniklerden bir kismim gérecegiz. Bu bélimiin amaci 
tanimadigimiz integralleri, tanidigimiz, tablolardan bulabilecegimiz veya bilgisayarla 
hesaplayabilecegimiz integrallere nasil d6éniistiiriildigiint: géstermektir. Ayrica, belirli 
integral kavramini, integrandin integrasyon araliginda sinirli olmayabildigi veya araligin 
sinirli olmadigi, genellestirilmis integrallere genisletiyoruz. 


Sai Bl Temel integrasyon Formiilleri 


Onceki b6liimlerde yaptigimiz gibi, belirsiz integralleri bulmada bize yardimci olmasi 
igin, tiirev formiillerini tersine cevirerek bir integral formiilleri tablosu hazirlamak fay- 
dalidir. Sonra, bizi standart tiplerden birisi ile karsilastiran bir integrale uymaya ¢alisiriz. 
Bu, Degisken D6ntisimi Kuralini kullanmanin yan sira genellikle birkag cebirsel islem 
gerektirir. 

Boliim 5.5’teki Déniisiim Kuralint hatirlayin: 


J feo ax = [fe du 


Burada, uw = g(x) deger kiimesi bir / araligi olan tiirevlenebilir bir fonksiyon ve de /tizerin- 
de siirekli bir fonksiyondur. Integrasyondaki basari, goZu kez bilinen bir formiilii uygula- 
mak igin integrandin hangi kismina wu denecegini segebilmeye dayanir. Bu secim, du da 
bulunabilecek sekilde olmalidir. Bunun anlami sudur; integrasyonda beceri i¢in ilk sart tii- 
rev formiillerinde tam bir hakimiyettir. 
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Tablo 8.1, simdiye kadar hesapladigimiz temel integral formlarini gdstermektedir. Bu 
bélimde, bu tabloyu kullanmakta bize yardimci olacak birkag cebirsel veya degisken 
dénisiimti y6ntemini tanitryoruz. Kitabmn arkasinda, kullanimin Boliim 8.6’da 
g6recegimiz daha kapsaml: bir tablo vardir. 


TABLO 8.1 Temel Integrasyon Formiilleri 


1. fauwnure 13. | cotudu = In|sinu| + C 


; = —In|escu| + C 
2. / kdu = ku +C  (herhangi bir k sayis1 | | 


4. | 
: rar auy= favs far 
u = 
[wae yntl 15. Je du=7 tC (a > 0,a # 1) 


e“du=e"+C 


7) 


ae ee (n # -1) 
sinh u du = coshu + C 


du 
= = nlx + C 


12. | tanudu = —In|cosu| + C 


6. [om udu = —cosu + C 
18 ats = sin! (+) + 
Te J coswau =sinu+C au 
du 1, -4 (x) 
19. = —tan + C 
8. [ve udu = tanu + C foe + u? ¢ G 
P 20. a 1 sect ~|+C 
9. esc udu = —cotu+ C uV u2 — a2 
du 1 fu 
. | = a > 
10. J secutanu du = secu + C at Va ay? sinh (x) ee, (a > 0) 
du _ -1({u 
11. [ cseucotudi = —-cscu + C 22. a ae cosh (x) +C (u>a>0) 


= In |secu| + C 


Bir integrali standart bir formtle uydurmak icin genellikle integrali yeniden dizenle- 
memiz gerekir. 


ORNEK 1 Sadelestirici Bir Degisken Diniisiimii Yapmak 


26 = 9 a 
Vx? — 9x +1 


integralini hesaplayin. 
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Coziim 


2x — 9 du 
u=x?— 9x + 1, 


dx = 
V x2 — 9x + 1 Vu du = (2x — 9) dx. 


= peor du 


yl/2)t1 Tablo 8.1,” = —1/2 
= Cia 1 +C ile Formiil 4 
= 242 +C 


=2Vx?7-9 +14+C P| 


ORNEK2 —Kareye Tamamlama 


dx 
/ V 8x — x? 


integralini hesaplayin. 
Coziim Kareye tamamlayarak k6k icindeki ifadeyi su sekilde yazariz: 
8x — x7 = —(x? — 8x) = —(x* — 8x + 16 — 16) 
= —(x? — & + 16) + 16 = 16 — (x — 4)? 


Sonra 


dx dx 
les l= 


du 
Va — 12 a=4,u = (x — 4), 


du = dx 


bende u 
='sin (+) +C 
Tablo 8.1, Formiil 18 


= sin! (254) mie 


buluruz. = 


ORNEK3 Bir kuweti acmak ve tirgonometrik bir baginti kullanmak 


/ (secx + tan x)? dx 
integralini hesaplayin. 


Céziim  Integrandi acar ve 
(secx + tanx)* = sec*x + 2secxtanx + tan? x 


buluruz. Sag taraftaki ilk iki terim eski dostlardir; onlar1 hemen integre edebiliriz. Peki ya 
tan? x? Onu da sec’ x ile iliskilendiren bir baginti vardir: 


tan?x + 1 = sec? Xe tan? x = sec?x — 1 
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tan’ x yerine sec? x — 1 yazar ve 


[ees + tanx)* dx = i (sec?x + 2secxtanx + sec?x — 1) dx 


=2f sec?rax + 2f seextanxax — f ids 


=2tanx + 2secx —-x+C | 
ORNEK4 Bir karekikten kurtulmak 


7/4 
ii V1 + cos 4x dx 
0 


integralini hesaplayin. 


Coziim 
1 + cos 20 


5 veya 1 + cos 20 = 2 cos’. 


cos? 6 = 


bagintisim kullaninz. 6 = 2x alirsak, bu 


1 + cos 4x = 2 cos” 2x 
halini alir. Dolayisiyla 


1/4 7/4 
[ V1 Feostede = [ V2 V cos? 2x dx 
0 0 


7/4 
= vif |cos2x| dx V2 = |u| 
0 


a/4 [0, 27/4] tizerinde cos 2x = 0 
~ v2 7 cos 2x dx bu nedenle |©os 2x| = cos 2x. 
_ V2 sin 2x a Tablo 8.1, u = 2x ve 
= 2 A du = 2 dx ile Formiil 7 


- vii} 0) v2 7 


2 
buluruz. 
ORNEK5 Bir Bilesik Kesri Basitlestirmek 
3x? — Tx 
} 3x 2 dx 


integralini hesaplayin. 


Coziim Intengrand basit olmayan bir kesirdir (payin derecesi paydanin derecesinden 
| x—3 biiyiik veya ona esit). Integre edebilmek igin, 6nce béler ve bir béliim arti basit bir kesir 
an 2)3 = Te olan bir kalan elde ederiz: 
a 3x2 — Tx 6 
see ce ee ie 
—9x — 6 Buradan da 
+ 6 
3x? — Tx = 6 a 
[Pata aC 345% 5)a=4 3x +2In|3x+2|+C o 


buluruz. 
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George David Birkhoff 
(1884-1944) 
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Uzun bir bélmeyle bir bilesik kesri sadelestirmek (Ornek 5) her zaman dogrudan inte- 
gre edebilecegimiz bir ifade vermez. Bu durumda ne yapmamuz gerektigini Béliim 8.5’te 
gorecegiz. 


ORNEK 6 Bir Kesri Ayristirmak 


integralini hesaplayin. 


Ciziim Once integrandi ayirarak 


3x +2 4-3 x dx +2f dx 
1 


V1 — x? V1— x? 


elde ederiz. Bu yeni integrallerin birincisinde 


u=1-—x?, du = —2x dx, ve xdx =— 


d6ntisimti yapar ve 


—1/2) du 
af x dx =f /2) = 3 f wa 
V1 - x? Vu 2 
1/2 
au +C=-3V1-3x7+C 


2 1/2 
buluruz. integrallerden ikincisi standart formdadrr: 


= 2sin'x + C 


2 il dx 
V1 — x? 
Bu sonuglari birlestirerek ve C; + Cy toplamina C diyerek, 


Sets de = -3V1- + 2sin'x + C " 
Vl =x 
elde ederiz. 
Bu bélimiin son 6rnegi, integrali integre edebilecegimiz bir hale d6niistiirmek i¢gin 
integrand: 1’in bir formu ile garpmaktan ibaret olan cebirsel teknikle Gnemli bir integrali 
hesaplamaktadir. 


ORNEK7 yy = secx ‘in integrali; 1 ile carpmak 
/ sec x dx 
integralini hesaplayin. 


Coziim 


_ = . Seox + tanx 
J scoxac = f (seem) ar= [sees ceca = tana 


= sec’ x + sec x tanx 
dx 
secx + tanx 


du u = tanx + secx, 
= “U du = (sec*x + sec x tan x) dx 


= In |u| + C = In|secx + tanx| + C . 
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Sekant ve tanjant yerine kosekant ve kotanjantla, Ornek 7’deki yontem kosekantin in- 
tegrali ic¢in benzer bir formiile yol agar (Alistirma 95’e bakin). 


TABLO 8.2 Sekant ve kosekant integralleri 


1. [ seoudu = in secu + tana aon 


2. [cscudu = —In|cscu + cotu| + C 


integrallerle Temel Formiilleri Eslestirme Prosediirleri 


PROSEDUR ORNEK 

Sadelestirici bir degisken re - 

doniisiimii uygulamak Vx" — Ox + 1 ss 

Kareye tamamlama V8x — x2 = V16 (x — 4)* 
Trigonometrik bir baginti (secx + tanx)* = sec*x + 2secxtanx + tan’ x 
kullanmak = sec*x + 2secxtanx 


+ (sec?x — 1) 
= 2sec?x + 2secxtanx — 1 


Bir kare kékten kurtulmak V1 + cos4x = V2 cos? 2x = V2 |cos 2x| 


2. 
Bir bilesile keer 2 ied ee ee 


+ + 
sadelestirmek ete ee 


3x +2 _ 3x 4 2 
V1 — x? V1 - x2 V1 = x? 
secx + tanx 
secx + tanx 


Bir kesri ayristirmak 


1 ile garpmak sec x = secx: 


sec? x + sec x tan x 
secx + tanx 


ALISTIRMALAR 8.1 


Temel Déniisiimler 
1—36 alisturmalarindaki integralleri, standart formlarina doniistiirecek —— 3 2 
degisken d6ntistimleri yaparak hesaplayin. = $V sin. v cos udu = ee FA Uy 
1 1/3 
1 16x dx 2 3 cos x dx 5 F 16x dx_ 6 7 ? sec? z We 
. OO ————y . —o— —_——$ => = 2, ” t 
V 8x2 + 1 V1 + 3sinx o 8x +2 7/4 (ANZ 


7 / dx 
Ve (Ve + 1) 

9. [oe — 7x) dx 

11. [ ctescte? + 1) do 


13. [seogai 


15. Jos (s — a) ds 


2. | 3 dk 
Vw 

23. lc dw 
2Vw 

a / 9 du : 
1+ 9u 

ae i 

0 V1 — 9x 

29. 2s ds 
V1i-—s4 

31 6 dx 
xV 25x? — 1 


dx 
ae / ete 
e7/3 d 
Xx 
35, x cos (In x) 


Kareye Tamamlama 


37-42 alistirmalarindaki integralleri, kareye tamamlayarak ve standart 
forma gelmelerini saglayacak degisken d6ntisiimleri kullanarak he- 


saplayin. 
2 
7. | Bide __ 
tS 2s 2 
39. / a 
Vif +4—3 


41 lene eee 
(x + 1)V x? + 2x 


dx 
x —- Vx 


10. Jos (ax — 1) dx 


cot (3 + Inx) 
12. ———_ dx 


x 


14. [ ssc (x? — 5) dx 


1 1 
16. Je csc 6 dO 


18. (sin y)e°S” dy 


a/2 


eV dt 
Vi 


ginx 
2. | - dx 
24. / 107° do 


20. 


4 dx 
26. | ———_~ 
e + (2x + 1) 


1 
28. [| 
0 V4—-?"? 
30 2 dx 
xV1—4In?x 
32. i= = 
rVr2-— 9 
dy 
34. SS 
Ver” —1 


36. i = 
x + 4x In°x 


4 
8, [2 aay 
2 x° — 6x + 10 


6 
V20 — @7 


d. 


42. 7 
(x — 2) 


x 


I: 
2_ dy + 3 
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Trigonometrik Ozdeslikler 


43—46 alistirmalarindaki integralleri trigonometrik 6zdeslikler kulla- 
narak ve standart forma gelmeleri icin degisken d6ntisiimleri yaparak 
hesaplayin. 


43. / (secx + cotx)* dx 44, y (csex — tan x)? dx 
45. i esc x sin 3x dx 


46. / (sin 3x cos 2x — cos 3x sin 2x) dx 


Bilesik Kesirler 
47-52 alistirmalarmdaki integralleri, bilesik kesri sadelestirerek ve 
(gerekliyse) standart forma sokmak icin degisken doéniisiimt kulla- 
narak hesaplayin. 


2 
x x 5 
a. f ya #8, [a 


3 3 3 ) 
2x 4x° — 7 
9. [Pax so. [ Eg 
4 — 12 + 16t 20° — 767 + 76 
si. / ae dt 2. | ae do 


Kesirleri Ayristirmak 


53-56 alistirmalarindaki integralleri, kesirleri ayristirarak ve (gerek- 
liyse) standart forma sokmak icin degisken déntisiimti yaparak hesap- 
layin. 


53. [ose 54, i. Lima? 
V1 - x? 2xVx - 1 


7/4 : 1/2 
55. | 1 SX Oy, 56. | 2 = 8K 
0 cos’ x 0 1+ 4x 


1 ile Carpmak 


57-62 alistirmalarindaki integralleri, 1’in bir formu ile garparak ve 
(gerekli ise) standart forma sokmak igin degisken d6éntistimti yaparak 
hesaplayin. 


1 1 
se / 1+ rr ae 5B: / 1+ aa 
=; | + —-_.g re 
. sec @ + tan . csc @ + coté 
i Se ei — es 
1 — secx 1 — escx 


Karekoéklerden Kurtulmak 


63-70 alistirmalarindaki integralleri, karakéklerden kurtularak hesap- 
layin. 


Qa 7 
a. | | ae 64. [V1 cos rea 
0 0 
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T 0 
65. ui Ve 66. / Vit aut 
m/2 = 


0 7 
67. / V1 — cos? 6 do as. | V1 — sin? 6 d0 
—T 1/2 


17/4 0 
69. ‘ V1 + tan? y dy 70. / Vsec?y — ldy 
—1/4 1/4 


Karisik integraller 


71-82 alistirmalarindaki integralleri, hangi yontemi uygun buluyor- 
saniz onunla hesaplayin. 


3/4 7/4 
71. | (csex — cotx)* dx 72. [ (secx + 4cosx)* dx 
7 0 


/4 
74, / (1 + x) cot (x + Inx) dx 


75. J tosox — sec x)(sinx + cos x) dx 


76. [asm (5+ ins) de 


6 dy dx 
Ts: | SS 73°) —$*_ —. 
Vy(1 + y) xV4x? — 1 
7 dx dx 


79. / 80. 
(x — 1)Vx? — 2x — 48 (2x + 1)V4x? + 4x 


81. sec? tan (tan 


73. / cos @ csc (sin 0) da 


82 ee 
xV3 4+ x7 


Trigonometrik Kuvvetler 
83. a. | cos’6d6 hesaplayin. (Ipucu: cos? @ = 1 — sin’@ ) 
b. i cos’ 6 d@ ’yi hesaplayin. 


c. Integrali gergekten hesaplamadan, ‘i cos’@d@ ’yinasil 
bulacaginizi aciklayin. 


84. a. f sin? 6 dO ’y1 hesaplayin. (pucu: sin’ @ = 1 — cos’ @ ) 
b. ra sin? 6 dO ’y1 hesaplayin. 
c. f sin’ 6 dO ’yi hesaplayin. 
d. Integrali gercekten hesaplamadan, f sin? @ dO ’y1 nasil 
bulacaginizi aciklayin. 
f tan? 6 dé’y1 af tan@d6@. cinsinden ifade edin. Sonra 
va tan? @ dO ’yi hesaplayin. (/pucu: tan? 0 = sec” @— 1) 
b. f tan? 6 dé’y1 f tan? @d0 cinsinden ifade edin. 
c. J tan’ 6 doy J tan? 6 do cinsinden ifade edin. 
d. k pozitif bir tamsay1 olmak  iizere, f tan***! 9 do ’y1 
ri tan’! @ d@ cinsinden ifade edin. 
86. a. | cot? 6de’y1 J cotodo 
f cot? @ d@ ’y1 hesaplayin. (/pucu: cot? @ = csc? @ — 1) 


85. a. 


cinsinden ifade edin. Sonra 


b. f cot’ 6 dé’y1 ri cot? @d@ cinsinden ifade edin. 
c. i cot’ 6 dé’y1 f cot? @d@ cinsinden ifade edin. 


d. k pozitif bir tamsay1 olmak tizere, f cot™**! 9 do ’y1 
J cot"! @d6 cinsinden ifade edin. 


Teori ve Ornekler 


87. 


88. 


89. 


90. 


91. 


92. 


93. 


94. 


95. 


96. 


Alan Ustten y = 2 cos x ve alttan y= sec x, 7/4 <x <= 7/4 
ile sinirli b6lgenin alanin: bulun. 


Alan Ustten ve alttan y=csc x ve y=sinx, 7/6 <x =< 7/6 
eBrileri ve soldan x = 7/6 dogrusuyla sinirli “iiggensel” bdlge- 
nin alanin bulun. 


Hacim Alistirma 87’deki bélgenin x-ekseni etrafinda déndiiril- 
mesiyle tiretilen cismin hacmini bulun. 


Hacim Alistirma 88’deki bélgenin x-ekseni etrafinda déndiiril- 
mesiyle tiretilen cismin hacmini bulun. 

Yay uzunlugu = y=In(cosx),0 <x < 7/3 eérisinin uzunlugu- 
nu bulun. 

Yay uzunlugu y=In(secx),0 <x <= 7/4 e@risinin uzunlugunu 
bulun. 


Kiitle merkezi x-ekseni, y = sec x eBrisi ve x =—a/4, x = 17/4 
dogrulartyla sinirli bélgenin ktitle merkezini bulun. 


Kiitle merkezi x-ekseni, y = csc x egrisi ve x = 7/6, x = 57/6 
dogrularryla sinirli bélgenin ktitle merkezini bulun. 


ese x’in integrali Kofonksiyonlar kullanip Ornek 7’deki tiiret- 
meyi tekrarlayarak 


[csoxas = —In|esex + cotx| + C. 


oldugunu gésterin. 


Farkh déniisiimler kullanmak 


fe — 1)(x + 1))? dx 


integralinin asagidaki degisken d6ntistimlerinden herhangi biriyle 
hesaplanabilecegini gésterin. 

.u= 1/(x + 1) 

. u=((x—1)/(x + 18 


a 

b k=1, 1/2, 1/3, -1/3, -2/3 ve —-1 igin 
c. u = tan! x 

d. u = tan! Vx 

f. 


u = cos !x 


e. uw = tan! ((x — 1)/2) 
g. u = cosh | x 


Integralin degeri nedir? (Kaynak: “Problems and Solutions,” Col- 
lege Mathematics Journal, Vol. 21., No.5, Nov.1990, sayfa 425- 
426.) 
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eee Kismi Integrasyon 


ve 


oldugundan 


rxace [xa [vax 


oldugu agiktir. Baska bir deyisle, bir garpimin integrali genelde integrallerin garpim1 
degildir: 


i f(x)g(x) dx — integrali f(x) dx + / g(x) dx carpimina esit dedildir. 


Kismi integrasyon, 


/ F(x) g(x) dx 


seklinde integralleri basitlestirmek igin bir tekniktir. 
Y6ntem, /’nin tekrar tekrar tiirevinin alinabildigi ve g’nin de zorlanilmadan tekrar tekrar 
integre edilebildigi hallerde kullanislidir. 


/ xe* dx 


béyle bir integraldir, ciinkii f(x) = x iki kere tiirevlenerek sifir olur ve g(x) = e* zorlanil- 
madan tekrar tekrar integre edilebilir. Kismi integrasyon ayrica, tekrar tekrar integrasyon- 
dan veya tiirev alamdan sonra integrandin her pargasinin yeniden goriindtigti 


‘i e* sin x dx 


seklindeki integrallerde de kullanilabilir. 
Bu béliimde, kismi integrasyonu tanimlayacak ve nasil uygulandigini gésterecegiz. 


integral Formu icin Carpim Kurali 


f ve g xin tirevlenebilir fonksiyonlan ise, Carprm Kurali 


4 if (x)g@x)] = f’@)g(x) + fQx)g’@) 


oldugunu séyler. Belirsiz integraller cinsinden bu esitlik 


/ £ tflx)ela)] de = / Lf’ gx) + fladg"(w)] dx 


haline gelir 
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veya 

/ £ [flog] dx = / f'(x)g(x) de + / flag!) dx 
Bu son esitlikte terimleri yeniden diizenlemekle 

/ f(x)g'(x) de = £ [flg(a)] de - / f"(a)g(x) a 


elde ederiz. Bu esitlik kismi integrasyon formiiliine yol agar. 


/ Ff (x)g' (x) de = fix)gx) — / Ff’ (x)g(x) dx (1) 


Formiili' diferansiyel formda yazarsak bazen hatirlamak daha kolay olur. u = f(x) ve 
y = g(x) olsun. Bu durumda, du = f’(x)dx ve dv = g'(x)dx olur. Déntisiim Kuralini kulla- 
narak kismi integrasyon formiilti asagidaki sekle do6niisiir. 


Kismi integrasyon Formiilii 


[udo=w~ [vd (2) 


Bu formiil, {wu dv gibi bir integrali fv du gibi ikinci bir integral cinsinden ifade eder. 
u ve v’nin 6zel bir secimi ile ikinci integralin hesabi birinciye gére daha kolay olabilir. 
Formiiliin kullaniminda wu ve dv icin cesitli segimler s6z konusu olabilir. Asagidaki 6rnek- 
ler yOntemi agiklamaktadirlar. 


ORNEK1 — Kismi Integrasyonu Kullanmak 


J scosxas 


integralini bulun. 


Coziim 
u=x, du = cosx dx, 
du = dx, v = sinx. cos x’in en basit ters tiirevi 
ile 
7 udv = uv — / v du formiiliinii kullaniriz. 
Bu durumda 


[ scosxae = xsinx — | sinxa =xsinx + cosx + C a 


Ornek 1’de, wu ve du olarak alinabilecek secimleri inceleyelim. 


[ scosxae = [ ude 


integraline kismi integrasyon uygulamak igin, d6rt olasi segimimiz vardir. 


ORNEK2 —Ornek 1’e Geri Déniis 


8.2 Kismi Integrasyon 


Bunlar 
1. w=1vedv=xcosx dx 2. u=xvedv=cosx dx 
3. uw=xcosx ve dv=dx 4. uw=cosx vedv=x dx 


secenekleridir. Her birini tek tek inceleyelim. 
Secim | ise yaramayacaktir, ctinkti v’yi bulmak igin du = x cos x71 nasil integre 
edecegimizi bilmiyoruz. 
Secim 2, Ornek 1 de gordiigiimiiz gibi ise yarar. 
Secim 3 
u = XcCOsx, dv = dx, 
du = (cosx — xsinx) dx, v=x 


[vw = [ovcoss — x? sinx) dx 


olur. Bu baslangictaki integralden de k6tii bir integraldir. 


verir ve yeni integral 


Secim 4 


u = COSX, dv = x dx, 


du = —sinx dx, w= x /2, 


2 
[eu = - f sina 


verir ve yeni integral 


olur. Bu da cok k6tiidiir. 
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Kismi integrasyonla integral almanin amaci, nasil hesaplayacagimizi bilmedigimiz 
bir f u dv integralinden hesaplayabildigimiz bir f v du integraline gitmektir. Genellikle, 
Once integrandin, dx’i de igeren ve kolayca integre edebileceginiz olabildigi kadar genis 
bir béliimiini’ dv olarak segin; u, geriye kalan kisimdir. Kismi integrasyonun her zaman 


ise yaramadigini aklinizdan gikarmayin. 


[inca 


Coziim 7 In x dx integrali 7 Inx-1dx olarak yazilabileceginden, 


ORNEK3 —_Dogal Logaritmanin Integrali 


integralini bulun. 


u = Inx Tiirevi alindiginda basitlesir du = dx Integre edilmesi kolay 


1 
x dx. VvV=xXx En basit ters tiirev 


du = 


ile ‘i udv = uv — f v du formiiliinii kullaniriz. Boylece 


J inxar = xinx [rte xInx j[a=xims x+C 


buluruz. 
Bazi hallerde kismi integrasyonu bir kereden fazla kullanmak zorunda kaliriz 
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ORNEK4 — Arka Arkaya Kullanim 
[vera 


Céziim u=x, dv=e' dx, du =2x dx vev=e 


[re dx = x7e* — a xe* dx 


buluruz. Yeni integral baslangictakine gére daha kolaydir cunkti x’in derecesi bir 
azalmistir. Sagdaki integrali hesaplamak icin kismi integrasyonu u =x ve dv = e* dx ile 
bir kere daha kullaniriz. Bu durumda du = dx ve v = e* olur ve 


integralini hesaplayin. 


ile 


xe* dx = xe* ~ f eas =xe*-—e*+C 


[ vera = xe" — 2f xe* dx 


= x7e* — 2xe* + 2eX + C | 


buluruz. Béylece, 


elde edilir. 


Ornek 4’teki teknik, n herhangi bir pozitif tam say1 olmak tizere herhangi bir 
f x"e* dx integrali igin galisir ctinkti x”’nin ttirevlerini alarak eninde sonunda sifira 
ulasiriz ve e*’i integre etmek kolaydir. Bu boliimde daha ileride, tablolu integrasyonu in- 
celerken bu konuda daha fazla sey sdyleyecegiz. 

Asagidaki 6rnekte verilen integral gibi integraller elektrik miithendisliginde ortaya 
cikar. Integrallerin hesaplanmasi, iki defa kismi integrasyon ile elde edilen denklemden 
bilinmeyen integralin gekilmesini gerektirir. 


/ e* cos x dx 


Ciziim u =e’ ve dv =cos x dx olsun. Bu durumda, du = e* dx ve v = sin x olur. Bunlar 


J efcosxa = e*sinx — [etsinxes 


verir. [kinci integral, cos x yerine sin x bulunmasi disinda birincisinin aymisidir. Bunu 
hesaplamak igin, 


ORNEK5 _Bilinmeyen Integrali Cekmek 


integralini hesaplayin. 


u=e, dv =sinx dx, v =— COs x, du = e& dx 


ile kismi integrasyon uygulariz. Boylece 


fe cosx dx = e* sinx — (-e cos x — J Coosaite! «)) 


e*sinx + e*cosx — | etcosxde. 


elde ederiz. 


SEKIL 8.1 


Ornek 6’daki bélge. 
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Bilinmeyen integral artik denklemin iki tarafinda da bulunmaktadrr. Integrali iki tarafa da 
eklemek ve integrasyon sabitini ilave etmek 


2f e*cosx dx = e*sinx + e*cosx + C; 


verir. 2 ile béler ve integrasyon sabitini yeniden isimlendirirsek, 


¥ ae x 
e- sinx + e° cosx 
[ etcosxas = +C a 


2 
elde ederiz. 
Belirli integralleri Kismi integrasyonla Hesaplamak 


Belirli integralleri kismi integrasyonla hesaplamak tizere (1) Denklemindeki kismi inte- 
grasyon formiilii, Temel Teoremin 2. Kism1 ile birlestirilebilir. f’ ve g”niin ikisinin de 
[a, 6] araligi tizerinde stirekli olduklarin1 varsayarsak, Temel Teoremin 2. Kismi 


Belirli integraller icin Kismi Integrasyon Formiilii 


b b 
/ flx)g'(x) de = fida(x) 2 — | f’@)g(x) dx (3) 


a 


verir. (3) denklemini uygularken normalde, Denklem (2)’deki uw ve v notasyonunu 
kullaniriz, ¢tinkii hatirlamas: daha kolaydir. Asagida bir 6rnek verilmektedir. 


ORNEK6 — Alan Bulmak 


y =xe™ eGrisi ile x-ekseni arasindaki bélgenin, x = 0’dan x = 4’e kadar alanini bulun. 


Coziim Bélge, Sekil 8.1’de renkli olarak gésterilmistir. Alani, 


4 
[ xe *dx 
dir. 0 


u=x, dv=e dx, v=—eé ve du = dx olsun. Buradan, 


4 ; 4 
fi xe *dx = xe*]) [ (-—e *) dx 
0 0 


= —4¢%4 — e 4 — (-e°9)=1-5e4* 0.91 
bulunur. = 


Tablolu integraller 


f’nin sifir verecek sekilde art arda tiirevinin alinabildigi ve g’nin zorluk ¢gikarmadan art 
arda integre edilebildigi { f(x)g(x) dx seklindeki integrallerin, kismi integrasyonun dogal 
adaylari olduklarini gordtik. Ancak cok fazla tekrar gerekliyse, hesaplamalar zahmetli ola- 
bilir. Bu gibi durumlarda, hesaplamalari bir siirti zahmetten kurtulacak sekilde diizenle- 
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mek miimkiindir. Buna tablolu integrasyon denir ve asagidaki 6rneklerde nasil yapilaca- 
&1 gosterilmektedir. 


ORNEK7  Tablolu Integrasyon Kullanmak 


Tablolu integrasyonla 


/ xe dx. 


Céziim f(x) =x’ ve g(x) = é ile asagidaki listeyi yapariz. 


integralini bulun. 


f(X) ve tiirevleri g(x) ve integralleri 
x? (+) e 
2x ee eG e 
2 (+) e* 
0 ~ 2 


Oklarla birlestirilmis fonksiyonlarin c¢arpimlarin: ortadaki isaretlerle birbirlerine ekleyerek 
[ve dx = x*e* — 2xe* + 2e° + C 


elde ederiz. Bunu, Ornek 4’teki sonucla karsilastirin. | 


ORNEK8 — Tablolu integrasyon Kullanmak 


Tablolu integrasyonla 
i x? sin x dx 


Cizim = f(x) = x° ve g(x) = sin x ile asagidaki listeyi yapariz. 


integralini bulun. 


f(X) ve tiirevleri g(x) ve integralleri 
x? ie eee sin x 
3x? (—) —cos x 
6x ne sin x 
6 (—) cos x 
0  sinx 


Yine, oklarla birlestirilmis fonksiyonlarin garpimlarini aradaki isaretlerle birbirlerine ekle- 
yerek 


he sinx dx = —x* cosx + 3x?sinx + 6xcosx — 6sinx + C 7 


elde ederiz. 
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Bu béliimiin sonundaki Ek Alistirmalar, f’nin veya g’nin sifir elde edilecek sekilde 
art arda tiiretilemedigi durumlarda Tablolu Integrasyonun nasil kullanildigim géstermek- 
tedir. 


Ozet 


DeZisken déniisiimii ise yaramadiginda kismi integrasyonu deneyin. Integrand’in iki 
fonksiyonun garpimi seklinde oldugu bir integralle baslayin, 


/ F(x)g(x) dx. 


(Ornek 3’teki gibi, g’nin sabit fonksiyon 1 olabilecegini hatirlayin.) dv’yi f(x) veya g(x) 
ile birlikte dx’i de icerecek sekilde secerek, Integrali 


[va 
[udom we f vd 


formiiliiniin sag tarafini elde etmek igin, dv’yi kolayca integre ederek v’yi bulabilmemiz 
gerektigini hatirlayin. Sag taraftaki yeni integral bastaki integrale gore daha karmasik ise, u ve 
dv icin farkli segenekler deneyin. 


formuna uyarlayin. 


ORNEK9 Bir Indirgeme Formilli 


i cos” x dx 


integralini cos x’in daha kiictik bir kuvvetinin integrali olarak ifade eden bir indirgeme 
formilti bulun. 


Céziim cos” x’i cos”! x - cos x olarak diisiinebiliriz. Sonra 


n—-1 
u=COS “x ve dv=cosxdx 


olarak alalim. 
du =(n—1) cos"~* x (sin x dx) ve v=sinx 


olur. Béylece, 


[costxas = cos” !xsinx + (n — vf sin’ x cos” * x dx 
= cos” !xsinx + (n — vf (1 — cos’ x) cos””? x dx, 


= cos” !xsinx + (n — vf cos” ?xdx — (n — vf cos” x dx 


buluruz. Bu esitligin her iki tarafina 


(n — vf cos” x dx 
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eklersek 
nf cos’ x dx = cos” !xsinx + (n — vf cos” * x dx 


buluruz. Her iki tarafi da n ile bélerek sonucu elde ederiz; 


n—-1 F 
cos’ xsinx ,n-l1 = 
/ cos” x dx = - se ji cos”? x dx 


Bu sonug, cos x’in kuwvetini 2 disiiriir ve cok kullanishi bir formildir. n’nin pozitif tam- 
say! olmasi durumunda 


[ cosas = sinx + C veya Jcostxac= fac=x4 C. | 


integrallerinden birini elde edene kadar formitlt tekrar tekrar kullanabiliriz. 


ORNEK 10 Bir Indirgeme Formiiliinii Kullanmak 


i cos*x dx 


integralini hesaplayin. 


Cizim § Ornek 9’daki sonuctan, 


3 cos” 
cos’ x dx = 3 


ALISTIRMALAR 8.2 


x sinx 


2 


il cos x dx 


= I ge xsinx + ee + C 


3 


Kismi integrasyon 


1—24 alistirmalarindaki integralleri hesaplayin. 


1. [sina 


3. t? cos tdt 4, 


x sec? x dx 10. 


| | 
i ‘h 
1. / ty 8. / sin”! ydy 
/ J 
i | 


13. fe — 5x)e* dx 14. fe +r+l)e"d 
2; [aces 70 do 
15. / x°e* dx 16. / Pe" dt 
x? sin x dx 
a/2 a/2 
. 17. | 0° sin 20 dO 18. | x? cos 2x dx 
x? Inx dx ° 
2 V2 
19, | tsec | tdt 20. [ 2x sin! (x?) dx 
2V3 0 
oer core 21. fe sin 0 d6 22. fe cos y dy 
pie? dp 23. fe cos 3x dx 24. je sin 2x dx 


Degisken Diniisiimii ve Kismi integrasyon 


25-30 alistirmalarinda kismi integrasyondan 6nce bir degisken dénii- 
simti kullanin. 


25. ic V3s+9 ds 


1/3 
21: i x tan? x dx 
0 


29. J sinanx) dx 


1 

26. [xvi xd 
0 

28. [int ae 


30. / z(In z)* dz 


Teori ve Ornekler 


31. 


32. 


Alan bulma y = x sin x egrisi ve x-ekseni arasindaki bélgenin 


(sekle bakin) alanini 
bo wsxS27 


a 0OSxS57 e«27sx537 


igin bulun. 


d. Nasil bir kalip goriiyorsunuz? 7 negatif olmayan keyfi bir 
tamsay1 olmak tizere, na = x S (n+ 1)7 icin efri ile x-ekse- 
ni arasinda kalan bélgenin alani nedir? Yanitinizi agiklayin. 


y 


Alan bulma y = x cos x egrisi ile x-ekseni arasindaki bélgenin 
(sekle bakin) alanini 


a. 7/2 =x S 30/2 
ec. 5a/2 Sx = 77/2 


icin bulun. 


b. 37/2 S x S 52/2 


d. Ne gibi bir kalip goriiyorsunuz? n negatif olmayan keyfi bir 
tamsay1 olmak tizere 


(45 \\n ex (4 Vp 


araliginda egri ile x-ekseni arasinda kalan bélgenin alani ne- 
dir? Yanitinizi agiklayin. 


33. 


34. 


35. 


36. 


37. 


38. 
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Hacim bulmak Birinci bélgede, koordinat eksenleri, y = e* 
egrisi ve x = In 2 dogrusu ile simirlanan bélgenin x = In 2 dogrusu 
etrafinda dondiiriilmesiyle tiretilen cismin hacmini bulun. 


Hacim bulmak Birinci bélgede, koordinat eksenleri, y = e 
egrisi ve x = 1 dogrusu ile sinirlanan bélgenin 

a. y-ekseni, b. x=1 dogrusu 

etrafinda dondiiriilmesiyle tiretilen cismin hacmini bulun. 


Hacim bulmak Birinci bélgede, koordinat eksenleri ve y = cos x, 
0 <x <7/2, eSrisiyle simirlanan bélgenin 

a. y-ekseni, b. x= 7/2 dogrusu 

etrafinda dondiiriilmesiyle tiretilen cismin hacmini bulun. 


Hacim bulmak x-ekseni ve y = x sin x, 0 = x S 7, e&risiyle 
sinirlanan bélgenin 
a. y-ekseni b. x= 7 eSrisi 

etrafinda déndiiriilmesi ile tiretilen cismin hacmini bulun. (Grafik 
igin Alistirma 31’e bakin.) 


Ortalama deger Asagidaki sekilde, bir vurma paneliyle sem- 
bolize edilen bir geciktirici kuvvet, agirliklandirilmis yayin 
hareketini, ktitlenin ¢ anindaki konumu 


y=2e'cost, +20 


olacak sekilde yavaslatir. 0 = ¢ = 277 araliginda y’nin ortalama 
degerini bulun. 


y. 
nN 


Kiitle 


Vurma paneli 


Ortalama deger Alistirma 37’deki gibi bir yay-kiitle-vurma pa- 
neli sisteminde, kiitlenin ¢ anindaki konumu 
y=4e'(sint-—cosf, 120 


olarak verilmektedir. 
degerini bulun. 


0 = ¢t S 2m araliginda y’nin ortalama 
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indirgeme Formiilleri 


39-42 alistirmalarinda, indirgeme formiiliinii dogrulamak icin kismi 
integrason kullanin. 


39. fe cosxdx = x"sinx — nf x"! sin x dx 
40. fe sinx dx = —x"cosx + nf x cosxds 
nijax 
x"e n & 
41. [vera = —ee = a) ® lee dy, at#0 


= / (Inx)" de = x(Inx)" — n / (Inx)"" dx 


Fonksiyonlarin Terslerini integre Etmek 


Kismi integrasyon, fonksiyonlarin terslerini integre etmek igin genel- 
likle iyi sonug veren bir kurala yol agar: 


[rie - poroe 


asi / Oe 


y=f'@), x= fly) 
dx = f'(y) dy 


u=y,dv = f'(y)dy 
ile kismi integrasyon 


SF ix - fo) dy 


Ana fikir integralin en karmasik kismini almak, ki bu durumda 
f \(x)‘dir, ve ilk 6nce onu basitlestirmektir. In x’in integrali igin 


[inxar= [vere 


=yer’—e?+C 


y=lInx, x =e” 


dx = e’ dy 


=xInx-x+C 


buluruz. cos“! x’in integrali iginse 


[cosines =xcos!x — [eos dy y=cos'x 


=xcos!x — siny + C 


1 


= xcos!x — sin(cos!x) + C 


elde ederiz. 


43-46 alistirmalarindaki integralleri hesaplamak igin, 


/ PRG=F Os / foe o-re WW 


formiiliinti kullanin. Yanitlarinizi x cinsinden ifade edin. 


43. [sina 44, [ita 
45. [ seotxas 46. [ ocoxas 


f \(x)’i integre etmenin baska bir yolu (tabii f-! integre 
edilebiliyorsa), u = f-!(x) ve dv = dx ile kismi integrasyon kul- 
lanarak, f!’in integralini 


[re dx = xf '(x) — [ (Ero) dx (5) 


olarak yeniden yazmaktir. 
47 ve 48 alistirmalari (4) ve (5) denklemlerini kullanmanin sonucglarini 
karsilastirmaktadir. 


47. (4) ve (5) denklemleri cos! x’in integrali igin farkh formiller 
verir: 


a. [cosines = xcos!x — sin(cos!x) + C (4) Denklemi 


b. [costa =xcos!x— Vl—x*+C (5) Denklemi 


Tki denklem de dogru olabilir mi? Yanitinizi aciklayin. 


48. (4) ve (5) denklemleri tan! x’in integrali igin farkl formiiller 
verir: 


a. [ited = xtan!x — Insec (tan! x) + C (4) Denklemi 


b. pitied =xtan'x—-InVlt+x7+C (5) Denklemi 


Tki denklem de dogru olabilir mi? Yanitinizi aciklayin. 


49 ve 50 alistirmalarindaki integralleri (a) (4) denklemiyle ve (b) (5) 
denklemiyle hesaplayin. Her bir durumda, cevabinizin x’e gore 
tirevini alarak yaptiklarinizi kontrol edin. 


49. / sinh! x dx 50. ' tanh! x dx 


| 8.3 | Rasyonel Fonksiyonlarin Kismi Kesirlerle integrasyonu 


Bu boliim, bir rasyonel fonksiyonun (polinomlarin bir kesri), kismi kesirler denen ve ko- 
laylikla integre edilebilen daha basit kesirlerin toplami olarak nasil yazilabildigini géster- 
mektedir. Ornegin, (5x — 3)/(x? — 2x — 3) kesri 


5) a ee 4 3 
x2 — 2x — 3 x+1 x= 3 


8.3 Rasyonel Fonksiyonlarin Kismi Kesirlerle integrasyonu 571 


olarak yeniden yazilabilir. Bunu, sag taraftaki kesirleri (x + 1)(x — 3) ortak paydasi altinda 
toplayarak cebirsel olarak dogrulayabiliriz. Rasyonel fonksiyonlan béyle bir toplam 
olarak yazmakta elde edilen basar, diger konularda da kullanislidir (Grnegin, diferansiyel 
denklemleri cézerken belirli déntisimler kullanildiginda). Yukaridaki ifadenin sol 
tarafindaki (5x — 3)/(x + 1)(x — 3) kesrini integre etmek icin, basitce sa& taraftaki kesir- 
lerin integrallerini toplariz: 


5x 3 - 2 3 
[arta [e+ [ae 


=2In|x+1| +3In|x -— 3] +C. 


Rasyonel fonksiyonlari, daha basit kesirlerin bir toplam olarak, yeniden yazma yo6n- 
temine kismi kesirler yéntemi denir. Yukaridaki 6rnek durumunda 


3x = 3 _ A B 
x2 — 2x — 3 pel 2s ft) 


olacak sekilde A ve B sabitlerini bulmaktir. (Bir an igin A = 2 ve B = 3’iin ise yarayacagini 
bilmedigimizi varsayin.) 4/(x + 1) ve B/(x — 3) kesirlerine kismi kesirler deriz, ciinkii 
paydalari esas payda x? — 2x — 3’tin parcalaridir. A ve B’ye, uygun degerlerini buluncaya 
kadar, belirsiz katsayilar diyecegiz. 

A ve B’yi bulmak icin, (2) denklemini kesir halinden ¢ikararak, 


5x —-3 =A(x -—3) + Bx +1) = (4+ Bx -344+8B 


seklinde yazariz. Bu, ancak ve ancak iki tarafta da x’in kuvvetlerinin katsayilari esitse bir 
6zdeslik olacaktir: 


A+B=5, -34+ B=-3 


Bu denklemleri bir arada gézersek, A = 2 ve B = 3 buluruz. 


Yontemin Genel Tanimi 


Bir f(x)/g(x) rasyonel fonksiyonunu kismi kesirlerin bir toplami olarak yazmanin basarisi 
iki seye baglidir: 


© f(x)’in derecesi g(x)’in derecesinden kiigtik olmalidir. Yani kesir, basit kesir olmalidir. 
Degilse, f(x)’i g(x) ile béliin ve kalan terimiyle calisin. Bu béliimde Ornek 3’e bakin 

© g(x)’in ¢arpaniarini bilmeliyiz. Teorik olarak, reel katsayili herhangi bir polinom reel 
lineer garpanlarin ve reel kuadratik garpanlarin bir garpimi olarak yazilabilir. Pratikte, 
carpanlari bulmak zor olabilir. 


Asagida, g’nin carpanlarinin bilinmesi durumunda, bir f(x)/g(x) basit kesrinin kismi ke- 
sirlerinin nasil bulunacag1 agiklanmaktadir. 
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Kismi Kesirler Yéntemi (f(x)/g(x) Basit) 


1. x-r, g(x)’in lineer bir garpani olsun. (x — r)”’nin x — r’nin g(x)’1 bélen en 
biiyiik kuvveti oldugunu varsayin. Sonra, bu garpani asagidaki gibi m tane 
kismi kesre atayin: 

A, 0) An 
— + fee po 
x= 7" = yp (x — ry” 


Bunu g(x)’in farkli her lineer garpani icin tekrarlayin. 


2. 2x° + px + q, g(x)’in indirgenemez bir kuadratik garpam olsun. Bu ¢arpanin 
g(x)’i bélen en biiyiik kuwvetinin (x? + px + g)" oldugunu varsayin. Sonra bu 
carpana asagidaki gibi n tane kismi kesrin toplamini karsilik getirin: 

Bix + Ci Box + Cr Bx + Cy 
x? + pxtq (x7 + px + q? (x? + px + q)" 


Bunu g(x)’1in reel katsayili lineer garpanlara ayrilamayan her farkli kuadratik 
carpani igin tekrarlayin. 

3. Orijinal f(x)/g(x) kesrini biitiin bu kismi kesirlerin toplamina esitleyin. Or- 
taya cikan denklemi kesirlerden arindirin ve terimleri x’in azalan kuvvetleri 
seklinde diizenleyin. 


4. xin kuwvetlerinin katsayilarini birbirine esitleyin ve ortaya ¢ikan denklem- 
lerden belirlenmemis katsayilari ¢6ziin. 


ORNEK1 — Farkli Lineer Carpanlar 


/ x7 +441 a 
(x — 1)(x + 1)(x + 3) 


integralini kismi kesirler kullanarak bulun. 


Céziim Kismi kesirlere ayristirma 


x? t+ 4x +1 = Mog 2B 4 
(x-—1(x+1)x+3) x»-1 x+1 «+3 


seklindedir. A, B ve C belirsiz katsayilarini bulmak icin paydalart esitler ve 
x + 4x +1 = A(x + 1)(x + 3) + Be — 1) + 3) + C(x — 10x +:1) 
=(A4+ B+ C)x + (44 + 2B)x + 34 - 3B -C) 


elde ederiz. Esitligin iki tarafindaki polinomlar 6zdestirler. Ayn kuvvetteki x’lerin katsayila- 
rim esitleyerek 


x” nin katsayilart: A+ B+C=1 
xin katsayilani: 44+2B =4 
x°’1n katsayilari: 3A4—-3B—- C=1 


elde ederiz. 
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A, Bve C bilinmeyenleri igin béyle bir denklem sistemini ¢6zmenin, bilinmeyenleri ele- 
mek veya bir hesap makinesi ve bilgisayar kullanmak gibi birkag yolu vardir. Hangi yon- 
tem kullanilirsa kullanilsin, gdziim A = 3/4, B = 1/2 ve C=—1/4’tiir. Boylece, 


xr +4xrt1 se a ce eee ee ae el 
(x — 1)(x + 1)(x + 3) 4x-1 2x+1 4x+3 

J 

4 


In |x — 1] + $In|x + 1] —fin|x +3) +K. 


Burada K integrasyon sabitidir (belirsiz katsay1 C ile karistirmaktan kaginmak igin) rT] 
ORNEK2 — Tekrar Eden Bir Lineer Carpan 


6x + 7 

(e+ 272 
integralini hesaplayin. 
Ciziim Once integrand: belirsiz katsayilarla kismi kesirlerin bir toplami olarak ifade 
ederiz. 


6x + 7 A B 


(x +2)? *+t2 (+2) 


6x + 7 = A(x+ 2) +B 
a Hos he (24 i B) Her iki tarafi (x + 2)° ile carpin 


x’in ayni kuvvetteki katsayilarim esitlemek, 


A=6 ve 24+B=12+B=7 veya A=6 ve =-5 


6x +7 4 6 5 
re aye [(e¢ 2 ap) 
= 6 f 5-5 f w+ 2% 


= 6In|x + 2| + 5(x +2) '+C 7 


verir. Dolayistyla 


ORNEK3 _ Bir Bilesik Kesri Integre Etmek 


2x? — dx? — x - 3, 
x2 — 2x — 3 “ 


integralini hesaplayin. 
Céziim Once pay: paydaya bdlerek bir polinom arti bir basit kesir elde ederiz. 


Ig Ag = 25 x-2x-—3 
2x3 — 4x? — 6x ae 
5x —3 
Sonra bilesik kesri bir polinomla bir basit kesrin toplami olarak yazariz 
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Bee yey oe = 
=e x 3 > 4 = 3 
x= Dy = 3 x= 2 = 3 


Sag taraftaki kesrin kismi kesirlere ayrilisini giris 6rneginde bulmustuk. Dolayisiyla, 


BP as: ea an = 
/® 4x? = x Sac= f avac+ [Soa 
b het, ee. xo D3 


2 3 
Prat [oat [Aga 


x +2In|x + 1| + 3in[x-3/ +0. 2 


buluruz. 


Kuadratik bir polinom, reel katsayili lineer iki garpanin garpimi olarak yazilamazsa, poli- 
noma indirgenemez polinom denir. 


ORNEK4 — Paydada Kuadratik indirgenemez Bir Carpan 
—2x + 4 
lz + De - 1p” 


Ciziim Paydada tekrarlanan bir garpanin yanisira, indirgenemez bir carpan da bulun- 
maktadir, dolayistyla 


integralini hesaplayin. 


anes 2A By CD 2) 


(x? +1)%-17? x74+1 +¥-1 =@-1) 


yazariz. Denklemi kesirlerden arindirmak 


—2x + 4 = (Ax + Bx — 17 + Cx — YG? + 1) + DO’? + 1) 
= (44+ Cx? + (-244+B-C+D)x 
+ (4 -—2B+ C)x+(B-C+D). 


verir. Ayni kuvvetten terimlerin katsayilarini esitlersek, 


xin katsayilart : 0=A+C 
x’’nin katsayilari : 0= -24+B-C+D 
x'’in katsayilan : =2=A—-IBtC 
xin katsayilart : 4=B-C+D 
verir. Bu denklemleri birlikte cézerek, A, B, C ve D’nin degerlerini buluruz: 
—4 = —2A, A=2 ikinci denklemden dérdiincii denklemi ¢ikartin. 
C= -A=-2 Birinci denklemden 
B=1 Uciincii denklemde A = 2 ve C=-2 


D=4-B+C=1 Dérdiincii denklemden 
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Bu degerleri (2) denkleminde yerine koyarsak, 


ae ae se a 
(x7 + 1)%-1) x7+1 +¥*¥-1 (@-1) 


buluruz. Son olarak, yukaridaki agilimi kullanarak integrali bulabiliriz: 


aie +4 cars f (BH —_ Lax 
(x + 1)(x — 1) xr+1 x-1  (-1) 


2x 1 2 1 
= + + d 
hers r+] x-il aaa 


1 


x= 1 


= In(x? + 1) + tan! x — 2In|x - 1| - 


ORNEK5 — Tekrar Eden Kuadratik Indirgenemez Bir Carpan 


; dx 
x(x? + 17° 


integralini hesaplayin. 
Ciziim Kismi kesirlere ayirma 


1 A Bx +C Dx + E 


x(x? +1) * x? 41 (x? + 1)? 


seklindedir. x(x” + 1)’ ile carparak 
1 = A(x? + 1)? + (Bx + C)xQ? + 1) + (Dx + E)x 
= A(x* + 2x? + 1) + B(x* + x*) + COP + x) + De? + Ex 
=(A+ B)xt+ CP + (244+ B4+D)r+(C+Ext+A 
buluruz. Katsayilari esitlersek 
A+B=0, C=0, 24+B+D=0, Ct+E=0, A=l 


+C 
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denklem sistemini elde ederiz. Sistemi ¢6zerek A = 1, B 1,C=0,D lve E=0 bu- 


luruz. Boylece, 


dx 1 —x —x 
= + + d. 
ee + 1)? / E e+ (x7 + =| is 
[¢ / x dx x dx 
a r+ (x7 + 1) 


u=xr+1 


= dx 1 du 1 du du = 2x dx , 
x 2/ u 2) we 


= In |x| = lie lal +2+K 


5 

= In |x| =SiG + i+ — +r 
2 2(x? + 1) 
x 

_ || 1 ¥ 


bulunur. 
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TARIHSEL BiyoGRaAFi 


Oliver Heaviside 
(1850-1925) 


Lineer Carpanlar icin Heaviside “Ortme” Yéntemi 
f(x) polinomunun derecesi g(x)’in derecesinden ktigtik ve 
g(x) = (& — r)(x — 72)-+*@ — mm) 


her birinin kuvveti bir olan n farkl lineer garpanin bir garpim1 ise, f(x)/g(x)’i kismi kesir- 
lere ayirmanin gabuk bir yolu vardir. 


ORNEK6 — Heaviside Yéntemini Kullanmak 
Asagidaki kismi kesir agiliminda A, B ve C’yi bulun: 


xt 1 A B C 
@=e=-DG—=5) #=1 2-2 ° 3-3 (3) 


Céziim (3) denkleminin iki tarafini da (x — 1) ile carparsak, 


ett _ ,, B&- 1), Oe-1) 
(x — 2)(x — 3) H= 2 x — 3 
ve x = | alirsak, ortaya cikan denklem A’nin degerini verir: 
ied! =A+0+0 
(l= 2) = 3) : 
A=1 
Yani, A’nin degeri, orijinal 
x +1 


(4) 


(x — 1)(x — 2)(x — 3) 


denkleminde(x — 1) garpaninin iistiinii 6rtiip, geri kalanini x = 1’de hesaplarsak bulacagi- 
muiz degerdir: 


_ Cyr 1 _ 
@-1))a-20-3) (VD-2) 


1 


Ortiin 


Ayni sekilde, (3) denklemindeki B’nin degerini, (4) denklemindeki (x — 2) carpaninin 
lstiinti rttip, geri kalanini x = 2’de hesaplayarak bulabiliriz: 


oe (2° +1 er 
(2-1)|@-2)](2-3) 1) 
oe 


Son olarak C de (4) denkleminde (x — 3) 6rtiiliip, geri kalani x = 3’te hesaplanarak bulunur: 


3r +1 
(3) __10 _, ; 


(3 — 1)(3 — 2)] (x — 3) (2)(1) 


buluruz. 
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Heaviside Yontemi 


1. g(x) i garpaniarina ayirip, bélimti yazin: 


f(x) _ f(x) 
ee) Ge alie = =m) 


2. g(x)’in (x —1r,) ¢arpaniarini, her defasinda bir tanesi olmak tizere, 6rtiin ve 
ortiilmemis x’lerin yerine 7; yazin. Bu her 7; k6kii igin bir A; sayisi verir: 


f(r) 
A Gn) (= Fa) 
fra) 
#— T= Fy = Psy =F) 
a _ f(Tn) 


(Tn ~ rin _ r2)°° (Fn ~ n-1) : 
3. f(x)/g(x) in kismi kesir aguimin 


f(x) _ A, Ay Dae An 
ee) @—-m) @-m) |) @—H) 


seklinde yazin. 


ORNEK7 —Asagidaki integrali hesaplayin. 


/ x +4 

xe Serre: 

Ko Bx” = 10x 

integralini hesaplayin. 

Cézim = f(x) =x + 4’iin derecesi_ g(x) =x° + 3x°— 10x’ in derecesinden kiiciiktiir ve g(x)’i 


carpanlarina ayirirsak, 


x+4 _ x+4 
x? + 3x2 -— 10x x(x — 2)(x + 5) 


buluruz. g(x)’in k6kleri, 7; = 0, r. = 2 ve r; =—5’tir. Buradan 


de= 0+4 _ 4 ~~ 2 
x|/(@—2)0+5) (2G) 3 
ft 
Ortiin 
ae 44 _ 6 _3 
2 
2l@=-H)/G45) G0) 7 
Ortiin 
fee =s 8 = 1 


(5-5 -2)[G@+5)] 5-35 


Ortiin 
buluruz. 
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Dolayisiyla, 
x+4 2 i. 3 1 
x(x — 2)(x+ 5) Se" Wx— 2) 35(x + 5) 
ve 
x+4 ) 3 1 
= 7 + 5| + 
xchat 5 In |x| 7 In |x 2| 35 In |x 5| G P| 


olur. 


Katsayilari Belirlemenin Baska Yollari 


Kismi kesirlerde ortaya ¢ikan katsayilari belirlemenin bir baska yolu, asagidaki érnekte 
oldugu gibi, tiirev almaktir. Bir digeri ise, x’e sayisal degerler vermektir. 


ORNEK8 —_ Tiirev Almak 
Asagidaki denklemde A, B ve C’yi bulun: 
Bees | A B C 


(<x+1P x1 G@+ie @+D 


Céziim Once kesirlerden kurtuluruz: 
x-1=A(xt+1P + Bxt+1)+C 
x =-1 koymak C=-2 verir. Sonra iki tarafin da x’e gére tiirevini alarak 
1=2A(x+1)+B 


elde ederiz. x =—1 yazmak B = 1 oldugunu gésterir. Yine tiirev alarak, 0 = 2A, yani A = 0 
buluruz. Dolayisiyla 


sot. 7 2 
(x+12 (x+1% (+1) 


bulunur. 
Bazi problemlerde, A, B ve C cinsinden denklemler elde etmek icin, x’e x = 0, +1, +2 
gibi ufak degerler vermek diger yéntemlerden hizhi bir alternatif saglar. 


ORNEK9 —_x® Sayisal Degerler Vermek 
Asagidaki denklemde A, B, C ve D’yi bulun. 


x7 +1 A B C 
= + + 
(x — I(x- 2)%-3) x*-1 x-2 x-3 


Céziim Kesirlerden kurtularak, 
x? + 1 = A(x — 2)(x — 3) + Bx — 1)(x — 3) + CO — 1)(x — 2) 


elde edin. 
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Sonra sirastyla A, B ve C’yi bulmak igin x = 1, 2, 3 alin: 


(1)? + 1 = A(—1)(—2) + B(O) + C(0) 


oe 
2= 94 
A=1 
x= 2: (2)? + 1 = A(O) + B(1)(—1) + C(O) 
5=-B 
B=-5 
c= (3)? + 1 = A(O) + B(O) + C(2)(1) 
10: = 26 
C=, 
Sonus: 
x +1 il Sg 8 = 
@=—1e=2)e=—3) x= x»*=2 ° x= 3° 
ALISTIRMALAR 8.3 
. . . . dx x2 dx 
Kesirleri Kismi Kesirlere Acmak 19. / ae 20. ae 


1-8 alistirmalarmndaki kesirleri kismi kesirlere ayirin. 


5x — 13 2 5x — 7 
=SB= 2) “x? — 3x +2 
x+4 2x2 
oF 4, = 
(x + 1) x? —-2x+1 
zt+1 6 Zz 
" 2°(z — 1) "7? — 6z 
+8 P +9 

"2 — 5t+6 “A+ 9 


Tekrarlanmayan Lineer Carpanlar 


9-16 alistirmalarinda, integrandlan kismi kesirlerin bir toplami olarak 
ifade edin ve integralleri hesaplayin. 


| = wo. | we 

l1- x x* + 2x 

nf 2 eA as 2. fh as 
x- + 5x - 6 x- — Ix + 12 


ly+4 
14. / _ dy 
2y° ry 


16. / x t3 ay 
2x> = 8x 
Tekrarlanan Lineer Carpantar 


17-20 alistirmalarinda, integrandlan kismi kesirlerin bir toplam1 ola- 
rak ifade edin ve integralleri hesaplayin. 


1 30. 0 Cee Be 
1. [=a x. [| 
0 x +2x+1 1 a = 2x ok 


indirgenemez Kuadratik Carpanlar 


21-28 alistirmalarinda, integrandlar1 kismi kesirlerin bir toplami 
olarak ifade edin ve integralleri hesaplayin. 


1 V3 4,2 
i | os 22. | se ttt, 
0 (x + I(x’ + 1) I 


Pp+t 
2 
yo +2yt+1 24 
a) ey oy 7 ay tet? 
(y? + 1) (4x? + 1) 


2s + 2 5 
. (s? + 1)(s — 1 


37 pees 
(@ + 26 + 2) 


25 


6 — 46° + 267 — 30 4+1 
28. / (4D do 


Bilesik Kesirler 


29-34 alistirmalarinda, integranda uzun bélme uygulayin, basit kesri 
kismi kesirlerin bir toplami olarak yazin ve sonra integrali hesaplayin. 


3 2; 4 
29. / wwe Fhe 30, / ak 
OSX x7 -— 1 
BF. 3 
31. [2S eer 32. erate gy 
x= xX 4x° — 4x + 1 
y4 + a | 2y4 
33. | 2, —_& aa — 
yory y-yty-ti 


ia 47. 2 ondalik basamak hassaslikta, birinci bdélgede, 


580 


Baliim 8: Integrasyon Teknikleri 


integral Hesaplamak 
35-40 alistirmalarindaki integralleri hesaplayin. 
e'dt 
:. |S 
/ e* + 3e° + 2 
cos yd i 
37. / ~ = a4 38. i : sin 6 d0 
sin’ y + siny — 6 cos’ 8 + cos@ — 2 
a fs = Oy ae (er 1a Sx 
(4x? + 1)(x — 2)? 
‘a /* + 1) tan”! (3x) + 9x3 + x 
: (9x2 + 1)\(x + 1? 


IX 


LX 


Baslangic Deger Problemleri 


41-44 alistirmalarindaki baslangi¢g deger problemlerinden x’i f’ nin bir 
fonksiyonu olarak ¢éziiniiz. 


41. (P-3r+ 22-1 (t> 2), x(3)=0 


42. (344 + 442 + Hs = 2V3, x(1) = —7V3/4 


43. (1? + an) & =2x+2 (tx>0), x(1)=1 
44. (t+ ys =x +1 (t>-1), x(0)= 7/4 
Uygulama ve Ornekler 


45 ve 46 alistirmalarinda, renkli bédlgenin belirtilen eksen etrafinda 
doéndiiriilmesiyle tiretilen cismin hacmini bulun. 


45. x-ekseni etrafinda 


3 
pF Nee 
(0.5, 2.68) (2.5, 2.68) 
| nat 
oO] 0.5 is? 
46. y-ekseni etrafinda. 
2 


‘ 9 GENe-x* 


[ 
> xX 
1 


0 


x-ekseni, 
y =tan ! x eSrisi ve x = V3 dogrusuyla sinirlanan bélgenin kiitle 
merkezinin x-koordinatim: bulun. 


48. 


49. 


50. 


51. 


2 ondalik basamak hassaslikla, asagidaki bolgenin merkezinin 
x-koordinatim bulun. 


y 
nN 
3, 1.83) 
¢ y = 4 + 132-9 
x + 2x? — 3x 
(5, 0.98) 
0 3 5 


Sosyal difiizyon Sosyologlar bazen “sosyal difiizyon” terimini 
bilginin bir toplulukta nasil yayildigini tanimlamakta kullanirlar. 
Bilgi bir sdylenti, kilttirel bir olay veya teknik bir yenilik 
hakkinda haber olabilir. Yeterince biiyiik bir toplulukta, bilgiye 
sahip olan kisilerin sayisi x’e ¢ zamaninin bir fonksiyonu olarak 
bakilir ve difiizyon hizi, dx/dt’nin bilgiye sahip insanlarin sayis1 
kere bilgisi olmayan insanlarin sayisiyla orantili oldugu 
varsayilmaktadir. Bu, NV topluluktaki kisilerin sayisi olmak iizere, 
oe = kx(N — x) 

denklemine yol agar. 

?nin giin, k = 1/250 oldugunu ve ¢ = 0 aninda N = 1000 
kisilik bir toplulukta iki kisinin bir s6ylenti baslattigini varsayin. 


a. xi ?nin bir fonksiyonu olarak bulun. 


b. Ne zaman toplulugun yarisi sdylentiyi duyar? (Bu séylentinin 
en hizli yayilacagi zamandir.) 


ikinci derece kimyasal reaksiyonlar Cou kimyasal reaksiyon 
yeni bir tiriin ortaya cikaracak sekilde bir degisiklik gegiren iki 
molekiiltin etkilesmesinin sonucudur. Reaksiyon hizi tipik olarak 
iki molekiil tipinin konsantrasyonlarina baglidir. ¢ = 0 aninda, A 
maddesinin miktar1 a ve B maddesinin miktari b ise, ve x de t 
anindaki tirtintin mikrtari ise, x’in olusum hiz1 


a x\(b - x) 


aT k(a 


veya 
1 dx _ k 
(a — x)(b — x) dt 


diferansiyel denklemiyle verilebilir. Burada k reaksiyon sabitidir. 
Bu denklemin iki tarafini da x’e gore integre ederek, (a) a = b ve 
(b) a # b ise x ile ¢ arasinda bir baginti kurun. Her durumda, t = 0 
iken x = 0 oldugunu varsayin. 


ar sayisini 22/7’ye baglayan integral. 
Vy4(x = 1)4 : 
a. fl ~ faq i hesaplayin. 
b. a ~ 22/7 yaklasimi ne kadar iyidir? Bunu 
a’nin bir yiizdesi seklinde ifade ederek bulun. 


(# yi 
ae T yl 
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x(x — 1)4 52. P(0) = 1, P’(0) =0 ve 


ec 0 S x = 1 araliginda y= fonksiyonunun 


244 P(x) 
grafigini ¢izin. y-ekseninin 6lcegini 6nce 0 ile 1 arasina, sonra : £e=1. Xx 
0 ile 0.5 arasina, sonra da grafigin goériilebilecegi kadar 
kiigiilterek deneyler yapm. Egrinin altrnda kalan alan rasyonel bir fonksiyon olmak tizere, ikinci derece P(x) polino- 


hakkinda nasil bir sonug gikarirsiniz? munu bulun. 


ie Trigonometrik integraller 


Trigonometrik integraller, alt: temel trigonometrik fonksiyonun cebirsel kombinasyon- 
larmi icerirler. Prensip olarak, béyle integralleri sintis ve kosintis cinsinden daima ifade 
edebiliriz, fakat gogunlukla 


[ sectxas =tanx+C 


integralinde oldugu gibi diger fonksiyonlarla calismak daha basittir. Genel fikir, bulmak 
istedigimiz integralleri, calismasi daha kolay olan integrallere d6ntisttirmek igin 6zdeslik- 
ler kullanmaktir. 


Siniis ve Kosiniis Kuvvetlerinin Carpimlari 


m ve n negatif olmayan ( pozitif veya sifir ) tamsayilar olmak tizere 


/ sin” x cos” x dx 


formundaki integrallerle basliyoruz. [si tig duruma ayrrabiliriz. 


Durum 1m tek ise, m’yi 2k + 1 olarak yazar ve 


2k 1 


sin” x = sin x = (sin? x)* sin x = (1 — cos* x)* sin x (1) 


2 2 


elde etmek icin sin“ x = 1 —cos* x 6zdesligini kullaniriz. Sonra, tek kalan sin x71 integral- 
deki dx ile birlestirerek sin x dx yerine —d(cos x) yazariz. 
Durum 2 f sin” x cos” x dx integralinde m cift ve n tek ise, n’yi 2k + 1 olarak yazar ve 


2k+1 


cos” x = cos x = (cos” x)* cos x = (1 — sin? x)‘ cos x 


elde etmek icin cos” x = 1 — sin? x 6zdesligini kullaniriz. Sonra, tek kalan cos x’i integral- 
deki dx ile birlestirerek cos x dx yerine d (sin x) yazariz. 


Durum 3 f sin” x cos” x dx integralinde hem m ve n hem de cift ise 


.2  _ | — cos2x 2 _ 1+ cos 2x 
sin’ x = ———y COs’ x = 


(2) 
dénitistimlerini kullaniriz. 
ORNEK 1 m Tek 


/ sin? x cos? x dx 


integralini hesaplayin. 
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Coziim 


/ sin? x cos* x dx = / sin’ x cos? x sin x dx 


= Jo — cos” x) cos” x (—d (cos x)) 


= fo = u’)(u*)(—du) u = cosx 
= Jo — wv) du 
et 
_ = — 3 + C 
cos\x  cos*x 
a. 3 Te : 


ORNEK2 =m Cift n Tek 


/ cos” x dx 


integralini hesaplayin. 


Coziim 


[cosines = [ cost xeossea = / (1 — sin? x)? d(sin x) lial 


= frau u = sinx 


= Jo — 2u? + ut) du 


Sj 23S Ls sat dae ws eed Dts 
=u-3u + su + C= sinx 3 simx + ssinx + C a 


} sin’ x cos’ x dx 
integralini hesaplayin. 


2 
[ sit xeostxac = [ (3 gos? (4 t goss) dx 


= :| (1 — cos 2x)(1 + 2.cos 2x + cos” 2x) dx 


ORNEK3 ~—sm ve n'nin Her Ikisi de Cift 


Coziim 


= i (1 + cos 2x — cos? 2x — cos? 2x) dx 


= : [x + Ssin 2x [tcoe 2x + cos? 2x) dx], 
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cos? 2x’i igeren terim icin 
[cos zea = a (1 + cos 4x) dx 
Sonuca kadar integrasyon 


1 1. 
= 5 (« + ]sin tx) sabitini ihmal ederek 


kullaniniz. cos? 2x’i igeren terim igin 


3 = es) u = sin 2x, 
i 2x dx = / (1 — sin‘ 2x) cos 2x dx ane Wacatie de 


1 — 32 = 1 i = i 3 C’yi tekrar 
5) il (1 — u*) du 5) (sin 2x 3 sin 2) ee 


Her seyi birlestirmekle 


[ sit xcostxdc = sh (x - sings + $sin'2r) + € | 
elde ederiz. 
Kare Koklerden Kurtulmak 


Asagidaki 6rnekte bir kare kékten kurtulmak icin cos” @ = (1 + cos 20)/2 ézdesligini kul- 
lantyoruz. 


ORNEK 4 
7/4 
[ V1 + cos 4x dx 
0 


integralini hesaplayin. 
Coziim Kare k6kten kurtulmak i¢in 


cos’ 6 = It gesie veya 1 + cos26 = 2 cos’ @ 


dzdesligini kullanryoruz. 6 = 2x ile 
1+ cos 4x = 2 cos” 2x 


elde ederiz. Bu nedenle, 


7/4 7/4 7/4 
[ V1 Feosdede = [ \/2 cos* 2x dx = V2V cos? 2x dx 
0 0 0 


7/4 a/4 
= vif |cos 2x| dx = vif cos 2x dx a 
: 0 OP a7 
= \/2 [sine \/2 7 7 v2 
0 


2 2 0 2 


tan xve sec x’in Kuvvetlerinin integralleri 


tanjant, sekant ve karelerinin integrallerinin nasil integre edildigini biliyoruz. Daha btiyiik 
kuvvetlerini integre etmek igin tan” x = sec” x — 1 ve sec” x = tan’ x + 1 6zdesliklerini kul- 
lanarak, biiytik kuvvetlerden kiiciik kuvvetlere indirgeme gerekirse kismi integrasyonla in- 
tegre ederiz. 
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ORNEK 5 


/ tan* x dx 


integralini hesaplayin. 


Coziim 
/ tan’ x dx = / tan? x+ tan’ x dx = / tan? x*(sec?x — 1) dx 

= , tan’ x sec” x dx — 7 tan’ x dx 

= [tat xsee xs - ¢ (sec?x — 1) dx 

= [ taPxseet xs - / sec” x dx + ja 
ilk integralde, 

u = tanx, du = sec’ x dx 

aliriz ve 


pea = zu + Cy 


elde ederiz. Diger integraller standart formdadirlar, dolayisiyla 


J tavtede = jtan?x ~ tanx +x + | 


bulunur. 


ORNEK 6 


/ sec? x dx 


Coziim | Kismi integrasyonla integre ederiz: 


integralini hesaplayin. 


u = Sec x, du = sec? x dx, v= tan x, du = sec x tan x dx 


Buradan 


[ sexe = sec x tanx ~ | Gana(seextan.xds) 


2 A 
tan’ x = sec’ x — 1 


sec x tan x — | (veets — 1) sec x dx 


= seextanx + f seexde — [sect re 


Sekant kiip integrallerini birlestirerek 


2 f seo xdr = seextanx + ff seed 


ALISTIRMALAR 8.4 
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ve 


sec} xd = 3 seextanx + In |secx + tanx| + C 7 


elde edilir. 


Siniis ve Kosiniislerin Carpimlari 


Matematik ve bilimde, problemlere trigonometrik fonksiyonlarin uygulandigi birgok 
yerde 


7 sin mx sin nx dx, / sin mx cos nx dx, ve / cos mx cos nx dx 


integralleri ortaya gikar. Bu integralleri kismi integrasyonla hesaplayabiliriz, fakat her bir 
durumda iki integrasyon gerekir. Asagidaki 6zdeslikleri kullanmak daha basittir. 


sin mx sin nx = F [cos (m — n)x — cos(m + n)x], (3) 
sin mx cos nx = + [sin (m —n)x + sin(m + n)x], (4) 
COS Mx COS NX = 5 [cos (m — n)x + cos(m + n)x]. (5) 


Bunlar, sintis ve kosintis igin agi toplami formiillerinden gelir (B6liim 1.6). Ters tiirevleri 
kolayca bulunan fonksiyonlar verirler. 


ORNEK 7 
/ sin 3x cos 5x dx 


integralini hesaplayin. 


Coziim m=3ven=5S ile (4) esitliginden 


i sin 3x cos 5x dx = al [sin (—2x) + sin 8x] dx 


= >| (sin 8x — sin 2x) dx 


cos 8x , cos 2x 
16 + 4 + C | 


buluruz. 


cos* x dx 


cae ee . ss 1/2 7/6 
Siniisler ve Kosiniislerin Kuvvetlerinin Carpimlari 3. / . [ See ted: 


1-14 Alistirmalarinda integralleri hesaplayin. 


a /2 


x/2 = a/2 a/2 
1. sin? x dx 2. Sin? ae 5. | sin’ y dy 6. | 7 cos’ tdt 
0 0 2 0 . 
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a 4, 8 sin? x dx 8. 
0 


i 
7/4 7 
9. / 16 sin? x cos? x dx 10. | 8 sin’ y cos’ y dy 
—1/4 0 
i 
i 


8 cos* 2arx dx 


m/2 
11. | 35 sin* x cos* x dx 12. sin 2x cos* 2x dx 
0 


a/2 


7/4 
13. [ 8 cos 26 sin 26 da 14. sin? 20 cos? 26 do 
0 


KarekGklii integraller 


15—22 alistirmalarindaki integralleri hesaplayin. 


2a 7 
15. | 4 [>= 95> ae 16. | V1 — cos 2x dx 
0 0 


vf Vi1— sin’ tdt is. [ V1 — cos’ 6 d0 
0 0 
7/4 a/4 
19. : V1 + tan? x dx 20. / Vsec?x — ldx 
—1/4 —a/4 
a/2 7 
21. - 0V/1 — cos 20 dO 22. / (1 — cos? 1)? dt 
0 —T 


Tan x ve Sec xin Kuvvetleri 


23-32 alistirmalarindaki integralleri hesaplayin. 


0 
23. / 2 sec? x dx 24. , e* sec? e* dx 
—1/3 
7/4 a /12 
25. | sec’ @ do 26. | 3 sec 3x dx 
0 0 
a/2 7 r) 
27. | esc’ @ do 28. | 3 eset = do 
a/4 a/2 2 
7/4 7/4 
29. 4 tan? x dx 30. / 6 tan* x dx 
0 —1/4 
1/3 a/2 
31. | cot? x dx 32. | 8 cot? t dt 
7/6 a/4 


Siniis ve Kosiniislerin Carpimlari 


33-38 alistirmalarindaki integralleri hesaplayin. 


0 a/2 
33. / sin 3x cos 2x dx 34. | sin 2x cos 3x dx 
~ 0 


T 


35. 


37. 


7 a/2 
/ sin 3x sin 3x dx 36. | sin x cos x dx 
—T 0 
7 a/2 
| cos 3x cos 4x dx 38. / cos x cos 7x dx 
0 —n/2 


Teori ve Ornekler 


39. 


40. 


41. 


42. 


43. 


44. 


45. 


46. 


Yiizey alami Asagidaki yayin x-ekseni etrafinda déndiiriilmesi 
ile elde edilen yiizeyin alanini bulunuz. 


rar, por, 01S? 


Yay uzunlugu§ Asagidaki yayin uzunlugunu bulunuz 
y=In(cosx) 05x 7/3 

Yay uzunlugu§ Asagidaki yayin uzunlugunu bulunuz 
y=In(secx) OS x5 w/4. 

Cekim Merkezi x-ekseni, y = sec x eBrisi ve x = —7/4, 

x = 7/4  dogrular tarafindan sinirlanan bélgenin cekim 

merkezini bulunuz. 

Hacim y = sin x e@risinin bir yayinin, x-ekseni etrafinda 

doéndiiriilmesi ile elde edilen hacmi bulunuz. 

Alan x-ekseni y= Vl+cos4x,0Sx=7. © egrisi 

arasindaki alan: bulunuz. 

Ortogonal fonksiyonlar f f(x)g(x) dx = 0 ise f ve g fonk- 

siyonlarina a = x = 5b araligi tizerimde ortogonal dirler (dik) 

denir. 

a. mven tamsayilar ve m? # n? olmak iizere, 277 uzunlugunda- 
ki herhangi bir aralik tizerinde sin mx ve sin nx fonksiyonlari- 
nin ortogonal olduklarini ispat edin. 

b. Aynisini cos mx ve cos nx igin ispat edin. 

ce. Aynisini, m =n dahil sin mx ve cos nx igin ispat edin. 

Fourier Serileri Sonlu bir Fourier serisi 


ll 


N 
f(x) ya sin nx 
n=1 
= a, sinx + aysin2x +--- + aysin Nx 
ile verilir. m. katsay1 a,,’nin 


an = = f(x) sin mx dx 


formiilt ile bulundugunu gésterin 


(ssa) Trigonometrik Doniisiimler 


Trigonometrik d6ntistimler, Var — x 


2, Va? + x, ve Vx? = a? igeren integralleri 


dogrudan hesaplayabildigimiz integrallere d6ntistiirmekte etkili olabilir. 


x 
-1 |0 1 a 


SEKIL8.3 x/a’mmn arktanjanti, arksiniisii ve 
arksekanti’nin grafikleri (x/a’nin 
fonksiyonu olarak cizilmis). 
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Uc Temel Degisken Diniisiimii 


En yaygin degisken dontistimleri x = a tan 0, x = a sin 8 ve x = a sec O’dir. Bunlar Sekil 
8.2’deki referans tiggenlerinden gelirler. 


x =a tan @ ile 
at+x=a +a tan’d = a(1 + tan’) = a’ sec’ 6. 


x =asin @ ile 
a — asin’ @ = a*(1 — sin? 0) = a’ cos’ 0 


=e 


x =asec 6 ile 
x — a = asec’ @ — a = asec? 6 — 1) = a’ tan’. 
elde edilir. 


x =atand x=asing x =asec@ 


Va? + x7 = alsec 6| Va? — x° = alcos 6| Vx? — a? = altan 6 


SEKIL8.2 Her bir déniisiim igin x ve a ile isaretli kenarlar: tanmlayan 
referans ti¢genler. 


Bir integrasyonda kullandigimiz herhangi bir degisken d6niisiimiintin, daha sonra esas 
degiskenlere dénebilmemiz icin tersinir olmasim isteriz. Ornegin, x = a tan @ ise, inte- 
grasyon yapildiktan sonra 6 = tan '(x/a) yazabilmeyi isteriz. x = a sin 6 ise, isimiz bittikten 
sonra @ = sin |(x/a) yazabilmeyi ve ayni islemleri x = a sec 6 icin de yapabilmeyi isteriz. 

Boliim 7.7’den bildigimiz gibi, bu degisken d6niisiimlerindeki fonksiyonlarin sadece 
secilmis 0 degerleri igin tersleri bulunur (Sekil 8.3). Tersinirlik icin, 


x =a tan 8, S <0 — olmak iizere 6§=tan 4] gerektirir. 
a 
x=asin®, — ee ae olmak tizere 0= sin(*] gerektirir. 
2 2 a 
0<0<% *S1ise 
2 a : 
x =a sec 0, olmak itizere 0= sec"(*| gerektirir. 
a 
|: <= * <_lise 
2 a 


x =a sec 0 degisken do6niistimiindeki hesaplamalari kolaylastrrmak igin, bunun 
kullanimim x/a = 1 olan integrallerle sinirlayacagiz. Bu 6’yi [0, 7/2] araligina kisitlayacak 
ve tan @ = 0 yapacaktir. Boylece, a > 0 kabulii ile, mutlak degerlerden bagimsiz, 


Vx? — a? = Va? tan? @ = |atan6| = atan@ sonucunu elde ederiz. 


ORNEK1 x = atan@ Dénisiimiini Kullanmak 


dx 
i V4 + x? 


integralini hesaplayin. 
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Coziim 
x = 2tané@, dx = 2 sec’ 6 dO, a ete 
44+3x7=4+4 4tan?6 = 4(1 + tan?6) = 4sec*6 
44x e aliniz. Bu durumda 
/ dx _ / 2 sec? Ado _ sec’ 6 dO 
2 4/ A eg? 1/4 sec? @ |sec 0| V sec? @ = |sec 0| 
SEKIL8.4 x = 2tan@ igin (Ornek 1) = d = “ 
referans tig¢geni: a sec 6 dO as <0< = icin sec 9 > 0 
Xx 
tand = 5 = In|sec@ + tand| +C 
. 4+x 
4432 In Be ee) ae 
sec 0 = 5 2 2 Sek. 8.4’ten 
=In|V4+xr4+2)+C 
Cc’ = C — In2 alarak 
buluruz. In |sec @ + tan@|’y1 x cinsinden nasil ifade etigimize dikkat edin: Orijinal 
x = 2tan@ d6niisiimii icin bir referans ticgeni cizdik (Sekil 8.4) ve oranlari tiggenden 
okuduk. a 
ORNEK2 x = asin @ Déniisiimini Kullanmak 
x? dx 
V9 — x? 
integralini hesaplayin. 
Coziim 
x = 3sin8@, dx = 3cos 6 d06, a aa 
9 — x* = 9 — 9sin’ 6 = 9(1 — sin? 6) = 9 cos” 6 
aliriz. Bu durumda 
| xdx___ [ 9sin? +3 cos d0 
s/o — 2 |3 cos 6| 7 a 
-—<6<—icincosd>0 
3 ; 28 2 ) 
7 = 9] sin’ 0d6 
Vea = 9 f $= 59878 a 
SEKIL8.5 x=3 sin @ icin (Ornek 1) 9 sin 20 
referans ti¢geni: = 5 \8- 5 + 
sind = ~ 9 ‘oA = Hi clnbeant 
3 = 7 (0 — sin@dcos@) + C o —— 
ve 
Gaye 2 eee ie a ee +C Sekil 8.5 
cos 8 = —— See 3 3 
= 3 sin ava r+tC buluruz. | 


a ee 


SEKIL8.6 x=(2/5)sec00<0< 7/2 ise, 
0 =sec!(5x/2) x = (2/5)sec 4, 

olur ve 6’nin diger trigonometrik 
fonksiyonlarinin degerlerini bu 

dik tiggenden okuyabiliriz (Ornek 3). 
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ORNEK3 =x =a sec 6 Déniisiimiinii Kullanmak 


x>Z 


dx 
/ V 25x? — 4 
integralini hesaplayin. 


Coziim Once karekékiin igini x* — a” sekline sokmak icin karekékii 


olarak yazariz. Sonra asagidaki degisken dontistimtinii yapariz: 


x = Zsecd, dx = sec 0 tan 0 d0, ji2o= 2 


2 
re 4 
x? ( ) = sec? 0 


5 25 25 
ce ae ee ee 
= 35 (sec’ @ — 1) 25 tan 0 
2 
> 3 2 0<60<7/2 
x2 — (2) = 5 |tan | = 5 tand icin tan 6 > 0 


Bu doniisiimlerle 
dx dx (2/5) sec 6 tan @ dé 
; Rea aes! 5+ (2/5) tan6 
= if sec 0d0 = fin |sec@ + tand| + C 


5 
2 
wp eae 4} 4c 


2 


1 
= sin 


Sekil 8.6 = 
elde ederiz. 

Bir trigonometrik degisken d6ntisiimti bazen asagidaki 6rnekte oldugu gibi kuadratik 
bir binomiyelin tamsayi katlarini igeren integralleri hesaplamaya da yardimci olur. 


ORNEK4 Bir Donel Cismin Hacmini Bulmak 


y = 4/(x° + 4) eSrisi, x-ekseni ve x = 0, x = 2 dogrulartyla sinirlanan bélgenin x-ekseni 
etrafinda déndiiriilmesiyle tiretilen cismin hacmini bulun. 


Céziim Bélgeyi ¢izer (Sekil 8.7) ve disk y6ntemini kullaniriz: 


2 
dx R(x) 4 


y= [ator dx = 16 

Integrali hesaplamak icin, 
x = 2tand@, dx = 2 sec? 6 d0, 6 = tan! _ 
x? + 4 = 4tan’?9 + 4 = 4(tan?@ + 1) = 45sec’ 
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SEKIL8.8 x = 2 tan icin referans iic¢geni 


(Ornek 4). 


>< 


>X 


—a a 


—b 


2 zi 
SEKIL8.9 Omek S’teki 2, +25 = 1 
a b 


elipsi. 


>< 


>< 


r+4 


A >X 
g 


(a) 


SEKIL8.7 Ornek 4’teki bélge (a) ve dénel cisim (b). 


Bu doniisiimlerle, 


: dx 
V = 16 —_ TF 
nf (x? + 4)? 


7/4 9 sec? @ dO x=0 iken, 0 =0; 
= loa : (decoy x=2 iken, 0= 7/4 
7/4 2 7/4 
= 160 | 2see Oa? _ | 2 cos* 6 dO 
0 16 sec" 0 0 
7/4 : 7/4 
-«f (1 + c0s20) d0 = n[a + 26 | 2cos’@ = 1 + cos 20 
0 0 
Sigg| Ee 1 | ps da 7 
buluruz. 
ORNEK5 Bir Elipsin Alanini Bulmak 


Asaégida verilen elipsin simirladigi alani bulunuz 


2 2 
w4e5=1 

a b 

Céziim Elips her iki eksene gére de simetrik oldugundan, toplam alan A, birinci 
bélgedeki alanin dort katidir Sekil 8.9. Denklemi y =0 icin cézersek 


2 
vy 1 x? a* — x? 
— = [= > 
b? a’ a’ 
veya 
b 
yo a? — x? O0Os=x=a 


elde ederiz. 


Elipsin alani 
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= anafe 2 Va’ — x dx 
b x=a sin 0, dx =a cos 6d0 
Wan acos 0:acos 6 d6 x= 0 iken, 6=0 
0 x =aiken 0 = 7/2 
7 
= 4ab | cos’ 6 d0 
0 
1/2 
= sab f 1 + cos 20 do 
0 2 
= Igbo + 26 sin 20 ts 
2 0 
= 2ab|% +0 0| = mab. 
olarak bulunur. a = b =r olursa r yarigapli cemberin alam buluruz, 77”. | 
; nye eee 1 — 23 1— 2)! 
Temel Trigonometrik Doniisiimler a / hae uae? 5: ; a 
1—28 alistirmalarindaki integralleri hesaplayin. * 7 
1. =a 2. ae 2 25. - 2 6. ’ a 2 
Vor y VI + 9y2 (4x°- + 1) (9t- + 1) 
2 2 v? dv (1 — 2)? 
3. a 4, ae 27. [aoe _ 2295/2 28. ‘ 8 dr 
244+ x? 0 8 + 2x? d v’) a 
3/2 dx 1/2V2 2 dx 29-36 alistirmalarinda, bir degisken d6ntistimii yapin, sonra integral- 
5 —————— 6. | leri hesaplamak igin trigonometrik déniisiim kullanin. 
0 VI — x 0 V1 4x? In4 ot dt In (4/3) oe 
29. = 30. | — a 
7: [ve — dt 8. [vi — 9 dt 0 er +9 moa) (1 +e)? 
1/4 e d 
2 dt LY 
ad 7 Sd. 31. > 32. | ————————— 
ys ro / lS yi Vi + ave I yVI + (ny? 


y dy, y>7 12. o dy, y>5 
dx — 2dx 
13. i = x>1 14. >1 
x°V x? — 1 Vx? — 
15 xd 16 fe 
Vx7 +4 x?V x2 + 1 
v7 [ —84av__ ia [esta 
wV4 — w? w? 
19 f° 4x? dx 20 a dx 
“ae Sey? “do (4 - 2)? 


dx x? dx 
nf Hy, > 22. i-we * 


33 ja 
xVx? -—1 


ef 
1l+x 
x dx 


a et 36, | 8 
Vx? - 1 V1 — x? 


Baslangic Deger Problemleri 


37-40 alistirmalarindaki baslangi¢ deger problemlerinde y’yi x’ in bir 
fonksiyonu olarak bulun. 


37. 2 a4 222 (2) =0 
7 ke x 9 X= 4, V 


35. 


dy 
38. Vx — oo le oes y(5) = In3 


39. (x7 + 4)— =3, y(2)=0 


40. (x? ly = Vx? +1, (0) =1 
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Uygulamalar 

41. Birinci bélgede, y = V9 — x°/3 eSrisi ve koordinat eksen- 
leriyle gevrelenen bélgenin alanin: bulun. 

42. Birinci bélgede, koordinat eksenleri, y = 2/(1 + x”) egrisi ve x = 1 
dogrusuyla smirlanan bélgenin x-ekseni etrafinda d6éndiiriilme- 
siyle tiretilen cismin hacmini bulun. 


z = tan (x/2) Déniisiimii 


z= tan 5 (1) 


d6niisiimii, sin x ve cos x igeren rasyonel bir fonksiyonun integrasyo- 
nu problemini z’nin bir rasyonel fonksiyonunu integre etme problemi- 
ne indirger. Bu da kismi kesirlerle hesaplanabilir. 


P(cos x, sin x) 


Yukaridaki sekilden 


tan = sin x 
2 1 + cosx’ 


bagintisin cikarabiliriz. Déniistiimiin etkisini g6rmek icin, asagidaki 
hesaplar gerceklestiririz: 


2 
cosx = 2 cos” (5) l= 
2 sec” (x/2) 


_ 2 _ 2, 
1 + tan? (x/2) 1+ 2? 
2. 29 
cosx = : S : (2) 
lt+z 


ve 


sin (x/2) 
sinx = 2sin~cos~ = 2 / cos? (5) 


28" 2 ~~ cos (x/2) 2 
x 1 2 tan (x/2) 
= 2tan>: 7 = 3 
2 sec? (x/2) 1 + tan (x/2) 
sinx = 22 : (3) 
14+ 2? 


Son olarak, x = 2 tan” z’dir, dolayisiyla 


i 2 dz 


fee? 


Ornekler 


; 1 = lt+2 2d 
. 1 + cosx 2 {+7 
- fa-r+¢ 
= tn () +c 
1 1+2? 2dz 
b. —dx = 
[oom [tHe tS 
-{ dz -f dz 
rP+zt1 (z + (1/2))? + 3/4 
-/ du 
wta 
Te es eas 
= tan a 


wee ee 
V3 15 
2 _, 1 + 2 tan (x/2) 
a ta t 


VV) 


(1)-(4) denklemlerindeki d6nitisiimleri kullanarak 43-50 alistir- 
malarindaki integralleri hesaplayin. Bunlara benzer integraller, giris 
ve cikis saftlar1 ayni seviyede olmadiklarinda, evrensel bir birlesmenin 
cikis saftinin ortalama acisal hizini hesaplamakta kullanilir. 


dx 
sat / 1 + sinx + cosx 


a/2 
46. | _ ae 
7/3 1 — cosx 


47 "2 do 48 nae cos 6 dé 
“Jo =6.2. + cosO "Jaz sin@cos@ + sind 


dt cos t dt 
9. | Sar coi so, [costae 
z= tan (0/2) déniisiimtinii kullanarak 51 ve 52 alistirmalarinda- 
ki integralleri hesaplayin. 
52. ; csc 6 dé 


51. J secoao 
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| 8.6 | integral Tablolari ve Bilgisayar Cebir Sistemleri 


Gérmiis oldugumuz gibi, integrasyonun temel teknikleri degisken d6nitisiimii ve kismi in- 
tegrasyondur. Tanimadigimiz integralleri tanidigimiz veya bir tablodan bulabilecegimiz 
sekildeki integrallere gevirmek icgin bu teknikleri uygulariz. Fakat tablolardaki integraller 
nereden gelir? Bunlar degisken d6ntisiimii ve kismi integrasyon uygulamaktan veya 
(Tablo 8.1’i olustururken yaptigimiz gibi) pratikte veya uygulamalarda ortaya cikan 
dnemli fonksiyonlarin tiirevlerini almak ve sonuglarin tablolamaktan gelirler. Bir integral, 
tablodaki bir integrale uyarsa veya cebir, trigonometri, degisken d6ntistiimiti ve analizin uy- 
gun bir karismiyla tablodaki integrallerden birine déniisttiriilebilirse, elimizdeki prob- 
lemin hazir bir cevabi var demektir. 

Bir integrali hesaplamak icgin ayrica bir Bilgisayar Cebir Sistemi (BCS) de kullanila- 
bilir (b6yle bir sisteminiz varsa). Ancak guna dikkat edin, sin (x’) veya |/In x gibi birgok 
nispeten basit fonksiyonun agik ters tiirev formiilleri, en gii¢lii bilgisayarlar tarafindan bile 
bulunamaz ciinkti béyle formiiller yoktur. 

Bu béliimde, tablolarin ve bilgisayar cebir sistemlerinin, integral hesaplamak igin 
nasil kullanildigin1 inceleyecegiz. 


integral Tablolari 


Kitabin sonunda indeks’ten sonra kisa bir integral tablosu vardir. (Daha genis tablolar, bin- 
lerce integral igeren CRC Matemetiksel Tablolar gibi derlemelerde bulunabilir.) integrasyon 
formiilleri a, b, c, m, n vs. gibi sabitler cinsinden ifade edilmektedir. Bu sabitler genelde her- 
hangi bir reel deger alirlar ve tamsay1 olmalari gerekmez. Degerlerinde bazen géren_kisitla- 
malar formiillerde belirtilmistir. Orne3in, Formiil 5 n #—1 olmasin: gerektirirken, Formiil 11 
n#2 olmasim gerektirir. 

Formiiller ayrica sabitlerin sifirla b6lme veya negatif sayilarin gift kuvvetlerini al- 
may1 gerektirmeyecek degerler aldiklarini varsayar. Ornegin, Formiil 8 a 4 0 oldugunu 
varsayar ve Formitil 13(a) ve ( b), b pozitif olmadikca kullanilamaz. 

Bu boliimdeki 1-5 Ornekleri, cebirsel iglemler, déniisiimler veya kismi integrasyon 
kullanilarak hesaplanabilir. Burada, Kisa Integral Tablosu kullanilarak integrallerin nasil 
bulundugunu gésteriyoruz. 


ORNEK 1 pm + 5)! dy i bulun. 


Ciziim Formiil 871 (x #—1 olmasini gerektiren Formiil 7’yi degil) kullaniriz: 

[Has by dx = | ~ In ax + 2 +C 
a=2veb=5ile, 

[rx sy'ae= 3 - Fina tsi +c . 
buluruz. 


’ti bulun. 


s dx 
ORNEK 2 / 
xV2x + 4 
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Coziim Formiil 13(b)’yi kullaniriz: 


/ dx = Pi eee 
xVax +b Vb Vax + b+ Vb 
a=2veb=4ile, 
/ de Lin [ets = Vs Re 
xV2x+4 V4 IV2x4+44+ V4 
V2x +4—2 
V2x +4+ 2 


+C b>Oise 


_ 1 
Lin | [+c r | 


elde ederiz. 

b < 0 olmasini gerektiren Formiil 13(a) burada uygun olmazdi. Ancak, asagidaki 
drnekte uygundur. 

ti bulun. 


a dx 
ORNEK 3 il 
xV2x — 4 


Coziim Formiil 13(a)’y1 kullaniriz: 


7 dx ae tan7! fax — b +C 
xVax — b Vb b 
a=2 veb=4ile, 


dx 2, -) {2x —4 Ee 
= tan ——— + C = tan +C | 
oS V4 4 2 


buluruz. 


3 dx 
ORNEK 4 i) 
x°V 2x — 4 
Céziim Formiil 15’le ise baslariz: 
/ dx ax + b ai dx +C 
x?Vax + b bx 2b xVax +b 


a=2veb=-4ile, 


/ dx _ V2x— 4 a dx +C 
x°V2x — 4 —4x 2-4 xV2x — 4 


buluruz. Sonra, saSdaki integrali hesaplamak igin Formiil 13(a)’y1 kullanarak (Ornek 3) 


/ dx _~ Vex74 1 x=2,6 i 
PAA 4x 4 2 


elde ederiz. 


ORNEK 5 i x sin! x dx i bulun. 


8.6 integral Tablolari ve Bilgisayar Cebir Sistemleri 595 


Coziim Formiil 99’u kullaniriz: 


n+1 n+l 
a x eos a x" dx 
[ tsivtacdr = sin! ax n#-—\l 


n+ 1 nt+1 V7 hoe ge 


n=1vea= ile, 
x sin! x dx = x" sin! x : x? dx 
2 2) FA =e 
elde ederiz. Sag taraftaki integral tabloda Formiil 33 olarak goriiliir: 


2 2 
xX a - -] [xX 1 2 2 
/ Gam 7 sin () xVa pe es 


a= |ile, 


2 
a a | 1 2 
sin x xV1l—x°+C 
Af = 2 2 


buluruz. Sonuglar bir araya getirirsek, 


2 
J ssivtxde = sins 1 (4 sinr'x 5xVI e+e) 


2 
= (§- sites Levine ee | 


2 4 
elde ederiz. 


indirgeme Formiilleri 


Art arda kismi integrasyon igin gereken zaman bazen 


[vata =e Z j tant x — [caters (1) 


[ons dx = x(Inx)”" — nf (In x)" ! dx (2) 
on mt+1 _ 
sin” x cos” x dx ae So alle Ig ee sin” * x cos” x dx (n # —m) 
mtn mtn 


(3) 
gibi formiiller uygulayarak kisaltilabilir. Bu gibi formiillere indirgeme formiilleri denir, 
ctinkii bir fonksiyonun herhangi bir kuvvetini bulunduran bir integrali ayni formda kuwveti 


indirgenmis bir integrale d6niistiirtirler. Boyle bir formiilti tist tiste uygulayarak, orijinal 
integrali dogrudan hesaplanabilecek kadar diisiik bir kuvvet cinsinden ifade edebiliriz. 


ORNEK6 Bir Indirgeme Formiilii Kullanmak 


; tan? x dx. 


integralini hesaplayin. 
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Coziim n=5 ile (1) denklemini uygular ve 


[tetas = F tan‘ x _ [wxd 


elde ederiz. Sonran = 3 ile (1) denklemini yeniden uygulayarak kalan integrali hesaplariz: 
3 a ate 
tan’xdx = 5 tan’x — / tanxdx = 5 tan x + In|cosx| + C 


Sonuclar1 birlestirirsek, 


[v8 xa = tan’ x tan? x In |cosx| + C’ 7 


buluruz. 
Formlarmndan gériildtigti gibi, indirgeme formiilleri kismi integrasyonla bulunur. 


ORNEK7 Bir Indirgeme Formiiliinii Elde Etmek 
Herhangi bir pozitif n tamsayis1 igin 
/ (In x)” dx = x(Inx)" — nf (Inx)"~! dx 


oldugunu gosterin. 


Coziim 
dx 


xX? 


[udo=w~ [vd 


kismi integrasyon formiiliinii kullanarak 


u = (Inx)’, du = n(Inx)""! 


ile 


[ons dx = x(Inx)” — nf (Inx)""! dx | 


elde ederiz. 
Bazen iki indirgeme formilti gerekebilir. 


ORNEK 8 / sin? x cos? x dx i bulun. 


Coziim 1 n=2 ve m=3 ile (3) denklemini uygulayarak 


4 
: sin x cos’ x 1 . 
[si xc0s' xa = “oo 7 sin? x cos? x dx 


2+ 3 


. 4 
sa Bde ;/ cos? x dx 


elde ederiz. Geriye kalan integrali Formtil 61’le (baska bir indirgeme formilii) hesaplaya- 
biliriz: 


na 


n—-1 : 
cos” ‘axsinax , n—- 1 = 
/ cos”ax dx = —— | cos” 7ax dx 
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n=3 vea= 1 ile, 


2 . 
[cosnas = 00s = + a cos x dx 


2 . 
_ cos xsne 4 = sin x +C 


elde ederiz. Sonuclar1 birlestirirsek, 


. 4 2 . 
[ si reos' xs — aes i (ses — + ; sinx + c) 


: 4 206 
sin x cos’ x cos x sin x Ds i 
5 + 15 + 15 sinx + C 


buluruz. 
Ciziim 2 (3) denklemi tablodaki 68 denklemine karsilik gelir, fakat kullanabilecegimiz 
baska bir formiil, yani Formiil 69 vardir. a = | ile, Formiil 69 

nel m-1 x 


: sin" * " x cos m—1 : = 
sin” x cos”x dx = ais sin wcge eie 
mtn mtn 


verir. Bizim durumumuzda, n = 2 ve m = 3’tir, dolayistyla 


28 2 
: sin? x COS” x 2 : 
[ si xc0s' xa = 5 + a sin? x cos x dx 


_ sin? x cos” x 4 2 (ses) +C 
5 5 
sin’ xcos*x , 2 
= 6 "15 
buluruz. Gérdiigiiniiz gibi, Formiil 69’u kullanmak daha hizlidir, fakat cogunlukla Snce- 
den islerin nasil yiirtiyecegini s6yleyemeyiz. “En iyi” formiilii bulmak igin zaman harca- 
mayin. Ise yarayacak bir tane bulun ve hesabiniz1 yapin. 

Ayrica Formiil 68 (Céziim 1) ve Fomiil 69’un (Céziim 2) farkli sonuclar verdigine 
de dikkat edin. Trigonometrik integrallerde buna ¢ok sik rastlanir ve endiselenecek bir 
neden yoktur. Sonuglarin ikisi de esdegerdir, dolayis1yla hangisini istersek onu kullana- 
biliriz. a 


sin'x + C 


Temel Olmayan integraller 


Ters turevleri sembolik hesaplamalarla bulan hesap makinelerinin ve bilgisayarlarin 
gelisimi hangi ters tiirevlerin temel fonksiyonlarin (bizim inceledigimiz fonksiyonlar) 
sonlu kombinasyonlar1 olarak ifade edilebilecegini ve hangilerinin edilemeyecegini belir- 
leme istegi dogurmustur. Temel ters tiirevleri olmayan fonksiyonlarin integrallerine temel 
olmayan integraller denir. Hesaplanmalam igin sonsuz seriler (B6liim 8) veya sayisal 
yontemler gerekir. Temel olmayan integraller arasinda 


- Te 
ert(x) = Sf e' dt 
Va Jo 


hata fonksiyonu ile mithendislikte ve fizikte karsilasilan 
[sina ve / V1 + x*dx 


gibi integraller vardir. 
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Bunlar ve 


e* (e*) a. sin x 
[s dx, fe dx, jue Jeans dx, / = at, 


[vi —k’sin?xdx, O<k<1 


gibi bir cok integral o kadar basit goriiniirler ki, bizi ne olacagim1 gérmeyi denemeye 
kaskirtirlar. Ancak, bu integralleri temel foksiyonlarin sonlu kombinasyonlari olarak ifade et- 
menin bir yolu yoktur. Ayn sey degisken d6ntistimtiyle béyle integrallere gevrilen integraller 
igin de gecerlidir. Intengrandlarin ters tiirevleri vardir—ne de olsa, siireklidirler— fakat ters 
turevlerin higbiri temel degildir. 

Bu boliimde hesaplamaniz istenen integrallerden higbiri bu kategoride degildir, fakat 
baska calismalarinizda zaman zaman b6yle integrallerle karsilasabilirsiniz. 
Bir Bilgisayar Cebir Sistemi (BCS) ile integrasyon 


Bilgisayar Cebir Sistemlerinin giiclti bir 6zellikleri sembolik olarak hesap yapa- 
bilmeleridir. Bu, sistemin kendine 6zgii integre et komutu (Ornegin, Maple’da int, Math- 
ematica’da Integrate) ile ger¢eklestirilir. 


ORNEK9 —_|simlendirilmis Bir Fonksiyon Ile Bir BCS kullanmak 
fa) = 2V a + x? 


fonksiyonunun belirsiz integralini hesaplamak istediginizi varsayin. Maple kullanarak, 
once fonksiyonu tanmmlarsiniz veya isimlendirirsiniz: 


> f:= x42 * sqrt (242 + x2) 
Sonra integrasyon degiskenini tanimlayarak, f’ye integre et komutunu uygularsiniz: 
> int(f, x) 


Maple’in yaniti sdyle olur: 
axa? + 37)3/2 — gare +x - qatln (x + Va + x’) 


Yanitin sadelestirilip sadelestirilmeyecegini merak ediyorsaniz, 
> simplify(%) ; 


yazin. Maple’in yaniti sdyledir: 


gar a +x? + oxVa? +x? - Fatin(x + a? + x?) 


0 <x < 7/2 icin belirli integrali istiyorsaniz, 
> int(f, x = 0..Pi/2) 
formatini kullanabilirsiniz. Maple (Version 5.1) su ifadeyi verir: 


agra + mr?) 8!) — aan 4a? + a? + gain (2) 


aA ae eee ee Tae 
ga In (a + 4a +) + 164 In (a*). 
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Ayrica, belirli integrali a sabitinin 6zel bir degeri igin de bulabilirsiniz: 
>a=1 
> int(f, x = 0..1) 
Maple’in sayisal yaniti sdyledir: 


2\/2 + + 1n(V2 - 1) w 


ORNEK 10 —Fonksiyonu Isimlendirmeden Bir BCS Kullanmak 


/ sin? x cos? x dx 


integralini bulmak icin bir BCS kullanin. 
Céziim Maple’la, 
> int ((sin’2)(x) * (cos®3)(x), x): 


girersek, hemen Ornek 8’deki 


ale ae 2 2. 
5 sin(x) cos(x)* + 15 cos(x)* sin(x) + 15 sin(x), r 


sonucunu aliriz. 


ORNEK11 Bir BCS Kapali Formda Bir Caziim Vermeyebilir 


i (cos | ax)? dx. 


integralini bulmak icin bir BCS kullanin. 
Coziim Maple kullanarak, 
> int((arccos(a * x))2, x) 


ifadesini gireriz ve Maple kapali formda bir ¢éztim olmadigini belirtmek igin 


; arccos(ax)* dx 


ifadesini verir. Boliim 11’de, seri agiliminin béyle bir integrali hesaplamaya nasil yardinc1 
olabilecegini géreceksiniz. r 


Bilgisayar Cebir Sistemleri integrasyonlar nasil yaptiklarina gore ayrilirlar. 9-11 
alistirmalarinda Maple kullandik. Mathematica 4 biraz farkli sonuglar verebilirdi: 


1. Ornek 9’da 
In [1]:= Integrate [x2 * Sqrt [a2 + x2], x] 


yazarsak Mathematica, sonucu basitlestirmeye gerek birakmayan 
2 3 
Out [1]= Va? + x? (q2+%) — 5a‘ Log [x + a + x7] 


yanitini verir. 
Yanit integral tablolarindaki Formiil 22’ye yakindir. 
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2. Ornek 10’daki 
In [2]:= Integrate [Sin [x]\2 * Cos [x]‘3, x] 
integraline Mathematica’nin yaniti 


Sm | 1 nea sinis 
8 48 in [3 x] 80 in [5 x] 


Out [2]= 


hem Maple’in hem de Ornek 8’deki yanitlardan farklidir. 
3. Mathematica Ornek 11 ’deki 
In [3]:= Integrate [ArcCos [a * x]2, x] 


integrali icin bir cé6ziim verir, a # 0 kabul ederek: 


2V 1 — a*x? ArcCos [a x] 
a 


Out [3]= —2x + x ArcCos [a x]? 


BCS oldukeca giiclii oldugu ve zor problemleri cé6zmemizde yardim ettigi halde, her 
BCS’nin kendi kisitlamalari vardir. Bir BCS’nin problemi daha da karmasiklastirdigi 
(verdigi sonucun kullanmasinin veya yorumlanmasinin cok zor olmas1 bakimindan) du- 
rumlar da vardir. Diger y6nden, kendi kendinize yapacaginiz biraz matematiksel diistinme 
problemi basa ¢ikmasi cok kolay bir hale getirebilir. Alistirma 111’de buna bir 6rnek 


verlyoruz. 
integral Tablolarini Kullanmak ; 

: £3 r ds 
Kitabin arkasindaki integral tablosunu kullanarak 1-38 alistir- 17. / ——— dr 18. / = 
malarindaki integralleri hesaplayin. V4eor* Vs? = 2 

dx dx do do 
. | a a | = Loa 9. | ap 20. | 5 Siam 
3. aa 4) —ee 21. [ etcos 3t dt 22. j[ervsinacat 

Vx —-2 (2x + 3)3/2 

5. [we — 3dx 6. po + 5)3/2 dy 23. [ scostxds 24, [stevia 
7. ae te dx a 25. 2 2)2 26. / e 2)2 

x? x2 4x — 9 (9: = 8") (2 — 0°) 

a 2 V4x + 9 V9x — 4 

9. [ove — x dx 10. [Ya 27. (— dx 28. [exe 
rr [Ss i. oa 29 pes say / 30 [rte 

Sav +2 iVF=e i ; 

-1 
iz [Ge ia: [te 31. fe tan”! x dx 32. pee 
15. / /25 — p? dp 16. [aves ada 33. [om 3x cos 2x dx 34. [ sin2xcos 3x dx 


35. / 8 sin 4¢ sin : dt 


0 0 
37: / COS 3 COS 7 do 


Degisken Diniisiimleri ve integral Tablolari 


39-52 alistirmalarinda, bir degisken déntisiimtiyle integralleri tabloda 
bulabileceginiz bir hale getirin. Sonra ¢éziin. 


ti Bien E 
36. [singin Gat 


38. / cos cos 76 d@ 


e+xt) x? + 6x 
30, | 2 * ge 40: f 2 ae 
(x2 + 1)? (x2 + 3)? 
41. 7 sin”! Vx dx 42. sos a 
43 [ea i, of 2 
Vl-x Vx 


0<t< 7/2 


45. F cottV1 — sin* tdt, 


a6 i 7 
tantV4 — sin? t 


dy 
47. ——S 
yV3 + (Iny) 


48. / cos 6 dé 49. 3 dr 
5 + sin? @ 9r? — 1 
3d) 

Ce eae ee 51. i cos | Vx dx 
1+ Oy? 


52. [owtvee 


indirgeme Formiilleri Kullanmak 


53-72 alistirmalarindaki integralleri hesaplamak igin indirgeme for- 


miilleri kullanin. 
54, / sin’ & a9 


53. [sm 2x dx 


55. [ 800s 2at dt 56. [3s 3y dy 
57. / sin? 20 cos* 20 dé 58. / 9 sin? 6 cos*/? 6 do 
59. [ose tsec tdt 60. Jos ycos’ ydy 
61. i 4 tan? 2x dx 62. i tan? (5) dx 
63. / 8 cot’ t dt 64. i 4 cot? 2t dt 

1 3x 
65. 2 sec? ax dx 66. 5 ese” = dx 

2 2 

40 

67. 3 sect 3x dx 68. csc" > dé 
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70. [ sec'xds 
72. onsa 


X in Kuvvetleri Kere Eksponansiyeller 


73-80 alistirmalarindaki integralleri tablodaki 103-106 formiillerini 
kullanarak hesaplayin. Bu integraller ayrica tablolu integrasyonla da 


c6ziilebilir (Bélim 8.2). 
74. i de 


73. / xe* dx 
75. ; x8e? dx 76. 7 xe™ dx 
78. x? 2 dx 


77. / x? 2* dx 
79. j xa dx 80. / x2V™ dy 


indirgeme Formiilleriyle Degisken Diniisiimleri 


81-86 alistirmalarindaki integralleri bir degisken d6nitistimti (muhte- 
melen trigonometrik) yapip, sonra bir indirgeme formilii kullanarak 
hesaplayin. 


69. [escixde 


71. / 16x3(Inx)? dx 


3 
81. [ese (e' — 1)dt 82. = V8 ag 
6 
1 V3/2 dy 
83. | 2V x? + Ldx 84. Fl ——__ 
0 0 al = yy? 
Pedy es dt 
85. = = Fr 86. ee oe 
i : 0 (fF + 1)7? 


Hiperbolik Fonksiyonlar 


87-92 alistirmalarindaki integralleri hesaplamak igin integral tablosu 
kullanin. 


ies cosh! Vx 4. 
87. J sinn 3x dx 88. vo 


89. | x? cosh 3x dx 90. 7 x sinh 5x dx 


91. } sech’ x tanh x dx 92. / esch? 2x coth 2x dx 


Teori ve Ornekler 
93-100 alistirmalari kitabin sonundaki integral tablosundan alinmistir. 


93. u =ax + b degisken doniistimiiyle 


Z —_ are 
(ax + by 


integralini hesaplayarak Formiil 9’u ¢ikarin. 
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94. Bir trigonometrik degisken dontisiimityle a. Asagidaki seklin gésterimiyle, depoyu bir d derinligine kadar 
dolduran mazot hacminin 
dx 
/ (a +x —rt+d 


V=2L Vr? — y? dy. 
integralini hesaplayarak Formiil 17’yi ¢ikarin. i 


euie F : eae oldugunu gésterin. 
95. Bir trigonometrik degisken déntisiimiiyle 


7 Va? — x? dx. b. Integrali hesaplayin. 


integralini hesaplayarak, Formtil 29’u ¢ikarin. y 


96. Bir trigonometrik degisken doniistimiiyle 


— Olciim cubugu 


dx 
j eV? — a 
integralini hesaplayarak, Formiil 46’y1 cikarin. 


97. Kismi integrasyonla 


d = mazotun 
derinligi 


x” sin ax dx 


integralini hesaplayarak Formiil 8071 cikarin. 


98. Kismi integrasyonla 


n m b 
[> ee 107. | Ve sg ae 
integralini hesaplayarak Formiil 110’u ¢ikarin. a 
integralinin herhangi a ve b degerleri igin alabilecegi en biyiik 
deger nedir? Yanitinizi aciklayin. 


have! 
x" sin * ax dx b 
/ 108. | xV 2x — x? dx 


integralini hesaplayarak Formiil 99’u ¢ikarin. 


99. Kismi integrasyonla 


100. Kismi integrasyonla integralinin herhangi a ve b degerleri igin alabilecegi en biiyiik 
deger nedir? Yanitinizi agiklayin. 
t d. a 
il nee BILGISAYAR ARASTIRMALARI 

integralini hesaplayarak Formiil 1017i ¢gikarin. 109-110 alistirmalarinda, integrasyon igin bir BCS kullanin. 
101. Yiizey alam oy = Vx7+2,05x5 V2 egrisinin x-ek- 109. Asagidaki integralleri heaplayin. 

seni etrafinda déndiiriilmesiyle tiretilen yiizeyin alanini bulun. . P 
102. Yay uzunlugu yp =x*, OX x5 V3/2 egrisinin uzunlugu- * [vind Bi [> Inx dx m [> Inx dx 

nu bulun. 


d. Nasil bir kalip gérityorsunuz? y x4 Inx dx igin bir formiil 
6ngériin ve bunu bir BCS ile hesaplayarak dogru tahmin edip 
edemediginize bakin. 


103. Kiitle Merkezi Birinci bélgeden, y = 1/V x + 1 eBrisi ve 
x = 3 dogrusuyla kesilen bélgenin kiitle merkezini bulun. 

104. y-eksenine gére moment Sabit 6 = 1 yogunluklu ince bir 
plaka, birinci bélgede, y = 36/(2x + 3) eBrisi ve x = 3 dogrusuyla 
cevrelenen bélgeyi kaplamaktadir. Plakanin y-ekseni etrafindaki 


e. Fi x"Inxdx,n = 1 ’in formiilii nedir? Yanitinizi bir BCS ile 
kontrol edin. 


momentini bulun. 110. Asagidaki integralleri hesaplayin. 
105. Bir integral tablosu ve hesap makinesi kullanarak y = x’, a. | BEa Inx 4 p. | Bea Inx , c.f BEd Inx , 
-1 = x <= 1, e§risinin x-ekseni etrafinda doéndiiriilmesiyle 


tretilen yiizeyin alanim 2 ondalik basamak hassaslikta bulun. 


106. Hacim Firmanizin muhasebe bélimiiniin sefi, sirketin depola- d. Nasil bir kalip g6riiyorsunuz? 


rindaki mazotun yil sonu envanterini hesaplamak igin bir bilgi- 

sayar programinda kullanabilecegi bir formtil bulmanizi iste- i Inx ae 
mektedir. Tipik bir depo, gésterildigi gibi yatay olarak 

yerlestirilmis 7 yarigapli ve L uzunluklu bir dik silindirdir. Veri- 
ler muhasebe b6liimtine santimetrelere béliinmiis dikey bir 6l- 
cim gubugundan alinan derinlik dl¢timleri olarak ulasmaktadir. 


icin bir formiil éngériin. Bir BCS ile kontrol edin. 
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e. Asagidaki integralin formilti nedir? b. Sonra, integrali n = 1, 2, 3, 5, 7 igin bulun. Sonuclarmn 
, karmasikligini yorumlayin. 
nx 
/ m7 dx, n2=2 c. Simdi x = (7/2) — uw alarak yeni ve eski integralleri top- 
layin. 


Bir BCS ile cevabinizi kontrol edin. 


ie sin” x 
111. a. 1 keyfi bir pozitif tamsay1 olmak tizere, ) sin” x + cos"x 


1/2 “on 
Ee integralinin degeri nedir? 

9 sin’ x + cos"x 
Bu alistirma, biraz matematiksel dehanin bir BCS’nin hemencecik 


integralini hesaplamak igin bir BCS kullanin. BCS’niz bulamadigi bir problemi nasil ¢é6zdiigiinii gdstermektedir. 


sonucu buluyor mu? 


esa Sayisal integrasyon 


Daha Gnce gérdiigiimiiz gibi, bir f i f(x) dx belirli integralini hesaplamanin ideal yolu 
f(x)’in ters tiirevlerinden biri i¢gin bir F(x) formiilti bulmak ve F(b) — F(a) sayisin1 hesapla- 
maktir. Fakat bazi ters tiirevlerin bulunmasi zordur ve sin (x”), 1/In x ve V1 + x* 
gibi fonksiyonlarin ters tiirevlerininki gibi bazilarinin da elemanter formiilleri yoktur. 

Baska bir durum da, deneysel olarak elde edilen verilerden olusan bir tablo ile 
fonksiyonun tanimlanmasidir. Boyle bir durumda fonksiyon igin bir formiil bile bulun- 
mayabilir. 

Neden ne olursa olsun, belirli bir integrali bir ters tiirevle hesaplayamryorsak, bu 
bédliimde tanimlanan Yamuklar Kurali ve Simpson Kural gibi sayisal yOntemlere basvuru- 
ruz. Béltim 5.1 ve 5.2 de tanitilan degisik dikd6értgen kurallar ile karsilastirildiginda, bu 
kurallarla dogru sonuclar elde etmek icin integrasyon araligin1 cok daha az sayida alt 
araliklara ayirmak yeterlidir. Ayrica, bu yaklasim yontemlerini kullanirken elde edilen 
hatay1 da tahmin ediyoruz. 


Yamuklarla Yaklasimlar 


Integre etmemiz gereken f fonksiyonu icin galisilabilir bir ters tiirev bulamadigimizda, in- 
tegrasyon araligini parcalara bdler, her alt aralikta f fonksiyonu yerine uygun bir polinom 
yazar, polinolari integre eder ve sonuglar toplayarak f’nin integraline bir yaklasim bulu- 
ruz. Bizim galismamuizda /’nin pozitif oldugunu varsay1yoruz, fakat f tizerindeki tek kosul 
[a, b] integrasyon araliginda stirekli olmasidir. 

Bir belirli integralin degeri icin, Yamuklar Kurali, Sekil 8.10 da oldugu gibi bir egri ile 
x-ekseni arasindaki bélgeye, dikdértgenler yerine yamuklarla yaklasimda bulunmak teme- 
line dayamr. Sekildeki x9, x1, x2, ...., x, b6liintis noktalarinin esit olarak yerlestirilmeleri 
gerekmemektedir, fakat araliklar esit olursa sonucta elde edilen formiil basit olur. Bu ne- 
denle her alt araligin uzunlugunun 


Ax = 


n 


oldugunu varsaytyoruz. Ax = (b — a)/n uzunluguna adim biiyiikligii denir. i. alt aralik 
tizerindeki yamugun alani, y;_; = f(%;_1) ve y; = f(x; olmak tizere 


Vi-1 + Vi A 
ax( 2 ) = 7 (vi-1 a yi) 


dir. 
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y =f) 


Yamuk Alani 
5 (y, + yy)Ax 


Xy=a xX Xy 


SEKIL 8.10 Yamuklar Kurah y = f(x) e@risinin kisa 
yaylarma dogru pargalartyla yaklasimda bulunur. f’nin 
adan b’ye integralini tahmin etmek igin, dogru 
parcalarimin uclarmdan x-eksenine dogrular uzatilarak elde 
edilen yamuklarin alanlarini toplariz. 


Bu alan, yamugun yatay “yiiksekligi” Ax ile iki dikey tabaninin ortalamasi carpimidir. 
(Sekil 8.10’a bakin.) y = f(x) egrisinin altinda ve x-ekseninin tistiindeki alana, biitiin ya- 
muklarin alanlarii toplayarak bir yaklasimda bulunulur: 


1 1 
T= 3 (vo + y, JAx + 5 ("1 + Ya) Agr +e 
+ 


1 1 
> (Yn-2 + Yn Ax + 5 (n-1 + Yn)Ax 


Il 


1 1 
Ax 7 V0 + yi bpp: tet TE Py ai +4») 


A 
5 (v0 + Dy + yp Boe Dp Fy) 
Burada 


yo = f(a), vi = f(x), eoKs Yn—1 = f(%n-1), Yn = f(b) dir. 


Yamuklar Kurali, “f’nin a’dan b’ye integralini bulmak igin 7’ yi kullanin” der. 


Yamuklar Kurali 
fp f(x) dx ’e yaklasimda bulunmak icin, 


r= AX (y+ 2p + Dyg Fe + Qyn-1 +») 


kullanin. Burada y’ler, Ax = (b—a)/n ler, olmak iizere, fonksiyonun 


x = a,x} =at Ax,x =a + 2Ax, ...,%-) = at (n—- 1)Ax,x, = 5b 
béltintis noktalarindaki degerleridir. 


SEKIL 8.11 
grafiginin altindaki alana yamuklarla 


x= Iden x = 2’ye kadar y = x” 


yapilan yaklasim, alanin biraz fazlasini 


verir. 


TABLO 8.3 


x 


N BIN BID Bin 
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ORNEK1 — Yamuklar Kuralin! uygulamak 


I Px? dx integralini hesaplamak etmek icin Yamuklar Kuralini n = 4 alarak kullanin. 
Buldugunuzu integralin gecek degeriyle karsilastirin. 


Céziim [1, 2] araligini esit uzunluklu dort alt araliga béliin (Sekil 8.11). Sonra her 
béliiniis noktasinda y = x’’yi hesaplayin (Tablo 8.3). 
Bu y degerlerini, n = 4 ve Ax = (2—1)/4 = 1/4 ’ti Yamuklar Kuralinda kullanarak 


A 
r= AX (y+ 2, +2 2s +») 


1 25 36 49 
E(1 + 2(28) +2 (38) +2(%2) +4) 
75 


= 33> 2.34375. 


buluruz. integralin gergek degeri 
2 3°12 
o} x 8 1 7 
| ical i s a3 
olarak bulunur. 7 yaklasimi integralin gergek degerinin yaklasik olarak yiizde yarim1 


kadar fazla tahmin vermektedir. Hata yiizdesi (2.34375 — 7/3)(7/3) ~ 0.00446 veya 
% 0.446 dir. - 


Sekil 8.11’in geometrisini g6z 6niine alarak, Yamuklar Kuralinin Ornek 1’deki integral 
igin fazla tahmin verecegini Gng6rebilirdik. Parabol yukariya konkav oldugundan yakla- 
sim dogrulari egrinin tistiinde kalir ve her yamuk egrinin altinda, kargsi gelen seridin ala- 
nindan biraz daha fazla alan verir. Sekil 8.10’da egrinin asagiva konkav oldugu araliklarda 
dogru parcalarinin egrinin a/tinda kaldiklarini gériiriiz. Bu araliklarda Yamuklar Kural1 in- 
tegralin degerinden daha az bir tahmin verir. 


ORNEK2 —Ortalama Sicaklik 


Bir gézlemci, 6gleden gece yarisina kadar dis sicakligi 6l¢tip asagidaki tabloya kaydet- 
mektedir. 


Zaman O 1 2 3. 4 5 6 7 8 9 10 Il GY. 
Sicaklik 63 65 66 68 70 69 68 68 65 64 62 58 55 


12 saatlik periyot igin ortalama sicaklik nedir? 


Céziim Bir birim uzaklikta aynk zamanlardaki degerlerini bildigimiz stirekli bir fonksi- 
yonun (sicaklik) ortalama degerini arryoruz. f(x) igin bir formiil olmadan 


b 
avif=_24) fear 


degerini bulmamiz gerekiyor. Bununla birlikte, tablodaki sicakliklari 12-saatlik araligin 
(Ax = 1 ile ) 12-alt aralikh bir b6liiniistintin noktalarindaki fonksiyon degerleri olarak kul- 
lanmakla, Yamuklar Kurali ile integrale yaklasimda bulunabiliriz. 


A 
r= AE (vy +29 + 2y2 +++ + 2yy1 + yn) 


L(63 ee. eee es ss} 


= 782 
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Tyi f hi fo) dx,’ye yaklasim igin kullanarak 


e—.pa2 tia x 
av) 5 PS 45782 65.17 


buluruz. Verilen girdilerin dogruluk hassasiyetine uygun olarak yuvarlamakla ortalama 
sicakligi 65 derece olarak buluruz. | 


Yamuklarla Yaklasimda Hatayi Kontrol Etme 


n artarken ve Ax = (b — a)/n adim biiyiikliigii sifira yaklasirken, 7, i. f(x) dx — inte- 
gralinin gercek degerine yaklasir. Nedenini g6rmek icin 


T= ax (Sy + yy Po et oP Yad +4») 
1 
= (vi t yo tor + ynAx + 5 (V0 — Yn) Ax 


= Ske + 5 (f(a) — f(b)] Ax. 
sl 
n— oo ve Ax 0 iken 
n b 
ZS eax f(x) dx ve + tfla) — f(b)|Ax—> 0 


dir. Bu nedenle 


b b 
tim =f paydr+0= [ payas 


bulunur. Bunun anlami sudur; Teoride n’yi yeteri kadar biiyiik alarak ve sadece f’nin in- 
tegre edilebildigini kabul ederek, 7 ile integral arasindaki farki istedigimiz kadar kiiciik 
yapabiliriz. Bununla birlikte, pratikte, verilen bir tolerans icin n’nin ne kadar biiyiik olma- 
si gerektigini nasil sdyleriz? 

Bu soruyu ileri analizden, f” tiirevi [a, b] tizerinde stirekli ise a ile b arasmdaki bir c 
icin 


b 
i f(x) de = T- 2954. Fr(o)(Axy? 
oldugunu séyleyen bir sonucla cevaplariz. Boylece, Ax sifira yaklasirken 
Ep = 2954. fr(o)(Axy? 


ile tanimlanan hata, Avx’in karesi gibi sifira yaklasir. 
max ifadesi [a, b] araliginda s6z konusu olmak tizere 


>= 4 max| f"(x)| (Ax) 


|Er| = 


esitsizligi, hatanin biiyiikliiZii igin bir tist sinir verir. Pratikte, genellikle max| f” (x)|’in tam 
degerini bulamayiz ve onun yerine bir iist sir tahmininde bulunuruz. M, [a, b] tizerinde 
| f"(x)| = M olacak sekilde, | f”(x)|’nin [a, b] tizerindeki degerleri icin herhangi bir ist 
simir ise 


b-a 
1 


5) M(Ax)? 


|Er| = 
dir. 


y=xsinx 


SEKIL8.12 Ornek 3’teki integrandin 
grafigi 


>X 
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Ax yerine (b—a)/n koyarsak 
|Er| = 


elde ederiz. Bu, normalde |£;|’yi tahmin etmekte kullandiZimiz  esitsizliktir. 
Bulabildigimiz en iyi M’yi buluruz ve buradan |£7|’yi tahmin ederiz. Bu dikkatsizce 
gibi g6ziikebilir, fakat ise yarar. Verilen bir | £7|’ye kars1 M’yi kiiciik yapmak igin sadece 
n’yi biiyiitiirtiz. 


Yamuklar Kurahi icin Hata Tahmini 

f" siirekliyse ve | f”|’nin [a, b] araliZindaki degerlerinin herhangi bir tist sinini 
M ise, f’nin a’dan b’ye integrali igin, n adimli, yamuklarla yaklasimdaki E', 
hatas1 asagidaki esitsizligi saglar 


ORNEK3 ~~ Yamuklar Kural Hatasini Sinirlamak 


n= 10 adim ile Yamuklar Kurali kullanilarak 


se 
[ x sin x dx 
0 


integralinin degerinin tahmininde ortaya gikan hata icin bir tist sinir bulun (Sekil 8.12). 


Coziim a=0, b=7 ve n= 10 ile hata tahmini 
Mb — a) a 
12n2~—-—«4:200 


|Er| Ss M 


verir. M, [0, 7] araliginda f(x) = x sin x’in ikinci ttirevinin biiyiikligtintin herhangi bir tist 
siniri olabilir. Olagan bir hesaplama 
f"(x) = 2cosx — xsinx, 
verir, dolayisiyla 
|f"(x)| = |2cosx — xsinx| 


; |cos x| ve |sin x| 
< 2|cosx| + |x||sinx| asla 1’i gegmez ve 


<2:lt+ml=2+7 diel 
bulunur. Rahathkla M@=2+7 alabiliriz. Buradan 
3 3 
T w(2 + 7) Yuvarlatilmis deg 
— ser 
|Er| = 1200“ 1200 < 0.133 


elde ederiz. Mutlak hata 0.133’ten bitytik degildir. 
Daha fazla hassashik icin, Myi daha iyi bulmaya degil, daha fazla adim almaya 
calismaliyiz. Ornegin, n = 100 adimda 


(2 + m)m 


p coraa L - 3 
120,000 < 0.00133 = 1.33 X 10 rT] 


|Er| = 


bulunur. 
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>< 


SEKIL8.13  y = 2/x? siirekli fonksiyonunun 
tizerindeki maksimumu [1, 2] de x = 1 dir. 


>< 


> 
Ola=Xy x, xX Khel X,-1) x,= 5 


SEKIL8.14 Simpson Kural: egrinin kisa 
yaylarina parabollerle yaklasimda bulunur. 


(0, yy) 


(A, yo) 
y = Ax? + Bxt+C 


—h 0 h 
SEKIL8.15 —A’den h’ye integre etmekle 
renkli alant 


h 
3 (Vo + 4y, + y2) 


olarak buluruz. 


ORNEK4 _ Belirli Bir Hassasiyet Igin Kac Adim Gerektigini Bulmak 


| 
na= [ eat 


integraline, mutlak degeri 10°*’ten kiictk bir hatayla yaklasimda bulunmak icin Yamuklar 
Kuralinda kag alt aralik (adim) alinmalidir? 


Coziim a=1veb=2 ile tahmini hata 


M2-1 mM 


E7| = 
|Er| 12n? 12n? 


dir. Bu durum bir M iist siniri ayarlamak yerine max| f” |’i gergekten bulabileceZimiz en- 
der durumlardan biridir. f(x) = 1/x ile 


1” aa eee: 
PG) = aa 1) = x? = 


buluruz. [1, 2] iizerinde, y = 2/x° bir y = 2 maksimumundan bir y = 1/4 minimumuna 
dogru diizgiin olarak azalmaktadir. Bu nedenle M = 2 dir, ve 
1 


2 
Oe 
|Er| 12n? 6n? 


bulunur. Dolayistyla, 


1 -4 
=> =< 10™ 
6n2 


4 
a <n’, oes veya 40.83 <n 


V6 

ise hatanin mutlak degeri 10~’ten ktigtik olacaktir. 

40.83’ten sonraki ilk tamsay1 41 dir. n = 41 alt aralik alarak, In 2’yi biiyiikliigii 10*’ten 
kiiciik bir hatayla hesaplamay: garantileyebiliriz. Daha biiytik bir 1 sayisi da ise yarar. 


0 


Simpson Kurali; Parabollerle Yaklasim 


Riemann toplamlari ve Yamuklar Kurali, kapali bir aralik tizerinde stirekli olan bir 
fonksiyonun integraline anlamli yaklasimlar verirler. Kiigiik n degerleri igin daha iyi 
bir yaklasim verdiginden Yamuklar Kurali daha etkilidir ve sayisal integrasyon icgin 
daha hizli bir algoritmadir. 

Baska bir kural, bir stirekli fonksiyonun belirli integraline yaklasim igin, yamuklar 
iireten dogru parcalar yerine, paraboller kullanmakla elde edilir. Onceki gibi, [a, b] 
araligini esit A = Ax = (b—a)/n uzunluklu n alt araliga béleriz, fakat bu defa n’nin bir 
cift sayi olmasini gerekli kilariz. Her ardisik aralik gifti tizerinde, vy = f(x) = 0 e&risine, 
Sekil 8.14’te gésterildigi gibi, bir parabolle yaklasimda bulunuruz. Tipik bir parabol, egri 
tizerindeki (x;_ 1, vi 1), Yj) Ve (Xj +1, ¥ +1) ardisik noktalarindan gecer. 

Ardisik tig noktadan gegen bir parabol altindaki renkli alani hesaplayalim. 
Hesabimizi basitlestirmek igin 6nce, h = Ax = (b—a)/n olmak iizere xy = —h, x, = 0 ve 
x7 = h (Sekil 8.15) oldugu durumu aliriz. y eksenini sola veya saga kaydirirsak, parabol 
altindaki alan ayni kalacaktir. Paraboliin 


y =A? +Bx+C 


formunda bir denklemi vardir. 


TARIHSEL BiyoGRaFi 


Thomas Simpson 
(1720-1761) 
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Dolayistyla, x =—A’den h = 2’ye kadar altindaki alan 


h 
A= | (Ax? + Bx + C) dx 
—h 


_ Ax , Bx ' 
ae: + 5) + ce 
_ 243 


=_ 7 + 2Ch = 4 (oan + 6C) 


dir. Egri, (—h, yo), (0, v1) ve (A, v2) noktalarindan gectiginden, ayrica 
Yo = Ah’ — Bh + C, Y=C, y2 = Ah? + Bh+C 


dir. Buradan, 


C=, 
Al? — Bh= yo — Vi; 
Al? + Bh = v2 - V5 
2Ah? = yo + yn — 21. 
elde ederiz. Béylece, A, alanini yo, y) ve v2 cinsinden ifade etmekle 
_h 2 _h _h 
Ap = 3 (2Ah* + 6C) = 3 (C0 + Ya — 2y1) + 61) = 3 (Yo + 41 + 2) 


buluruz. Simdi, parabolii yatay olarak Sekil 8.14’teki renkli konumuna kaydirmak altinda- 
ki alani degistirmez. Boylece, Sekil 8.14’teki (x9, vo), (x1, 1) Ve (2, V2) noktalarindan ge- 
cen paraboliin altindaki alan hala 


h 
3 (Vo + 4y, + y2) 


dir. Benzer sekilde, (x9, v2), (x3, V3) ve (x4, y4) noktalarindan gecen paraboliin altindaki 
alan 


h 
3 (V2 + 4y3 + ya) 


tur. Biitiin parabollerin altindaki alanlan hesaplay1p sonuglarini toplamak 


b 
h h 
f(x) dx © 3 (Vo + 4y, + yo) + 3 (V2 + 4y3 + y4) +-°- 


h 
+ 3 (Yn-2 + 4yn-1 a7 Yn) 
h 
= 3 (Vo + Ay, + 2yy + 4y3 + 2yq +--+ + Wy-2 + 4Yn-1 + Yn) 


yaklasimini verir. Sonug, Simpson Kurali olarak bilinir ve herhangi bir y = f(x) stirekli 
fonksiyonu igin ge¢gerlidir (Alistirma 38). Fonksiyonun, bizim ¢ikardigimizdaki gibi pozi- 
tif olmasi gerekli degildir. Her parabolik yay iki alt aralik kullandigindan, kurali uygula- 
mak igin n sayisi cift olmak zorundadir. 
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TABLO 8.4 

x y = 5x" 
0 0 

1 =e 

2 16 

1 5 

3. 405 

2 16 

2 80 


Simpson Kurali 
pe f(x) dx ’e yaklasimda bulunmak icin, 


A 
S= =a Wo + Ay, + 2yo + 4y3 + 7+ + 2yy—2 + 4yn-1 + Vn) 


kullanin. y’ler f’nin 
xo = a,x) = a+ Ax,x. = at 2Ax,...,X-1) = at (n — 1)Ax,x, = 5. 


bdliiniis noktalarindaki degerleridir. n sayisi cifttir ve Ax = (b — a)/n‘dir. 


Yukaridaki kuralda katsayilarin diizenine dikkat edin: 1, 4, 2,4, 2,4,2,...,4, 2, 1. 


ORNEK5 — Simpson Kuralini Uygulamak 


di e 5x4 dx integraline yaklasimda bulunmak icin n = 4 ile Simpson kuralim kullanin. 


Céziim [0, 2] araligim dért alt araliga béliin ve y = 5x’ii béliiniis noktalarinda 
hesaplayin (Tablo 8.4). Sonra, n = 4 ve Ax = 1/2 ile Simpson Kuralimi kullanin : 


A 
5=A¥ (w+ 4n + 22 + 45 +») 


1 5 405 


Bu yaklasim gercek degerden (32) sadece 1/12 kadar fark etmektedir. Sadece dort alt 
aralikla binde-ti¢ ten daha kiiciik bir hata yiizdesi. | 


Simpson Kurali icin Hata Tahmini 


Simpson kuralindaki hatay1 tahmin etmek icin, ileri analizden, f tiirevi stirekli ise a ile b 
arasindaki bir c noktas1 igin 


ba, ya) 4 
[ toa-s- at (c)(Ax) 


oldugunu sdyleyen bir sonug ile basliyoruz. Boylece, Ax sifira yaklasirken, 


b 


a A) 4 

Es 180 i (c)(Ax) ’ 

hatas1 da Ax’in dérdiincii kuvveti gibi sifira yaklasir (Bu, Simpson Kuralinin Yamuklar 
Kuralina gore neden daha iyi sonuglar verdigini agiklamakta yardimci olur.) 

max ifadesi [a, b] araliginda s6z konusu olmak tizere 


b-a 


lEs| = “T39 


max | f(x)| (Ax)! 


esitsizligi, hatanin bitytikligii icin bir tist smmir verir. Yamuklar Kuralinda, hata formiiltn- 
deki max| f”| icin oldugu gibi genelde max| f(x)| ’in tam degerini bulamayiz ve bunu 
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bir M ist siniri ile degistirmemiz gerekir. | f| *un [a, 5] araligindaki degerleri igin her- 
hangi bir ist sinir ise 


b-a 


lEs| = “T30 


M(Ax)*. 


olur. Bu son ifadede Ax yerine (a —b)/n yazmak 
M(b — a) 
|Es | = 4 
180n 


verir. Bu, Simpson Kuralindaki hatay1 tahmin etmekte genellikle kullandigimiz formiildiir. 
M icin kabul edilebilir bir deer buluruz ve oradan |Es| hatasini bulmak igin devam ede- 
riz. 


Simpson Kurah igin Hata Tahmini 
f siirekli ise ve | f | iin [a, b] araligindaki degerlerinin herhangi bir ist smn 
M ise, f’nin a’dan b’ye integrali icin, n adimli, Simpson Kurali yaklasimindaki 
Es hatasi asagidaki esitsizligi saglar. 


| eae 
St 180n4 


Yamuklar Kuralindaki gibi, cogunlukla M igin miimkiin olan en kiiciik degeri bula- 
mayiz. Bulabildigimiz en iyi degeri bulur ve oradan devam ederiz. 


ORNEK6 — Simpson Kuralindaki Hatay! Sinirlamak 


Simpson Kurali ile 1 = 4 alarak, 7. 5x* dx integralini hesaplamada ortaya ¢1kan hata icin 
bir iist simir bulun (Ornek 5). 


Céziim Hatay1 hesaplamak iizere, 6nce 0 = x = 2 araliginda f(x) = 5x*’iin dordiincii tii- 
revinin biiyiikligii icin bir M ist simiri buluruz. Dérdiincii tiirevin degeri, f(x) = 120, 
sabit oldugundan, M = 120 aliriz.b-a=2 ven=4 ile Simpson Kural icgin hata tah- 
mini 

= 5 5 
2 Mb — a) 120(2) 1 


= = = | 
[2s] 180n4 180-44 12 


ORNEK7 — Yamuklar Kurali ve Simpson Kurali Yaklasimlarini Karsilastirmak 


Boliim 7’de gérdiigiimiiz gibi, In 2’nin degeri 


a4 
In2 -/ x he 


integrali ile hesaplanabilir. Tablo 8.5, i (1/x) dx integralinin gesitli m’ler kullanan 
yaklasimlarinin 7 ve S degerlerini géstermektedir. Simpson Kuralinin Yamuklar Kuralina 
gore nasil 6ne giktigina dikkat edin. Ozel olarak, n’nin deSerini iki katina ¢ikardigimizda 
(bunun sonucu / = Ax’1 yartya distirdtigiimtizde), T hatasinin 2’nin karesi ne béliindiigiine, 
oysa S hatasinin 2’nin dordiincti kuvvetine boliindiigiine dikkat edin. 
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TABLO8.5 In 2 = ft (4/x) dx’ in Yamuklar Kurali Yaklasimlani (7,) ve Simpson Kurali Yaklasimlani (S,) 
| Hata | | Hata | 
n Th .. dan kiiciik Si, _, dan kiiciik 
10 0.6937714032 0.0006242227 0.693 1502307 0.0000030502 
20 0.6933033818 0.0001562013 0.693 1473747 0.0000001942 
30 0.6932166154 0.0000694349 0.693 1472190 0.0000000385 
40 0.693 1862400 0.0000390595 0.693 1471927 0.0000000122 
50 0.693 1721793 0.0000249988 0.693 1471856 0.0000000050 
100 0.693 1534305 0.0000062500 0.693 1471809 0.0000000004 


Bunun, Ax = (2 — 1)/n kiigiildiikge dramatik bir etkisi vardir. n = 50 igin Simpson 
yaklasimi, 7 ondalik basamaga kadar dogru olur. n = 100 icin ise 9 ondalik basamaga 
kadar dogru olur. Pl 


f(x) derecesi dértten ktigtik bir polinom ise dérditincti mertebeden tiirevi sifirdir ve 


Bs = - 24 f(c)(Ax)* = - 22 (0) Ax) = 0 
olur. Béylece, f’nin herhangi bir integralinin Simpson yaklasiminda hata olmayacaktur. 
Baska bir deyisle, f bir sabit ise, bir lineer fonksiyon ise, kuadratik veya kiibik bir poli- 
nom ise, alt araliklarin sayisi ne olursa olsun, Simson Kurali /’nin herhangi bir inte- 
gralinin degerini tam olarak verecektir. Benzer sekilde, f bir sabit ise veya bir lineer 
fonksiyon ise ikinci mertebeden ttirevi sifirdir ve 


Er =~ P58 prea? =~ P54 (OV An? = 0 


olur. Bu nedenle, Yamuklar Kurali f’nin herhangi bir integralinin degerini tam olarak vere- 
cektir. Yamuklar grafige kusursuzca uydugundan bu siirpriz degildir. Teoride, Ax adim 
biyikligiinit kticgiiltmek, Simpson ve Yamuklar yaklasimlarindaki hatay1 kticiiltmesine 
ragmen pratikte bu olmayabilir. 

Ax cok kiiciik iken, érnegin Ax = 10°, bilgisayar veya hesap makinesi, S ve T’yi 
hesaplamak igin gereken aritmetikteki yuvarlama hatalarini dyle bir dereceye kadar birik- 
tirebilir ki hata formilleri neler oldugunu agiklayamaz hale gelir. Ax’i belirli bir dl¢iiniin 
altina kiigtiltmek isleri daha da k6tiiye gotiirebilir. Bu kitabin bir konusu olmamakla bir- 
likte, yuvarlama hatalariyla ilgili problemleriniz olursa, alternatif yOntemler igin niimerik 
analiz konusunda bir kitaba basvurmalisiniz. 


2 
[ x3 dx 
0 


ORNEK 8 


Simpson Kural1 ile 


integralini tahmin edin. 
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Céziim f(x) =x°’in dordiincii mertebeden tiirevi sifirdir, dolayisiyla Simpson Kuralinin, 
herhangi (¢ift) sayida adimla integralin degerini tam olarak vermesini bekleriz. Gercgekten, 
n=2 ve Ax=(2-0)/2= 1 ile 


A 
S= > (yo + 4y, + ya) 
1 12 
= 3 ((0)° + 4(1)? + (2)3) = as: 
olurken, 
2 4]2 
16 
x dx | 0=4 : 
aes ee 
tir. 


ORNEK9 Bir Batakligi Kurutmak 


Bir kasaba kigik, kirli bir batakligi kurutup doldurmak istemektedir (Sekil 8.16). Bataklik 
ortalama 5 ft derinligindedir. Bataklik kurutulduktan sonra doldurulmasi igin ne kadar 
yard ktip gdp gerekecektir? 


146 tt 
122 ft 


ihmal 

edilmis Ciziim Batakligin hacmini hesaplamak icin, yiizey alanin1 tahmin eder ve 5 ile garpariz. 
Alani tahmin etmek icin, Ax = 20 ft ve y’ler, Sekil 8.16’da gésterildigi gibi, batakligin ke- 

} narlari arasinda 6lc¢iilen uzakliklar olmak tizere Simpson Kuralini kullanacagiz. 


Yatay aralik = 20 ft Ax 
S= 3 (% + 4y, + 2yy + 4y3 + 2y4 + 4y5 + yo) 


SEKIL8.16 Ornek 9’daki batakhz 
ee ee eee = 2 (146 + 488 + 152 + 216 + 80 + 120 + 13) = 8100 


boyutlari 
Hacim yaklasik olarak (8100)(5) = 40.500 ft? veya 1500 yd°’tiir. r 
integral Hesaplama 
1-10 alistirmalarindaki integraller icin verilenler iki kisimdir: biri Ya- c. |Es|’yi integralin gergek degerinin bir yiizdesi olarak bulmak 
muklar Kurali, digeri Simpson Kurali igin. igin (|Es|/(gercek deSer)) X 100 formiiliinii kullanin. 
2 3 
I. Yamuk kuralini kullanmak 1. ‘| ae 2. Ge tee 
a. n= 4 adimla integrali tahmin edin ve |£7| igin bir tist srr 1 1 
bulun. Ce tg 
F : : . + 1a 4, —1)a@ 
b. integrali doSrudan hesaplayin ve |E;|’yi bulun. 2 I 1a ~ “ yee 
c. |E;|’yi integralin gercek deSerinin bir yiizdesi olarak bulmak 2 1 5 
igin (|E7|/(gergek deger)) X 100 formiiliinii kullanin. 5. i (t + t)dt 6. e (t+ l)dt 
If. Simpson Kuralin kullanmak 24 4 1 
a. n=4 adimla integrali tahmin edin ve |£.| icin bir tist smur 7. ‘ es ds 8. a =i ds 


bulun. 


b. Integrali doSrudan hesaplayin ve |Es|’yi bulun. 


° 
— 

a 

5 

mk 

= 


1 
vo. | sin mt dt 
0 
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11-14 alistirmalarinda, integrandin tabloda verilen degerlerini kulla- 
narak integrali (a) Yamuklar Kurali ile ve (b) Simpson Kurali ile n = 8 
adim alarak hesaplayin. Cevaplarinizi1 5  ondalik basamaga 
yuvarlayin.Sonra, (ce) integralin gergek degerini ve Ey veya Es 
yaklasim hatasini bulun. 


1 
11. [ xV 1 — x? dx 
0 


x xV1— x? 
0 0.0 
0.125 0.12402 
0.25 0.24206 
0.375 0.34763 
0.5 0.43301 
0.625 0.48789 
0.75 0.49608 
0.875 0.42361 
1.0 0 
12. [ "__6 ig 
0 V16+ @ 
0 0/V16 + & 
0 0.0 
0.375 0.09334 
0.75 0.18429 
1.125 0.27075 
1.5 0.35112 
1.875 0.42443 
2.25 0.49026 
2.625 0.58466 
3.0 0.6 
13: i ™3cost 
—n/2 (2 + sint)? 
t (3 cos t)/(2 + sin t)? 
— 1.57080 0.0 
—1.17810 0.99138 
—0.78540 1.26906 
—0.39270 1.05961 
0 0.75 
0.39270 0.48821 
0.78540 0.28946 
1.17810 0.13429 
1.57080 0 


1/2 
14, | (csc? y)V cot y dy 


/4 
y (ese? y) V cot y 
0.78540 2.0 
0.88357 1.51606 
0.98175 1.18237 
1.07992 0.93998 
1.17810 0.75402 
1.27627 0.60145 
1.37445 0.46364 
1.47262 0.31688 
1.57080 0 
Minimum Alt Aralik Sayisi 


15—26 alistirmalarinda, (a) Yamuklar Kurali ile ve (b) Simpson Kural 
ile biiyiikliigii 10~’ten kiigiik bir hatayla integrali tahmin edin. (15-22 
alistirmalarindaki integraller 1—8 alistrrmalarmndaki integrallerdir.) 


2 3 
15. / x dx 16. / (2x — 1) dx 
1 1 


1 0 
7. [ (x? + 1) dx is. | (x? — 1) dx 
—l —2 
2 1 
19. 7 (8 + t)dt 20. ‘i (t? + 1) dt 
0 —1 
2 4 
a. | +as 22. | —1 as 
ls 2 (s— 1) 
5 ae 3 l 
23. [ x+ldx 24. [ ——— dx 
0 0 Vx+1 
a il 
25. | sin (x + 1) dx 26. / cos (x + 7) dx 
0 —1 
Uygulamalar 


27. Bir yiizme havuzundaki suyun hacmi Dikdértgen seklindeki bir 
yiizme havuzu 30 ft genisliginde ve 50 ft uzunlugundadir. Tablo, 
havuzun bir ucundan digerine 5 ft araliklarla h(x) derinligini 
géstermektedir. Yamuklar Kuralini 1 = 10 ile 


50 
V= : 30+ A(x) dx 
0 


integraline uygulayarak havuzdaki suyun hacmini tahmin edin. 


Konum (ft) Derinlik (ft) | Konum (ft) Derinlik (ft) 
2c h(x) x h(x) 
0 6.0 30 11.5 
5 8.2 35 11.9 
10 9.1 40 123 
15 9.9 45 12.7 
20 10.5 50 13.0 


25 11.0 


28. Bir balik géliinti doldurmak Kasabanizin balikgilik komisyo- 
nu baskani olarak, kasaba géliinti avlanma sezonuna kadar ba- 
hikla doldurmak zorundasiniz. Géliin ortalama derinligi 20 
ft’tir. Olcekli bir harita kullanarak, sekilde gésterildigi gibi, 
200 ft araliklarla géliin bir kiyisindan digerine uzunluklar dl¢ti- 
yorsunuz. 


a. Goliin hacmini tahmin etmek igin Yamuklar Kuralini kullanin. 


b. Sezona 1000 ft°’te bir balik ile baslamay planlryorsunuz. Se- 
zon sonunda gélde agilis giintinde bulanan balik miktarinin en 
azindan %25’inin kalmasini bekliyorsunuz. Lisans basina or- 
talama sezonluk av sayisi 20 balik ise, kasabanin satabilecegi 
maksimum lisans sayis1 kagtir? 


0 ft 


800 ft 


1000 ft 


1140 ft 


1160 ft 


1110 ft 


860 ft 


0 ft 
Dikey aralik = 200 ft 


29. Ford® Mustang Cobra™ Asagidaki tablo durgun konumdan 
130 mph’ye ivmelenen bir 1994 model Ford Mustang Cob- 
ra’nin zamana kars1 stiratini vermektedir. Bu siirate eristiginde, 
Mustang ne kadar yol almistir? 


Siirat Degisimi Saniye 
Sifirdan 30 mph 2.2 
40 mph 3.2 
50 mph 4.5 
60 mph 5.9 
70 mph 78 
80 mph 10.2 
90 mph 12.7 
100 mph 16.0 
110 mph 20.6 
120 mph 26.2 
130 mph eval 


Kaynak: Car and Driver, Nisan 1994. 
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30. Aerodinamik direng Bir aracin aerodinamik direnci kismen 
kesit alan: ile belirlenir ve, diger biitiin seyler esitse, mthendisler 
bu alan: olabildigince ktictik yapmaya ¢alisirlar. Simpson Kurali- 
mi kullanarak James Worden’in MIT‘deki giines giictiyle ¢alisan 
Solectria arabasinin kesit alanini bulun (Asagidaki diyagrami kul- 
lanin). 


31. Kanat dizaym ‘Yeni bir ucagin tasarimi her kanatta sabit kesit 
alanli bir yakit tank gerektirmektedir. Bir kesit dl¢ekli olarak 
asagida goriilmektedir. Tank yoSunlugu 42 Ib/ft® olan yakittan 
5000 Ib tasimalidir. Tankin uzunlugunu tahmin edin. 


me be be be) 


yo = 1.5 ft, y) = 1.6ft, y. = 18 ft, y3; = 1.9 ft, 
yg = 2.0 ft, yy =yg = 2.1 ft Yatay aralik = 1 ft 


32. Bir jeneratoriin yag tiiketimi Bir dizel jeneratér, filtrelerini 
degistirmek igin gecici olarak durdurulana kadar stirekli olarak 
caligsmakta ve asamali olarak artan bir oranda yag tiiketmektedir. 
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33. 
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Jeneratériin bir hafta boyunca tiikettigi yag miktarim1 tahmin et- 
mek igin Yamuklar Kuralini kullanin. 


Yag tiiketim orani 


Giin (litre/h) 
Pazar 0.019 
Pzt. 0.020 
Sali 0.021 
Cars. 0.023 
Pers. 0.025 
Cuma 0.028 
Cmt. 0.031 
Pazar 0.035 
Teori ve Ornekler 


Sintis integral fonksiyonunun kullanilabilir degerleri Sinzis 
integral fonksiyonu, 


Si(x) = so at 
0 


miihendisligin formiilleri basitlestirilemeyen birgok fonksiyonun- 
dan biridir. (sin f)/¢’nin elemanter bir ters tiirevi yoktur. Ancak, 
Si(x)’in degerleri sayisal integrasyonla kolayca hesaplanabilir. 

Gésterim agikga belirtmese de, integre edilen fonksiyon (sin 
t)/t’nin [0, x] araligina siirekli genisletilmesi olan 


“X’in siniis integrali” 


sme t#0 
f(t) = 
1 t=0 


fonksiyonudur. Fonksiyonun tanim araliginin her noktasinda her 
dereceden tiirevi vardir. Grafigi diizgiindtir ve Simpson Kurali- 
nin iyi sonuclar vermesini bekleyebilirsiniz. 


a. [0, 7/2] araliginda | f | = 1 oldugunu kullanarak, 


a/2_: 
(7) _ sin t 
s(Z) = [0a 


34. 


35. 


c. (a) sikkinda buldugunuz hata sini (b)’de buldugunuz 
degerin bir yiizdesi olarak ifade edin. 


Hata fonksiyonu (The error function) 


2, ae 
erf(x) = 2 f e dt. 
Va Jo 


hata fonksiyonu, olasilikta, 1s1 akisi ve sinyal transferi teorilerinde 
énemlidir ve e’nin ters tiirevi icin elemanter bir ifade bulun- 
madigindan sayisal olarak hesaplanmalidir. 


a. n= 10 ile Simpson Kuralim kullanarak erf(1)’i bulun. 


b. [0, 1]'de 
4 
f(een 
t 


dir. (a) da buldugunuz yaklasimin hata biiyiikligii icin bir tist 
sim bulun. 


(Ornek 3’tin devamt) Er ve Eg igin hata similar “en kétii” tah- 
minlerdir ve Yamuklar ile Simpson kurallari genelde bu simirlarin 
belirttiginden daha kesindir. Ornek 3’teki 


7 x sin x dx * pecs 

0 

integraline Yamuklarla yak- 4 1 : 9 

lagim buna bir drnektir. : Bu ieee 

2) : 

a. n= 10 ile Yamuklar (0.3)a 0.76248 
Kuralini kullanarak (0.4) 1.19513 
integralin degerine (0.5)a 1.57080 
yaklasimda bulunun. (0.6)a 1.79270 
Sagdaki tablo gerekli (0.7)7 1.77912 
y degerlerini (0.8)a 1.47727 
vermektedir. (0.9)a 0.87372 

7 0 


b. Integralin degeri ve 77, ile (a) sikkinda buldugunuz yaklasim ara- 
sindaki farkin biiyiiklégiinii bulun. Farkin Ornek 3’te hesapla- 
nan lst sinir 0.133’ten cok daha kiictk oldugunu géreceksiniz. 


. Ornek 3’te | £;| icin bulunan 0.133 tist sinin, [0, 77] araliginda 


|f"(x)| = |2cosx — xsinx| 


igin daha iyi bir tist sinir bulunarak iylestirilebilirdi. Kullani- 
lan tist smmur 2 + ar’ydi. [0, 7] araliginda f’’ntin grafigini cizin 
ve TRACE veya ZOOM kullanarak bu iist smnirt iyilestirin 

Buldugunuz tist sini M yerine kullanarak, daha tyi bir 
|E7| degeri bulun. (a)’da buldugunuz Yamuklar Kurali 
yaklasiminin bu iyilestirilmis degerden de daha iyi olduguna 
dikkat edin. 


integrali m = 4 alinarak Simpson Kuraltyla hesaplanirsa 36. (Alistirma 35’in devamt) 


olusacak hataya bir tist sinir bulun. 


b. Simpson Kuralryla n= 4 ile Si(a/2)’yi hesaplayin. 


a. f(x)=xsinx fonksiyonunun dérdiincii tiirevinin 


f™) =-4 cos x +x sin x 


37. 


38. 


oldugunu gésterin. TRACE veya ZOOM kullanarak [0, 77] 
araliginda | f 4] *tin degerlerinin bir M ist sinirini bulun. 


b. (a)’da buldugunuz M degerini kullanarak n = 10 adimli 


Simpson Kuraliyla 
T 
[ x sin x dx 
0 


integralinin degeri hesaplanirken yapilan hatanin biiyiikligti 
igin bir ist simir bulun. 


c. Alistirma 35’teki tablodaki verileri ve m = 10 ile Simpson 
Kuralini kullanarak I . x sin x dx’i bulun. 


d. (c)’deki sonucunuz ile integralin gecek degeri 7 arasindaki far- 
kin biiyiikligiinti 6 ondalik basamak hassaslikla bulun. (b)’de 
bulunan hata degerinin olduk¢a iyi oldugunu goreceksiniz. 


[a, 6] araliginda stirekli f fonksiyonunun £ ” f(x) dx integrali igin 
Yamuklar Kuralindaki 7 toplaminin bir Riemann toplami 
oldugunu ispat ediniz. (Yol gosterme: [xz _ 1, x,] alt araliginda 
fen) = Fx 1 x) + fixp)/ 2 esitligini saglayan bir noktasinin 
bulundugunu géstermek igin Ara Deger Teoremini kullanin.) 

[a, 6] tizerinde stirekli f fonksiyonunun i 4 f(x) dx integrali igin 
Simpson Kuralindaki S$ toplaminin bir Riemann toplami oldugunu 
gosterin. (Alistirma 37’ye bakin.) 


Sayisal integrasyon 


Bu béliimiin basinda bahsettigimiz gibi, birgok stirekli fonkstyonun be- 
lirli integrali Analizin Temel Teoremi ile hesaplanamaz, giinkii ters tiirev- 
lerinin elemanter formiilleri yoktur. Sayisal integrasyon ¢ogunlukla te- 
mel olmayan integraler denilen bu integrallerin degerlerinin tahmin 
edilmesi ic¢in pratik bir yol sunar. Hesap makinenizin veya bilgisayarimi- 
zin bir sayisal integral hesaplama fonksiyonu varsa, bunu 39-42 alistir- 
malarindaki integralleri hesaplamakta kullanin. 


39. 


40. 


41. 


42. 


43. 


44, 


45. 


Newton’un arastirmasinda ortaya 
gikan temel olmayan bir integral. 
Alistirma 33 ‘deki integral. Sifirla bdl- 
meyi engellemek icin, integrasyona 0 
yerine 10° gibi kiigiik bir pozitif sa- 
yiyla baslayabilirsiniz. 


1 
| V1+xtdx 
0 


a/2_. 
sin x d 
x Xx 
0 


1/2 
| sin (x?) dx 
0 


a/2 2 219) = 
i iV tse 
0 


elipsinin uzunlugu 


Isigin_ kirilmasiyla ilgili bir 
integral. 


I ‘ sinxdx integralini g6z 6niine alin. 

a. n=10, 100 ve 1000 icgin Yamuklar Kurali yaklasimlarini bulun. 
b. Yazabildiginiz basamaga kadar hassaslikta hatalari kaydedin. 
c. Nasil bir diizen gértiyorsunuz. 

d. £,/nin hata sinirinin bu diizen igin neler anlattigini aciklayin. 


(Alistirma 43 tin devami) Alistirma 43’ti Simpson Kurali ve Ess ile 
tekrarlayin. 


Ta sin (x?) dx integralini g6z Gniine alin. 


a. f(x) = sin (x°) igin f”’nii bulun. 


46. 


47. 
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b. [-1, 1]’e [-3, 3] penceresinde y = f"(x)’i cizin. 
ce. -1 <x <1 icin (b)deki grafizin neden | f”(x)| < 3 dnerdi- 
gini aciklayin. 
d. Bu durumda, Yamuklar Kurali igin hata tahmininin 
(Ax? 
2 


|Er| = 


haline geldigini gésterin. 

e. Av = 0.1 ise Yamuklar Kuralinda hata biiyiikliigiiniin 0.01 
den kiigiik veya esit olacagini gésterin. 

f. Ax = 0.1 olmasi igin 7 ne kadar bitytik olmalidir? 

ie sin (x2) dx integralini g6z 6niine alin. 

a. f(x) =sin (x’) icin f® tirevini bulun (Bir BCS’niz varsa_ce- 
vabiniz1 kontrol edebilirsiniz). 

b. [-1, 1]’e [-30, 10] penceresinde py = f(x)’ii cizin. 

ce. —1 =x <1 igin (b)’deki grafigin neden | f(x)| < 30 ner- 
digini aciklayin. 

d. Bu durumda, Simpson Kurali igin hata tahmininin 

(Ax)* 

3 


|Es| = 


haline geldigini gésterin. 

e. Ax = 0.4 ise Simpson Kuralinda hata biiyiikliginiin 0.01 den 
kiigtik veya esit olacagini gésterin. 

f. Ax = 0.4 olmasi igin 7 ne kadar biiyiik olmalidir? 


Bir vazo Bir cigek vazosunun hacmini, sadece bir hesap makine- 
si, bir ip ve birde cetvel kullanarak hesaplamak istiyoruz. Vazo- 
nun yiiksekligini 6 ing olarak dlctiyoruz. Sonra, yarim ing aralik- 
larla vazonun cevresini bulmak icin (ing olarak) ipi ve cetveli 
kullantyoruz. (Bunlar: yukaridan asagrya vazonun resmine kars1 
gelecek sekilde listeliyoruz.) 


6 
Cevre 

5.4 10.8 
4.5 11.6 
44 11.6 
5:1 10.8 
6.3 9.0 

0 7.8 6.3 
9.4 


a. Verilen gevrelere karsi gelen dik kesitlerin alanlarini bulun. 

b. Vasonun hacmini [0, 6] araligi tizerinde y’ye gore bir integral 
olarak ifade edin. 

ce. Yamuklar Kuralini n = 12 ile kullanarak integrale yaklasimda 
bulunun. 

d. Simpson Kuralini n = 12 ile kullanarak integrale yaklasimda 
bulunun. Hangi cevabin daha dogru oldugunu diisiintiyorsu- 
nuz. Cevabinizin nedenini agiklayin. 
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48. 


49. 
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Bir yelkenlinin yerdegistirmesi Bir yelkenli tarafindan yer 
degistirilen suyun hacmini bulmak icin ortak uygulama, su 
cizgisini esit uzunluklu 10 alt araliga bélmek, her béliintis nok- 
tasinda gévdenin su altindaki béliimiintin A(x) dikey kesit alanini 
6lgmek, sonra da su cizgisinin bir ucundan digerine A(x)’in inte- 
gralini hesaplamak icin Simpson Kuralim. kullanmaktir. 
Asagidaki tablo, O’dan 10’a kadar “Istasyonlar” denen bdliiniis 
noktalarinda, sekilde gésterilen Pipedream yelkenlisi igin alan 
6lgiimlerini listelemektedir. Ortak alt aralik uzunlugu (ardisik is- 
tasyonlar arasindaki uzaklik) Ax = 2.54 ft dir (yaklasik 2 ft. 6-1 / 2 
ing., imalatcrya uygunluk i¢in secilmis ). 


| 


-l 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 Il 
| 


a. Pipedream’in yerdegistirdigi hacmi ft. 
bulun. 


ktip hassaliginda 


istasyon Su altindaki alan ft” 


0 
1.07 
3.84 
7.82 
12.20 
15.18 
16.14 
14.00 
9.21 
3.24 
0 


SCOMANINDNBWNF CO 


— 


b. Tablodaki figiirler 64 lb/ft? agurligmndaki deniz suyu igindir. 
Pipedream tarafindan yer degistirilen su kag pounds dur? 
(Yerdegistirme, kiictik gemiler igin pounds olarak biiyiik 
gemiler igin ise biiyiik ton (1 biiyiik ton = 2240 Ib) olarak 
verilir.) (Veriler Skene 's Elements of Yacht Design by Francis 
S. Kinney (Dodd, Mead, 1962.) den.) 


c. Prizmatik katsayilar Bir geminin prizmatik katsayisi, yer- 
degistirme hacminin, yiiksekligi su cizgisinin uzunluguna ve 
tabani geminin en biiyiik su alti kesitinin alanina esit olan bir 
prizma hacmine oranidir. En iyi yelkenlilerin prizmatik katsa- 
yilart 0.51 ile 0.54 arasinda degisir. Su cizgisinin uzunlugu 
25.4 ft ve en genis su alti kesitinin alan 16.14 fC (6. Istasyon- 
da) olduguna gére Pipedream’ in prizmatik katsayisim bulun. 

Elliptic integrals Eliptik integraller 

0s=ts27 


x=acost, y= bsint, 


elipsinin uzunlugu, e elipsin digsmerkezligi olmak tizere 


50. 


51. 


52. 


a/2 
Uzunluk = taf V1 — e cos’ tdt, 
0 


olarak karsimiza ¢ikar. Bu formiildeki integrale bir eliptik integral 
denir. e = 0 veya | disinda elemanter degildir. 


a. a= 1 ve e = 1/2 iken elipsin uzunlugunu hesaplamak icgin, 
Yamuklar Kuralint 7 = 10 ile kullanin. 

b. f(t) = V1 — e* cos’ t’nin ikinci tiirevinin mutlak degerinin 
Iden kiicik oldugunu kullanarak (a) daki hesabinizdaki hata 
icin bir tist simir bulun. 


y=sinx egrisinin bir yayinin uzunlugu 
T 
L= | V1 + cos? x dx. 
0 


ile verilir. Simpson Kuralini n = 8 ile kullanarak L’yi bulun. 


Metal tiretim sirketiniz yanda gésterilen gibi kivrimli demir ¢ati 
kaplamasi plakalar1 yapmak igin bir anlasma yapmak tizeredir. 
Kavrimli plakalarin dik kesitleri 


p= ene 0=x = 20in. 


an* 


egrisine uymak zorundadir. Eger cati kaplamalari diiz plakalardan 
malzmeyi germeyecek bir islemle sikistirilarak yapilacaksa, orijinal 
malzemenin genisligi ne olmalidir? Bulmak igin, sintis egrisine 2 
ondalik basamak hassaslikla yaklasimda bulunmak iizere sayisal 
integrasyon kullanin. 


Orijinal plaka 


, 4 


Kavrimli plaka 


“3, 20 x (in.) 


y=sin 
Miihendislik firmaniz asagida goriilen tiineli insa etmek igin tek- 
lif vermektedir. Tiinel 300 ft uzunlugunda ve tabanda 50 ft 
genisliZindedir. Dik kesiti y = 25 cos (mx/50) eBrisinin 
yaylarindan birinin seklindedir. Tamamlandiginda, tiinelin ig 
yiizeyine (yol haric) uygulamasi 1.75 $/ft olan bir su gecirmez 
kaplama yapilacaktir. Kaplamayi uygulamanin masrafi nedir? 
(pucu: Kosiniis egrisinin uzunlugunu bulmak icin sayisal inte- 
grasyon kullanin.) 


y y = 25 cos (7x/50) 
‘ 


25 


x (ft) 
OLCEKLI DEGIL 


Yiizey Alani 


53-56 alistirmalarinda verilen egrilerin x-ekseni etrafinda déndiiriil- 
meleri ile tiretilen dénel cisimlerin yiizey alanlarim iki ondalik basa- 
maga kadar. 

53. y=sinx, 0OSxS7 

54. y=2x7/4, 05x =2 

—27/3 =x = 27/3 


55. y =x + sin 2x, (Béliim 4.4, Alistirma 


5’teki egri) 
56. y = ae —x7,0 <x <6 (Béliim 6.1, Alistirma 56’daki 


cekiil yiizeyi) 
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Fonksiyon Degerlerini Tahmin Etmek 


0.6 
dx 
0 V1-x? 


integrasyon kullamin. Referans igin, sin! 0.6 = 0.64350. 


57. sin! 0.6 = degerini hesaplamak igin sayisal 


1 
58. 7 = 4 i : zax.  degerini hesaplamak gin _ sayisal 
o l+x 


integrasyon kullanin. 


8.8 Genellestirilmis integraller 


Simdiye kadar, belirli integrallerimizin iki 6zelligi olmasini istedik. Birincisi, [a, b] inte- 
grasyon araliginin sonlu olmastydi. {kincisi ise, bu aralikta intengrandin defer araliginin 
sonlu olmastydi. Ancak pratikte, cogunlukla bu kosullarin birini veya ikisini de 
saglamayan integrallerle karsilasiriz. Sonsuz integral araligina bir 6rnek olarak, x = 1’den 
x = 00’a kadar y = (In x)/x? egrisinin altinda kalan alan integralini ele alabiliriz (Sekil 
8.17a). Sonsuz deer araligina bir érnek olarak ise, x = 0’dan x = 1’e kadar y = 1/Vx 
egrisinin altindaki alan integralini dtsiinebiliriz (Sekil 8.17b). Her iki durumdaki inte- 
grallere de genellestirilmis integraller denir ve limit olarak hesaplanirlar. Boliim 11’de, 
bazi sonsuz serilerin yakinsakliklarinin incelenmesinde, genellestirilmis integrallerin 
dnemli bir rol oynadiklarmi gérecegiz. 


y 
A 
i 
y 0.2- ry 
A x 
a 
Alan = 2 
__i 
0 1 3 4 5 6 
x (a) (b) 
(a) SEKIL8.17 Bu sonsuz e@rilerin altmdaki alanlar sonlu mudur? 

¥ 
A 


Alan = —2e%? + 2 


SEKIL8.18 (a) Birinci bélgede y = e*/ 
egrisinin altindaki alan (b) birinci tipte bir 
genellestirilmis integraldir. 


Sonsuz integrasyon Sinirlari 


Birinci bélgede y = e*’? eBrisi altinda kalan sonsuz bélgeyi géz Oniine alin (Sekil 8.18a). 
Bu bélgenin alaninin sonsuz oldugunu diisiinebilirsiniz, fakat bu alana karsilik getirilecek 
degerin sonlu oldugunu gorecegiz. Bu alana bir degerin nasil karsilik getirildigi agagida- 
dir. Once bélgenin saSdan x = b ile simirli kisminin alan A(5)’yi bulun (Sekil 8.18b) 


b b 
(0) A(b) = : el? dx = —2e 4/2 = —~2¢e7$/2 +2 
0 


0 


Sonra, b > 00 iken A(b)’nin limitini bulun. 


lim A(b) = lim (—2e%/? + 2) =2 
boo boo 
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SEKIL8.19 Bu e®rinin altndaki alan bir 


genellestirilmis integraldir. 


>X 


O’dan ©0’a kadar eGrinin altindaki alana karsilik getirecegimiz deger 


lore) b 
i ev? dx = lim i el dy = 2 
0 b> Jo 


TANIM _I. Tip Genellestirilmis integraller 


Integrasyon simirlari sonsuz olan integrallere I. Tip genellestirilmis integraller 
denir. 


dir. 


1. f(x) fonksiyonu [a, 0°) araliginda siirekliyse, 
co b 
i f(x) dx = lim f(x) dx. 
a br Jaq 


2. f(x) fonksiyonu (—0°, bd] araliginda stirekliyse, 


b b 
i f(x) dx = tim f(x) dx 


3. f(x) fonksiyonu (—0o, co) araliginda siirekliyse, c bir reel say1 olmak tizere 


[. f(x) dx = i f(x) dx + | f(x) dx, 


Her bir durumda, limit sonluysa genellestirilmis integralin yakinsadigini ve bu 
limit degerinin genellestirilmis integralin degeri oldugunu sGyleriz. Eger limit 
yoksa, genellestirilmis integral traksar. 


Tanimin 3. sikkindaki c’nin segiminin 6nemli olmadigi gésterilebilir. Herhangi uy- 
gun bir segimle dove f(x) dx’i hesaplayabilir veya yakinsakligini veya traksakligini be- 
lirleyebiliriz. 

Tanimdaki herbir integral, integrasyon araligi tizerinde f = 0 ise bir alan olarak yo- 
rumlanabilir. Ornegin, Sekil 8.18’deki genellestirilmis integrali bir alan olarak yorum- 
ladik. S6z konusu durumda alanin degeri sonlu ve 2 dir. f = 0 ise ve genellestirilmis inte- 
gral iraksarsa egrinin altindaki alan sonsuzdur deriz. 


ORNEK1 [1, Co) Uzerinde Bir Genellestirilmis Integral Hesaplamak 
x=l1den x = 00’a kadar y = (In x)/x? erisinin altindaki alan sonlu mudur? Sonluysa, 


nedir? 


Coziim x= 1’denx = b’ye kadar egrinin altinda kalan alani bulur ve 6 — ©9 iken limitini 
inceleriz. Limit sonluysa, bunu sonsuz egrinin altindaki alan olarak kabul ederiz (Sekil 
8.19). 1’den b’ye kadar alan sdyledir: 


b b b 
Inx = 1 1 1 u = Inx, dv = dx/x’, 
: ono lino( )] 7 ( 1)(4) dx du = dx/x,v = —1/x. 


ile kismi integrasyon. 


= ~i0b _ [LY 
b *\, 
__Inb_ 1 

= 5 5 t! 


TARIHSEL BiyoGRaAFi 


Lejeune Dirichlet 
(1805-1859) 


>< 


OLCEKLI DEGIL 


SEKIL8.20 Bu e@rinin altrndaki alan 
sonludur (Ornek 2). 
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b — © iken bélgenin alani ise 


~ Inx : Inx 
—_ ae lim — d& 
1 % b> Jy Xx 


| 
— 
— 
= 
= 
——_—— 
oOo 
+ 
— 


b— oo 1 


ms 
lim +1=0+1=1 l’H6pital’s Kurali 
olarak bulunur. Boylece, genellestirilmis integral yakinsaktir ve degeri 1| dir. 7 


ORNEK2 (—oo, oo) Uzerinde Bir Integral Hesaplamak 
Asagidaki integrali hesaplayin 


Ciziim Tanima gore (3. Kisim) 


i dx -[ dx +f dx 
-o 1 + x? ~co 1 + x? 0 1t+x? 


yazabiliriz. Simdi, esitliZin sag tarafindaki her iki genellestirilmis integrali hesaplayalim. 


[. dx ij [ dx 
zim 2 
ol + x a>-oJ, 1+x 


0 


lim tan”! x| 
aa -C a 


= 4G -1yn _ -1 = T\)_ 7 
= lim (tan 0 — tana) =0 ( =) 5) 


[ dx ae i. dx 
2 im 2 
o lt+x boofyg 1L+x 


b 


= lim tan! x 
boo 0 


_ 1 “1p _tae-lny - Z_ jp 7 
= jim, (tan b — tan 0) 7 0 5) 


Boylece, 


~ dx TW 
[Sarde 
bulunur. 1/(1 + x”) > 0 oldugundan genellestirilmis integral, eSrinin altinda ve x-ekseni- 
nin tstiindeki (sonlu) alan olarak yorumlanabilir ( Sekil 8,20). 7 
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ara : 
| xP Integrali 


y = 1/x fonksiyonu, integrandi y = 1/x” formunda olan yakinsak ve iraksak genellestiril- 
mis integraller arasindaki simirdir. Asagidaki Grnekte goriildtigii gibi, genellestirilmis in- 
tegral, p > 1 ise yakinsak ve p < 1 ise 1raksaktir. 

ORNEK3 —_Yakinsakligi Belirlemek 

pnin hangi degerleri igin i ha dx/x? integrali yakinsar? Integral yakinsak oldugunda 


degeri nedir? 


Cizim = pl 


b —p+1 Jb 
dx _ x _ ol gta 1)< 1 Lo 1 
ee =peth, t=p 1— p \ppr! 


dir. Boylece, 


” dx > x 
p lim P 
1 x boo}, Xx 


1 
. > 1 
= [+ ( a 1)|= p-il P 
co 
P \b oO, p<l 
olur, ciinkii 
1 e p> 
lim — = 
pow pe} oO, p<l 
dir. 


Bu nedenle, p > 1 ise integral 1 /(p — 1) deZerine yakinsar ve p < | ise 1raksar. 
p = 1 ise integral yine 1raksaktir: 


Sax [de 
i # Ji * 


T 
5 
| 


= lim (Inb — Inl) = & | 
b—oo 


Dikey Asimptotu Bulunan integrandlar 


Genellestirilmis integrallerin baska bir tipi, integrandin, bir integrasyon sinirinda veya 
integrasyon sinirlar1 arasindaki bir noktada bir dikey asimptotu var oldugunda—bir 
sinirsiz siireksizlik—ortaya cikar. Integrasyon araligi tizerinde f integrandi pozitif ise 
genellestirilmis integrali yine, integrasyon sinirlari arasinda f’nin grafiginin altinda ve 
x-ekseni tizerindeki alan olarak yorumlayabiliriz. 


>< 


Alan = 2 — 2Va 


SEKIL8.21 Bu e®rinin altrndaki alan 


1 

; 1 

lim | (+) dx =2 
a0" Ja \Wx 


dir. Ikinci tip bir genellestirilmis integral. 
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Birinci bélgede, x = O’'dan x = 1’e kadar y = 1/Vx eSrisi altinda kalan bélgeyi 
diisiintin (Sekil 8.17b). Once a’dan 1’e kadar olan kisminin alanini bulalim (Sekil 8.21) 


i 1 
= avs =2-2Va 
a x a 


Sonra, a > 0° iken bu alanin limitini buluruz: 


Egrinin altinda, 0’dan 1’e kadar olan alan sonludur ve 


[&- lin, [ 2 =2 
0 Vx a0" Ja Vx 


TANIM II. Tip Genellestirilmis integraller 


Integrasyon araliginin bir noktasinda sonsuz olan fonksiyonlarin integrallerine 
II Tip genellestirilmis integraller denir. 


1. f(x) fonksiyonu (a, 5] araliginda stirekli ve a’da stireksiz ise, 


b b 
i f(x) dx = sim, [ f(x) dx. 


2. f(x) fonksiyonu [a, b) araliginda stirekli ve b’de stireksiz ise, 
b c 
f(x) dx = tim f f(x) dx. 
a co a 
3. f(x) fonksiyonu bir c, a < c < b, noktasinda siireksiz ve [a, c) U (c, 5] 
uzerinde siirekli ise, 


b 


b c 
f(x) dx -{ f(x) dx + f(x) dx. 


Her bir durumda, limit sonluysa genellestirilmis integralin yakinsadigini ve bu 
limit degerinin genellestirilmis integralin degeri oldugunu sGyleriz. Eger limit 
yoksa, genellestirilmis integral traksar. 


Tanimin 3. sikkinda, esitligin sagindaki her iki integral de yakinsak ise sol taraftaki intag- 
ral yakinsak, aksi halde traksaktir. 


ORNEK4 _ lraksak Bir Genellestirilmis Integral 


Integralinin yakinsakhgin1 inceleyin. 
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‘ 4 Céziim f(x)=1/(1—x) integrand: [0, 1) iizerinde siireklidir fakat x = 1’de siireksizdir 
a? lee ve x—> 1°” iken sonsuz olmaktadir (Sekil 8.22). 
| b 
sim f roe Jim | In |1 — x|[} 
jm In(1 — b) + 0] = 
1 olarak hesaplariz. Limit sonsuzdur, dolayisiyla integral 1raksar. = 
ORNEK5 Bir lc Noktada Dikey Asimptot 


0 i ot es A dx 
a 0 (x — 1) 


: integralini hesaplayin. 
SEKIL8.22 Limit yoktur: : Bae . 3 
Céziim Integrandin x = 1’de bir dikey asimptotu vardir ve [0, 1) ile (1, 3] araliklarinda 
[ ( 1 ) ee [ al dv= co Sureklidir (Sekil 8.23). Yukaridaki tanimin 3. kismina gére, 
o Ab Sx bol Jo L-x 


(0, 1) igin egrinin altinda ve x-ekseninin i = = [ a + / ae aa 
: 0 (x — 1/78 0 (x — 1)%8 1 (x - 17%? 


tistiinde kalan alan bir reel say: degildir 
(Ornek 4). 


dir. Simdi bu esitligin sag tarafindaki her iki integrali hesaplayalim. 


a dx = [ dx 
0 (x- 178 beso (x -— 1) 


= lim 3(x — 1)'3/ 
jim 30° — 1)! 


y 
= lim [3(b - 1)13 + 3] =3 
: dx ss. igs . dx 
1 (x - 1X8 coitfe (x — 1978 
= lim, 3(x — 1)')? 
c> 1 
: = fn BG a) P< sleet |= 37 
c_ 
Buradan 
>X 3 
0 bloc 3 dx 3 
—_& = 3 4+3W2 
>< [ (x — 1)? 
SEKIL8.23 Ornek 5 
sonucunu ¢ikaririz. a 
3 
1 =-24 43 = ; aaa 
| woe” 3V2 GRNEK6 — Yakinsak Bir Genellestirilmis integral 
Integralinin yakinsakliZim géstermektedir. Asagidaki integrali hesaplayin. 
Dolayisiyla, egrinin altindaki alan vardir oo e439 
(bir reel sayidir) [ a ake an 
2 (x - IQ? + 1) 
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Coziim 


lo) b 
[ Oe 2 dx = tim f ae 
2 (x — 1)(x* + 1) bolo (x — 1)(x* + 1) 


b 
lim ( 2 Ht) dx Kismi kesirler 
bo Jo x= 1 x2 +] 


‘ = = 2 7 -1]_]b 
lim, [2 n 1) — In(x* + 1) — tan aM 


= 1) -l : Logaritmalar: birlestirin 
———— — tan! x S aon 


2 


b-1/ 
= lim In pa — tan! | —In (4) + tan! 2 
b—00 b? +1 5 


0- o + In5 + tan! 2 © 1.1458 


Ters tiirevde logaritmalar1 b > ©0 iken limiti hesaplamadan dnce birlestirdigimize 
dikkat edin. Béyle yapmasaydik, 


lim (2In(b — 1) — In(b? + 1)) = «© — 


belirsiz formuyla karsilasirdik. Elbette, belirsiz formdan kurtulmanin yolu logaritmalan 
birlestirmektir, o yiizden sonug olarak ayni yaniti bulacaktik. rT] 


Bilgisayar Cebir Sistemleri birgok yakinsak genellestirilmis integrali hesaplayabilir. 
Ornek 6’daki integrali Maple ile hesaplamak igin 


> f= (+ 3/(@-1)*@2+D) 
girin. Sonra, 
> int(f, x = 2..infintity) 


integral komutunu kullanin. Maple’in cevab1 


in i ih SY arctan (2) 


olur. Sayisal bir deger elde etmek icin evalf hesaplama komutunu kullanin ve basamak 
say1sini 


> evalf(%, 6) 


seklinde belirleyin. % sembolii bilgisayara ekrandaki son ifadeyi, bu durumda 
(-1/27r) + In (5) + arctan (2), hesaplamasi icin talimat verir. Maple’in cevab1 1.14579 olur. 
Mathematica kullanarak, 


In [1]:= Integrate [(x + 3)/((x — 1)(x*2 + 1)), {x, 2, Infinity }] 
girmek, 
Out [1]= > + ArcTan [2] + Log [5] 


cevabini verir. Alt: basamakli sayisal bir sonug elde etmek icin “N[%,6]” komutunu girin; 
burada da sonug¢ 1.14579 olur. 
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In2 ~* 


SEKIL8.24 The calculation in Example 7 
shows that this infinite horn has a finite 
volume. 


ORNEK7 — Sonsuz Bir Kati Cismin Hacmini Bulmak 


Sekil 8.24’teki kati borunun x-eksenine dik kesitleri, caplar. x-ekseninden y = &, 
—00 <x = In 2, efrisine kadar uzanan dairesel disklerdir. Borunun hacmini bulun. 


Céziim Tipik bir dik kesitin alani 


2 
1 T x 
A(x) = a(yarigap)” = (4 ») = 4 Ee, 


olarak bulunur. Borunun hacmini b — —©o iken b’den In 2’ye kadar olan kismin hacmi 
olarak tanimlariz. Béltim 6.1’de oldugu gibi (dilimleme yéntemi), bu kismin hacmi 


In2 In2 - In2 
V= : A(x) dx = i 4 ede = 8 | 
b b b 


Tid 2b, _ 7 2b 
= le e’) g (4 e~’), 


bulunur. b——©o iken e?? > 0 ve V > (a/8)(4 — 0) = 7/2. olur. Borunun hacmi 
a /2°dir. ia 


3 dx 
o x— 1 


Ciziim  Integrandin, integrasyon araligi igindeki x = 1 de siireksiz oldugunu fark 
etmedigimizi varsayin. Integrali siradan bir integral olarak hesaplarsak 


x ah 3 
| = In |x n = In2 — Inl = In2 


o x—1 0 


ORNEK8 — Yanlis Bir Hesaplama 


integralini hesaplayin. 


buluruz. Bu sonug yanlistir ginkt integral bir genellestirilmis integraldir. Dogru hesapla- 


ma limitler kullanir: 
> ax _ "dx 3 dy 
+ 
ge al go 2 ; wel 
dir. Burada 


1 b 
dx. aX. 4) 
| Sonim [Soe gino 1] 


= lim (In |b — 1] —In|-1]) 


= lim In (1 —b)=-o© b> liken 1—b > 0* 
dur. is dx/(x — 1) iraksak oldugundan, rh dx/(x — 1) integrali 1raksaktir. | 


Ornek 8, bir genellestirilmis integrali siradan bir integralle karistirirsak nelerin yanlis 
olabilecegini géstermektedir. Bir i , J(x) dx integrali ile kargilastiginizda [a, b] tizerinde 
f fonksiyonunu incelemeniz ve sonra integralin genellestirilmis olup olmadigina karar 
vermeniz gerekir. f fonksiyonu [a, b] tizerinde stirekli ise siradan bir integraldir. 


> 


SEKIL8.25 x > 1 igin e nin grafigi 
ein grafiginin altinda kalir (Ornek 9). 


TARIHSEL BiyoGRaAFi 


Karl Weierstrass 
(1815-1897) 
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Yakinsaklik ve lraksaklik Testleri 


Bir genellestirilmis integral dogrudan hesaplanamazsa yakinsak veya iraksak olup olma- 
digini belirlemeye galisiriz. Integral 1raksak ise yapilacak bir sey yoktur. Integral yakinsak 
ise degerine yaklasimda bulunmak igin sayisal y6ntemler kullanabiliriz. Yakinsaklik ve 
iraksaklik icin temel testler Dogrudan Karsilastirma Testi ve Limit Karsilastirma Testi dir. 


ORNEK9 —_Yakinsaklig Arastirmak 


i e* dx integrali yakinsak midir? 


oo ; b 
e~ dx = lim e* dx 
1 brow J} 


olur. [kinci integrali dogrudan hesaplayamayiz, giinkii temel degildir. Fakat b — ©o iken 
limitinin sonlu oldugunu gésterebiliriz. I i e dx’in b’nin artan bir fonksiyonu oldugunu 
biliyoruz. Bu yiizden, b — © iken ya sonsuz olur ya da sonlu bir limiti vardir. Sonsuz ol- 
maz: Her x = | degeri icin, e* <e*olur (Sekil 8.25), boylece 


Céziim Tanimdan 


b b 
/ ede = | e*dx = —e? + e! <e! & 0,36788 
1 1 


oe 2 b 2 
e* dx = lim e* dx 
1 brow fy 


integrali belirli bir sonlu degere yakinsar. 0.37’den daha ktigiik oldugu disinda, bu deger 
hakkinda hicbir sey bilmiyoruz. Burada, Ek 4’te incelenen reel sayilarin tamlik 6zelligine 
giiveniyoruz. Z 


olur. Béylece 


Ornek 9’daki e* ve e* karsilastirilmasi asagidaki testin bir 6zel halidir. 


TEOREM1  Dogrudan Karsilastirma Testi 


f ve g fonksiyonlar [a, 00) araliginda siirekli olsunlar ve x = a igin 
0S f(x) = g@) olsun. 


1. | f(x) dx yakinsarsa / g(x) dx de yakinsar. 


a 


2. i g(x) dx iraksarsa i f(x) dx — de 1raksar. 


Teorem 1’i kuran diisiincenin arkasindaki akil yiiriitme Ornek 9’dakine benzerdir. 


x 2 aigin0O S f(x) < g(a) ise 
b 


b 
f(x)ax Ss | g(x) dx, b>a 


dir. 
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Buradan, Ornek 9’da oldugu gibi 


i! f(x) dx yakinsarsa i g(x) dx de yakinsar 


sonucu ¢ikarilabilir. 
Bunu tersine gevirmek sunu sdéyler: 


/ g(x) dx: waksarsa i f(x) dx de iraksar. 


ORNEK 10 —_Dogrudan Karsilastirma Testini Kullanmak 


(a) / “ dx yakinsar, ctinkii 
1 x 


a) 
[1, ce) araliginda “- = 1 dir ve | = dx yakinsar. Ornek 3 


x x Ii 


= 1 
(b) i ie iraksar, g¢inkti 
1 Vx? -0.1 


[1, °c) araliginda eae dir ve 
01 * 


» co 


1 dx iraksar. Ornek 3 
xX 


TEOREM 2 _ Limit Karsilastirma Testi 
Pozitif f ve g fonksiyonlar [a, CO) araliginda siirekli iseler ve 


im =, OK tem 


| f(x)dx ve | g(x) dx 


integrallerinin ikisi de yakinsar veya ikisi de iraksar. 


ise 


Teorem 2’nin bir ispati ileri analizde verilmektedir. 

iki fonksiyonun a’dan ©0’a genellestirilmis integralleri yakinsak olmalarina ramen 
bu, asagidaki 6rnegin de belirttigi gibi, integrallerinin degerlerinin ayn olacagini goster- 
mez. 


SEKIL8.26 Ornek 11 ’deki fonksiyonlar 
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ORNEK 11 —_Limit Karsilastirma Testini Kullanmak 
fi i (1/x?) dx ile karsilastirarak 
[ dx 
1 l+x? 


integralinin yakinsadigimi gésterin. [ki integralin deZerlerini bulun ve karsilastirin. 


Cézim = f(x) = 1/x” ve g(x) = 1/(1 +x’) fonksiyonlani [1, ©) iizerinde pozitif ve siirek- 
lidirler. Ayrica, 
1/ a _ Lt+x? 


lim = lim = lim 
x00 B(x) x0 1/(1 + x7) x00 x? 


= Tins (4+1)-o+1=1, 


x—0O 


dx 


+ x? 


~d 
ee x 
yakinsar, ciinkti 7 me 


pozitif sonlu bir limittir (Sekil 8.26). Bu nedenle ; i 
1 


yakinsar. 
Ancak integraller farkli degerlere yakinsarlar. 


* dx _— " 
[ S-s4>1 Ornek 3 


[ dx _. a dx 
= a lm A 
1 l+x bows, 1L+x 


; “ly Mayda 2a Bee 
Ae [tan ' b — tan‘ 1] 5) 4 A a 


ve 


ORNEK 12 _ Limit Karsilastirma Testini Kullanmak 


integralin yakinsadigini gésterin 
Céziim § Ornek 9’dan I e*~dx = I (1/e*) dx’in yakinsadigini gérmek kolaydir. 


Ustelik, 


ie = jae es eee 
x— 00 3/(e* st 5) x00 3e” x00 \3 3e* 


pozitif sonlu bir limittir. Genellestirilmis integralin yakinsakligi s6z konusu oldugu stirece 
3/(e + 5) fonksiyonu 1/e* gibi davranir. 7 
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Bu Béliimde Tartisilan Genellestirilmis integral Tipleri 


SONSUZ INTEGRASYON SiNiRLARU: I. Tip 


1. Ust simr 


i Inx 4, = in [ Inx 4, 
1 bc 


y 
Inx 
y= 
| ~< 
>Xx 
ol 1 = 


2. Alt sinir 


3. Her iki sinir 


(ee) 0 c 
il a= tim. f a+ tim f ee 
-ol +x b>-wJ, Lt+x comfy 1+x 


INTEGRAND SONSUZ OLUR: II. Tip 
4, Ust uc nokta 


a dx = dx 
0@=-1)" ro &= 1)" 


5. Alt ug nokta 


3 
x 7 im, | dx 
(x-— 178  adoitfa (x — 1) 


6. ic nokta 


i dx -[ dx +f dx 
0 (x — 1) 0 (x — 1/73 1 (x — 1) 
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ALISTIRMALAR 8.8 


Genellestirilmis integralleri Hesaplamak 


1-34 alistirmalarindaki integralleri tablo kullanmadan hesaplayin. 


co co 
bf, | 
o xt) 1 x” 


aS 


, [ P dx 
, 0 Vx , 0 V4-x 
1 1 
s | & 6 | & 
1x 8x 
1 
7. dx 8 dr 


2° 


— 
= 
e 
i) 
LIX 
e 
= 
= 
N 


co 


oo (x? + 4)? 


8 
— 
ta 
iS) 
t 
— 
wm 
N 
| 


co 


_ 
Pa 


- 
s 


8 


90 -1 


dv 
(1 + v?)(1 + tan! v) 


20. 


So 
o 


o 8 
> 
® 
oS 
ES 
N 
N 


cs = 


i) 
~m 
~ 

N 
| 
aS 


dx 


Vi[x-1 


32. 


|B 
= 
+ 
le 
Z 


'S 


8 


do oe dx 
33. a 34, a 
1 + 50+6 [ (x 1G? +1) 


Yakinsakligi Test Etmek 


35-64 alistirmalarinda, integrasyon, Dogrudan Karsilastirma Testi ve 
Limit Karsilastirma Testi kullanarak integrallerin yakinsakligini test 
edin. Birden fazla yéntem uygulanabiliyorsa, istediginizi kullanin. 


1/2 a/2 
35. | tan 0 d@ 36. | cot 6 dé 
0 0 


44 i sin 0 dO Se [ae cos 6.d0 
, 0 Var-@ —a/2 os = 20)'/3 
In2 
39. | xe! de 40. [> 
0 
i dt 
41. 
0 Vit sint 
‘dt 
a | fan ; (Upucu: t= Oicint= sint ) 
2 7 2 
43. [ a 5 44, [ la! 
0 l-x 6 (Le 
1 il 
45. / In |x| dx 46. } —x In |x|dx 
=] —1 
dx : 
47. 48. 
/ xt os -—] 
49. | Ge 50. ft 
2 v-1 1+e 
51. | ge 52. =o 
0 x° +1 2 Vxe=1 
53. / tt) ey 54, 2 en 
1 x 2 Vxt = 1 
55, | 2 a; 56. | 1+ tae 
2 dt if 
57. 58. 
[ | Le 
59. i — dx 60. i. In (In x) dx 
1 e& 
61. 7 a 62. / = 
1 Ver=-x te 
63. / a 64. / aS 
“66 xt +1 pee =F ee” 


Teori ve Ornekler 
65. Her integralin yakinsak oldugu p degerini bulun. 


2 dk dx 
a. b. 
1 x(Inx)? 2 x(Inx)? 


66. [> f(x) dx. Jim / ‘° f(x) deve esit olmayabilir. 


[ 2x dx 
0 xt) 


integralinin 1raksadigini ve bundan dolay1 


i 2x dx 
co x7 +1 
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integralinin de iraksadigini gésterin. Sonra 


b 
im. | 5 = 
bow J_p x° + 1 


oldugunu gésterin. 
67-70 alistirmalari birinci dértte bir bélgedeki y = e~ egrisi ve x-ek- 
seni arasinda kalan sonsuz bélgeyle ilgilidir. 


67. 
68. 
69. 


70. 


71. 


72. 


73. 


Bélgenin alanin bulun. 
Bélgenin kiitle merkezini bulun. 


B6élgenin y-ekseni etrafinda déndiirtilmesiyle tiretilen cismin hac- 
mini bulun. 


Bolgenin x-ekseni etrafinda déndiiriilmesiyle tiretilen cismin hac- 

mini bulun. 

x = 0’dan x = 77/2’ye kadar y = sec x ve y = tan x eSrilerinin ara- 

sinda kalan bélgenin alanini bulun. 

Alistirma 71’deki bélge x-ekseni etrafinda déndiiriilerek bir cisim 

uretiliyor. 

a. Cismin hacmini bulun. 

b. Cismin i¢ ve dis yiizeylerinin alanlarinin sonsuz oldugunu 
gosterin. 

Tanim araligi sonsuz olan yakinsak bir genellestirilmis integ- 

ralin degerini tahmin etme. 

a. 


| e dx = ze? < 0.000042 
3 


oldugunu ve dolayisiyla ie e* dx < 0.000042 oldugunu 
gosterin. Bunun, fi e* dx yerine I i e™ dx yazmanin 
neden 0.000042’den daha biiyiik bir hata degeri vermeyecegi 
anlamina geldigini a¢iklayin. 


b. i . e dvi sayisal olarak hesaplayin. 


. Sonsuz boya kabi veya Gabriel’in borusu. Ornek 3’te gosteril- 


digi gibi, /, ig (dx/x) integrali raksar. Bu aym zamanda, y = 1/x, 
1 =x, e§risinin x-ekseni etrafinda déndiiriilmesiyle tiretilen dénel 
cismin yiizey alanini dlgen 


co 
| 1 
/ 27> 1 ie 


integralinin de iraksadigini gésterir. [ki integrali karsilastirarak, 
her sonlu b > 1 sayisi igin 


b l l by 
| dm za] + pee > Oo f x ax 


oldugunu gérebiliriz. 


y 
A 


1 
VX 


75. 


76. 


77. 


Ancak, cismin hacmini veren 


[ale 


integrali yakinsar. (a) Integrali hesaplayin. (b) Bu d6nel cisim 
bazen kendi igini boyayacak kadar boya alamayan bir kap olarak 
tanmmlanir. Bir an igin bunu diistiniin. Sagduyu sonlu miktarda 
boyanin sonsuz bir yiizeyi boyayamayacagin1 sdyler. Fakat 
boruyu boyayla doldurursak (sonlu bir miktar), sonsuz bir yiizeyi 
kaplamis oluruz. Bu agik tezati agiklayin. 


Siniis-integral fonksiyonu_sindis-integral fonksiyonu denen 


Si (x) - [ta 
0 


integralinin optikte 6nemli uygulamalari vardir. 
a. ¢>0 icin (sin f)/?’yi gizin. Si fonksiyonu her yerde artan yada 
azalan midir? x > 0 igin Si (x) = 0 olacagin: diistintirmiistintiz? 
Si (x)fonksiyonunu 0 = x = 25 icin cizerek cevabiniz1 kontrol 
edin. 
sin t a sien : : bent 
b. ae dt ’nin yakinsakligini inceleyin. Yakinsak ise degeri 
0 
nedir? 
Hata (error) fonksiyonu Hata fonksiyonu denen 


x 2 
erf (x) = ae dt. 


0 Var 


fonksiyonunun olasilik ve istatistikte 6nemli uygulamalari vardir. 


a. 0 =x = 25 icin hata fonksiyonunu ¢izin. 
0 , 72 

2e 
0 Va 


degeri ne olarak gézikiiyor? Béltiim 15.3 Alistirma 37 de 
tahmininizin nasil dogrulanacagim géreceksiniz. 


b. dt *nin yakinsakligini inceleyin. Yakinsak ise 


Normal olasilik dagilim fonksiyonu 


gale) 


x) = 
F(x) ee 
fonksiyonuna normal olasilik yogunluk fonksiyonu denir. burada 
p ortalama ve o da standart sapma dir. w, dagilimin merkezinin 
neresi oldugunu séyler. o’da ortalamanin etrafindaki “dagilma”y1 
leer. 

Olasilik teorisinden 


i f(x) dx = 1 


oldugu biliniyor. Asagidakilerde pp = 0 ve o = 1 olsun. 


a. f’nin grafigini gizin. f’nin artan oldugu araliklan, f’nin aza- 
lan oldugu araliklarn, yerel ekstremum _ degerlerini ve nere- 
de ortaya ¢iktiklarini bulun. 


b. n=1, 2,3 igin 


i) " fle) dx 


integralini hesaplayin. 
co 
c. / f(x) dx = 1 olduguna dair inandirici bir fikir séyleyin. 
—00 


(Ipucu: 1 > x icin 0 < f(x) < ew? oldugunu ve 6 > 1 icin, 
b > © iken 


i e? dx 0 
b 


oldugunu gésterin.) 
78. Asagida In 3’iin ©O — 0O’a egit oldugunu gésteren bir fikir 
yiirtitme bulunmaktadir. Fikir yiirtitme nerede yanlistir? Yanitiniz1 
aciklayin. 


| 


In3 


Inl + In3 = Inl in} 


pes 1 
sim in( b ) ine; 


_ b 
lim in . 2] 


boo 3 


ll 


b 


ll 


lim in (x — 2) — ins| 
boo 3 


b 
_ 1 a 
= im, (5 ta 


b b 
= lim JIn(x - 2) — lim Ine 
b—oo 3 boo 3 
= 00 — Oo, 
79. f(x) her reel sayi araliginda integre edilebiliyorsa ve a ile b, 
a < b olmak iizere, reel sayilarsa, asagidakileri gésterin. 
a. Ancak ve yalniz {= f(x) dx ve ie f(x) dx’in ikisi de ya- 
kinsarsa, i. f(x) dx ve i. f(x) dx’in ikisi de yakinsar. 
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b. Integraller yakinstyorsa, 
a co b (ove) 
fofx)ae + fO fade = [fxd + fo fx) ad 


80. a. f ciftse ve gerekli integraller varsa, 


[. f(x) dx = 2f f(x) dx 


b. f tekse ve gerekli integraller varsa 


[fora - 0 


dogrudan hesaplama, karsilastirma testleri ve Alistirma 80’deki 
sonuclar uygun sekilde kullanarak, 81-88 alistirmalarimdaki integral- 
lerin yakinsakligini veya iraksakligini belirleyin. Birden fazla yontem 
uygulanabiliyorsa, istediginizi kullanin. 


82 Ls 
0 VWxo + 1 


© eas 
84. 
[. x? + 1 
© |sinx| + |cos x| 
87. —_——— dx 


81 [ss 
00 Wy + 1 


dx 
[. ete” 
85. / e Fldx 


a6 LS 
: —0oo (x + 1) 
00 |x| + 1 


(Ipucu: |sin6| + |cos | = sin? 6 + cos? 6.) 
co 
x dx 


88. a 
00 (x? + 1)(x? + 2) 


BILGISAYAR ARASTIRMALARI 


x? [nx integrallerinin incelenmesi 


89-92 alistirmalarindaki integralleri bir BCS kullanarak p’nin degisik 
degerleri icin (tamsay1 olmayan degerler de dahil) arastirm. Hangi p 
degerleri icin integraller yakinsar? Yakinsadiginda integralin degeri 
nedir? Integrandin grafigini degisik p degerlerinde ¢izin. 


a9. [xrinxas v0. | x? Inx dx 
0 e 


a. | x? In x dx 2. | x? In |x|dx 
0 = 


OO 


Boliim Tekrar Sorular 


1. Hangi temel integrasyon formiillerini biliyorsunuz? 

2. Integralleri temel formiillere baSlayacak hangi prosediirleri bili- 
yorsunuz? 

3. Kismi integrasyon formiilti nedir? Nereden cikar? Neden bu for- 
miilii kullanmak isteyesiniz? 


4. Kismi integrasyon formiiliinti uygularken, uw ve dv’yi nasil 
secersiniz? { f(x) dx seklinde bir integrale kismi integrasyonu 
nasil uygularsiniz? 


5. Tablolu integrasyon nedir? Bir 6rnek verin. 


6. Kismi kesirler y6nteminin amaci nedir? 
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. Bir f(x) polinomunun derecesi bir g(x) polinomunun derecesin- 
den kiiciikken, g(x) asagidaki sekilde bir fonksiyonsa, f(x)/g(x)’i 
bir kismi kesirler toplam1 olarak nasil yazarsiniz? 


a. g(x) farkli lineer garpanlarin bir garpimidir. 
b. g(x) tekrarlanan lineer garpanlardan olusur. 
¢c. g(x) indirgenemez bir kuadratik garpan icerir. 


f’nin derecesi g’nin derecesinden ktigtik degilse ne yaparsiniz? 


12. 


13. 


14. 


Integral tablolari nasil kullanilir? Hesaplamak istediginiz 6zel bir 
integral tabloda yoksa ne yaparsiniz? 


Bir indirgeme formiilii nedir? Indirgeme formiilleri genelde nasil 
tiiretilirler? Indirgeme formiilleri nasil kullanilirlar? Bir érnek ve- 
rin. 


Sayisal integrasyon igin kisa bir “nasil-yapilir” el kitabi hazirli- 


yorsunuz ve Yamuklar Kurali hakkinda yazryorsunuz. (a) Kuralin 
kendisi ve nasil kullanildigi hakkinda ne sdylersiniz? Dogrulugu 


8. Bir integrand m ve n negatif olmayan tamsayilar olmak iizere nasil sagladig1 konusunda? (b) Simpson Kurali hakkinda yaziyor 
sin” x cos” x seklinde bir garpim ise integrali nasil hesaplarsimz? olsaydiniz ne séylerdiniz? 
Eee urine gat rel Din oynek yeni 15. Simpson Kurali ve Yamuklar kuralinin ilgili degerlerini nasil kar- 
9. sin mx sin nx, sin mx COS nx ve COs mx Cos nx’in integrallerini silastirirsiniz? 
ea folerhane conus peer yap in) Her disniy Giornels 16. I. Tip bir genellestirilmis integral nedir? Ya II. Tip? Degisik genel- 
pigecae lestirilmis integral cesitlerinin deSerleri nasil hesaplanir? Ornek- 
10. Va? — x2, Va? + x? ve Vx? — a? igeren integralleri dogru- ler verin. 
Saeed Sr Neenah ani xa pagenhanet ses 17. Dogrudan hesaplanamayan genellestirilmis integrallerin yakin- 
ae diode asus veins bas saklik ve 1raksakliklarini belirlemek igin hangi testler vardir? 
11. Degisken d6niisiimlerinin tersinir olduklarindan (terslerinin bu- Kullanimlarina 6rnekler verin. 
lundugundan) emin olmak icin, tig temel trigonometrik d6ntisiim- 
deki degiskenler tizerine hangi kisitlamalar koyabilirsiniz? 
Boliim Problemler 


Degisken Diniisiimiiyle integrasyon 


1S 


lir 


82 Problemlerindeki integralleri hesaplayin. Her integrali taninabi- 
temel bir forma sokmak i¢in, cebirsel degisken d6ntistimti, kareye 


tamamlama, kesirleri ayirma, uzun bdlme veya trigonometrik degis- 
ken dontistimii gibi bir veya birden fazla yontem kullanmak gerekebi- 
lir. 


1 


nN 


. pve — 9dx . [evar + 5dx 


3. fcc + 1)? dy 4. fu — x)!" dy 
5 x dx 6 x dx 

V 8x7 + 1 V9 — 4x? 

ydy yedy 

= aa 8. 4 

25 y 4+y 

3 

é dt ia: / = 

V9 — 4¢4 tt+1 


11. pe” +1) dz 


sin 20 d6 
13. oe 
/ (1 — cos 26)? 


sin t 
1. ie + Ace 


17. / sin 2x e°°** dx 


12. [rea + 24/5) az 


cos 6 d@ 
14. —_———~; 
ie + sing)! 


cos 2t 
? / 1+ CY ha 


18. / sec x tan x e8** dx 


19. 


21 


23. 


25 


27 


29 


3 


35 


37 


39 


41. 


[ €sin(e") cos?(e") ao 20. [ ctsec? eh) a0 


: | 2! dy 22. ‘| 5°V2 de 
dv dv 
iS a le = 


dx sin ‘x 
, (x? + 1)(2 + tan! x) 
2 dx 


"ST V1 = 42 
/ dt 
V 16 — 98? 


| — Se pr 
9+ 1 + 251 


33. 


| 4dx 34 6 dx 
5xV 25x? — 16 xV 4x? — 9 


dx 
LS 
d 
‘jaa 3, fo 
yi —~4y +8 t+ 4t4+ 5 


A —— 40. 
(x — 1)V x? — 2x 


if sin? x dx 42. 


dv 
/ (v + 1I)V v2 + 2v 


i cos* 3x dx 


43. / sin? do 

45. 7 tan? 2t dt 

47. 7 — 
2 sin x cos x 


49, [ Vese*y — 1 dy 
7/4 
si. [ V1 = cos? 2x dx 
0 
1/2 
53. / V1 — cos 2tdt 
1/2 


2 
ss. [ = — dk 
xi +4 


4x? + 3 
Se een 


Ly = 

59. d 
[ae s 
61. oe 
A=?" 


tan x dx 
63. la + sec x 


65. J sects — 3x) dx 


a. fea ($)a 


09. f V1 xd 
nf VF de 


V25 + y? 
1 | oe 
x°V1 — x? 
2 
77. x dx 
V1 — x? 
9, | 2 
Vx? — 9 


Vw — 
i. feta 


Kismi integrasyon 


83-90 Problemlerindeki integralleri kismi integrasyonla bulun. 


83. fos 1) dx 


44, 


46. 


48. 


50. 


52. 


54. 


56. 


58. 


60. 


62. 


64. 


66. 


68. 


70. 


72. 


74. 


76. 


78. 


80. 


82. 


84. 


sin’ 6 cos” 6 d@ 


2 dx 


cos*x — sin’ x 


3/4 
I. Veot?t + ldt 


Q7 5 
gad 
| 4/1 — sin 7 x 
27 


1 + cos 2tdt 


a2 
2x 
[eae 
yt4 
d 
fee _ 


a Viet 


1-? 
cotx 
la + sea 


[ses (x? + 3) dx 


om (2x — 7) dx 


[overt ldx 


[oe + 2?) 3 dz 


IY 
/ V25 + Oy? 
x dx 
V1 — x? 
/ V4 —x* dx 
fas 12 dx 
(x? — 13 


J ees 


fe Inx dx 
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85. , tan”! 3x dx 86. / cos”! (5) dx 


87. / (x + 1)?e* dx 88. ie sin (1 — x) dx 


89. Je cos 2x dx 90. fem “sin 3x dx 


Trigonometrik Degisken Déniisiimleri 


91-110 Problemlerindeki integralleri (a) trigonometrik d6ént- 
stim kullanmadan ve (b) trigonometrik d6ntistimle hesaplayin 


a. [=e — sm, { =e — 
x Be 2. x Ag 3 
dx xt+1 
93. a ee 94, > a. 
ee +1? ee as iy 
os, | snet— 06, | ost 
cos* 6 + cos@ — 2 sin’ @ + sin@ — 6 
2 
97. / Be Forte 98. / om 
Roe Xx x? + 4x 
vt+3 (3uv — 7)dv 
99, —.—— d 100. 
[x — 8v . (v — 1)(v — 2)(v — 3) 
dt tdt 
101. ee 102. = ET ERS 
lees acer 
Bit 3 
103. /s5« 104. ee tO ie 
Ko SD x3 -— x 
re eer 2 3 ya - 
105. / STO oy 106. / ox Fx 2h + 24 
x- + 4x + 3 xO 2 = 38 
dx dx 
107, | 10s, | 
x(3Vx + 1) x(1 + Wx) 


ds ds 
10s. | 5 0, | 8 — 
=f Ver+1 
Trigonometrik Degisken Déniisiimleri 


111-114 Problemlerindeki integralleri (a) trigonometrik déniisiim 
kullanmadan ve (b) trigonometrik déntistimle hesaplayin. 


d 

111. _ Fay 112. _ xdx 
V16 — y? V4+ x? 

113. / BLL 4, | —4# 
4-x 4° — 1 

Kuadratik Terimler 


115-118 Problemlerindeki integralleri hesaplayin. 


x dx dx 
115. | ——; 116. | ———. 
/ 9 — x? i — x?) 


dx dx 
117. 118. ————— 
/ o ag* / V9 — x? 
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Trigonometrik integraller 
119-126 Problemlerindeki integralleri hesaplayin. 


119. 


121. 


123. 


125. 


/ sin’ x cos* x dx 
/ tan* x sec? x dx 


/ sin 56 cos 66 d@ 


/ V1 + cos (t/2) dt 


120. / cos? x sin? x dx 
122. j tan? x sec* x dx 


124. / cos 36 cos 36 dé 


126. fever e' + ldt 


Sayisal integrasyon 


127. 


128. 


129. 


130. 


131. 


Simpson kuralinin hata siniri formiiliine gore, 


| 
na = [ xa 
1 


degerini Simpson kuralryla hatanin mutlak degeri en fazla 10+ 
olacak sekilde hesapladiginizdan emin olmak igin kag tane alt 
aralik kullanmaniz gerekir? (Simpson kuralinda alt araliklarmn 
sayisinin gift olmasi gerektigini unutmayin.) 

Kisa bir hesap, 0 = x = 1 ise, f(x) = V1 + x* fonksiyonunun 
ikinci tiirevinin 0 ile 8 arasinda bulundugunu gésterir. Buna g6- 
re, f’nin O’dan 1’e kadar integralini yamuklar kuralryla hatanin 
mutlak degeri 10~’ten biiyiik olmayacak sekilde hesaplamak 
icin kag alt aralik kullanmaniz gerekir? 


Dogrudan bir hesap 


7 
| 2sin?xdx = 7. 
0 


oldugunu gésterir. n = 6 alarak Yamukler ve Simpson kurallarim 
kullanirsaniz, bu sonuca ne kadar yaklasirsiniz? Deneyin ve bu- 
Tun. 


Simpson kuralint kullanarak, 


2 
[soa 


integralinin degerini 10>’ten kiigtik bir hatayla bulmayi tasarli- 
yorsunuz. Integrasyon araliginda | f(x)| = 3 oldugunu belir- 
lediniz. Istenen hassasli1 yakalamak icin kag tane alt aralik kul- 
lanmaniz gerekir? (Simpson kuralinda alt araliklarin sayisinin 
cift olmasi gerektigini unutmayin.) 


Ortalama Sicakhik 365 giinliik bir yil icin 
f(x) = 37 sin (2% (x — 101) ) + 25 
365 
sicaklik fonksiyonunun ortalama degerini hesaplayin. Bu Fair- 


banks, Alaska’daki yillik ortalama hava sicakligini bulmanin bir 
yoludur. Ulusal Hava Servisi’nin resmi rakam1, giinltik normal 


132. 


133. 


134. 


ortalama hava sicakliklainin sayisal ortalamasi, f(x)’in ortalama 
degerinden biraz daha yiiksek olan 25.7°F dir. 


Bir gazin 6zgiil isis1 cal/°mol (kalori bélii derece gram 
molekiil) birimiyle dlgiilen dzgiil 1s1 C, verilen bir miktar sabit 
hacimli gazin sicakligim1 1°C arttirmak igin gerekli 1s1 
miktaridir. Oksijenin 6zgiil sisi Tye baglidir ve 


C, = 8.27 + 10-5 (267 — 1.877") 


formiiliinti saglar. 20° = T S 675 °C igin C,’nin ortalama 
degerini ve bu degerin hangi sicaklikta alindigim1 bulun. 


Yakit verimliligi Bir otomobil bilgisayari dijital gdstergede saat 
basina galon olarak yakit tiketimini vermektesir. Bir yolculuk 
sirasinda, bir yolcu bir saat boyunca 5 dakikada bir yakit tiiketi- 
mini kaydetmistir. 


Zaman Gal/s Zaman Gal/s 
0 29 35 2.5 

5 2.4 40 2.4 
10 23 45 2.3 
15 2.4 50 2.4 
20 2.4 55 2.4 
25 2.5 60 2.3 
30 2.6 


a. Bir saat boyunca tiiketilen toplam yakita yaklasimda bulun- 
mak igin Yamuklar Kuralini kullanin. 


b. Otomobil bir saatte 60 mil yol aldiysa, yolculugun bu béli- 
miindeki yakit verimliligi neydi (mil basina galon olarak) 


Yeni bir park yeri Park yeri ihtiyacim karsilamak icin, kasa- 
baniz asagida goriilen alam ayirmistir. Kasaba mithendisi olarak, 
kasaba konseyi sizden park yerinin 11.000$’a yapilip yapilamay- 
acagini bulmanizi istemektedir. Alani temizlemenin masrafi ft 
basina 0.10$’dir ve park yerinin insaati ft basina 2.00$ tutacaktir. 
Isin tamam1 11.000$’a yapilabilir mi? 


0 tt 


Dikey mesafe = 15 ft 


Ihmal edilir. 


Genellestirilmis integraller 
135-144 alistirmalarindaki genellestirilmis intergalleri hesaplayin. 


1 
136, | Inx dx 
0 
0 
in [2 
~2 (9 + 1) 


° 3y- 1 
140. —— du 
/ dy? — v? 


lo) 0 

141. - xe dx 142. / xe** dx 
0 foe) 
co co 

143. if & 144. / fe 
-o 4x° + 9 co x’ + 16 


Yakinsaklk veya lraksaklik 


145-150 alistirmalarindaki genellestirilmis integrallerden hangileri 
yakinsaktir, hangileri 1raksaktir? 


co fa co = 
145. | —— 146. | e “cosu du 
Vet+i 0 
Inz et 
147. ZT «& 148. © at 
[ i, 
149. / ade 150. i —— 
0 e+e? coo x*(1 + e*) 


Karisik integraller 
151-218 alistirmalarindaki integralleri hesaplayin. Integraller karigik 


siradadir. 
x dx xe+2 
151. 152. d. 
/ 1+ Vx / iicoge 
dx cos xy 
153. ee 154, dx 
f= +1) Vx 
t— l)dt 
155. ae 156. eee 
V-2x — x? Vt? — 2t 
du 
157. So = 158. | e'cose'dt 
Vit u? / 
2 ae 
159. / 2 = cosx + SINT 160, | sin’ 19 
sin* x cos’ 0 
161 / 9 du 162 7 cos x dx 
“} 81-4 “J 1+ sin? x 
163. / Ocos(20+1)d0 164. / — ae 
2 (x- 1) 
x dx / do 
165. a 166. —————— 
l= a V1i+ V6 
. 5 
ion, | 2 168. / = 
Vx sec Vx x* — 16 
d 
169. / ——_ 170. / — 
sin y cos y a — 20+ 4 


171. 


173. 


175. 


177. 


179. 


181. 


183. 


185. 


187. 


189. 


191. 


193. 


195. 


197. 


199. 


201. 


203. 


205. 


207. 


209. 


211. 


213. 


215. 


[Bika 
cos’ x 
(r + 2)dr 
sin 26 d@ 
(1 + cos 20)? 


a/2 
| V1 + cos 4x dx 
/4 

x dx 


V2—-x 
[523 
y*—2y+2 
/ 6° tan (6°) do 
zt+l 
> a: 
fe cer, ° 
t dt 


V9 — 4t? 
i cot 6 dé 
1 + sin? @ 
tanVy 
2Vy o 
/ do 
4-6 


cos (sin! x) 


V1 — x? 


< % x 
J sin eos} ax 


dx 


cot udu 
In sin v 
elV* dy 


/ __sin Stdt__ 
1 + (cos 51)? 


mV 49m — 4 


172. 


174. 


176. 


178. 


180. 


182. 


184. 


186. 


188. 


190. 


192. 


194. 


196. 


198. 


200. 


202. 


204. 


206. 


208. 


210. 


212. 


214. 
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dr 
ice VF + Oe 
/ ydy 
4+ y4 
leer. =i 
fospeta 


jj 
3 dv 
v 


[invert 


[re dx 


a/10 


V1 + cos 56 dé 


tan "x 
fos 
e' dt 


e + 3e +2 


1 — cos 2x 
1 + cos ay 


cos x dx 
sin? x — sinx 


xe -xt2 5 
(x? + 2) 


tan? t dt 


tan x 


(2x — WA =x 
3 + 4e°d6 


Vera) 


x? sin x dx 


4x3 — 20x 
xX 
x* — 10x? + 9 
(t + 1) dt 
(t2 + 22)?/3 


| wie 
| res 
er 
Poy 
/ 
[or 
| eaves 
re 
ee 
ie 
ences: 


637 


638 Baliim 8: Integrasyon Teknikleri 


26. [ LL 

11 + IndV (na)(2 + Int) 

27. | 3(x — w(f V1i+(t- 1 at) de 
0 


ioe) 3 _ 
as. [ weet wy 
2 v(v— 1)(v* + 1) 
219. Belirli bir f fonksiyonu igin sunlarin bilindigini varsayin: 


COS X 


f'(x) = x >? f(a/2) = a, ve 


f(32/2) = b. 


Asagidaki integrali kismi integrasyonla hesaplayin. 


3/2 
| f(x) dx. 
1/2 


220. Asagidaki esitligi saglayan pozitif bir a degeri bulun. 


i dx -[ dx 
0 1+ x? a 1+x? 


Boliim Ek-ileri Alistirmalar 


Ugrastirici integraller 


1—10 alistirmalarindaki integralleri hesaplayin. 


1. J (stax 
dx 
* lx eee Dye 


/ x sin | x dx 


(x + m) 
4. / sin'| Vy dy 


6. ae Vi + x) dx 


s | -# 
1 — tan“ 6 
| dt Ce me yar 
a ee Warned 
dx dx 
9. 10. 
Poe pe 


Limitler 


11 ve 12 alistirmalarindaki limitleri hesaplayin. 


w 


x 1 
UU. im f sin t dt 12. tim, xf Sat 
x r 


HOO Jy x0 


13 ve 14 alistirmalarindaki limitleri, onlari birer belirli integral olarak 
tanimlayip sonra integralleri hesaplayarak bulun. 


n-1 
13. lim > nf ea 14. lim $} —1L_ 
n—>00 f= nO = Wn? — KP 


Teori ve Uygulamalar 


15. Yay uzunlugu bulmak Asagidaki egrinin uzunlugunu bulun. 
y= Vcos2tdt, 05x 7/4. 
0 


16. Yay uzunlugu bulmak y = In (1 — x’), 0 = x <= 1/2 e@risinin 
uzunlugunu bulun. 

17. Hacim bulmak Birinci bélgede x-ekseni ve y = 3xV 1 — x 
egrisi ile sinirlanan bélge y-ekseni etrafinda déndiiriilerek bir 
cisim tiretiliyor. Cismin hacmini bulun. 


18. Hacim bulmak Birinci bélgede x-ekseni, y = 5/ (xV = x) 
egrisi, x = 1 ve x = 4 dofgrulariyla cevrelenen bélge x-ekseni 
etrafinda déndiiriilerek bir cisim tiretiliyor. Cismin hacmini bu- 
Tun. 

19. Hacim bulmak Birinci bélgede koordinat eksenleri, y = e* egrisi 
ve x = 1 dogrusuyla ¢evrelenen bélge y-ekseni etrafinda 
dondiiriilerek bir cisim tiretiliyor. Cismin hacmini bulun. 

20. Hacim bulmak Birinci bélgede tistten y = e“— | e@risi, alttan x- 
ekseni ve sagdan x = In 2 dogrusu ile sinirlanan bélge x = In 2 
dogrusu etrafinda d6ndiiriilerek bir cisim tiretiliyor. Cismin 
hacmini bulun. 

21. Hacim bulmak &, birinci bélgede iistten y = 1 dogrusu, alttan 

= In x efrisi ve soldan x = 1 dogrusu ile sinirlanan “ii¢gensel” 
bélge olsun. R’nin 
a. x-ekseni b. y= 1 dogrusu 

22. Hacim bulmak = (A/istirma 21’in devami) R bélgesinin 
a. y-ekseni b. x= 1 dogrusu 

etrafinda déndiiriilmesiyle elde edilen cisimlerin hacimlerini 

bulun. 


23. Hacim bulmak  x-ekseni ve 


= f(x) = ° 
x Inx, 


egrisi arasinda kalan bélge x-ekseni etrafinda déndiirtilerek asagi- 
da gésterilen cisim tiretiliyor. 


x=0 
0O—x = 2 


a. f’nin x = 0'da siirekli oldugunu g6sterin. 


b. Cismin hacmini bulun. 


y=xlInx 


24, 


25. 


26. 


27. 


28. 


29. 


30. 


31. 


32. 


33. 


34. 


35. 


Hacim bulmak Birinci b6dlgede koordinat eksenleri ve 
y = -In x e@risi ile sinirlanan sonsuz bélge x-ekseni etrafinda 
doéndiirtilerek bir cisim tiretiliyor. Cismin hacmini bulun. 


Bir bélgenin kiitle merkezi Birinci bélgede alttan x-ekseni, tist- 
ten y =Inx egrisi ve sagdan x = e dogrusu ile sinirlanan bélgenin 
kiitle merkezini bulun. 

Bir bélgenin kiitle merkezi_y = +(1 —x°)'”? e@rileri ile x = 0 
ve x = 1 dogrulariyla sinirli bélgenin kiitle merkezini bulun. 

Bir egrinin uzunlugu yy = In x erisinin x = 1’den x = e’ye 
kadar olan uzunlugunu bulun. 

Yiizey alani bulmak Alistirma 27’deki egrinin y-ekseni etrafin- 
da déndiirtilmesi ile olusturulan yiizeyin alanin: bulun. 

Bir astroidin uzunlugu x7? + y*? = 1 denkleminin grafizi 
yildiza benzer sekillerinden dolay1 astroid (“asteroid” degil) de- 
nilen bir egri ailesinden biridir (Sekle bakin). Bu 6zel astroidin 
uzunlugunu bulun. 


Bs 
nN 


°B + yB = 1 


> X 


Bir astroidin olusturdugu yiizey Alistirma 29’daki egrinin x-ek- 
seni etrafinda déndiriilmesiyle tiretilen yiizeyin alanin bulun. 


Orijinden gegen ve uzunlugu 
pire 
d ay 


Integrallerden hicbirini hesaplamadan, neden 


1 
2 | V1—x7dx = 
-1 


olan bir egri bulun. 


I, dx 
PAY fx 


oldugunu aciklayin. 
a. f(x)=e"-©, 5 <x <3 fonksiyonunun grafigini gizin. 


co 
b. 7 f(x) dx’in yakinsadigini gésterin ve degerini bulun. 
—0o 


Vy 
lim | aa? yi bulun. 
Asagidaki integral formiiliinii elde edin. 
n+2 
Die: a’) 


jo Fay ac = | — t C, 
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Béliim 8 Ek-ileri Austirmalar 


36. Asagidaki ifadeyi ispatlayin. 


7 : dx aV2 

a <= ‘ 
6 0 Wea x? = 328 8 
(ipucu: 0<x < ligin, 4-27? > 4-2? -»° > 4-22 olduguna 
dikkat edin. Sol taraf x = 0 icin, sag taraf da x = 1 icin bir esitlige 
déniistir.) 


37. Hangi a degeri veya degerleri igin 


bs ax 1 
= = 
) eae 


yakinsar? Karsilik gelen integral(ler)i hesaplayin. 


38. Her x > 0 icin, G(x) = L edt olsun. Her x > 0 icin, 
xG (x) = 1 oldugunu ispatlayin. 

39. Sonsuz alan ve sonlu hacim Hangi p degerlerinde asagidaki 
6zellik bulunur: y=x?,1=x< ©, efrisi ve x-ekseni 
arasinda kalan bélgenin alani sonsuzdur, fakat bélgenin x-ekseni 
etrafinda dondiiriilmesiyle tiretilen cismin hacmi sonludur. 


40. Sonsuz alan ve sonlu hacim Hangi p degerlerinde asagidaki 6zel- 
lik bulunur: Birinci bélgede y = x”? erisi, y-ekseni, x = 1 dogrusu 
ve x-eksenindeki [0, 1] araligi ile smmrlanan bélgenin alan: sonsuz- 
dur, fakat b6dlgenin koordinat eksenlerinden biri  etrafinda 
dondiiriilmesiyle tiretilen cismin hacmi sonludur. 


Tablolu integrasyon 


Tablolu integrasyon fonksiyonlardan herhangi birinin sifir olana kadar 
art arda tiirevinin aliamadigi durumlarda da, f f(x)g(x) dx seklindeki 
integrallere uygulanabilir. Ornegin, 


e~ cos x dx 


integralini hesaplamak icin, 6nceki gibi e*’in art arda tiirevlerini ve 
cos x’in art arda integrallerini iceren bir tabloyla ise baslariz: 


2: 


e* ve cos x ve 
tiirevleri integralleri 
e* (+) cos x 


2e* +R sin x 
4e> ee —cos x 


Burada durum: Satir garpim 
<— § sabitleri disinda (solda 4, 
sagda —1) birinci satirin 
aynisidir. 
Sabit carpanlar disinda birinci satirla ayni olan bir satira rastlar rastla- 
maz tiirev almay1 ve integre etmeyi birakiriz. Tabloyu 


[ers cosxds = +(e” sinx) — (2e*(—cos x)) 


+ / (4e2")(—cos x) dx. 
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diyerek yorumlariz. Késegen oklarla gésterilen isaretlendirilmis gar- 
puniari alir ve son yatay ok igin de isaretlendirilmis bir integral yaza- 
riz. Sagdaki integrali sol tarafa gecirmek 


s | e* cosx dx = e** sinx + 2e* cos x 


veya 5 ile béliip integrasyon sabitini ekledikten sonra 


DH. as 2x 
e“sinx + 2e“cosx 
[ers cosxds = EC 


5 


verir. 
41-48 alistirmalarindaki integralleri hesaplamak icin tablolu integ- 
rasyon kullanin. 


41. : e** cos 3x dx 42. i e* sin 4x dx 


43. / sin 3x sin x dx 44, j cos 5x sin 4x dx 


45. e™ sin bx dx 46. / e“™ cos bx dx 


47. fo (ax) dx 48. {#2 In (ax) dx 
Gamma Fonsiyonu ve Stirling Formillii 


Euler’in gamma fonksiyonu I(x) (“gamma x”; [ Yunanca biiyiik harf 
gdir) faktoriyel fonksiyonunu negatif olmayan tamsayilardan diger 
reel degerlere genisletmek i¢in bir integral kullanir. Formiil 


T(x) -[ ted, x>0. 
0 


ile verilir. Her pozitif x igin T(x), %~! e nin O'dan 00’a kadar ?’ye 
gore integralidir. Sekil 8.27 P'’nin orijin civarindaki grafigini gésterir. 
Béliim 15’teki Ek Alistirma 317i yaparsaniz, ['(1/2) ’nin nasil hesap- 
landigini goreceksiniz. 


49. n negatif olmayan bir tamsayi ise, [(m + 1) = n!’dir. 
a. [(1) = 1 oldugunu gésterin. 
b. [(@ + 1)’in integraline kismi integrasyon uygulayarak 
T+ 1) =xT'() oldugunu gésterin. Bu 
T(2) = 17d) = 1 
T(3) = 21(2) = 2 
T(4) = 31(3) = 6 


T(n+ 1) =nT(n) = 2! (1) 
verir. 
c. Matematiksel indtiksiyon kullanarak (1) denklemini negatif 
olmayan her n tamsayisi icin dogrulayin. 


50. Stirling formiilii Iskog matematikci James Stirling (1692-1770) 


lim (¢) Veet) =1 


! ! ! >x 


SEKIL 8.27 Euler’in gamma fonksiyonu 
T(x), her pozitifn + 1 tamsayisi igin degeri 
n! olan, x’in stirekli bir fonksiyonudur. I’ y1 
tanimlayan integral sadece x > 0 igin 
tanimlidir, fakat Alistirma 49’un konusu 
olan I(x) = ((@ + 1))/x formiiliiyle, T’y1 
xin negatif tamsay: olmayan reel 
degerlerine genisletebiliriz. 


oldugunu ve dolayistyla biiyiik x degerleri icin 
* 12 
T(x) = () Fl + (x), x3 0ikenex)30 


oldugunu gésterdi. €(x)’i ihmal etmek 


T(x) © (:) |? (Stirling formiilii) (3 


yaklasimina yol agar. 
a. n! icin Stirling yaklasimi (3) denklemini ve n! = nI'(n) 
oldugunu kullanarak 


nl © () V 2ni (Stirling yaklasimi) (4) 


oldugunu gésterin. Boliim 11.1’deki Alistirma 647’ ya- 
parsaniz goreceginiz gibi, (4) denklemi 


n n 
nes (5) 
yaklasimini verir. 

b. Hesap makinenizin n! igin _—-verdigi sonuglar1, 
n = 10, 20, 30, ..., hesap makinenizin izin verdigi dlgtideki 
degerlerde, Stirling yaklasimmm _  verdigi — sonuglarla 
karsilastirin. 


ec. (2) Denkleminin diizenlenmesi 


T(@) = (3) /2zeuma + €(x)), 


Baliim 8 —Teknoloji Uygulama Projeleri 


veya 


T(x) © (3), [27 02 


verir, ki bu da bize 


nl & () V/ 2n7 el/(12n) (6) 


oldugunu sdyler. 10! igin hesap makinenizin, Stirling yaklasimi- 
nin ve (6) denkleminin verecegi sonuclari karsilastirin. 
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Boliim Teknoloji Uygulama Projeleri 


Mathematika/Maple Module 


Riemann, Yamuklar ve Simpson Yaklasimlari 


I. Kasim: Bir e§ri altindaki alana yaklasim igin Riemann toplamlari kullanmanin icerdigi hatay1 g6ztintizde canlandirin. 


II. Kasim: Bir degerler tablosu kurun ve hatanin bagil biiytikliigiinii, Av adim biiyiikligiiniin bir fonksiyonu olarak hesaplayin. 


II. Kisim: Tiirev fonksiyonunun hata tizerindeki etkisini arastirin. 
IV ve V. Kasim: Yamuklar Kurali yaklasimlari. 


VI. Kasim: Simpson Kurali yaklasimlari. 

Mathematika/Maple Module 

Sans Oyunlart: Sayisal Integrasyon igin Monte Carlo Olasiliksal Yontemini Arastirmak 
Belirli integrallere Monte Carlo yaklasim1 yéntemini grafik olarak arastirin. 
Mathematika/Maple Module 

Genellestirilmis Integrallerle Olasihklar Hesaplamak 

Belirli integrallere Monte Carlo yaklasim1 y6ntemini grafik olarak arastirin. 


TARIHSEL BiyoGRAFi 


Carl Friedrich Gauss 
(1777-1855) 


INTEGRASYONUNUN DiGER 
UYGULAMALARI 


GIRIS Béliim 4.8 de, y tiirevi alinan bilinmeyen bir fonksiyon olmak tizere dy/dx = f(x) 
seklindeki diferansiyel denklemleri tanittik. Siirekli bir f fonksiyonu igin y(x) genel 
géziimiinii integrasyonla bulduk: y(x) = J f(x) dx (Belirsiz integralin f’nin biitiin ters 
tiirevlerini temsil ettigini hatirlayin. Dolayisiyla bir ters tirev bulundugunda eklenmesi 
gereken bir +C sabitini icerir). Bilimde, mtihendislikte ve ekonomide bir cok uygulama 
daha da genel diferansiyel denklemler ile formiile edilen modeller icerir. Ornegin, Béliim 
7.5’te eksponansiyel biiyiime ve bozunma’nin, bir k # 0 sabiti igin dy/dx = ky seklinde 
bir diferansiyel denklemle modellendigini bulduk. Heniiz dy/dx = y — x gibi diferansiyel 
denklemleri g6z 6ntine almadik. Lakin béyle denklemler, uygulamalarda sik sik ortaya 
cikar. Bu béliimde, dy/dx = f(x, y) formunda birkag diferansiyel denklem inceleyecegiz. 
Burada f hem bagimsiz ve hem de bagli degiskenin bir fonksiyonudur. Bu diferansiyel 
denklemleri gézmek icin belirsiz integrasyon teorisini kullanacagiz. Ayrica, analitik, 
grafiksel ve sayisal ¢6ziim yontemlerini arastiracagiz. 


zs a Egim Alantari ve Ayrilabilir Diferansiyel Denklemler 


TARIHSEL BiyoGRAFi 


Jules Henri Poincaré 
(1854-1912) 
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Tiirevleri kapal olarak tiirev alma ile hesaplarken (Béliim 3.6), dy/dx tiirev ifadesinin ¢o- 
gunlukla sadece bagimsiz x degiskenini degil hem x ve hem de y degiskenlerini igerdigini 
gordiik. Bu béliime, dy/dx = f(x, y) genel diferansiyel denklemini ve bir ¢éziimii ile ne 
kastedildigini g6z Oniine alarak basliyoruz. Sonra, f fonksiyonunun x’in bir fonksiyonu 
ile y’nin bir fonksiyonunun garpimi olarak yazilabildigi 6zel formdaki denklemleri arasti- 
r1yoruz. 


Birinci-Derece Genel Diferansiyel Denklemler ve Coziimleri 


Birinci-derece bir diferansiyel denklem 


dy 
de = £6) (1) 


seklinde bir denklemdir. Burada f(x, y), xy-diizleminde bir bélgede tanimli iki degiskenli 
bir fonksiyonudur. Denklem birinci-derece dir, ciinkti sadece dy/ dx birinci derece ttirevini 
igerir (daha yiiksek dereceden tiirevler degil ). Suna isaret edelim, 


y =f) ve fy = f(x,y) 


denklemleri (1) Denklemine denktir ve her tig form da metinde birbiri yerine kullanila- 
caktir. 
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(1) Denkleminin bir ¢éziimii, x-degerlerinden olusan bir / araliginda (belki de son- 
suz) tanimli, tiirevlenebilir bir y = (x) fonksiyonudur ve bu aralikta 


£ y(x) = flx, 0) 


dir. Yani, y(x) ve tiirevi y (x) (1) Denkleminde yerlerine yazildiginda elde edilen denklem 
J araligindaki biitiin x’ler icgin dogru olur. Birinci-derece bir diferansiyel denklemin genel 
cézimii, biitiin olasi ¢éziimleri igeren bir céziimdiir. Genel céziim daima bir keyfi sabit 
icerir, fakat gdziimiin bir keyfi sabit igermesi bir genel ¢dztim oldugu anlamina gelmez. 
Yani, bir céziim genel gdziim olmadigi halde bir keyfi sabit igerebilir. Bir géziimtin genel 
céziim oldugunu saptamak, diferansiyel denklemler teorisinden daha derin sonuclar 
gerektirir ve en iyisi daha ileri seviye bir derste 6grenmektir. 


ORNEK1 — Céziim Fonksiyonlarini Dogrulamak 


C herhangi bir sabit olmak tizere 


yHzt2 
fonksiyon ailesinin her tiyesinin 
dy 1 
es 72 = y) 


birinci-derece diferansiyel denkleminin (0, °C) araliginda bir ¢éziimii oldugunu gésteriniz 


Cizim = y=C/x+2’nin tirevini almak 


verir. Su halde, sadece her x € (0, ©) icin 


Satp- (6) 


oldugunu saglamamiz gerekir. Bu son esitlik, sa& taraftaki ifadeyi agmakla hemen ger¢ek- 


lenir: 
1 C 1 Cc C 
rp-(S+2)|=2C8)=-S 


Bu nedenle, C’nin her degeri igin y = C/x + 2 fonksiyonu diferansiyel denklemin bir 
céziimiidir. | 


Birinci-derece bir y’ = f(x, y) diferansiyel denklemin bir genel ¢éziimii yerine, ters 
tirevleri bulurken oldugu gibi, daha cok bir 6ze/ céziimiine gereksinim duyariz. 
W(x9) = Yo baslangi¢ kosulunu saglayan 6zel céziim, x = xo iken degeri vp olan y = y(x) 
céztimiidir. Boylece, 6zel ¢éziimtin grafigi xy-diizleminde (xo, yo) noktasindan gecer. Bir 
birinci-derece baslangig deger problemi, bir y(x9) = yo baslangi¢ kosulunu saglayan bir 
y’= f(x, y) diferansiyel denklemidir. 


ORNEK2 Bir Fonksiyonun Bir Ozel Céziim Oldugunu Dogrulamak 
y=(xt+ 1) - Fe" 


fonksiyonunun, 
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dy _ é 
am 2 x, V0) = 3 


baslangic¢ deger probleminin bir ¢éziimii oldugunu gésterin. 
Coziim 

dy 

dx 9% 


denklemi, f(x, vy) = y —x ile bir birinci-derece diferansiyel denklemdir. 


Solda: 
dy_ ad io er 
Fa (c41 a2 1 3 © 
Sagda: 
yr-x=(x4+1) ze x=1 ye 


SEKIL9.1 (0) = - baslangicg degeri ile 


dy/dx = y —x diferansiyel denkleminin 


Verilen fonksiyon baslangi¢ kosulunu saglar ctinkii 


y(0) = C +1) er| = 1 ; = =. 


céziimit y = (x + 1) — Fern grafigi 


(Ornek 2) 
bulunur. Fonksiyonun grafigi Sekil 9.1 de gésterilmektedir. 


Egim Alanlari: Céziim Egrilerini Gormek 


Bir y’= f(, y) diferansiyel denkleminin bir ¢dziimii igin bir v(xo) = vo baslangi¢ kosulunu 
her belirledigimizde, gdziim egrisi (céziimiin grafigi) (xo, yy) noktasindan gegmeli ve bu- 
rada egimi f(xo, Vo) olmalidir. Bu egimleri, xy-dtizleminde f’nin tanim kiimesini olusturan 
bédlgeden secilen (x, v) noktalarinda egimleri f(x, y) olan kisa dogru pargalari gizerek, 
grafik olarak resmedebiliriz. Her dogru pargasinin egimi, (x ,y) noktasindan gegen ¢éziim 
egrisinin egimi ile aynidir ve dolayisiyla dogru pargasi burada egriye tegettir. Sonuc resim, 
bir egim alani (veya dogrultu alan1) olarak adlandirilir ve ¢dziim egrilerinin genel sek- 
linin bir gértintimiinti verir. Sekil 9.2a bir egim alan géstermektedir. Sekil 9.2b de bu 
egim alani igine bir 6zel ¢éziim cizilmistir. Bu dogru parcalarinin, gectigi her noktada 
céztim egrisinin yontinii nasil gésterdigini gértiyoruz. 


y 
tM A ee fy 
Huey 
LE ELEE LISS ASS 
PLAC ELLE, fers 
LIL LLL REAI-NN\\ 
LELELElsagee—ANN A 
LEER LLL ASA SANS 
SELLE SO SSeS : 
\ 
BVA RANE 
LITT 7SASNNNNAANV AVA 
UA are SO AY 
ELF OSEAN NAVAL 
See eee eee 
ZEN ASSESS: 
SAVVY UL ATA 
(a) 


; d 
SEKIL9.2 (a) 7 = y-— x igin egim alani. (b) (0 2) noktasindan 


gecen céziim egrisi (Ornek 2). 


645 


22771 | \NSSSRR ee 
22771 |\NNSSS a 
2977 [\\NNSNRRER RR 
ZTTLTANNASASSSN ree 
d { TLV AAANAAAR AAR 
TTA AAANAANANA AAAs, 


AAANANAANANANANAASASS 
NXASNAANANANAA ANY }} \ 


AAKANAAAAAA ) j VUIT/7 
SSAsnv\\ | t 1171777 
RAMANA 17777772 
RRA | 7772202 27> 
RRR | | 00 20 - 
SA AAA 7222272 


PRPASAAA | 777 see 
RRA |] 777 oe ee 
SENN Vi] A Pea 
RRA | 2 


x 
2 


d-—xy+t+ 


, 


(c)y 
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ZICPTT ITAL \ANNNANSSSN 
2777777711) \ANNNNNSSN 
227707771 1) \ANNNSNSSS 
2APPT TITTY) \ANSNSNSNSN 
2077777111) \NNNNSSSSSN 
2277777111) \NNNSRSRDS 
egegs ohh JANA 
2270771111) \\NNNSSSSRN 
22777 TTT AY) \NNNNNSSSS 
ZIATTT ITTY \NANNANNSN 
UE a 
AAA L 171777 
AARAAANA || 77777722 
MOAN | 1717722622 
SSSSnnn || | 117772222 
AAAAAAAAN 77772227 
SSAAnnsA\ | 1177777222 
SDOAAsnn\l || [777777722 
NSAAAAMN | 177777727 
NASAMANAN | 11777777727 
NASW 77777777 


Sekil 9.3 tig egim alani géstermektedir. Bu alanlarda céziim egrilerinin teget dogru 


Sees ee eso e eee oes 
eee eS a aS SESS SSE ESSS 
PAA APP PP PPP OP OP Pee er 
LPDPPPPPAA APP 2222S 
WMA 
AN { WANA lee cceeoroe 


NAA {| VAMC 0720202 
WAAL 117777722222 
SSMS 11777777227 
NSSSAMAAN 117777722 
SSAA 17777727 
ASAANNMAN E17 777772 
AAAAAALY VIIPAAACA7 
NAW LD 7 74 e2ecr 

VIDA CAP 200222 


AN 

A\ } ) j VV A eee" 
ENALALAeeehhae 
UIP PP PPP AAPA CC Perro 
POPDP2PP PPP Pec eres 
Seseeeeeeerreesossoes 
eee eee eee eee eeee, 


(ay =y- x? 


(WLLL Lee 
{ { | MMA Kh 


parcalarini izleyerek nasil davrandiklarini g6rtiyoruz. 


(2) 


/ g(x) dx 


a(x)H(y) 
2(x) dx 


iy 


dx 
h(y) dy 


d 
Simdi, bu denklemin iki tarafin1 da basitce integre ederiz: 


7 hy) dy 


Integrasyonlari tamamladigimizda, y géziimiinii x’in kapali bir fonksiyonu seklinde 


nin bir fonksiyonunun carpimi olarak ifade edilebiliyorsa, 
tanimlanmis olarak elde ederiz. 


ir dir. Bu durumda diferansiyel denklem 


I 


i 


> 


gim alanlar (jist satir) ve secilmis céztim egrileri (alt satir). Bilgisayar 
lerin y6nleri oldugu seklinde algilanmamalidir, ciikti yoktur. 


(x, y) denklemi ayrilab 


Ayrilabilir Denklemler 


i 
y 


Genel diferansiyel denklemlerin ¢éziimleri zor olmakla birlikte, bilimde ve uygula- 
malarda ortaya gikan bircok 6nemli denklemin, 6zel tekniklerle céziimlerini kolaylastiran 


Bir egim alanini kagit ve kalemle olusturmak oldukga sikici olabilir. Bizim biitiin Gr- 
6zel formlar vardir. Boyle bir sinif ayrilabilir denklemlerdir. 


neklerimiz bir bilgisayar tarafindan tiretilmistir. 


in bir fonksiyonu ile y 


egim 
xi 
F 


, — 


goésterimlerinde egim pargalar, burada oldugu gibi, bazen oklarla resmedilirler. Ancak bu, 


SEKIL 9.3 E 


5) 


formunda yazarsak, bu diferansiyel form biitiin y’li terimleri dy ile bir araya ve bitiin x7li 


terimleri de dx ile bir araya getirmemizi saglar: 


formundadir. Bu denklemi 
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(2) Denkleminde her iki tarafi da basitge integre edebilecegimiz haklilig1 Degisken 
Do6niisiimii Kuralina dayanmaktadir ( Béliim 5.5): 


d 
J nar= [noon Za 


_ g(x) dy (x) 
= [OO EH® EK 


- i: g(x) dx 


ORNEK3 Bir Ayrilabilir Denklemi Cézmek 


dy 2\% 
dx = (1 + y Je 
diferansiyel denklemini ¢éziin. 


Ciziim 1+,” hicbir zaman sifir olmadigindan, denklemi degiskenlerine ayirarak ¢ézebiliriz. 


dy 


—=(1+ y*)e* 
dx ( " dy/dx’e diferansiyellerin bir 
dy = (1 fs y*)e* dx béltiimti olarak bakin ve iki 
4 tarafi da dx ile carpin. 
y 5 = et dx (1 + y*)’'i bélmek 
l+y 
dy Iki tarafi da integre edin. 
= pee 
l+y 
4 : C birlestirilmis integrasyon 
tan y=e*+C sabitini temsil eder. 
tan! y = e* +C denklemi y’yi x’in kapali bir fonksiyonu olarak verir. 


1/2 <e*+C < 7/2 iken, iki tarafin da tanjantim alarak y’yi x’in acik bir fonksiyonu 
olarak ¢ézebiliriz: 


tan (tan! y) = tan(e* + C) 
y = tan(e* + C) a 


ORNEK4 Asagidaki denklemi céziin. 
dy 
(x + l) = x(y? + 1). 


Coziim Diferansiyel forma déniistiirtir, degiskenlere ayirir ve integre ederiz: 


(x + 1) dy = x(y? + 1) dx 


=e. x#-1 


dy 1 
[e-fo-aje 


tan! y=x-—Injx + 1/+C. 7 


SEKIL9.4 Suyun digsari akma orani, k 
pozitif bir sabit olmak tizere kx dir. 
Ornek 5’te, k = 1/2 dir ve x feet olarak 
6lctilmektedir. 


TARIHSEL BiyoGRaFi 


Evangelista Torricelli 
(1608-1647) 
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dy 

a ~~ V0) = yo 

baslangig deger problemi bir ayrilabilir diferansiyel denklem igerir ve y = yoe™ céziimii 
Eksponansiyel Degisim Yasasini verir (Boliim 7.5). Bu baslangig deger problemini, 
nufiis artisi, radyoaktif bozunma ve 1s1 iletimi gibi dogal olaylara bir model olarak bul- 
duk. Simdi, ayrilabilir birinci-derece bir diferansiyel denklem igeren farkli bir uygu- 
lama tanitiyoruz. 


Torricelli Kanunu 


Toricelli kanunu, Sekil 9.4’teki gibi bir tanktan su akitrsaniz, suyun y akigs hizinin bir sabit 
kere suyun x derinliginin karek6kti oldugunu sdyler. Sabit, ¢ikis muslugunun biyiikligiine 
baglidir. Ornek 5’te sabitin 1/2 oldugunu kabul ediyoruz. 


ORNEK 5 


Baslangicta su ile dolu, yarigapi 5 ft ve yiiksekligi 16 ft olan dairesel dik bir silindir 
0.5V x fi? /dak oram ile bosaltilacaktir. Herhangi bir ¢ aninda tanktaki suyun derinligi ve 
miktar1 i¢gin bir formiil bulun. Tanki bosaltmak ne kadar siirer? 


Bir Tank’! Bosaltmak 


Cézim Yaricap1 r ve yiiksekligi A olan dairesel dik bir silindirin hacmi V = mr’ h dir. 
Dolayistyla tankin igindeki suyun hacmi (Sekil 9.4) 


V = ar h= 1(5)°x = 25ax 


dir. Tiirev almak 


WV _ Sar dx V azalan ve dx/dt < 0 
dt dt oldugundan negatif dir. 
~0.5Vx = 25m an Torricelli Kanunu 


verir. Boylece, 


x(0) = 16 t= 0 iken suyun derinligi 16 ft dir. 


baslangi¢ deger problemini elde ederiz. Diferansiyel denklemi degiskenlerine ayirarak 
cOzeriz. 


xv? dx = — at 
/ x7 l/2 tes = / ao de Her iki tarafi integre edin. 
dx! oe 1 Pee a) Sabitler birlestirilmis 
507 


x(0) = 16 baslangi¢ kosulu C degerini belirler. 


1 
2(16)'/? = a) oe 


C=8 
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C= 8 ile 


2x/2 = -a t+8 veya gt =f4 = 
T 


elde ederiz. Aradigimiz formiller 


t ‘ t ‘ 
= (4 _ mie! ve V = 25ax = 250(4 _ | 


dir. Herhangi bir ¢ aninda tanktaki suyun derinligi (4 — t/(10077))* ft ve tanktaki su miktart 
25m(4 — t/(1007))* ft tir. t= 0 igin, gerekli oldugu gibi, x = 16 ft ve V = 4007 ft’ tiir. 


Tank, yaklasik olarak 21 saat olan t = 4007 dakikada bosalacaktir (V = 0). | 
Coziimleri Dogrulamak Ayrilabilir Denklemler 
1 ve 2 alistirmalarinda, her y = f(x) fonksiyonunun verilen diferan- 9-18 alistirmalarindaki diferansiyel denklemleri ¢éziin. 
siyel denklemlerin bir géztimti oldugunu gésterin. dy dy 5 
re ee 9. 2Vxy = = 1, xy>o 10. 5 = Vy, y>0 
A gk b. =er4+ —(3/2)x d d 
ae oe u. 2 =e 12, F = 3x20? 
ce y=et+t Ce 8/2 dx dx 
Vo aw, age dy d 
es 13. ~ = Vy cos? Vy 14. Voy 2 = 1 
1 1 1 dx dx 
ayrr-yZ bh y=- 7 So vF d 
led wee 15. Vx a = evt Vx x>0 16. (sec ye = evtsmx 
3 ve 4 alistirmalarinda y = f(x) fonksiyonunun verilen diferansiyel 
denklemin bir géztimti oldugunu gésterin. 17. a =2VI1 — y?, l<y<1 
_1 * ot 4 ae dy er) 
a yazf Sat xy +x =e 1B. a 
1 ae 2x? 
4. y= a Lee, Po at 19-22 alistirmalarinda, diferansiyel denklemleri asagida grafikleri 
P+ xvi m cizilmis olan egim alanlari ile esleyin. 
5-8 alistirmalarinda, her fonksiyonun verilen baslangi¢ deger prob- z 
leminin céziimti oldugunu gésterin. nN 
Ms Le ON 
Diferansiyel Baslangi¢ Coéziim 4 LEEPER ‘ 
44 42->—~ 
denklem kogulu aday1 ; 4% as oe 
LLELLI LASS NV 
; 2 os Pe ee P44 FF AITINNNN NANO 
5. yo ty= oo y(-In2) = y =e “tan (2e*) Ete 7h hh] 
ee CUPRA ELT TE 
6. y' =e — 2xy y(2) = y= (x= 2)e* NUN ied ieee j / 
: css SSS 
' : Se eae a 
7. xy +y = —sinx, y (3) - yry \ NNN 77 
x>0 ANNAN 
hs 5 NNR ee 7 77 
8. xy =x y, yle) =e fs a 
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d. (—1, -1) 


d. (0, 0) 


1) 


d. (1, 
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(y + 2)(y — 2) 


23. y' 


c. (0,5) 
c. (0, 1/4) 
c. (0, -1) 
c. (0,3) 


b. (0, 4) 
b. (0, —2) 
b. (0, 2) 


y 
(v—D@+ 2) 
b. (0, 1) 


a. (0, 1) 


29. y’ 


a. (0, 1) 
27. y’=y(x + y) 

a. (0, 1) 

a. (0, —-1) 


28. y’ 


ytl 
yr x? 


20. y' 
22. y' 


8 
3 
S 
aq 
ae 
5 
> 
Ss 
Ss 
® Bs 
ay o -& 
Ne ee ee N] /44 | 7— SD 
meen | OE Se EO i bs * re c 2 e— 
Se ee ee me f | \ | ee ss s bral 
=e, | A ee | NSN] 7) \ | +e Oo. | 
NN tere | Se NS] /4a | -— aca S 
ae | bee | es 2) AN | a 3 5 = 
eet, | eee 7 | ee NJ] 7] \ ) 75 a By 
meen eh eee | oe ae - §% 
Se SS? CEE Ces eee os § 
Se ee el oS, rs x, Fae = a 
wey, || ee | ee = s]/)\)-——— Hee + & — 
we te te ce a col ~~ x 4 a a w 3 N 
men | ee ee | OE | sf) \ = J Do =) 
ee ee a ee ey A oe S tae gf bu hae 
ek, | et et | Nees ay NSN] 7) \ | +e a 1 vg Oo r} 
Ne ee ed ee = ne + 7 = oOo. 4 = 
i @ 1D 
=f - = a a + 
Sy 2@eoegs ! 
Re = S© Es a S 
= =< ese * 
=o err Aco NN 
! =2aai lu 
> — 3 oO 
“A a — a 
: se ys . : 
+t =a omnes w ‘o 
Nn ao wW nan Nn 
N * ® 
eth initiations A 
pe ise anand anna (He <A ASN YN naaonononennd vine Ce p27 
eee ees pea See \ AAA \ L777 
NN be | SSSR PN | 
Seas | So Sh Sr eee 
—N\ | 1 1\ ~~ AY | MAAN) | 72 
act a Re igs a = SSS \ ee ose et | - Oe ad 
a — a S asa —— 
mee gay eee tH ORY Sess | fear 
ea ea eee NN A N\ Sao | ff eee 
ey | gees | SSS) A SANA | Jf eee 
+ SET (Rez i eed aie 


(d) 


23 ve 24 alistirmalarinda egim alanlarin: kopyalayin ve igine baz1 


19. vy =xty 
céztim egrilerini ¢izin. 


2. y= -F 
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31-32 Alistirmalarinda, bir egim alan elde edin ve belirtilen araliktaki 

6zel céztimii ¢izin. Diferansiyel denklemin genel ¢éziimiinti bulmak 

igin BCS’nizin Diferansiyel denklem ¢6ziictisitinti (DE solver) kul- 

lanin. 

31. Lojistik bir denklem yy’ = y(2 — y), 3(0) = 1/2; 
0Osxs4, 0Sy 3 

32. y’ = (sinx)(siny), »(0)=2; -6SxS6, -6Sy56 


33 ve 34 alistirmalarmin temel fonksiyonlar cinsinden acik ¢éziimleri 

yoktur. Her bir diferansiyel denklemi grafik olarak incelemak igin bir 

BCS kullanin. 

33. vy’ = cos(2x— y), (0) =2; OSxS5, OS ySS; 
y(2) 

34. Bir Gompertz denklemi_ y’ = y(1/2 — Iny), (0) = 1/3; 
0<x=4, 0Sy 3; (3) 


35. f(x) asagidakiler gibiyse, baslangig kosulu y(0) = 0 olan 
y’ +y = f(x) denkleminin géziimiinii bulmak igin bir BCS kul- 
lanin. 


36. 


a. 2x b. sin 2x ce. 3e"/? d. 2e~*/? cos 2x. 


Dért ¢gdziimti de —-2 = x = 6 araliginda ¢cizerek sonuclan 
karsilastirin. 


a. Bir BCS kullanarak -3 = x = 3 ve-3 =x = 3 bélgesinde 


ge 39° AO 
2(y — 1) 

diferansiyel denkleminin egim alanini ¢izin. 

b. Degiskenlere ayirin ve genel céziimii kapali sekilde bulmak 
icin bir BCS integral alicisi kullanin. 

ec. Bir BCS kapali fonksiyon gizicisi kullanarak, keyfi sabitin 
C =-6, -4, -2, 0, 2, 4 ve 6 degerleri icin ¢éziim e&grilerini 
cizin. 

d. (0) = —1 baslangig kosulunu saglayan ¢dziimti bulun ve 
grafigini ¢izin. 
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Eksponansiyel biiyiime dy/dx = ky bozunma denklemi (Boliim 7.5) degiskenlerine ayrila- 
bilir bir diferansiyel denklemdir. Ayrica, lineer formdaki bir diferansiyel denklemin bir 
6zel halidir. Lineer diferansiyel denklemler, elektrik devreleri ve kimyasal karisim prob- 
lemlerini de igeren birgok gercek-diinya olayim1 modellerler. 
Birinci mertebeden bir lineer diferansiyel denklem, P ve QO x’in stirekli fonksiyonlar1 
olmak tizere 
dy 
a + P(x)y = O(x), (1) 
seklinde yazilabilen bir denklemdir. (1) denklemi lineer denklemin standart formu dur. 
Eksponansiyel biiyiime / bozunma denklemi 


standart formuna getirilebildiginden, P(x) = —k ve O(x) = 0 ile bir lineer denklem 
oldugunu goriiriiz. (1) denklemi lineerdir (y’ye gore) ciinkii y ve tiirevi dy/dx sadece bir- 
inci kuvvetten g6ztiktirler, birbirileri ile garpilmazlar ve bir fonksiyonun argiimani olarak 
goziikmezler (sin y, e’ veya V dy/dx gibi). 


ORNEK1 — Standart Formu Bulmak 
Asagidaki denklemi standart formda yazin: 


dy 4 
Xa = x + 3), x >0 
Coziim 
dy 5 
eae + 3y 
@ ax 3y x ile béliin 
dy 3 P(x) =-3x ve O(x) = x ile 


dx xy standart form 


9.2 Birinci Mertebeden Lineer Diferansiyel Denklemler 651 


P(x)’in +3/x degil -3/x olduguna dikkat edin. Standart form y’ + P(x)y = Q(x) dir. 
Dolayistyla eksi isareti_v’in formiiltiniin bir pargasidir. a 


Lineer Denklemleri Cozmek 
dy _ 
ae + P(x)y = Q(x) (2) 


denklemini, sol tarafi v(x) - y garpiminin tiirevi haline getiren pozitif bir u(x) fonksiyonu 
ile her iki tarafi garparak cézeriz. v’nin nasil bulundugunu gésterecegiz fakat énce, bu- 
lundugunda, aradigimiz cdéziimii nasil verdigini géstermek istiyoruz. 


ax * Py = O09 snr 
v(x) ° + P(x)v(x)y = v(x)O(x) Pozitif v(x) ile garpin. 
dy 
£ (u(x)-9) = vedOeD — 
ilmistir. 
Obey / opaOeads Cin 
y= aa i v(x)O(x) de a 


(3) denklemi (2) denkleminin g6ézitimitinti v(x) ve Q(x) fonksiyonlar cinsinden ifade eder. 
v(x)’e (2) denkleminin bir integrasyon ¢arpani denir, zira onun varligi denklemi integre 
edilebilir hale getirir. 

P(x)’in formilti céztimde neden gériilmez? Aslinda goriiliir, fakat dogrudan degil, 
pozitif v(x) fonksiyonunun kurulmasinda bulunur. 


d LY 
Ty (UY) i, + Puy v__ tizerindeki kogul 


dy dv ly 3 
ve ++ y ae + Puy Tiirevler icin Carprm Kurali 
dv a 
BA dx = Poy ve terimleri sadelesir. 
Son denklem asagidaki kosullarda gecerli olacaktir: 

du _ 

ie = Pu 

du = Pdx Defgiskenlerine ayrilmis, v > 0 


U 
du 
/ = Pdx Iki tarafi da integre edin. 


v > 0 oldugu igin, In v'de mutlak 
Inv = P dx deger isaretlerine gerek yoktur.. 


[Pa v’yi cézmek igin iki tarafin da 
eksponansiyelini alin. 
v= ef P& (4) 
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TARIHSEL BiyoGRaAFi 


Adrien Marie Legendre 
(1752-1833) 


Boylece, v(x) (4) denklemi ile verilmek tizere (1) denkleminin genel ¢éziimiiniin bir for- 
miilii (3) denklemi ile verilmistir. Bununla birlikte, formiilii ezberlemek yerine, sadece 
P(x)’in dogru olarak belirlendigi standart formu elde ettikten sonra integrasyon ¢arpaninin 
nasil bulundugunu hatirlayin. 


y’= P(x)y = O@)lineer denklemini cézmek icin, her iki tarafi v(x) = ele 
integrasyon carpani ile carpin ve her iki tarafi integre edin. 


Bu prosediirde sol taraftaki garpimi integre ettiginizde, v’nin tanimindan dolayi, daima 
integrasyon carpani ile y g¢dziimtintin v(x)y garprmini bulursunuz. 


ORNEK2 Birinci Mertebeden Bir Lineer Diferansiyel Denklemi Cizmek 
Asagidaki denklemi ¢éziin: 


i 
Xe x° + 3y, x>0 


Céziim Once denklemi standart forma getiririz (Ornek 1): 


dy 3 


dx x” 


Dolayisiyla P(x) = —3/x belirlenmistir. 
Integrasyon ¢arpani 


v(x) = et P&) adic el 3/9) dx 
integrasyon sabiti 0 dir, 


= p—3In|x| heise 
e dolayisiyla v olabildig kadar 
= e3 Inx sadedir x > 0. 
— jinx? _ 1 
=e =>3 
xX 


dir. Sonra standart formun iki tarafini da v(x) ile garpar ve integre ederiz: 


1. (% 3 ly 

x \de x” 3 
iy 3 1 
x3 dx ar x? 


cay alee 
dx see 


+ y= / = dx Her iki tarafi integre edin 
x x 


Sol taraf 4 (u+y) dir. 


+ |- 


1 1 
Jpseee 
Pers x 


Bu son denklemi y’ye gére cézmek genel ¢éziimii verir: 


y v(-bec)=-8 +0, x>0 a 


9.2 Birinci Mertebeden Lineer Diferansiyel Denklemler 


ORNEK3 Birinci Mertebeden Bir Lineer Baslangic Deger Problemi Cézmek 
Asagidaki denklemi géziin: 
xy’=x7+3y, x>0 


y(1)=2_ baslangig¢ kosulu verilmektedir. 


Ciziim ilk énce diferansiyel denklemi ¢ézerek (Ornek 2) 
postr, x>0 

buluruz. Sonra baslangi¢ degerini kullanarak C’yi buluruz: 

y= -7 + Cr 

=) + cly x= 1 iken y=2 

C=2+(1)?=3. 
Baslangig deger probleminin géziimii y =—x* + 3x° fonksiyonudur. 
ORNEK 4 

3xy’-y=Inx+1, x>0 


denkleminin, y(1) =—2 kosulunu saglayan 6zel ¢éziimiinti bulun. 


Céziim x >0_ ile denklemin standart formunu yazariz: 


, 1 _ Inx +1 
¥ 3x) 3x 
Buradan integrasyon ¢arpani 
y= ef ~&/3x = e(1/3)Inx = x3 x>0 


olarak bulunur. Béylece, 
x By = xf ns + 1)x43 d& Sol taraf vy dir. 
olur. Sag tarafin kismi integrasyon ile integrasyonu 
x My = —x"/3(inx + 1) + / x43 de +C 
verir. Bu nedenle, 
xy = 3 (nx + 1)-3x13+C 
veya y’ye gore ¢ézmekle, 
y=-(Inx + 4)+Cx'3 
buluruz. x = | ve y=—2 iken bu son denklem 
—2=+(0+ 4)+C 
haline gelir, dolayisiyla 
C=2 
dir. 
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V 
+ 7 - 
fea 2 aaa 
a b 
if 


WN—005™ 
R L 


SEKIL9.5 Ornek 5’teki 
RL devresi. 


y'nin denkleminde yerine yazmak 6zel ¢dziimiti verir. 
y= 2x! —Inx—4 | 


Ornek 2’deki diferansiyel denklemi ¢ézerken her iki tarafi da integrasyon carpant ile 
carptiktan sonra iki tarafin integralini aldik. Halbuki, Ornek 4’te oldugu gibi, sol tarafin 
integralinin daima integrasyon cgarpani ile ¢6ziim fonksiyonunun carpimi v(x) - y oldugu- 
nu hatirlayarak yapilan isi kisaltabiliriz. Bunun anlami, (3) denkleminden 


u(x)y = / u(x) O(x) dx 


dir. Sadece integrasyon ¢garpani v(x) ile (1) denkleminin sag tarafi O(x)’in garpimini integ- 
re etmemiz ve genel cdziimti elde etmek igin v(x)y’ye esitlememiz gerekir. Buna ragmen, 
céziim prosediiriinde v(x)’in roliinii vurgulamak igin bazen Ornek 2’de oldugu gibi biitiin 
prosedtirii takip ederiz. 

(1) denklemi ile verilen standart formdaki Q(x) dzdes olarak sifir ise lineer denklemin 
degiskenlerine ayrilabilir olduguna dikkat ediniz: 


dy 

cn + P(x)y = O(z) 

® i rayao aed 
dx y 


Degiskenlerine ayrilmis 
dy 
—— =-—P(x) dx 
y 
Simdi, birinci mertebeden bir lineer diferansiyel denklemle modellenen iki uygulama 
goésteriyoruz. 
RL Devreleri 


Sekil 9.5’teki diyagramda toplam direnci sabit R ohm ve bir sarim olarak gésterilen 6z- in- 
diiktans: da sabit Z henri olan bir elektrik devresi gértilmektedir. Sabit V voltluk bir elek- 
trik kaynagini a ve b uclarinda bilestirecek sekilde kapatilabilen bir anahtar vardur. 

B6yle bir devre igin, V = RJ, Ohm yasasi degistirilmelidir. Degistirilmis hali 


di _ 
L 7 +Ri=V (5) 


ile verilir. Burada i akimin amper olarak siddeti ve ¢ saniye olarak zamandir. Bu denklemi 
cézerek, anahtar kapandiktan sonra akimin nasil akacagini bulabiliriz. 


ORNEK5 — Elektrik Akimi 


Sekil 9.5’teki RL devresi ¢ = 0 aninda kapatilryor. Akim, zamanin fonksityonu olarak nasil 
akacaktir? 


Coziim (5) denklemi, ?nin bir fonksiyonu olarak i’nin bir lineer birinci mertebeden 
diferansiyel denklemidir. Standart formu 


(6) 


ve t= 0 iken 7 = 0 ise, karsi gelen ¢éziimii 
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-= VY _ Ve 
t eR RK 0 
7-V 
R | a re olarak bulunur (Alistirma 32). R ve L pozitif olduklarindan, (R/L) negatiftir ve t + 00 
i=_use™) iken e “4” _s 0 olur. Boylece 


a . . VV —(R/L)t V V. V 
Jim i= im. (F R° R RoR 


>t 


| 
0 L a oe . : 
R bulunur. Herhangi bir zamanda, akim teorik olarak V/R’den azdir, fakat zaman gectikce 


akim durgun durum degeri V//R’ye yaklasir. 
SEKIL9.6 Ornek 9’daki RL devresindeki 


akimin biyiimesi. / akimin durgun durum L di +Ri=V 

degeridir. t = L/R degeri devrenin zaman dt 

sabitidir. Akim 3 sae sabiti iginde _ denklemine gire, J = V/R, ya L = 0 oldugunda (indiiktans yok) ya da di/dt = 0 (durgun 
durgun durum degerinin %5 yakinina gelir. akim, i = sabit) ise devreden akacak akimdir (Sekil 9.6). 

(Alistirma 31) (7) denklemi (6) denkleminin ¢éziimiinii iki terimin toplami olarak ifade eder: bir 


durgun durum ¢éziimii V//R ve t > ©° iken sifira giden bir gecici géziim —(V/R)e 


Karisim Problemleri 


Bir sivi ¢6zelti igindeki (veya bir gazdaki) bir kimyasal, siviy1 (veya gaz1) ve muhtemelen 
belirli miktarda erimis kimyasali igeren bir kaba akar. Karisim karistirilarak tiniform hale 
getirilir ve bilinen bir hizla kaptan disar1 akar. Bu islemde genellikle herhangi bir zamanda 
kaptaki kimyasal miktarini bilmek énemlidir. islemi tantmlayan diferansiyel denklem 


Kaptaki Kimyasalin Kimyasalin 
miktarn = = gelis oe cikis (8) 
degisim orani hizi hizi 


formiiliine dayanir. y(t), ¢ aninda kapta bulunan kimyasal miktari ve V(f), ¢ aninda kapta 
bulunan toplam sivinin hacmiyse, kimyasalin ¢ aninda gikis hizi 


t 
Cikis hizi = ae » (akig hizi) 
= ( t aninda kaptaki ) s(alag hin 0) 
konsantrasyon 
olur. Buna bagli olarak (8) denklemi 
dy y(t) 
— = (k 1 lis h arene 
p (kimyasalin gelis hiz1) 70 (akis hiz1) (10) 
halini alir. Ornegin, y pound, V galon ve t dakika olarak 6lciilityorsa, (10) denklemindeki 
birimler 
pound pound pound — galon 
dakika dakika galon  dakika 
olur. 


ORNEK 6 Petrol Rafinerisi Depolama Tanki 


Bir petrol rafinerisindeki bir depolama tanki baslangicta iginde 100 Ib’lik bir katki 
malzemesi ¢éziilmtis olan 2000 galon mazot bulundurmaktadir. Kis hazirliklari icin, galon 
basina 2 Ib katki maddesi igeren mazot tanka 40 galon/dak hizla eklenmektedir. Lyice 
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CR 2 Ib/galon iceren 40 galon/dak 


? Ib/galon igeren 45 galon/dak 
VN 


SEKIL9.7 Ornek 6’daki depolama tank: bir cikti iiriinii elde etmek 
igin depolanmis stvi ile icine akitilan sivry1 karistirmaktadtr. 


karismis karisim 45 galon/dak hizla disar1 pompalanmaktadir. islem basladiktan 20 
dakika sonra tanktaki katki maddesi miktari ne kadardir (Sekil 9.7)? 


Céziim t aninda tanktaki katk1 maddesinin miktari (pound olarak) y olsun. ¢ = 0 iken 
y = 100 oldugunu biliyoruz. Herhangi bir ¢ aninda tanktaki mazotun ve cézeltideki 
katkinin galon sayis1 


M(t) = 2000 gat + (402% — ss) dak 
epee dak“? dak ) “ 4%) 
= (2000 — 5r) gal. 
dur. Bu nedenle, 
V(t) 
Disari oran = + disari akig hizi (9) denklemi 
V(t) 
= oA 4 Disari akis hizi 45 gal/dak 
= \3000 — 57) * ve v = 2000 — 5¢ dir. 
_  4y bb 
2000 — 5t dak 
Ayrica, 
ee - f 5 ib gal 
Iceri oran (2 i) (40 =) 
= 8033. (10) denklemi 
dir. Karisim islemini modelleyen diferansiyel denklem, dakika basina pound olarak 
dy _ 45y 
dt ay 2000 — 5t 


dir. Bu diferansiyel denklemi ¢6zmek icin 6nce onu standart formda yazariz: 


dy 4s _ 
dt ' 2000 — 5¢” 


80 


Boylece, P(t) = 45/(2000 — 5#) ve O(4) = 80 bulunur. 


Integrasyon ¢arpani 


9.2 Birinci Mertebeden Lineer Diferansiyel Denklemler 


v(t) = ef Pat — of mont 


= g~9In (2000-51) 


(2000 — 5t)~? 


2000'= St =O: 


dur. Standart denklemin iki tarafini da v(¢) ile garparak integre etmek 


(2000 — 5t) °- ( 


dy 45 


+ 


Ht 3000 — 5 ») = 80(2000 — 51)? 


d 
(2000 — St)? = + 45(2000 — 5t)!° y = 80(2000 — 5t)° 


verir. Genel ¢6ziim 


£{(2000 — 5t) °y| = 80(2000 — st)? 
(2000 — 5t)°y = / 80(2000 — St)? dt 


(2000 — 5t) 8 
(=8)(=5) 


(2000 — 5t)°y = 80 +C 


y = 2(2000 — 54) + C(2000 — 52)’. 


dur. ¢= 0 iken y = 100 oldugundan C’nin degerini belirleyebiliriz: 
100 = 2(2000 — 0) + C(2000 — 0)? 


_ 3900 
(2000)? 


Baslangig¢ deger probleminin 6zel ¢éztimti 


y = 2(2000 — 52) 


pens (2000 — 5¢)° 


dur. [slem basladiktan 20 dakika sonra tanktaki katki maddesi miktar1 
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3900 
(20) = 2[2000 — 5(20 2000 — 5(20)]? © 1342 Ib | 
¥(20) = 2[ (20)] (2000) | (20)] 
dir. 

Birinci Mertebe Lineer Denklemler 5. @ +2y=1- > x>0 
1-14 alistirrmalarindaki diferansiyel denklemleri ¢6ziin. 

dy dy 6. (1 +x)y t+y= Vx 7, 2y = elt + y 
1. ea eS x>0 2. eva, + 2ety = 1 8. e* y' + 2e* y = 2x 9. xy’ — y = 2x Inx 

i dy _ cosx 

F _ sinx <t = 
3. xy + 3y= 5, x > 0 10. x7 7 2y, x >0 
4, y' + (tanx)y = cos*x, —a7/2 <x < 7/2 11. (¢- 1) as 4¢-1Ys=t+1, t>1 
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ds 


1 
En 


+ 2s = 3(t+ 1) 4 — | 
( ) (t+ 1) 


12. (¢+1 


13. sino + (cos@)r = tandé, 0<0< 7/2 


14. tan o +r=sin’0, 0<0< 7/2 


Baslangic Deger Problemlerini Cézmek 


15-20 alistirmalarindaki baslangi¢ deger problemlerini ¢éziin. 


15, © +2 =3, (0) =1 
- dt Yd, y( )= 
dy 3 
16. 17 + 2y= 8, t>0, yp(2)=1 
dy 
17. 074 ty = sind, 9>0, y(a/2) = 1 
dy , 
18. 979 — 2y = @ sec Otané, @>0, (7/3) = 2 
dy 2 e 
19. (x 4 bes 2(x- + x)y rar x>-l, (0) =5 
eye . 
0. 7 +xy=x, y(0) = -6 


21. Asagidaki eksponansiyel biiyiime/bozunma baslangicg deger 
probleminde, diferansiyel denklemi P(x) = —k ve O(x) = 0 ile bi- 
rinci mertebe bir lineer denklem gibi diistinerek y’yi ?nin bir 
fonksiyonu olarak ¢éziiniiz. 


dy _ 


77 ky  (ksabit) (0) = yo 


22. Asagidaki baslangi¢ deger probleminde w’yu f’nin bir fonksiyonu 
olarak géziiniiz. 


—+2u=0 (k ve m pozitif sabitler) u(0) = uo 


a. Birinci mertebe bir lineer denklem olarak. 


b. Degiskenlerine ayrilabilir bir denklem olarak 


Teori ve Ornekler 


23. Asagidaki denklemlerden herhangi biri dogru mudur? Yanitiniz1 
aciklayin. 
x 


a. xf yar einlxl + C b. xf ae = xIn|xl + Cy 


24. Asagidaki denklemlerden herhangi biri dogru mudur? Yanitiniz1 
aciklayin. 


a. cas) cosx dx = tanx + C 


cos x 
1 CG. 
b. cose cos x dx = tanx + Coss. 


25. 


26. 


27. 


28. 


29. 


30. 


Tuz karisimi __ Bir depoda baslangicta iginde 50 |b tuz géztilmtis 
olan 100 galon tuzlu su bulunmaktadir. Depoya 5 galon/dak hizla 
iginde 2 Ib/galon tuz bulunduran tuzlu su akmaktadir. Karigim 
karistirilarak tiniform tutulmakta ve depodan 4 galon/dak hizla 
disari akmaktadir. 


a. Tuz ft aninda depoya hangi hizla (pound/dak) girer? 

b. ¢aninda depodaki tuzlu suyun hacmi nedir? 

¢c. ¢aninda tuz hangi hizla (pound/dak) depoyu terk eder? 
d. 


. Karisim islemini tanimlayan baslangi¢ deger problemini yazin 
ve ¢ozun. 
e. Islem basladiktan 25 dakika sonra depodaki tuz konsantrasyo- 
nunu bulun. 


Karisim problemi 200 galonluk bir deponun yaris1 damitik su 
ile doludur. t = 0 aninda 0.5 lb/galon konsantre igeren bir ¢ézelti 
5 galon/dak hizla depoya akmakta ve iyice karistirilan karigim 
3 galon/dak hizla geri cekilmektedir. 


a. Depo ne zaman dolar? 


b. Depo doldugu anda kag pound konsantre igerecektir? 


Giibre karisimi Bir depoda 100 galon temiz su bulunmak- 
tadir. 1 lb/gal céziilebilir gimen giibresi iceren bir cézelti 1 ga- 
lon/dak hizla depoya akmakta ve karigim 3 galon/dak hizla de- 
podan disar1 pompalanmaktadir. Depodaki maksimum giibre 
miktarin1 ve maksimuma erigmek i¢in gereken zaman bulun. 


Karbon dioksit kirliligi Bir sirketin yonetici konferans odasinda 
baslangicgta iginde karbon monoksit olmayan 4500 fit ktip hava 
vardir. t = 0 anindan itibaren, %4 karbon monoksit igeren sigara 
dumam 0.3 ft?/dak hizla odaya verilmeye baslanir. Tavandaki 
havalandirma oday1 havalandirir ve hava odayi ayni hizla terkeder. 
Odadaki karbon monoksit konsantrasyonunun %0.01’e eristigi 
zamani bulun. 


Kapali bir RL devresindeki akim Bir RL devresindeki anahtar 
kapatildiktan sonra, i akiminin durgun durum degerinin 
yarisina ulasmasi kag saniye stirer? Zamanin ne kadar gerilim 
uygulandigina degil, R ve L’ye bagli olduguna dikkat edin. 


Agik bir RL devresindeki akim ‘Bir RL devresindeki akim 
durgun durum degerine ulastiginda anahtar agilirsa, azalan 
akim (asagida grafigi verilmistir), V = 0 olmak tizere (5) denk- 
lemi olan 

di 


Ly i= 9 


denklemine uyar. 


a. Denklemi ¢ézerek 7’yi f’nin bir fonksiyonu olarak bulun. 

b. Anahtar agildiktan ne kadar stire sonra akim baslangic¢taki 
degerinin yarisina diisecektir? 

ce. ¢ = L/R iken akimin deZerinin J/e oldugunu gésterin. (Bu 
zamanin 6nemi sonraki alistirmada aciklanacaktir.) 


a 


>t 


31. Zaman sabitleri Miihendisler L/R sabitine Sekil 9.6’daki de- 
vrenin zaman sabiti derler. Zaman sabitinin 6nemi, akimin 
anahtar kapatildiktan sonra tig zaman sabiti icerisinde son 
degerinin %95’ine ulasmasindan ileri gelir (Sekil 9.6). Yani, za- 
man sabiti, tek bir devrenin ne zaman dengeye geleceginin bir 
Olciisiidiir. 

a. (7) denkleminde t = 3L/R’ye karsilik gelen i degerini bulun ve 
bunun durgun durun akimi J = V/R’nin %95’i oldugunu géste- 
rin. 


b. Anahtar kapandiktan 2 zaman sabiti sonra (yani t = 2L/R iken) 
devreden durgun durum akimimin yaklasik ne kadan akim 


akacaktir? 
32. Ornek 5’teki (7) denkleminin tiiretilisi 
di, R,_V 
a. a + TL! =F 


denkleminin ¢6ziimiintin 


ee —(R/Lt 
i R + Ce 


oldugunu gésterin. 


b. Then use the initial condition i(0) = 0 to determine the value 
of C. This will complete the derivation of Equation (7). 
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ce. i = V/R’nin (6) denkleminin bir sonucu oldugunu ve 
i=Ce® nin 
di | R 
= + — = 
dt L' 


denklemini sagladigini gésterin. 


TARIHSEL BiyoGRAFi 


James Bernoulli 
(1654-1705) 


Bernoulli diferansiyel denklemi 


dy , 
+ Posy = Olw)y 


formundadir. n =0 veya | ise Bernoulli denkleminin lineer 
olduguna dikkat edin. n’nin baska degerleri icin u = y'~” 
doéniisiimti Bernoulli denklemini 


B+ (1 = n)PGu = (1 = 0) Q(x) 


lineer denkleme déniistiiriir, Ornegin, 


denkleminde n = 2 dir. Bu nedenle uw = y'? = y! ve 


du/dx = -y* dy/dx dir. Buradan, dy/dx = —y? du/dx = 
—u? du/dx bulunur. Déniisiimleri orijinal denklemde yerine 


yazmak 
_) du = cae 
ape A as och 2 
un e*u 
veya buna denk olarak 
du ag 
A us =e 
verir. Bu son denklem bagi degisken (bilinmeyen) w’ya gore 
lineer dir. 


33-36 alistirmalarindaki diferansiyel denklemleri ¢6ziin. 
33. y) —y=-y? 
35. xy ty=y? 


34. y) —y =xy? 
36. x*y’ + 2xy = yp? 


| 9,3 | Euler Yontemi 


TARIHSEL BiyoGRaAFi 


Leonhard Euler 
(1703-1783) 


Bir y’ = f(x, y), v(Xo) = Vo, baslangi¢g deger problemi icin hemen bir géziim gerekmiyor 
veya tam ¢éziimti bulamiyorsak, uygun aralikta y’nin x degerlerine karsilik gelen yaklasik 
sayisal degerlerinin bir tablosunu olusturmak igin bir bilgisayar kullanabiliriz. Boyle bir 


tabloya problemin sayisal ¢6ziimii denir ve tabloyu olusturmak icin kullandigimiz y6ntem 
sayisal y6ntem adini alir. Sayisal y6ntemler genellikle hizli ve hassastirlar ve kesin for- 
miiller gereksiz, elde edilemez veya fazlasiyla karisik oldugu durumlarda segilen yOntem- 
lerdir. Bu b6limde, diger biitiin sayisal y6ntemlerin tabanini olusuran ve Euler yontemi 
denilen bir sayisal yOntemi inceleyecegiz. 


Euler Yontemi 


Bir dy/dx = f(x, y) diferansiyel denklemi ve bir y(xy) = x9 baslangig¢ kosulu verilmisse, 


y = y(x) gdziimtine 


L(x) = y%o) + y'(xo)(% — x0) veya 


L(x) = yo + f(x0, vo)(x — xo). 


lineerizasyonuyla yaklasimda bulunabiliriz. 
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>< 


y = LX) = yo + fixo, Yo)(x — Xo) 


Yo 


SEKIL9.8 y =y(x)’in x = xq daki 
lineerizasyonu L(x) 


SEKIL9.9 Birinci Euler adimt y(x,)’e 
y, = L(x)) ile yaklasimda bulunur. 


y 
nN 


Euler yaklasim G95 (x3, 3) 


(1,1) 


I 
I 
I 
| | 
Dogru ¢éziim egrisi 
y=yx) | 

} 

I 


dx dx 


0 x2 


SEKIL9.10 y= f(x, y), W(xo) = Yo 
baslangic¢ deger probleminin céztimiine 
Euler yaklasimindaki tig adim. Genellikle 
daha fazla adim kullanildiginda icerilen 
hatalar birikirler fakat burada gosterildigi 
kadar abartili degil. 


L(x) fonksiyonu xo civarinda kisa bir aralikta (x) ¢éztimiine iyi bir yaklasim verir (Sekil 
9.8). Euler y6nteminin esasi uzun bir aralikta egriye yaklasimda bulunabilmek igin bir di- 
zi lineerizasyonu bir araya getirmektir. YOntem asagidaki sekilde islemektedir. 

(xo, Yo) noktasinin g6ziim egrisinin tizerinde oldugunu biliyoruz. Bagimsiz degisken 
igin yeni bir degeri x; = x9 + dx olarak belirledigimizi varsayalim. (Diferansiyellerin tan1- 
minda dx = Ax oldugunu hatirlayin). dx artim ktigtik ise 


V1 = L(X1) = yo + fo» Yo) ax 
kesin géztim egrisi y = y(x,)’e iyi bir yaklasimdir. Boylece, kesinlikle géziim egrisi tizerine 
bulunan (xo, yo) noktasindan céziim egrisi tizerindeki (x,, v(x,)) noktasinin cok yakininda 
bulunan (x, y,) noktasini elde ettik (Sekil 9.9). 
(x;, ¥,) noktasini ve bu noktadan gegen géziim egrisinin f(x,, y,;) egimini kullanarak, 
ikinci bir adim atariz. x) = x, + dx alip, 


v2 = V1 + fe, V1) de 


degerini hesaplamak icin (x), y,) den gegen gdziim egrisinin lineerizasyonunu kullaniriz. 
Bu, y = (x) céziim eSrisi tizerindeki degerlere bir sonraki yaklasimi olan (x2, y2)’yi verir 
(Sekil 9.10). Bu sekilde devam ederek, f(x2, y2) eSimli (x2, y2) noktasindan tictincii bir 
adim atarak 
¥3 =a t+ f(X2, y2) ax 

ticiincti yaklasimin elde eder ve islemi stirdtririiz. Tam olarak, diferansiyel denklemin 
egim alaninin y6niinii izleyerek ¢dziimlerden birine yaklasimda bulunuyoruz. 

Sekil 9.10’daki adimlar kurma islemini agiklamak icin biyik ¢izilmistir bu nedenle 
yaklasim kaba géztikmektedir. Pratikte dx, lacivert egri kahverengiye yakin olacak sekilde 
yeterince kti¢tik olacak ve egri boyunca iyi bir yaklasim verecektir. 


ORNEK 1 
Euler yaklasumim kullanarak ve x) = 0 ve dx = 0.1 alarak 


(0) = 1 
diferansiyel denklemine ilk tig y,, yy ve y3 yaklasimint bulun. 


Euler Yontemini Kullanmak 


y=1ty, 


Coziim = x9 =0, yo = 1, x) =X + dv = 0.1, xo = XQ + 2dx = 0.2 ve x3 = xq + 3dx = 0.3 tir. 
First: vi = vo + f(x0, vo) dx 
Birinci: = yo + (1 + yo) dx 
=1+ (1 + 1)(0.1) = 1.2 
Second: yo = + f(xy, y1) dx 
Tkinci: =yt+(1t+y)a& 
= 12+ (1 + 1.2)(0.1) = 1.42 
Third: y3 = 2 + f(x, y2) dx 
Ugtincii: =jy. + (1 + yo) de 


= 1.42 + (1 + 1.42)(0.1) = 1.662 


Ornek 1’deki adim-adim islem kolaylikla siirdiiriilebilir. Tabloda bagimsiz degisken 
icin esit araliklar kullanir ve bunlardan nv tane iiretirsek, 


xX; = x0 + dx 
xX. =x, + dx 


Xn = Xn—-1 + dx. 
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~o 


buluruz. Sonra céztime yaklasimlar hesaplariz: 
yi = yo + f(xX0, yo) ax 
yo =yi + f(x, yi) ax 


Yn = Vn-1 + iets Va=1) dx. 

Adim sayisi n istedigimiz kadar biiytik olabilir, fakat n cok btiyiik olursa hatalar yigila- 
bilir. 

Euler yéntemini bir bilgisayarda veya hesap makinesinde uygulamak kolaydir. Bir 
bilgisayar program, xy ve yo degerlerini, adim sayisi n’yi ve adim bityikligt dx’i girme- 
mize olanak saglayarak bir baslangi¢ deger probleminin sayisal ¢éziimlerinin bir tablosu- 
nu tretir. Sonra, yukarida aciklandig1 gibi, ardisik bir sekilde yaklasik ¢dziim degerlerini 
hesaplar. 

Ornek 1’deki degiskenlerine ayrilabilir denklemi cézerek, baslangic deer problemi- 
nin tam ¢éziimiiniin y = 2e* — 1 oldugunu buluruz. Bu bilgiyi Ornek 2’de kullanryoruz. 


ORNEK2 Euler Yénteminin Dogrulugunu Arastirmak 
Euler y6ntemini kullanarak, 0 <x < 1 araligi tizerinde 
y=1+y, yO)=1 
baslangic deger problemini xo = 0’dan baslayarak ve 
(a) dx=0.1 
(b) dx =0.05 
alarak ¢éztin. Yaklasimlari, tam ¢dziim olan y = 2e* — 1’in degerleri ile kargilastirin. 
Céziim 


(a) Tablo 9.1’deki yaklasik degerleri tiretmek icin bir bilgisayar kullandik. “Hata” sii- 
tunu, tam ¢éztimti kullanarak bulunan yuvarlanmamis degerlerden yuvarlanmamis 
Euler degerlerini cgikararak elde edilmistir. Sonra biitiin degerler d6ért ondalik 
basamaga yuvarlanmustir. 


TABLO9.1 y’=1 +, y(0) = 1'in Euler coziimi, 
adim bilyiikliigi dx = 0.1 

x y (Euler) y (tam) Hata 
0 1 1 0 

0.1 1.2 1.2103 0.0103 
0.2 1.42 1.4428 0.0228 
0.3 1.662 1.6997 0.0377 
0.4 1.9282 1.9836 0.0554 
0.5 2.2210 2.2974 0.0764 
0.6 2.5431 2.6442 0.1011 
0.7 2.8974 3.0275 0.1301 
0.8 3.2872 3.4511 0.1639 
0.9 3.7159 3.9192 0.2033 
1.0 4.1875 4.4366 0.2491 
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x = Ve ulastigimizda (10 adim sonunda) hata, tam ¢éztimiin %5.6’s1 dir. Tam 


céziim e§grisi ile Tablo 9.1’den elde edilen Euler céziim noktalarimin bir cizimi Sekil 
9.11’de gésterilmektedir. 

(b) Hatay: azaltmanin bir yolu adim biiyiikliigiinii kiictiltmektir. Tablo 9.2, adim 
biyikligiinii 0.05’e distirtip adim sayisini iki katina ¢ikarmakla elde edilen sonuclart 
ve tam céziimle karsilastirmalarin1 géstermektedir. Tablo 9.1’de oldugu gibi biitiin 
hesaplamalar yuvarlamadan 6nce yapilmistir. Bu defa x = 1’e ulastigimizda bagil hata 
sadece %2.9 dur. 

TABLE9.2 y’=1+, y(0) = 1'in Euler coziimi, 
7 i adim biiyiikliigii dy = 0.05 

x y (Eule) y (tam) Hata 

SEKIL9.11 y= 2e*—1’in, Tablo 9.1 de 

gésterilen Euler yaklasimlarmin nokta 0 l l 0 

cizimi tizerine yerlestirilen grafigi (Ornek 0.05 el 1.1025 0.0025 

2). 0.10 1.205 1.2103 0.0053 
0.15 1.3153 1.3237 0.0084 
0.20 1.4310 1.4428 0.0118 
0.25 1.5526 1.5681 0.0155 
0.30 1.6802 1.6997 0.0195 
0.35 1.8142 1.8381 0.0239 
0.40 1.9549 1.9836 0.0287 
0.45 2.1027 2.1366 0.0340 
0.50 2.2578 2.2974 0.0397 
0.55 2.4207 2.4665 0.0458 
0.60 2.5917 2.6442 0.0525 
0.65 2.7713 2.8311 0.0598 
0.70 2.9599 3.0275 0.0676 
0.75 3.1579 3.2340 0.0761 
0.80 3.3657 3.4511 0.0853 
0.85 3.5840 3.6793 0.0953 
0.90 3.8132 3.9192 0.1060 
0.95 4.0539 4.1714 0.1175 
1.00 4.3066 4.4366 0.1300 


Ornek 2’de, daha fazla hassaslik elde etmek igin adim biiyiikliigiinii daha da kiigiiltmek ¢e- 
kici olabilir. Ancak, her ek hesaplama sadece fazladan bilgisayar zaman gerektirmez, 
ayrica hesaplamalardaki sayilarin yaklasik temsillerinden dogan yuvarlama hatalarim da 
arttirir. 

Sayisal hesaplamalar yaparken hata analizi ve hatay1 azaltmak icin arastirma yGntem- 
leri Gnemlidir, fakat bunlar daha ileri bir dersin konusudur. Diferansiyel denklemleri 
calisirken géreceginiz gibi, Euler y6nteminden daha hassas yontemler de vardir. Burada 
bir gelistirmeyi ele alacagiz. 


TARIHSEL BiYOGRAFi 


Carl Runge 
(1856-1927) 
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Gelistirilmis Euler Yéntemi 


Iki eSimin ortalamasimi alarak Euler yontemini gelistirebiliriz. Once, asil Euler yontemindeki 
gibi y,,’yi buluruz fakat bunu z,, ile gésteririz. Sonra, takip eden adimda f(x,,_ 1, Vv, — 1) yerine 
fQn—15¥n—1) tle f(&,, Z,)’nin ortalamasini alinz. Béylece, bir sonraki y, yaklasimini 


Zn — Yn-1 at ene) dx 


Xn- »>yn— a Xn» Zn 
Yn =Yo-it f( 1), u f( Dl. 


kullanarak hesaplariz. 


ORNEK3 _ Gelistirilmis Euler Yénteminin Dogrulugunu Arastirmak 
Gelistirilmis Euler yontemini kullanarak, 0 = x = 1 araligi tizerinde 
yalry, 20-1 
baslangi¢ deger problemini x) = 0’dan baslayarak ve dx = 0.1 alarak céziin. Yaklasimlar1, 


tam ¢6éziim olan y = 2e* — 1’in degerleri ile karsilastirin. 


Céziim Tablo 9.3’teki yaklasik degerleri tiretmek igin bir bilgisayar kullandik. “Hata” sii- 
tunu, tam ¢dziimti kullanarak bulunan yuvarlanmamuis degerlerden yuvarlanmamis Euler 
degerlerini gikararak elde edilmistir. Sonra biitiin degerler dért ondalik basamaga yuvar- 
lanmustir. 


TABLO9.3 y’=1+ y, y(0) = 1'in Euler céziimi, 
adim bilyikliigii dy = 0.1 
y (yuvarlanmis 
x Euler) y (tam) Hata 
0 1 1 0 
0.1 1.21 1.2103 0.0003 
0.2 1.4421 1.4428 0.0008 
0.3 1.6985 1.6997 0.0013 
0.4 1.9818 1.9836 0.0018 
0.5 2.2949 2.2974 0.0025 
0.6 2.6409 2.6442 0.0034 
0.7 3.0231 3.0275 0.0044 
0.8 3.4456 3.4511 0.0055 
0.9 3.9124 3.9192 0.0068 
1.0 4.4282 4.4366 0.0084 
x = 1’e ulastigimizda (10 adim sonunda), bagil hata yaklasik %0.19 dur. r 


Tablo 9.1 ile Tablo 9.3’ti karsilastirdigimizda gelistirilmis Euler yonteminin asil Euler 
yonteminden 6nemli dl¢tide daha dogru oldugunu goriiriiz. En azindan y’= 1+ y, (0)=1 
baslangi¢ deger problemi igin. 
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ORNEK 4 


Boliim 9.2, Ornek 6’da 2000-galonluk bir mazot tankina giren ve ayn zamanda disari 
pompalanan bir katki maddesi karisimi problemini ele aldik. Tanakta ¢ aninda bulunan 
katki maddesi y(t) olmak wzere, analizle 


dy 45y 
dt 2000 — 5r’ 


Petrol Rafinerisi Depolama Tanki 


y(0) = 100 
baslangi¢ deger problemini elde ettik. Soru y(20)’yi bulmak idi. dt = 0.2 (veya 100 adim) 
artimi ile Euler y6ntemini kullanmak, (20) ~ 1344.3616 ile biten 
y(0.2) © 115.55, y(0.4) © 131.0298,... 
yaklasimlarini verir. Tam ¢dztim olan (20) ~ 1342’ye gore hata yaklasik olarak %0.18 


dir. 


ALISTIRMALAR 9.3 


Euler Yaklasimlarini Hesaplamak 


1-6 alistirmalarinda, verilen artis bityiikliigiiyle Euler yontemini kul- 
lanarak verilen baslangi¢ deger problemine yapilacak ilk tig yaklasim1 
bulun. Kesin géziimti hesaplayin ve yaklasimlarimizin hassashigin1 
arastirin. Sonuclarinizi dért ondalik basamaga yuvarlayin. 


ly’ =1-% yQ)=-1, dv =05 
2. y' =x(1-y), yl) =0, dx = 0.2 
3. yp’ = 2xy + 2y, (0) = 3, dx = 0.2 
4. y' = y7(1 + 2x), wW-1l)=1, dv =05 
5. y' =2xe”, y(0)=2, dv=0.1 
6 y =yte—2, W0O)=2, dk =05 
7. vy’ =y ve (0) = 1 ise, dx = 0.2 ile Euler yOntemini kullanarak 


y(1)’i hesaplayin. y(1)’in tam degeri nedir? 
8. y’=y/x ve y(1) = 2 ise, dx = 0.2 ile Euler y6nemini kullanarak 
y(2)’yi hesaplayin. y(2)’nin tam degeri nedir? 
9 y= y/Vx ve y(1) =-—1 ise, dx = 0.5 ile Euler yéntemini kulla- 
narak y(5)’i hesaplayin. y(5)’ in tam degerin nedir? 
10. y’= y —e* ve y(0) = 1 ise, dx = 1/3 ile Euler yéntemini kulla- 
narak y(2)’yi hesaplayin. (2)’nin tam degeri nedir? 


Gelistirilmis Euler Yéntemi 


11 ve 12 Alistirmalarinda verilen baslangi¢ deger problemine ilk tig 
yaklasim1 hesaplamak igin gelistirilmis Euler y6ntemini kullanin. 
Yaklasimlar tam ¢éziimtin degerleri ile karsilastirin. 


11. y’ = 29 + 1), y(0) = 3, de = 0.2 
(Tam ¢éziim igin Alistirma 3’e bakin) 
12, yy =x(1—y), yd) =0, de = 0.2 


(Tam géztim igin Alistirma 2’e bakin) 


BILGISAYAR ARASTIRMALARI 
Euler Yontemi 


13-16 alistirmalarinda géziimiin verilen x° noktasindaki degerini bul- 
mak icin belirtilen adim biiyiikliigti ile Euler yontemini kullanin. Tam 
géztimtin x° noktasindaki degerini bulun. 

13. y' =2xe*, y(0)=2, dk =0.1, x*=1 

14. yy =y+e*—-2, yp(0)=2, adv =05, x =2 

15. y = Vx/y, y>0, ypO)=1, d& =01, x°=1 


16. y =1+y%, p0)=0, de =01, x =1 


17-18 alistirmalarinda (a) baslangig deger probleminin tam 
géztimiinii bulun. Sonra, Euler yéntemini xo’dan baslayip (b) 0.2, (c) 
0.1 ve (d) 0.05 adim biiyiikligi ile kullanarak elde edilen y(x") 
yaklasimimin dogrulugunu karsilastirin. 


17. y' = 2y*(x-— 1), y(2) =-1/2, 1» = 2, x =3 


* 


(0) = 3, x0 = 0, x 1 


18. y =y-1, 


Gelistirilmis Euler Yéntemi 

19-20 Alistirmalarinda, Gelistirilmis Euler yontemini x’dan baslay1p 
a. 0.2 b. 0.1 ce. 0.05 
adim bitytkligt ile kullanarak elde edilen yx) yaklasiminin 
dogrulugunu karsilastirin. 
d. Adim biiyiikliigt kiiciiltirken hataya ne odugunu agiklayin. 

19. y' = 2y°(x — 1), y(2) = -1/2, 13 = 2, x =3 
(Tam géziim igin Alistirma 17’ye bakin) 

20. vy =y— 1, 


* 


y(0) = 3, x = 0, x if 


(Tam gézitim igin Alistirma 18’e bakin) 


Diferansiyel Denklemleri Grafik Olarak incelemek 

21-24 alistirmalarindaki diferansiyel denklemleri grafik olarak in- 
celemek igin bir BCS kullanin. Arastirmalariniza yardimci olmast1 igin 
asagidaki adimlart izleyin. 


a. 


b. 


Verilen xy-cercgevesinde diferansiyel denklemin bir egim alanint 
gizin. 

Diferansiyel denklemin genel céziimtinti BCS’nizin diferansiyel 
denklem céziictisiinii kullanarak bulun. 


. Keyfi C sabiti igin C = —2, -1, 0, 1 ve 2 degerlerini kullanarak 


egim alanimizin tizerine géztimleri ¢izin. 


. [0, b] araliginda belirlenen baslangi¢ kosulunu saglayan céziimii 


bulun ve grafigini ¢izin. 


. x-araliginin d6ért alt araligi ile Euler sayisal yaklasimlarm 


kullanarak baslangig deger problemine yaklasim yapin ve (d) 
sikkinda buldugunuz grafige Euler yaklasimlarmi da ekleyin. 
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. (e) sikkini 8, 16 ve 32 alt aralik igin tekrarlayin. Bu tig Euler 


yaklasimini (e) sikkindaki grafiginize ekleyin. 


. Dott alistirmada da Euler yaklasiminin belirtilen x = 5 


noktasindaki (y(tam) — y(Euler)) hatasim bulun. Ytizde hatadaki 
gelismeleri tartisin. 


~y=xty, W0O)=-7/10; -4s5x54, -4sys4; 
b=1 

_y =—x/y, W0)=2; -3 5x53, -3 Sy 53; b=2 
. Lojistik bir denklem =y’ = (2 — y), (0) = 1/2; 
0sx5=4, 0S y53; b=3 

. y' = (sinx\(siny), y(0)=2; -65x=<6, -6<y<6; 


b = 3/2 


Bx i Otonom Diferansiyel Denklemlerin Grafik Coziimleri 


Bolim 4’te sunu 6grendik; birinci tiirevin isareti bize bir fonksiyonun grafiginin nerede 
arttiZin1 ve nerede azaldigini s6yler. [kinci tiirevin isareti grafigin konkavligini sdyler. 
Tiirevlerin bir grafigin seklini nasil belirledigine dair bilgimizi diferansiyel denklem- 
leri grafik olarak ¢6zmek igin gelistirebiliriz. Bunu yapmanin baslangi¢ fikri, faz dogrusu 
ve denge degeri kavramlaridir. Bu kavramlara, diferansiyellenebilir bir fonksiyonun 
tirevi Béliim 4’te d6grendigimizden farkl bir bakis agisina gére sifir oldugunda ne 


oldugunu inceleyerek ulasiriz. 


Denge Degerleri ve Faz Dogrulari 


Kapali olarak tiirev alma y6ntemi ile 


Ein (5y — 15)=x41 


denkleminin tiirevini aldigimizda 


1 5 wy 
5\S5y — 15 / dx 


elde ederiz. y’ = dy/dx’i cézmekle y’ = 5y — 15 = 5(y — 3) buluruz. Bu durumda y’ sadece 
y’nin ( bagli degisken ) fonkstyonudur ve y = 3 igin sifirdir. 

Bir diferansiyel denklemde dy/dx sadece y’ye bagli ise denkleme otonom diferansiyel 
denklem denir. Otonom bir denklemde tiirev sifir oldugunda neler oldugunu inceleyelim. 


TANIM 


Denge Degerleri 


dy/dx = g(y) bir otonom diferansiyel denklem ise dy/dx =0 oldugu y degerlerine 
denge degerleri veya kararhhk noktalan denir. 
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Boéylece, denge degerleri, bagli degiskende degisikligin gézlenmedigi, dolayisiyla 
y’nin hareketsiz oldugu noktalardir. Vurgu, Boliim 4’te 6grendigimiz gibi x degerlerinde 
degil, dy/dx = 0 oldugu y degerlerindedir. 


ORNEK1 — Denge Dejerlerini Bulmak 


dy 
a Yt DY — 2) 
otonom diferansiyel denkleminin denge degerleri y =—1 ve y = 2 dir. | 


Ornek 1 deki gibi bir otonom diferansiyel denklemin bir grafik ¢éziimiinii insa etmek 
tizere 6nce denklem icin bir faz dogrusu olustururuz. Bu dogru, y-ekseni tizerinde denge 
degerlerini ve dy/dx ile ay/dx? nin pozitif ve negatif oldugu araliklar1 gésteren bir 
dogrudur. Bu dogru, géziim egrilerinin nerede yiikseldigini, nerede alcaldigini ve 
konkavligini gésterir. Bunlar, Béliim 4.4’te buldugumuz ve bunlar yardimi ile ¢éztim 
egrilerinin formiillerini bulmadan gekillerini belirleyebildigimiz temel dzelliklerdir. 


ORNEK2 Bir Faz Dogrusu ve Céztim EGrileri Cizmek 


d 
= (9 + Dy 2) 


denklemi icin bir faz dogrusu cizin ve bunu denklemin ¢éziimlerini gizmek i¢in kullanin. 


Coziim 


1. y-eksenini temsil eden bir sayi dogrusu gizin ve dy/dx = 0 oldugu y =-1 ve y = 2 
degerlerini igaretleyin. 


>y 


vN@ 


2. y’ > 0 ve y’ < 0 olan araltklari belirleyin ve isaretleyin. Bu adim, Boliim 4.3’te 
yaptigimiza benzemektedir, yalniz burada x-ekseni yerine y-eksenini isaretliyoruz. 


y <0 y>0 


| 
| 
I 
| 
wll 
©) >y 
2 


y niin isareti hakkinda bildiklerimizi faz dorusunun kendisi tizerinde dzetleye- 
biliriz. y =—1’in solundaki aralik tizerinde y’ > 0 oldugundan, diferansiyel denklemin 
—|’den daha kiigtik bir y-degeri ile bir géztimti, bu degerden y = —1’e dogru artacaktir. 
Bu bilgiyi, aralik tizerine —171 isaret eden bir ok cizerek gésteririz. 


o——_>——_@: <—_—# @©—-—> > 
-1 2 


Benzer sekilde, y =—1 ile y = 2 arasinda y’ < 0 dir, dolayistyla bu araliktaki bir 
deger ile herhangi bir ¢éztim y = —1’e dogru azalacaktir. 
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y >2 igin y’> 0 dir, dolayisiyla 2’den biiyiik bir y-degerli bir ¢éziim buradan 
sinirsiz olarak artacaktir. 

Kisaca, xy-dtizleminde y = —1 yatay dogrusu altindaki céziim egrileri y = —l’e 
dogru yiikselirler. y = —1 ile y = 2 dogrulari arasindaki céziim e&grileri y = 2’den 
y =—l’e dogru algalirlar. y = 2 tizerindeki céziim egrileri y = 2’den yukariya dogru 
yiikselirler ve yiikselmeyi stirdtiriirler. 

3. y”niti hesaplayin ve y” > 0 vey” <0 olan araliklart isaretleyin. y"’nii bulmak igin 

kapali tiirev almay1 kullanarak y “niin x’e gore tiirevini aliriz: 


Yeo ly =—2) = y y—2 y “niin formiilii... 


” d , d 
f=) oO y= 2) 

_ F ; x’e gore kapali tiirev 

= 2yy'—y alinmis 

= (2y — 1)y’ 

= (2y — I)(y + I)(y — 2). 
Bu formiilden, y’’niin y =—1 de, y= 1/2 de ve y = 2 de isaret deBistirdizini gérityo- 
ruz. Bunlar faz dogrusunda isaretleriz. 


y>odo | y <0 | y <0 1 y>O0 
yr<o | yoo | yhoo! yts0 
oo | ge <<< | gq > 
-l i 2 
2 


4. xy-diizleminde ¢éziim egrilerinin bir koleksiyonunu ¢izin. y = -1, y = 1/2 ve y = 2 
yatay dogrular diizlemi, y’ ve y’’niin isaretlerini bildigimiz yatay bantlara ayimr. Bu 
bilgiler her bir bantta ¢6ziim egrilerinin yiikselip alcalmasini ve x artarken nasil 
bikildiiklerini gésterir (Sekil 9.12). 

y=-lvey=2 “denge dogrulan” da céziim egrisidir (vy = —1 ve y = 2 sabit 
fonksiyonlar: diferansiyel denklemi saglar). y = 1/2 doZrusundan gecen céziim eBri- 
lerinin burada bir déntim noktasi vardir. Konkavlik asagi1ya dogru olmaktan (dogru- 
nun tstiinde) yukarirya dogru olmaya (dogrunun altinda) degisir. 

Adim 2’de 6ngérildigii gibi, aradaki ve alt banttaki ¢éziimler, x artarken y =-—1 
denge degerine yaklasirlar. Ust banttaki ¢éziimler y = 2 deSerinden yukari dogru de- 
vamli olarak ytikselirler. r 


; P Kararli v 
SEKIL9.12 Ornek 2’deki grafik ¢éziimler ehalatnie UEIGESt 


denge degerlerinden gegen y=-I vey=2 Sekil 9.12’ye, dzellikle denge degerlerine yakin géziim egrilerinin davranisina bir daha 
yatay dogrularini icerir. bakin. Bir céziim egrisinin y = —1’e yakin bir degeri var oldugunda bu géziim kararlilikla 
y =—Ile yonelir; y =—1 kararh bir dengedir. y = 2 yakinindaki davranis tam tersinedir: 
denge ¢éziimiintin disindaki biitiin géziimler, x artarken y = 2’den uzaklasirlar. y = 2’ ye ka- 
rarsiz bir denge deriz. Bir géziim bu degerde ise burada kalir fakat ne kadar ktigtik olursa 
olsun, bu degerden farkli ise céziim uzaklasir (Bazen noktanin sadece bir tarafindaki bir 
céztim noktadan uzaklastigi igin denge degeri kararsizdir). 
Simdi neye baktig1mizi bilerek, bu davranis1 bastaki faz dogrusu tizerinde de gérebil- 
iriz. Oklar, solundakiler y = —1’e dogru olmak tizere y = 2’den uzaklasirlar. 
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SEKIL9.13 Ornek 3’teki sogutmada 
Newton Kanunu igin faz dogrusu 


insaasindaki ilk adim. Sicaklik, uzun bir 
slirecte, denge degerine (cevreleyen ortam) 


dogru gider. 
1 
| 
dH | di 
de> 0 ! ae 0 
2 : 2 
es <0 i ons G 
dt L dt” 
— {@) <—_—$e—_> 
15 


SEKIL9.14 Ornek 3’teki sogutmada 
Newton Kanunu igin tam faz dogrusu. 


H 
A 

Baslangi¢ 
sicakhg1 


Cevreleyen 
ortamin 
sicakhg1 


Baslangig¢ 
sicakhg1 


SEKIL9.15 Sicaklik-zaman. 

Baslangi¢ sicakligi ne olursa olsun, 
Nesnenin H(f) sicakligi, gevreleyen 
ortamin sicakligi, 15°C’ ye dogru gider. 


————o >H 


Simdi, Ornek 2’deki yéntemi kullanarak, diferansiyel denklem modellerinin ¢éziim 
egrilerinin bir ailesini cizebilecegimiz birkag uygulama 6rnegi veriyoruz. 
B6éliim 7.5’te, sogutma icin Newton kanununu modelleyen 
dH _ _ 
dt 
diferansiyel denklemini analitik olarak cézdiik. Burada H, bir ¢ aninda bir nesnenin 


sicakligi ve Hs gevreleyen ortamin sabit sicakligidir. Birinci 6rnegimiz, zaman tizerindeki 
sicaklik modelinin grafik davranisini anlamak icin bir faz dogrusu analizi kullanmaktadir. 


KH-Hs), k>0 


ORNEK 3 


Bir kap sicak corba bir odadaki bir masa tizerine konursa kaptaki corbanin sicakligina ne 
olur? Corbanin sogudugunu biliyoruz, fakat zamanin bir fonksiyonu olarak, tipik bir 
sicaklik egrisi nasil g6ztiktir? 


Corba Sogutmak 


Coziim § Cevreleyen ortamin sicakliginin sabit ve 15°C oldugunu varsayin. Bu durumda 
sicaklik farkini H(t) — 15 olarak ifade edebiliriz. H’yi f’nin tirevlenebilir bir fonksiyonu 
olarak kabul edersek, Newton sogutma kanununa gére 


dH 

Pre —kKH — 15) (1) 
olacak sekilde bir 4 > 0 oranti sabiti vardir. (H > 15 iken negatif bir tirev vermesi igin 
eksi k). 

H=15 iken dH/dt=0 oldugundan, 15°C sicakligi bir denge degeridir. H > 15 ise (1) 
Denklemi, (H — 15) > 0 ve dH/dt < 0 oldugunu séyler. Nesne oda sicakliZindan daha 
sicak ise soguyacaktir. Benzer sekilde, H < 15 ise (H— 15) <0 ve dH/dt > 0 dir. Oda 
sicakligindan soguk olan bir nesne istnacaktir. Boylece, (1) Denklemi ile tanimlanan 
davranis, sicakligin nasil davranmasi gerektigi sezgimizle uyusur. Bu goézlemler, Sekil 
9.13 teki baslangi¢ faz dogrusu diyagraminda tespit edilmistir. H = 15 degeri kararli bir 
dengedir. 

(1) Denkleminin iki tarafinin f’ye g6re tiirevini alarak ¢éziim egrilerinin konkavlikla- 
rint belirleriz: 


d(dH\_d 

4 (a) dt | ne 19) 
PH __,dH 
dt? dt ° 


-k negatif oldugundan, dH/dt < 0 iken @H/dt’ pozitif ve dH/dt > 0 iken negatiftir. 
Sekil 9.14 bu bilgileri faz dogrusuna ekler. 

Tamamlanmis faz dogrusu sunu gésterir: nesnenin sicakligi 15°C denge sicakliginin 
tizerinde ise H(t)’nin grafigi azalan ve yukartya konkav olacaktir. Sicaklik 15°C’nin 
(cevreleyen ortam sicaklig ) altinda ise H(f)’nin grafigi artan ve asagiya konkav olacaktir. 
Bu bilgileri, tipik ¢6ztim egrilerini gizmek igin kullaniniz (Sekil 9.15). 

Sekil 9.15’teki iist ¢dziim eSrisinden, bir nesne sogurken, dH/dt sifira yaklastigindan 
soguma hizinin yavasladigini gériiriiz. Bu g6zlem, Newton soguma kanunu icinde saklidir 
ve diferansiyel denklemde icerilir, fakat zaman ilerledikce grafikteki diizlesme olayin 
goérsel bir temsilini hemen vermektedir. Grafiklerden fiziksel davranislar ayirt etmek, 
gercek-diinya sistemlerini anlamak icin kuvvetli bir aractir. | 


pozif y 
F,=mg 
SEKIL9.16 Yercekimi etkisi altinda, hizla 


orantili oldugu kabul edilen bir direng 
kuvveti ile diigen bir nesne. 


du du 
— —=2 >v 


4 
~|Z@---- 


SEKIL9.17 Ornek 4 igin baslangig faz 
dogrusu. 
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ORNEK 4 


Galileo ve Newton hareket eden bir cismin karsilastig1 momentumdaki degisim oraninin 
cisme etkiyen net kuwvet ile orantili oldugunu gézlediler. Matematik terimlerle, F kuvvet, 
m ve v cismin kiitlesi ve hizi olmak tizere 


Bir Direnc Kuweti Altinda Bir Cismin Diisiisiinii Incelemek 


_ 4a 
Fe= i (mv) (2) 
Yakit yakan bir rokette oldugu gibi, cismin m kiitlesi zamanla degisiyorsa (2) denkle- 
minin sag tarafi, Carpim Kuralini kullanarak 
du dm 
m dt Bae “dt. 
geklinde yazilir. Halbuki birgok durumda m sabittir, dm/dt = O’dir ve (2) Denklemi New- 
tonun ikinci hareket kanunu olarak bilinen 


FH m @ veya F=ma (3) 
basit formunu alir. 
Serbest diismede, yercekiminden dolay: sabit ivme g ile gésterilir ve diismekte olan 


cisme asagiya dogru etkiyen bir kuvvet, yergekiminden dolay1 itici gti¢ 
Fi, = mg 


dir. Halbuki, hava iginde diisen gercek bir cismi — 6rnegin gok yiiksekten diisen bir madeni 
para veya daha da yiiksekten diisen bir parastitgti— diistintirsek bir noktadan itibaren hava 
direncinin ditistis hizinin bir etkeni oldugunu biliriz. Serbest diismenin daha gercekci bir 
modeli, Sekil 9.16’daki sematik diyagramda bir F’. kuvveti ile gésterildigi gibi hava 
direncini igerecektir. 

Ses hizinin olduk¢a altinda diisiik hizlar i¢in fiziksel deneyler, F,.’nin yaklasik olarak 
cismin hizi ile orantili oldugunu géstermistir. Bu nedenle diismekte olan bir cisim tizerin- 
deki net kuvvet 


gs irae oP 
olup, bu 
dv _ = 
my — ms kv 
waog-Fy (4) 


verir. Bu diferansiyel denklemi ¢6zen hiz fonksiyonlarim incelemek igin bir faz dogrusu kul- 
lanabiliriz. 

(4) Denkleminin sag tarafin: sifira esitlemekle elde edilen denge noktas1 
mg 
ke 
dir. Cisim, baslangicta bundan daha hizli hareket ediyorsa du/dt negatiftir ve cisim yavas- 
lar. Cisim, mg/k’nin altinda bir hizla hareket ediyorsa du/dt > 0 dir ve cisim hizlanir. Bu 
gézlemler Sekil 9.17’deki baslangi¢ faz dogrusu diyagraminda tespit edilmistir. 

(4) Denkleminin iki tarafinin ?’ye gore tiirevini alarak ¢éztim egrilerinin konkavlikla- 


rim. belirleriz: 
d’v_ d k k dv 
dt2 at Sm” ™ dt 


v= 
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SEK 


I 
I 
— ! —, 
dO ! ad <9 
2 | 2 
£¥ <9 wey 
t f dt“ 
—>—__©—_<—_+—- 
mg 
k 


iL9.18 Ornek 4 icin tamamlanmis faz 


dogrusu. 


A 
Baslangig¢ 
hizi 


SEK 


v= 


Baslangig¢ 
hiz 


>t 


iL9.19 Ornek 4’teki tipik hiz egrileri. 
mg/k deBeri son hizdir. 


>P 


o@----= 


SEK 


iL 9.20 6 Denklemi igin baslangig faz 


dogrusu. 


e@e65s55- 


SEK 


>P 


iL 9.21 Lojistik biiyiime igin 


tamamlanmis faz dogrusu (Denklem 6). 
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v <mg/k iken d@’v/d? <0 ve v > mg/k iken d’v/d? > 0 oldugunu gériiriiz. Sekil 9.18, 
bu bilgileri faz dogrusuna ekler. Newton sogutma kanunundaki faz dogrusuna (Sekil 9.14) 
benzerlige dikkat edin. Céziim egrileri de ayni sekilde benzerdir (Sekil 9.19). 

Sekil 9.19 iki tipik géziim egrisi gdstermektedir. Baslangig¢ hizi ne olursa olsun, cis- 
min hizinin v = mg/k limit hizina dogru gittiZini goriiriiz. Bu deere, kararli bir denge 
noktasi1, cismin son hiz1 denir. Hava akrobatlar1, diistise karsi olan viicut alanlarini degistir- 
erek son hizlarmmi 95 mil/sn’den 180 mil/sn kadar deistirebilirler. = 


ORNEK 5 


Boliim 7.5’te ntifus bitytimesini tistel degisim modelini kullanarak inceledik. Yani, P 
bireylerin sayisini temsil ediyorsa ve ayrilanlarla gelenleri ihmal edersek,birim zamanda 
kisi basina dogum oran: eksi 6liim orani1 k > 0 olmak tizere 


Sinirli Bir Cevre Icinde Niifus Biiytimesini Incelemek 


dP _ 
a kP (5) 
dir. Dogal gevrenin yasam1 stirdiirmek igin simirli sayida kaynaklar1 bulundugundan, sade- 
ce maksimum bir M niifusunun barindirilabilecegini kabul etmek anlamlidir. Niifus bu li- 
mit niifusa veya tasinabilir kapasiteye yaklasirken, kaynaklar azalir ve k biiyiime oran1 
diiser. Bu davranis1 sergileyen basit bir baginti, r > 0 bir sabit olmak tizere 


k=r(M-P) 


dir. P degeri M ’ye dogru artarken k’nin azaldigina ve P > M iken /’nin negatif olduguna 
dikkat edin. (5) Denkleminde & yerine r(M— P) yazmak 


la r(M — P)P = rMP 


it rP? (6) 


diferansiyel denklemini verir. (6) Denklemi ile verilen model lojistik biiyiime olarak 
bilinir. 

(6) Denkleminin faz dogrusunu inceleyerek ntifusun zamanla davranisini tahmin ede- 
biliriz. Denge degerleri P = M ve P = 0 dir. 0 < P <M ise dP/dt > 0 ve P>M ise 
dP/dt < 0 oldugunu gérebiliriz. Bu gézlemler Sekil 9.20’deki faz dogrusu iizerine 
kaydedilmistir. 

(6) Denkleminin iki tarafinin ?ye gore tiirevini alarak ntfus egrilerinin konkavliklan- 
ni belirleriz: 


aP_d 2 
ae a (rMP — rP*) 
dP dP 
=rM ‘7 2rP a 
_ _ dP 
= r(M — 2P) a (7) 


P=M/2 ise @P/d? = 0 di. P < M/2 ise (M — 2P) ve dP/dt pozitiftir dolayisiyla 
&P/dt? > 0 dir. M/2 <P <Mise (M-2P) < 0, dP/dt > 0 ve dP/d? <0dr. P>M 
ise hem (M — 2P) hem de dP/dt negatiftir dolayistyla d’P/d?’ > 0 dir. Bu bilgiyi faz 
dogrusuna ekleriz ( Sekil 9.21). 
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P = M/2 ve P = M dorulani tP-diizleminin birinci bélgesini, dP/dt ve d’P/dt’’nin 
isaretlerini bildigimiz yatay bantlara ayirir. Her bir bantta céztim e&grilerinin nasil artip 
azaldigini ve zaman gectikce nasil bukiildiiklerini biliyoruz. P = 0 ve P=M _ denge 
dogrularinin ikisi de niifus egrileridir. P = M/2’yi kesen niifus egrilerinin burada, kendi- 
lerine sigma gsekli (S harfi gibi iki yéne biikiilmiis) veren birer déniim noktas1 vardir. 


Sekil 9.22 tipik niifus egrilerini gdstermektedir. a 
P 
A 
co Sinir 
al Niifus 
Z 
=D 
Z 
Mi | fe 
2 
Zaman i 
SEKIL9.22 Ornek 5’teki niifus egrileri 
Faz Dogrulari ve Céziim EGrileri 13. Ornek 5’in dramatik devami Bir tiir saSlikhi bir toplulugun si- 


nirli bir ortam iginde cogaldigini ve halihazirdaki Pp toplulugu- 

nun M) tasinabilir kapasite degerine oldukga yakin oldugunu var- 

a. Denge degerlerini belirleyin. Hangileri kararli, hangileri sayin. Bir tatli su gdltinde yasayan bir balik toplulugunu hayal 
kararsizdir? edebilirsiniz. Aniden, Mount St. Helen volkanik ptiskiirmesi gibi, 

bir felaket gélti kirletir ve baliklarin gereksinim duydugu 

yiyecek ve oksijenin 6nemli bir béliimiinti yok eder. Sonug, 

Modan 6nemli dletide kiictik olan yeni bir M, tasinabilir kapasite- 


1-8 alistirmalarinda, 


b. Bir faz dogrusu kurun. y’ ve y’’niin isaretlerini belirtin. 


c. birkag ¢éziim egrisi ¢izins. 


1. dy = 229= 3) 2. dy ayaa si ile yeni bir ortamdir. Felaketten belirli bir stire Gnceden basla- 
dx dx yarak balik toplulugunun ortamdaki degisime tepkisini gésteren 
dy : dy 5 bir “Once-ve-sonra” eSrisi ¢izin. 

3: a» »* ae ax 4 14. Bir toplulugu kontrol etmek Bir tilkedeki balik ve av depart- 

5, y' = Vy  y>0 Gy =y- Wa y>0 mani karaca niifusunu kontrol etmek i¢in bir avlanma izin belgesi 

a ; 5 5 dagitmayi planlamaktadir (bir belge icin bir karaca). Karaca ntifu- 

Ly = De = Ne = 3) By aye = su belirli bir seviyesinin altina diiserse karaca neslinin tiikenecegi 


Nifus Bivi : bilinmektedir. Ayrica, karaca ntifusunun M tasinabilir kapasitesi- 
iifus Biiytime Modelleri nin tistiine cikmasi durumunda da niifusun hastaliklar ve yetersiz 
9-12 alistirmalarindaki otonom diferansiyel denklemler niifus artis beslenme nedeni ile M tasinabilir kapasitesine dogru diisecegi bi- 
modellerini temsil etmektedir. Her bir alistirmada, farkl P(0) linmektedir. 

baslangic degerleri kullanarak (Ornek 5’teki gibi) P(#)’nin céziim 
egrilerini cizmek igin, bir faz dogrusu analizi kullanin. 


dP dP 
9, —-=1-— 2P 10. —- = P(X — 2P 
dt dt ( ) “ = rP(M — P)\(P — m), 


a. Zamanin bir fonksityonu olarak karaca niifusunun biiyiime 
oraninin asagidaki modelinin anlamliligini tartisin. 


1, © =a~(p — 3) 12. a = 3P(1 IG 5) 


Burada, P karaca niifusu ve r de pozitif oranti sabitidir. 
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b. Bu modelin dP/dt = rP(M — P) lojistik modelinden farkim 
aciklayin. Lojistik modelden daha iyi yada daha k6tii miidtir? 


c. Her tigin P > M ise lim;s0 P(t) = M_ oldugunu gésterin. 
d. Her ¢igin P < M ise ne olur? 


e. Diferansiyel denklemin ¢éziimiini tartism. Modelin denge 
noktalari nelerdir? P’nin kararli-durum degerinin P’nin bas- 
langi¢ degerlerine bagliligini agiklayin. Yaklasik olarak kag av 
izni dagitilmalidir? 


Uygulamalar ve Ornekler 


15. 


16. 


17. 


18. 


Hava dalgici_ m kiitleli bir cisim durgun halden yergekimi etkisi 
ile dtismekte ise hizinin karesi ile orantili bir hava direnci ile 
karsilasir. Bu durumda, diisiistin ¢. santyesinde cismin hizi, k cis- 
min aerodinamik yapisina ve havanin yogunluguna bagli bir sabit 
olmak iizere. 


dv _ se 
m7 — mgs ku’, k>0 
denklemini saglar (Diististin, hava yogunlugu degisiminden etki- 


lenmeyecek kadar kisa oldugunu varsaylyoruz). 

a. Denklem igin bir faz dogrusu cizin. 

b. Tipik bir hiz egrisi ¢izin. 

c. 160-lb lik (mg = 160) bir hava dalgici icin zaman saniye ve 


mesafe feet olmak tizere nin tipik bir degeri 0.005 tir. 
Dalgicin son hizi nedir? 


Vv ile orantil direng m kiitleli bir cisim vg ilk hizi ile dikey 
olarak asagrya dogru firlatilmistir. Karsi direncin, hizin karek6kii 
ile orantili oldugunu varsayin ve bir grafik analizi ile son hiz1 bu- 
Tun. 


Yelkencilik Bir yelkenli, 50 1b lik sabit bir kuvvet saglayan riiz- 
garin etkisi ile diiz bir rota tizerinde yol almaktadir. Bunun 
disinda yelkenliye etkiyen tek kuvvet suyun direncidir. Direng 
kuvwveti sayisal olarak yelkenli hizinin bes katina esittir ve ilk hiz 
1 ft / sn dir. Bu riizgar altinda yelkenlinin maksimum hizi, saniye 
basina feet olarak nedir? 


Bilginin yayilmasi Sosyolojistler, teknolojik bir gelisme veya 
kiltiirel bir ilgi gibi, bir bilgi parcasmin bir topluluk arasinda 
yayilmasi demek olan ve sosyal diftizvon denen bir dogal olay1 
kabul ederler. Toplulugun bireyleri iki sinifa ayrilabilir: Bilgiyi 
bilenler ve bilmeyenler. Biiyiikligii bilinen sabit bir toplulukta, 
diftizyon oranimin, bilgiyi bilenler kere bilmeyenler ¢garpimi ile 
orantili oldugunu kabul etmek anlamlidir. N kisilik bir toplulukta 
bilgiyi bilen bireylerin sayisi X ise, sosyal difiizyon igin matem- 
atik bir model 

dX 

in kKX(N — X) 
ile verilir. Burada ¢ giin olarak zaman: temsil etmektedir ve k po- 
zitif bir sabittir. 


19. 


20. 


- Modelin anlamliligini tartisin. 
X’ ve X” niin isaretlerini belirten bir faz dogrusu kurun. 


. Temsili ¢éziim egrileri ¢izin. 


ae ST Bj 


. Bilginin en hizhi yayildigi X degerini ongériin. Sonunda, 
bilgiyi kag kisi 6grenir. 

Bir RL-devresindeki akim Sekildeki diyagram, toplam direnci 
sabit R ohm ve bir sarim olarak gésterilen 6z indtiktans1 da sabit L 
henri olan bir elektrik devresini temsil etmektedir. a ve b uglanri, 
sabit V voltluk bir elektrik kaynagini bilestirecek sekilde kapatila- 
bilen, bir anahtar vardir. 

Boyle bir devre icin, V = Ri, Ohm yasasi degistirilmelidir. 
De@istirilmis hali 

di te, 
L di + Ri=V 

ile verilir. Burada i akimin amper olarak siddeti ve ¢ saniye olarak 
zamandir. Bu denklemi cézerek, anahtar kapandiktan sonra aki- 
min nasil akacagini bulabiliriz. 


V 
+ k — 
fp — — 1 Anahtar 
b 


a 


Y 


“O00 
R L 

RL-devresindeki anahtarin t = 0 aninda kapatildigin kabul 
ederek, ¢dziim egrilerini cizmek igin bir faz dogrusu analizi kul- 
lanin. ¢ — © iken akim’a ne olur? Bu degere kararli-durum 
¢Oztimii denir. 
Sampuan icindeki inci Bir incinin, sampuan gibi, yogun bir siv1 
iginde, diististine karsi ve hiziyla orantili bir stirttinme kuwveti al- 
tinda battigim1 varsayin. Ayrica, sampuandan dolay1 bir kaldirma 
kuwvetinin etkidigini varsayin. Archimedes prensibine gore, kal- 
dirma kuvveti inci tarafindan yer degistirilen sivinin agirligina 
esittir. Incinin kiitlesi icin m ve alcalirken inci tarafindan yer de- 
gistirilen sampuanin kiitlesi igin P kullanarak, asagidaki adimlan 
tamamlayin 


a. Sekil 9.16’daki gibi, batmakta olan inciye etki eden kuvvetleri 
gosteren sematik bir diyagram ¢izin. 


b. Incinin hizi icin, zamanin bir fonksiyonu v(f)’yi kullanarak, 
incinin hizin1 batmakta olan bir cismin hiz1 olarak modelleyen 
bir diferansiyel denklem yazin. 


c. v’ ve v’’niin isaretlerini gésteren bir faz dogrusu kurun. 
d. Tipik ¢éziim egrileri ¢izin. 


e. Incinin son hizi nedir? 


9.5 Birinci Mertebe Diferansiyel Denklemlerin Uygulamalari 673 


| 9.5 | Birinci Mertebe Diferansiyel Denklemlerin Uygulamalari 


Simdi, calismakta oldugumuz diferansiyel denklemlerin tic uygulamasina bakacaguz. Ilk 
uygulama, bir dogru tizerinde hareketine karsi bir kuvvet etkisi altrnda hareket eden bir 
cismi incelemektedir. [kincisi, yiyecek elverisliliZi veya baska yasamsal kaynaklar gibi, 
cevrenin biiytime tizerine koydugu sinirlamalari hesaba katan bir niifus biiyiime modelidir. 
Sonuncu uygulama, ikinci bir egri ailesindeki her egriyi dik olarak (yani, dik agi ile) ke- 
sen bir eriyi yada egrileri konu alir. 


Hizla Orantili Direnc 


Bazi durumlarda, durmaya hazirlanan bir araba gibi, hareket eden bir cimin karsilastigi 
direncin cismin hizi ile orantili oldugunu farz etmek anlamlidir. Cisim ne kadar hizli iler- 
lerse, ileri dogru gidisi, iginden gec¢tigi hava tarafindan o kadar fazla engellenir. Bunu 
matematiksel terimlerle aciklamak ic¢in cismi, bir koordinat ekseninde hareket eden ve bir 
t anindaki konumu s ve hizi v olan bir m kiitlesi olarak resmederiz. Newton’un ikinci 
hareket kanunundan harekete kars1 direnen kuvvet 


: du 
Kuvvet = ktitle X tvme = m ae 


dir. Direng kuvvetin hizla orantili oldugu varsayimin1 
m—-=-—kv veya —=--7v (k > 0). 


yazarak ifade edebiliriz. 
Bu, tistel degisimi temsil eden, degiskenlerine ayrilabilir bir diferansiyel denklemdir. t = 0 
aninda v = vg baslangi¢ kosulu ile denklemin ¢éziimii (Béltim7.5) 
v= ue W/m (1) 

dir. 
(1) denkleminden ne 6grenebiliriz? Herseyden 6nce, m kitlesi Lake Erie’deki 20.000 ton- 
luk tekne gibi biiyiik bir degerse, hizin sifira ulasmasinin uzun stirecegini goériiriiz (v’nin 
kiigiik olmasi igin denklemin iiss’iindeki kt/m’yi yeterince biiytik yapacak t bityiik olmali- 
dir). Daha fazlasim1, s konumunu ¢ zamaninin bir fonksiyonu olarak bulmak icin denklemi 
integre etmekle 6grenebiliriz. 

Bir cismin durmaya hazirlandigini ve tizerine etkiyen tek kuvvetin stiratiyle orantili 
bir direng oldugunu varsayalim. Durana kadar ne kadar yol alir? Bunu bulmak igin, (1) 
Denklemiyle baslar ve 


“ = we wm | s(0) = 0 
baslangic deger problemini ¢ézeriz. tye gore integre etmek 
s= == em $C 
verir. ¢ = 0 iken s = 0 koymak ise 
= —-— + € ve Cc = — 


k k 
verir. 
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| Ingiliz sisteminde, kiitle kiitle-pound 
olarak dlciiliir. Yani, gravitasyon sabitinin 
32 ft/sn? oldugunu kabul ederek 


Pound = kiilte-pound x 32 
dir. 


Dolayistyla cismin ¢ anindaki konumu 


s(t) = = ew +4 — == — (1 e tHim)t) (2) 


bulunur. Cismin ne kadar uzakta duracagini bulmak icin, s(f)’nin t > © iken limitini bulu- 
ruz. -(k/m) < 0 oldugu igin, t—> % iken e“”” —5 0 oldugunu biliyoruz, béylece 


m 
lim s(t) = lim (1 — em 
teco [00 k 


vom Vom 


, I - OH] 


bulunur. yani 
Vv 
Al fe = —— 
man mesafe = — (3) 
olur. 

Elbette bu ideal bir degerdir. Sadece matematikte, zaman sonsuza uzayabilir. ugm/k 
sayisi sadece bir tist sinirdir (yine de yararli bir sinir). Gergek hayatla en azindan bir yerde 
uyusur — m biyiikse, cismi durdurmak icin ¢gok fazla enerji gerekir. Bu, okyanus gemi- 
lerinde neden romork6r bulundurulmasi gerektigini agiklar. Alisilmis tasarrmli herhangi 
bir gemi bir kizaga idare edilebilecek bir hizla gecerse, duramadan iskeleye carpar. 


ORNEK1 Bir Buz Patenci 


192 lb’lik bir buz patenci icin, (1) denklemindeki & sabiti 1/3 kiitle/ponud civarinda ve 
m = 6 kiitle/pounddur. Patencinin 11 ft/sn’den (7.5 mil/sa) 1 ft/sn’ye inmesi ne kadar 
ster? Tamamen durmadan Gnce patenci ne kadar ilerler? 


Coziim Birinci soruyu (1) denkleminden ?’yi gézerek yanitlariz: 


7 k=1/3,m=6, 
le 8 = 1 vy= 11, v=1 ile (1) 
7/18 _ 1/1 Denklemi 
—1/18 = In(1/11) = -In11 
t=18In1l1 ~ 43 sn 
Ikinici soruyu (3) denklemiyle yanitlariz: 
Al ee vgn 11-6 
man mesafe k 13 
= 198 ft a 


Niifus Biiytimesini Modellemek 


Boliim 7.5’te niifus bityiimesini Ustel Degisim Kanunu ile modelledik: 


“=kP, P(0) = Po 


a Diinya niifusu (1980-99) 
6000 F 


P = 4454¢0017" 
5000 


l l 
bis i0 20°! 


SEKIL 9.23 P= 4454e°"'"" nin ¢ = 19 igin 
¢éziiminiin, Diinyanin 1999’daki 
niifusundan birazcik fazla olan 6152.16 
olduguna dikkat edin. 
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Burada, P ¢ anindaki niifus, k > 0 sabit biiytime orani ve Py, ¢ = 0 anmdaki niifus 
biiyiikliigiidiir. Boliim 7.5’te bu model igin P = Poe“ céziimiinii bulduk. Fakat, isaret 
edilmesi gereken bir konu “Model ne kadar iyidir?” dir 
Modelin bir degerlendirmesine baslamak igin, tistel btiyiime diferansiyel denkleminin 
soyledigine dikkat edin: 
dP/dt 
o> 


ifadesi bir sabittir. Bu orana bagil biiyiime orami denir. Simdi, Tablo 9.4 1980 den 1989 
yilina kadar diinyanin yil ortasindaki ntifusunu géstermektedir. dt = 1 ve dP ~ AP alarak 
tablo 4’ten (4) Denklemindeki bagil bityiime oraninin 0.017 sabiti oldugunu g6riiriiz. 
Boylece, t = 0’in 198071, t= 1’in 198171 v.s. temsil ettigi tablo 4’teki verileri temel alarak 
diinya niifusu asagidaki sekilde modellenebilir: 


(4) 


dP 
Diferansiyel denklem: a 0.017 P 


Baslangic kosulu: P(0) = 4454 


TABLO9.4 Diinya niifusu (yil ortasi) 

Niifus 
Yil (milyon) AP/P 
1980 4454 76/4454 = 0.0171 
1981 4530 80/4530 = 0.0177 
1982 4610 80/4610 = 0.0174 
1983 4690 80/4690 =~ 0.0171 
1984 4770 81/4770 = 0.0170 
1985 4851 82/4851 = 0.0169 
1986 4933 85/4933 = 0.0172 
1987 5018 87/5018 = 0.0173 
1988 5105 85/5105 = 0.0167 
1989 5190 


Kaynak: U.S. Bureau of the Census (Sept., 1999): www.census.gov/ 
ipe/www/worldpop.html. 


Bu baslangig deger probleminin céziimii P = 4454e°°!” niifus fonksiyonunu verir. C6- 
zum, 1999 yilinda (yani ¢= 19) yil ortasinda diinya niifusunu 6152 milyon veya 6.15 mil- 
yar olarak 6ng6rmektedir (Sekil 9.23) . Bu, U.S. Bureau of the Census (Niifus Sayim Bii- 
rosu) (Table 9.5) tarafindan verilen gergek ntifus 6001 milyon dan biraz daha fazladir. 
Biytime oraninda bir degisim olup olmadigini gérmek igin daha giincel verileri inceleye- 
lim. 

Tablo 9.5, 1990 dan 2002 yilina kadar diinya ntfusunu géstermektedir. Tablodan, 
bagil bityiime oraninin pozitif oldugunu fakat niifus artarken, cevresel, ekonomik ve baska 
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nedenlerden dolay1 kigildiigiinti' gérityoruz. Ortalama olarak, biiyiime oram1 1990 dan 
2002 yilina kadar yilda yaklasik 0.0003 azalmaktadir. Yani, (4) Denklemindeki /’nin 
grafizi, + = 0.0003 negatif esimi ile doSruya yakindir. Béliim 9.4, Ornek 5’te daha 
gercekci olan 


ue == PP (5) 


lojistik bityiime medelini Gnerdik. Burada M, cevrenin uzun bir siire dayanabilecegi 
maksimum niifus veya tasmabilir kapasitedir. (5) Denklemini tistel model ile 
karsilastirmakla, k = r(M— P) ifadesinin, bir sabit yerine ntifusun lineer olarak azalan bir 
fonksiyonu oldugunu goriirtiz. (5) Denklemindeki lojistik modelin grafiksel ¢éziim egri- 
leri Béltim 9.4’te elde edilmisti, Sekil 9.24’te (tekrar) gésterilmektedir. Grafikte suna 
dikkat edin; P < M ise ntifus Wye dogru artar. P > M ise biiyiime oran negatif olacaktir 
(r > 0, M> 0 oldugundan) ve niifus azalir. 


TABLO9.5 Yakin zaman Diinya niifusu | 
Niifus 
Yil (milyon) AP/P . 
t=) 
1990 5275 84/5275 = 0.0159 3 
1991 5359 84/5359 = 0.0157 
1992 5443 81/5443 = 0.0149 
1993 5524 81/5524 = 0.0147 
1994 5605 80/5605 = 0.0143 Zaman 
1995 5685 79/5685 = 0.0139 ; 
1996 5764 80/5764 = 0.0139 SEKIL9.24 dP/dt =r(M — P)P Lojistik niifus modelinin 
1997 5844 79/5844 ~ 0.0135 cozien eorien, 
1998 5923 78/5923 = 0.0132 
1999 6001 78/6001 ~ 0.0130 
2000 6079 73/6079 = 0.0120 
2001 6152 76/6152 = 0.0124 
2002 6228 ? 
2003 ? 


Kaynak: U.S. Bureau of the Census (Sept., 2003): 
www.census.gov/ipc/www/worldpop.html. 


ORNEK2 Bir Ay Nifusunu Modellemek 


Bir ulusal parkin, en cok 100 boz ayiyi barindirma yetisinde oldugu biliniyor. Su anda 
parkta on ay1 vardir. Niifusu, r = 0.001 olmak tizere, bir lojistik diferansiyel denklem ile 
modelliyoruz (cok kiiciik niifus seviyeleri icin modelin giivenilir sonuclar vermemesi ihti- 
maline ragmen). 


M = 100 


nn 
Oo 
F 


vu 


ra 


= 
NNRRRSSANN | A 
NNR NNN | ZOO 
NNR RN NK DZ 
NNR A PA OOO OO 
NNMRRENNN | A OO 
NNN NN | ZOO 
NNR NN LE ZO 
QS [ree 
NNR | ZOO 
NNR RNN KD 
NNR NA | ZOO OOO 
NNR NN PZ OO 
NNR RRR NN DZ OO 
NNR RNIN 
NNN NY LZ OOO 
NNR NNN | ZOO 
NNR NN KY DZ 
NNN NANA DA Oe 
NNRRRRNNN | A OOO 
NNN | AO 


0 


SEKIL9.25 Lojistik diferansiyel denklem 
icin bir egim alani 
dP/dt = 0.001(100 — P)P (Ornek 2). 


(20, 43.8414) 


| | | | ! L Lyf 
0 20 40 60 80 100 120 140 


SEKIL9.26 dP/dt = 0.001(100 — P)P, 


P(O)=1 
¢ézumu 


0, adim biyiikligt dt = 1’in 
igin Euler yaklasimi 


lojistik diferansiyel 


v 
~ 
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9.5 Birinci Mertebe Diferansiyel Denklemlerin Uygulamalari 


(a) Diferansiyel denklem icin bir egim alani cizin ve tanimlayin. 

(b) 20 yil iginde niifus biiyiikligiinti Gngérmek igin dt = 1 adim biiyiikligii ile Euler 
yontemini kullanin. 

(c) Nifus icin bir P(A) lojistik bityiime analitik céziimt bulun ve grafigini ¢izin. 

(d) Ay: ntifusu ne zaman 50’ye ulasacaktir? 


Coziim 


(a) Egim alani. Tasinabilir kapasite 100 diir, dolayisiyla M = 100’dir. Aradigimiz ¢éziim, 
asagidaki diferansiyel denklemin bir céziimidir; 
dP _ _ 
we 0.001(100 — P)P 
Sekil 9.25, bu diferansiyel denklem icin bir egim alan géstermektedir. P = 100’de bir 
yatay asimptot var gibi géziikmektedir. Céziim eGrileri, tistten bu seviyeye dogru 
algalirlar, alttan bu seviyeye yiikselirler. 
(b) Euler yontemi. dt = | adim biyiikligi, fy = 0, P(O) = 10 ve 
ae = f(t, P) = 0.001(100 — P)P, 
ile 
Py = Py} + 0.001(100 = Pia) Ppt 


tekrarlama formiltinti kullanarak Tablo 9.6’daki yaklasimlari elde ederiz. 


TABLO9.6 dP/dt =0.001(100 — P)P, 
P(O) = 10, adim biiyiikliigi at= 1 
t P (Euler) t P (Euler) 
0 10 
1 10.9 11 24.3629 
2 11.8712 12 26.2056 
3 12.9174 13 28.1395 
+ 14.0423 14 30.1616 
5 15.2493 15 32.2680 
6 16.5417 16 34.4536 
7 17.9222 17 36.7119 
8 19.3933 18 39.0353 
9 20.9565 19 41.4151 
10 22.6130 20 43.8414 


20 yil sonunda yaklasik 44 boz ay1 vardir. Sekil 9.26, dt = 1 adim biiyiikliigii ile 
0 = ¢ <= 150 araligi tzerinde Euler yaklasiminin bir grafigini g6stermektedir. Grafik, 
Sekil 9.24’te gizdigimiz alt egriler gibi géziikmektedir. 
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SEKIL9.27  Sekil 9.25’teki eZim alani icine 
cizilmis 
_ 100 
1+ 9e°" 


grafigi (Ornek 2). 


(c) Analitik ¢éztim. Ayi nifusu 10 iken t= 0 varsayabiliriz. Bu nedenle P(0) = 10’dur. 


Aradigimiz lojistik biiyiime modeli asagidaki baslangig deger probleminin céziimti- 
diir; 
: : dP 
Diferansiyel denklem: ra = 0.001(100 — P)P 
Baslangig¢ kosulu: P(0) = 10 
Integrasyona hazirlik icin diferansiyel denklemi 


1 dP 
P(100 — P) dt 


= 0.001 


formunda tekrar yazariz. 
Sol tarafta kismi kesirlere ayirma kullanip her iki tarafi 100 ile garparsak 


I 1 \dP _ 
(4 {00 = 5) “a 


In|P| — Inj100 — P| = 0.14 + C ’ye gre integre edin. 
in| = OIF + C 
In oa z 0.1t-— C np = -in? 
ae Ee gure tis alin 
are P_ (teC)e01# 
— —1= Ae! A= te~ olsun 
100 


P’yi g6ziin 


P=———_, 
Leeate 


Bu, diferansiyel denklemin genel ¢éziimtidtir. t= 0 iken P = 10 dur ve 


ice ae 

1 + Ae 
1+ 4A= 10 
A=9. 


elde ederiz. Boylece, lojistik bityiime modeli 


100 
p=— _ 
1+ 9e Ol! 


dir. Grafigi (Sekil 9.27), Sekil 9.25’teki e&im alan1 icine ¢izilmistir. 
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(d) Ay: ntfusu ne zaman 50’ye ulasacaktir? Bu model icin, 


100 
0: a 
1+ 9e 0! 
1+ 9e9" = 2 
gle — 5 
elt = 9 
In9 
=—— & 1 
t 0.1 22 yl a 
Genel lojistik diferansiyel denklem 
= r(M = Pp 


nin géziimii Ornek 2’deki gibi elde edilebilir. Alistirma 10’da, céziimiin 


oe ae 
1+ 4e™ 


oldugunun gésterilmesi istenmektedir. A degeri uygun bir baslangig kosulu ile tanimlanir. 
Dikey yértinge 


Ortogonal Yériingeler 


Bir e&ri ailesinin bir ortogonal yértingesi, ailenin her egrisini dik agi ile veya ortogonal 
olarak kesen bir e&ridir (Sekil 9.28). Ornegin, orijinden gecen her dogru, merkezleri ori- 
jinde olan x* + y* + a’ cemberler ailesinin bir ortogonal yériingesidir (Sekil 9.29). Bu se- 
kilde, karsilikli olarak ortogonal sistemlerin potansiyel elektrikle ilgili fizik problemlerin- 
de 6zel bir 6nemi vardir. Bu gibi sistemlerde bir ailenin egrileri elektrik akimina kars1 
SEKIL9.28 Bir dikey yériinge gelir, diger aileninkiler ise sabit potansiyel egrilerine karsi gelir. Bu gibi sistemler ayrica 
bir egri ailesini dik agi ile veya hidrodinamik ve 1s1-akis1 problemlerinde de ortaya cikarlar. 
dikey olarak keser 
ORNEK3 —Ortogonal Yériingeleri Bulmak 


y Keyfi bir a #0 sabiti igin xy = a e&ri ailesinin ortogonal yériingelerini bulunuz. 


Coziim xy=a_ efrileri, odak eksenleri y= +x’ler olan bir hiperboller ailesi olustururlar. 
Once, bu ailedeki her eSrinin egimlerini veya dv/dx degerlerini buluruz. xy = a esitlizini 
kapali olarak tiiretmek 
dy y 

x 


ree eae veya , a 


verir. Boylece, xy = a hiperbollerinden biri tizerinde herhangi bir (x, vy) noktasindaki teget 
dogrunun egimi y’ = —y/x dir. Ortogonal bir yériinge iizerinde, bu ayni noktadaki teget 
dogrunun egimi, carpmaya gére tersinin negatifi veya x/y olmalidir. Bu nedenle, ortogo- 
nal yortingeler 


wy _x 
SEKIL9.29 Orijinden gecen her ae 
dogru, merkezi orijinde olan gember diferansiyel denklemini sa8lamalidirlar. 


ailesine diktir. 
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y Bu diferansiyel denklem degiskenlerine ayrilabilirdir ve B6liim 9.1’deki gibi ¢6zeriz: 
In 3 ydy =xdx Degiskenlere ayirin 
TTL eee 
SITS ; ag / ydy = / x dx Iki tarafi integre edin 
AIO ALE 
yon | + ne 12 = 12 +C 
AEX | <kMerw = os 
TTI oy 2 
XLT KX a#0 -x=5, (6) 
Sooty eo 
s' Dp burada b = 2C keyfi bir sabittir. Ortogonal yoériingeler, (6) Denklemi ile verilen ve Sekil 
9.30 da cizilen hiperboller ailesidir. rT] 
SEKIL9.30 Her bir egri, diger aileden 


kestigi her egriye diktir (Ornek 3) 


1. 


ALISTIRMALAR 9.5 


Bisiklet durdurmak 66-kg’lik bir bisikletgi 7-kg’hk bir bisiklet 
tizerinde 9 m/sn ile giderken fren yapmaya baslryor. (1) Denkle- 
mindeki & yaklasik olarak 3.9 kg/sn dir. 

a. Bisikletgi tam olarak durmadan Gnce ne kadar yol alir? 

b. Bisikletcinin siiratinin 1 m/sn’ye diismesi ne kadar siirer? 


Bir savas gemisi durdurmak Iowa sinifi bir savas gemisinin agir- 
higinin 51,000,000 kg oldugunu ve (1) Denklemindeki & degerinin 
yaklasik olarak 59,000 kg/sn oldugunu varsayin. Savas gemisinin, 
9 m/s ile ilerlerken giic kaybetmeye basladigini kabul edin. 


a. Gemi durmadan once ne kadar ilerleyecektir? 
b. Geminin siiratinin 1 m/sn’ye diismesi ne kadar siirer? 


Tablo 9.7’deki veriler, Ohio, Columbusta St. Francis DeSales 
Yiiksek Okulunda bir matematik 6gretmeni olan Valerie Sharritts 
tarafindan Bilgisayar Tabanl bir Laboratuvarda hareketli bir 
dedektérle elde edilmistir. Tablo, 10 yasindaki kizi Ashley’nin bir 
gizgi tizerinde paten kayarken ¢ saniyede ilerlemis oldugu 
mesafeyi (metre) géstermektedir. Ashley’nin Tablo 9.7’deki data 
ile verilen konumu igin Denklem (2) formunda bir model bulun. 
Ashley’nin ilk hiz1 vp = 2.75 m/sn, kiitlesi m = 39.92 kg ve 
toplam ilerleme mesafesi 4.91 m dir. 


Durmak igin yavaslamak Tablo 9.8, Kelly Schmitzer’in bir 
cizgi tizerinde paten kayarken saniyede ilerlemis oldugu mesafeyi 
(metre) géstermektedir. Konumu icin Denklem (2) formunda bir 
model bulun. Kelly’nin ilk hiz1_ vp = 0.80 m/sn, kiitlesi_ m = 49.90 
kg ve toplam ilerleme mesafesi 1.32 m dir. 


Siis baligi toplulugu 2000 galonluk bir depo en cok 150 siis 
balig1 barindirabilmektedir. Depoya alti siis baligi birakilryor. Nii- 
fusun bitiyiime oraninin, ¢ zaman hafta olmak tizere 

dP 


ra 0.0015(150 — P)P 


oldugunu varsayin. 


TABLO9.7 Ashley Sharritt'in paten kayma verileri 


t(san)  s(m) t (san) s (m) t (san s (m) 
0 0 2.24 3.05 4.48 4.77 
0.16 0.31 2.40 3.22 4.64 4.82 
0.32 0.57 2.56 3.38 4.80 4.84 
0.48 0.80 2.72 3.52 4.96 4.86 
0.64 1.05 2.88 3.67 5.12 4.88 
0.80 1.28 3.04 3.82 5.28 4.89 
0.96 1.50 3.20 3.96 5.44 4.90 
1.12 1.72 3.36 4.08 5.60 4.90 
1.28 1.93 3.52 4.18 5.76 4.91 
1.44 2.09 3.68 4.31 5.92 4.90 
1.60 2.30 3.84 4.41 6.08 4.91 
1.76 2.53 4.00 4.52 6.24 4.90 
1.92 2.73 4.16 4.63 6.40 4.91 
2.08 2.89 4.32 4.69 6.56 4.91 


a. Stis baligi niifusu icin f’ye bagl bir formiil bulun. 


b. Sts baligi niifusunun 100, 125 olmasi ne kadar siirer? 


6. Goril Toplulugu Belirli bir vahsi hayvan korusu en fazla 250 ova 


gorili barindirabilmektedir. 1970 yilinda koruda 28 goril oldugu 
biliniyor. Nifusun biiyiime oranimin, ¢ zamani yil olmak tizere 


“ = 0.0004 (250 — P)P 


oldugunu varsayin. 


TABLO9.8 Kelly Schmitzer’in paten kayma verileri 

t (sn) s (m) t (sn) s (m) t (sn) s (m) 
0 0 1.5 0.89 3.1 1.30 
0.1 0.07 1.7 0.97 3.3 1.31 
0.3 0.22 1.9 1.05 3.5 1.32 
0.5 0.36 2.1 1.11 3.7 1.32 
0.7 0.49 2.3 1.17 3.9 1.32 
0.9 0.60 2.5 1.22 4.1 1.32 
1.1 0.71 2.7 1.25 43 1.32 
1.3 0.81 2.9 1.28 4.5 1.32 


7. 


10. 


a. Goril ntifusu igin ?’ye bagli bir formiil bulun. 

b. Goril niifusunun, korunun tasima kapasitesine ulasmasi ne 

kadar stirer? 

Balik avlama bélgesi Pasifikteki halibut balik avlama bdlgesi 
dy 
dt 

lojistik denklemi ile modellenmistir. Burada y(t), t(yil) animda 

halibuttaki niifusun kilogram olarak toplam agirligidir. Tasinabilir 
kapasitenin M = 8 X 10’ kg oldugu ve yil basina 
r= 0.08875 X 107 oldugu tahmin edilmektedir. 

a. (0) = 1.6 X 10’ kg ise 1 yil sonra halibuttaki niifusun toplam 

agirligi nedir? 


= r(M — y)y 


b. Halibut avlanma bélgesindeki toplam agirhk 
4 X 10’kg’a ne zaman ulasir? 


. Degistirilmis lojistik model Ornek 2’deki lojistik diferansiyel 


denklemin, c bir sabit olmak iizere 


“ = 0.001(100 — P)P —c¢ 


olarak degistirildigini varsayin. 

a. c sabitinin anlamini agiklayin. c’nin hangi degerleri boz ay1 
toplulugu icin gercekgi olur? 

b. c = 1 iken diferansiyel denklem igin bir dogrultu alani gizin. 
Denge céztimleri nelerdir (Boliim 9.4)? 


ec. Dogrultu alaniniza (a) dan birkag céziim egrisi ¢izin. Degisik 
baslangi¢ niifuslari1 icin boz ayi ntifusuna ne oldugunu 
aciklayin. 


. Tam céziim Asagidaki baslangig deger problemlerinin tam 


céziimlerini bulun. 
a. y’=1+y,y(0)=1 
b. y’= 0.5(400—y)y, (0) =2 


Lojistik diferansiyel denklem 
GP pay 
a r(M — P)P 


diferansiyel denkleminin ¢6ziiminiin 


11. 
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9.5 Birinci Mertebe Diferansiyel Denklemlerin Uygulamalari 


A bir sabit olmak tizere 


2 M 
1+ Ae? 


oldugunu gésterin 
Dramatik bir gé6ziim —& ve Po pozitif sabitler olsun. 
a. Asagidaki baslangi¢ deger problemini ¢éziin. 

dP 


a aes 


di P(O) = Po 


b. (a) daki géziimiin grafiginin, fnin pozitif bir degerinde bir 


12. 


dikey asimptotunun bulundugunu gésterin. nin bu degeri 
nedir? 
Soyu tiikenmis topluluklar r > 0, M maksimum barindirila- 
bilir niifus ve m, altindaki bir deger icin ttirlerin nesillerinin 
tiikenecegi minimum ntifus olmak tizere 


dP. = _ 
a r(M — P)\(P — m), 


niifus modelini g6z 6niine alin. 


a. m=100,M=1200 ve m< P< WM oldugunu varsayin. 
Diferansiyel denklemin yeniden 


1 1 dP 


oP P=inle 


seklinde yazilabilecegini gésterin ve bu degiskenlerine ayrila- 
bilen denklemi géziin. 


b. (a)’nin P(O) = 300 kosulunu saglayan ¢éziimiini bulun. 


ec m< P< Mkisitlamasi ile diferansiyel denklemi ¢éziin. 


Ortogonal Yoriingeler 


13-18 alistirmalarinda e&ri ailelerinin ortogonal yoriingelerini bulun. 
Her ailenin birkag temsilcisini ¢izin. 


13. 
15. 
17. 
19. 
20. 


21. 


2 


y= mx 14. y= cx 

kx ty? =1 16. 2x? + y? =? 

yvy=ce* 18. y = e* 

2x? +3 =5 vey? =x edrilerinin ortogonal olduklarm: gésterin. 


Verilen diferansiyel denklemin géztim ailesini ve ortogonal 
yortingelerinin ailesini bulun. Her iki aileyi ¢izin. 

a. xdx + ydy = 0 b. x dy — 2ydx = 0 

a ve b’nin pozitif sayilar olduklarim: varsayin. 


y=4a—4ax ve y’=4b? + 4bx 


parabollerini aym diyagramda cizin. (a = b; +2V ab), noktala- 
rinda kesistiklerini ve her “a-paraboliintin” her “b- paraboliine” dik 
oldugunu gosterin. 
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Boliim Tekrar Sorulari 


1. Birinci derece bir diferansiyel denklem nedir? Bir fonksiyon ne 
zaman b6yle bir denklemin ¢éziimiti olur? 

2. Degiskenlerine ayrilabilir birinci derece diferansiyel denklemleri 
nasil ¢ézersiniz? 

3. Eksponansiyel degisim kurali nedir? Bir baslangig deger proble- 
minden nasil tiiretilebilir? Kuralin bazi uygulamalari nelerdir? 

4. Bir y’= f(, y) diferansiyel denklenimin egim alani nedir? Boyle 
alanlardan neler 6genebiliriz? 

5. Lineer bir birinci derece diferansiyel denklemi nasil ¢ézersiniz? 

6. y’= f(x, v), VX) = Vo baslangig deer problemini sayisal olarak 
cézmek igin Euler yontemini agiklayin. Ornek verin. Yéntemin 
hassasligin1 yorumlayin. Bir baslangi¢ deger problemini neden 
sayisal olarak ¢ézmek isteyesiniz? 


7. vy’ = f(x v), V(X0) = ¥ baslangig deger problemini sayisal olarak 
cézmek igin gelistirilmis Euler y6ntemini agiklayin. Euler yénte- 
mi ile nasil kiyaslanir? 

8. Bir otonom diferansiyel denklem nedir? Denklemin denge deger- 
leri nelerdir? Kritik noktalardan farklari nedir. Kararli bir denge 
degeri nedir? Ya kararsiz? 


9. Bir otonom diferansiyel denklemin faz dogrusunu nasil kurars1- 
mz? Bir faz dogrusu, diferansiyel denklemin bir ¢éziimiinii nitel 
olarak yansitan bir grafik tiretmede size nasil yardimci olur? 


10. Ustel model, uzun-dénem niifus biiyiimelerini 6ngdrmek icin ne- 
den gercekgi degildir? Lojistik model, ntifus bitytimeleri igin tstel 
modeldeki eksikligi nasil diizeltir? Lojistik diferansiyel denklem 
nedir? Céztimiiniin formu nedir? Lojistik ¢éziimtin grafigini agik- 


layin. 
Béliim Problemler 
1-20 alistirmalarinda diferansiyel denklemleri ¢éziin. dy , 
24.x—+2y=x°+1, x>0, ypX1)=1 
dy r 3y(x + 1) dx 
1. = = Vycos’ Vy 2. aa. a dy 
me y 25. + 3x2y = x*, (0) = -1 
3. yy’ = sec y* sec” x 4. ycos*x dy + sinx dx = 0 
5. y = xe’Vx — 2 6. y' = xye™ 26. x dy + (y — cosx) dx = 0, (F) =0 


7. secxdy + xcos*ydx=0 8. 2x? dx — 3Vy csex dy = 0 


y 


9 y= o 10. y’ = xe* ’escy 
11. x(x — 1)dy — ydx = 0 12. y' = (y? - Ix 
13. 2y’ — y = xe"? 14. a + y=e*sinx 


15. xy + 2vy=1-x1! 16. 
17. (1 + e*) dy + (ve* + e*) dx = 0 

18. e *dy + (e*y — 4x) dx = 0 

19. (x + 3y*) dy + ydx = 0 (Ipucu: d(xy) = y dx + x dy) 
20. xdy + Gy —x 7 cosx)dx = 0, x >0 


xy’ — y = 2xInx 


Baslangic Deger Problemleri 


21-30 alistirmalarinda baslangi¢ deger problemlerini géziin. 


dy 
SES gt) 2, = 
la , (0) 2 
dy _ ylny _ 2 
22. Tay? (0) =e 
dy 
23. (x + 1) —+2vy=x, x>-l, (0) =1 


dx 


27. x dy — (y + Vy) dx =0, yd) =1 


_» dx e* 
2 
= =1 
ey way y(0) 
29. xy’ + (x — 2)y = 3x7e%, (1) = 0 


30. ydx + (3x — xy + 2)dy =0, y(2) = -1, 


28. y 


y<0 


Euler Yontemi 


31 ve 32 alistirmalarinda baslangi¢ deger problemini verilen aralik 
tizerinde xo'dan baslayarak dx = 0.1 ile ¢6zmek icin belirtilen y6nte- 
mi kullanin. 
ff) 31. Euler: y’ =y+cosx, yp(0)=0; 05x52; x3 =0 
32. Gelistirilmis Euler: y’ = (2 — y)(2x + 3), y(-3) = 1; 


—-3Sx=-1 x» =-3 


33 ve 34 Alistirmalarinda y, verilen baslangi¢ deger probleminin ¢6- 
zumu olduguna gére y(c)’yi 6ngérmek igin dx = 0.05 ile belirtilen 
yontemi kullanin. 

33. Gelistirilmis Euler: 


34. Euler: 


dy x*-2y+1 
= x », ya)=1 


35 ve 36 alistirmalarinda verilen baslangig deger problemini grafik 
olarak ¢6zmek ic¢in x9 = 0’dan baslayarak belirtilen yontemi 


a. dx=0.1 b. dx =-0.1 
ile kullanin. 
35. Euler: 
dy 1 
dx ~ extyt2 ’ y(0) = -—2 
36. Gelistirilmis Euler: 
dy x? + y 
dx - etx’ y(0) = 0 


Egim Alanlari 


37-40 alistirmalarinda, denklemin egim alaninin bir boliimiinti ¢izin. 
Sonra ¢iziminize P(—-1, 1) noktasindan gecen céziim egrisini ekleyin. 
Xo = 1 ve dx = 0.2 ile Euler yOnteminin kullanarak y(2)’yi tahmin edin. 
Yanitlarinizi dért ondalik basamaga yuvarlayin. Karsilastirmak igin 
y(2)’nin kesin degerini bulun. 


37. y =x 
39. y’ = xy 40. y' 


38. y’ = 1/x 
I/y 


Otonom Diferansiyel Denklemler ve 
Faz Dogrulari 
41 ve 42 alistirmalarinda, 


a. Denge degerlerini belirleyin. Hangileri kararli, hangileri kara- 
sizdir? 


b. Bir faz dogrusu kurun. y’ ve y’’niin isaretlerini belirleyin. 


c. Céziim egrilerinden secilmis temsilciler ¢izin 


dy_ > dy _ 2 
41. oy — 1 42. = yy 
Uygulamalar 


43. Kagis Hizi Havasiz bir ayda, ayin merkezinden s kadar 
uzaklikta olan m kitleli bir cisme yergekiminin uyguladigi F’ 
cekimi F = —mg Rs? denklemiyle verilir. Burada g ayin yiizeyin- 
deki yercekimi ivmesi ve R de ayin yarigapidir (Sekle bakin). F’ 
kuwveti negatiftir, giinkti s’yi azaltan yonde etki eder. 
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‘ m kiitlesi 
pa mee i) 
se 


eT ie, 


| 

I 

| 

| 

| 

| 

| 

| S 
| R 
| 

| 

| 

| 

| 

| 


Ayin 
merkezi 
a. Cisim t= 0 aninda 2% ilk hiziyla ayin yiizeyinden yukar dogru 
firlatilryorsa, Newton’un ikinci yasas1 F = ma’yi kullanarak 
cismin s konumundaki hizinin 
2gR? 
ig 


2 


+ uy? — 2gR. 


denklemiyle verildigini gésterin. Yani, vo = V 2gR oldugu 
V 2gR hizi ayin kagis hizidir. 
Bu veya daha biiyiik bir hizla yukari firlatilan bir cisim ayin 


yercekiminden kurtulacaktir. 


b. up = V 2gR ise 


3u0 2/3 
s=R 1+aR? 


oldugunu gésterin. 


stirece hiz pozitif kalir. vo = 


44. Kayarak durmak Tablo 9.9, Johnathon Krueger’in paten ile ¢ 
saniyede kaydigi mesafesini (metre) gdstermektedir. Konumu icgin 
Boliim 9.5’teki Denklem (2) formunda bir model bulun. 
Baslangig hizi vy = 0.86 m/sn, kiitlesi m = 30.84 kg ve kaydifi 
toplam mesafe 0.97 m dir. 


TABLO9.9 Johnathon Krueger paten verileri 
t (s) s (m) t (s) s (m) t (s) s (m) 


0 0 0.93 0.61 1.86 0.93 
0.13 0.08 1.06 0.68 2.00 0.94 
0.27 0.19 1.20 0.74 2.13 0.95 
0.40 0.28 1.33 0.79 2.26 0.96 
0.53 0.36 1.46 0.83 2.39 0.96 
0.67 0.45 1.60 0.87 2.53 0.97 
0.80 0.53 1.73 0.90 2.66 0.97 


Boliim Tekrar Sorulari 
Teori ve Uygulamalar 


1. Hiicre zarindan gecis Bazi kosullar altinda, ¢dziilmtis bir mad- 
denin bir hiicre zar1 boyunca hareketinin sonucu 


dy _JA 
at =k ple _ y). 
denklemiyle tanimlanir. Bu denklemde, y hiicre igindeki mad- 


denin konsantrasyonu ve dy/dt de y’nin zamana gére degisim 


Baliim 9: integrasyonunun Diger Uygulamalan 


oranidir. k, A, V ve c harfleri sabitleri belirtirler. k gegirgenlik kat- 
sayisi (zarin bir 6zelligi), A zarm yiizey alan, V hiicrenin hacmi 
ve c’de hticrenin disindaki maddenin konsantrasyonudur. Denk- 
lem, hiicre igindeki konsantrasyonun degisim oraninin, kendisiyle 
disaridaki konsantrasyon arasindaki farkla orantili oldugunu sdy- 
ler. 


a. (0) igin yo kullanarak y(f)’yi goziin. 
b. Kararli durum konsantrasyonu, lim, ,.. y(t)’yi bulun. 


(N.T.LS, US Departmant of Commerce tarafindan dagitilan 
Some Mathematical Models in Biology, R.M. Thrall, J.A. 
Mortimer, K.R. Baum, R.F Baum, editérler; Gelistirilmis 
Baski, Aralik 1967, PB-202 364, sayfa 101-103’ten 
alimistir.) 


. Oksijen karisimi Hava ile dolu bir litre bir cam balon icine bir 
tiipten oksijen akmakta ve oksijen-hava karisimi (iyice karismis) 
baska bir tiipten cikmaktadir. Havanin %21 oksijen igerdigi varsa- 
yilarak, iceri tiiptinden 5 L oksijen ge¢tiginde cam balondaki ok- 
sijen ylizdesi ne olur? 


. Bir siniftaki karbon dioksit Ortalama insan, dakikada 20 defa 
nefes alrp her defasinda %4 karbon dioksit igeren 100 ing* hava 
digari verirse, 30 d$rencinin girdisi 10,000 fe "lik bir sinifta 
1 saat sonra havadaki karbon dioksit yiizdesini bulun. 
Baslangi¢taki havanin temiz oldugunu, vantilatérlerin igeriye 
dakikada 1000 ft* hava iifledigini ve temiz havanin %0.04 karbon 
dioksit igeridigini kabul edin. 

. Bir roketin yiiksekligi Kiitlesi zamanla degisen bir sisteme bir 
F dis kuwveti etkiyorsa, Newton’un hareket kanunu 


d(mv) _ 
dt 


F+(vd uy) 


dir. Bu denklemde, sistemin ¢ anindaki kiitlesi m, stirati v ve siste- 
me dm/dt oram ile giren (veya sistemi terk eden) kiitlenin siirati 
uv +u dur. Baslangi¢ kiitlesi mo olan bir roketin, kiitlesinin bir kis- 
minin saniyede dm/dt = —b birim sabit orami ve rokete gére sabit 
u = -c hizi ile dogrudan geriye dogru yakilarak, durgun halden 
yukariya dogru firlatildigini varsayin. 


Rokete etkiyen tek dis kuvvet, yergekiminden dolay1 F = —mg dir. 
bu varsayimlar altinda, ¢ saniye sonunda roketin yer seviyesinden 
yiiksekliginin (¢, mo/b’ye gore kiiciik) 


_ mo — bt my — bt 1 
yv=celt4 5 In Mo 7 et 


oldugunu gésterin. 


. a. P(x) ve O(x)’in [a, b] aralig tizerinde stirekli olduklarini 


/ P(x) dx 


varsayin. v(x) = e olmak tizere 


u(x)y = J om dx + C 


denklemini saglayan herhangi bir y fonksiyonunun 

dy 

a t Ply = Q(x). 
diferansiyel denkleminin géziimti oldugunu géstermek icin 
Analizin Temel Teoremi, Kisim Pi kullanin. 


x 


b. C= you(xo) — hs v(t)O(t) dt ise (a)’daki her y ¢éziimiiniin 
V(Xo) = Vo baslangi¢ kosulunu sagladigini gésterin. 


. (Alistirma 5’in devami) Alistirma 5’in hipotezini ve y,(x) ile 


y(x)’in birinci mertebe lineer denklemin (x9) = yo baslangi¢ 
kosulunu saglayan iki ¢d6ziimti oldugunu kabul edin. 


a. y(x) = yi(X) — ya(x)’in 
y' + P@)y = 0, yx) = 0. 
baslangi¢ deger problemini sagladigini gésterin. 


b. v(x) = e/?  integrasyon carpant igin 
£ (u(x)[yi(x) = yalx)}) = 0 
dx 


oldugunu gésterin. v(x)[y\(x) — y2(x)] = sabit sonucunu 
cikarin. 

c. (a)dan y)(x9) —y2(Xp) = 0 drra<x< bigin v(x) >0 
oldugundan, biitiin (a, b) araliginda y,(x) — yo(x) = 0 oldugunu 
gerceklemek icin (b)’yi kullanin. Béylece, her a < x < b igin 
Vix) — a(x) = 0 dir. 


Boliim Teknoloji Uygulama Projeleri 


Mathematica /Maple Module 

Llag Dozajlari : Etkili midirler? Giivenilir midirler? 

Kandolasimindaki kanin absorbe edilmesi icgin bir baslangi¢ deger modelini formiile edin ve ¢éziin. 

Mathematica /Maple Module 

Birinci Mertebe Diferansiyel Denklemler ve Egim Alanlari 

Segilmis birinci-mertebe diferansiyel denklemlerin ¢esitli baslangi¢g kosullar icgin egim alanlari ve géztim efrileri cizin. 


KONiK KESITLER 
VE KUTUPSAL KOORDINATLAR 


Giris Bu boliimde parabollerin, elipslerin ve hiperbollerin geometrik tanimlarini ve- 
riyoruz ve bunlarin standart denklemlerini ¢gikarryoruz. Bu egrilere konik kesitler veya 
konikler denir ve bunlar gezegenlerin, uydularin ve kare ile ters orantili kuvvetlerin et- 
kisinde hareket eden baska cisimlerin yértingelerini modellerler. Béliim 13’te hareket 
eden bir cismin yolunun bir konik oldugunu bildigimiz takdirde cismin hizi ve onu ha- 
reket ettiren kuvvet hakkinda bilgi sahibi oldugumuzu goérecegiz. Gezegen hareketleri 
en iyi kutupsal koordinatlar yardimiyla agiklanir. Dolayisiyla, bu yeni koordinat siste- 
minde e@grileri, tiirevleri ve integralleri de inceleyecegiz. 


(ie 0.1 a Konik Kesitler ve Kuadratik Denklemler 


B6liim 1’de ¢emberi, diizlemde sabit bir merkez noktadan uzakliklari sabit bir deger, 
yaricap, kadar olan noktalar ktimesi olarak tanimladik. Merkez (h, k) ise ve yaricgap a ise 
cemberin standart denklemi (x — h)’ + (y — k)? = a’ dir. Konik kesitler, bir gift koninin bir 
diizlem tarafindan kesilmesiyle olusturulan egrilerdir ve bu nedenle adlan konik kesit dir. 
Cember, bir konik kesit 6rnegidir (Sekil 10.1). 

Simdi, parabolleri, elipsleri ve hiperbolleri koordinat diizleminde kuadratik denklem- 
lerin grafikleri olarak tanimlayacagiz. 


Paraboller 


TANIMLAR Paraboller, Odaklar, Dogrultmantar 

Bir diizlemde verilmis belirli bir noktadan ve verilmis belirli bir dogrudan esit 
uzaklikta olan noktalardan olusan kiime bir paraboldiir. Belirli nokta paraboltin 
odagidir. Belirli nokta ise dogrultmandrr. 


Eger odak, F dogrultman, L, tizerinde bulunuyorsa, parabol L’ye dik olan ve F’den 
gecen dogrudur. Bunu dejenere durum olarak ayirt edip bundan sonra F’nin L tizerinde 
bulunmadigini varsayacagiz. 

Bir paraboliin denklemi, odag1 ve dogrultmani koordinat eksenlerinden birinin ayri 
iki tarafinda egit uzaklikta iseler, en basittir. Ornegin, odagin pozitif y-ekseninde F(0, p) 
noktasinda bulundugunu ve dogrultmaninin da y = — p oldugunu varsayin (Sekil 10.2). 
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Cember: diizlem, koni Elips: diizlem, koni Parabol: diizlem, koni Hiperbol: diizlem, her iki 
eksenine dik eksenine egik kenarina paralel koniyi de keser 


(a) 


Nokta: diizlem, koni Tek dogru: diizlem, Kesisen dogru ¢ifti 
tepesinden ge¢er koniye teget 
(b) 


SEKIL 10.1 Standart konik kesitler (a) Bir diizlemin bir cift koniyi kestigi egriler. Hiperbol, Kollar denen iki béliimden 
olusur. Nokta ve dogrular, diizlemin koni tepesinden gecirilmesi ile elde edilirler (b) dejenere konik kesitler. 


Bu seklin gésterimiyle, bir P(x, y) noktasi ancak ve yalniz PF = PQ ise paraboliin tizerin- 
dedir. Uzaklik formiliinden, 


PF = V(x — 09 + (y — pp? = Vx? + (y — py? 
PQ = V(x — x)? + (y — (-p)? = Viv + PP 


bulunur. Bu ifadeleri esitleyip, karesini alip, sadelestirdigimizde, 


y: 
”A 


Tepe noktas1 
dogrultmanla 


odak arasindaki es 
uzakligin yarismdadir. P x 24 (1) 
fl L y= 75- veya x” = 4py Standart form 
Dogrultman: y = —p O(x, -p) 4p ‘ 


elde ederiz. Bu denklemler paraboltin y-eksenine gére simetrisini belirtirler. y-eksenine 


SEKIL 10.2 Paraboltin standart formu paraboliin ekseni deriz (“simetri ekseni”nin kisaltilmasi). 


x? = 4py,p > 0. 
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10.1 


Konik Kesitler ve Kuadratik Denklemler 


>< 


Paraboliin, eksgagg 
tasi orijinde B 


MPAOktaya tepe noktas: Meir. x° = 4py paraboliiniin tepe nok- 
(Sekil 10.2). Pozitif p sayisi paraboluf¥gdak uzunlugudur. 


u olmak iizere asagi dogru 
Dogrultman: y = p 


Tepe noktas1 
orijinde 


halini alir (Sekil 10.3). Saga veya sola dogru agilan paraboller igin de benz®&denklemler 


okies elde ederiz ( Sekil 10.4 ve Tablo 10.1). 


TABLE 10.1 Tepe noktalari orijinde olan parabollerin standart formdaki denklemleri {p > 0) 


SEKIL 10.3 x2=—4py, p> 0 pa Denklem Odak Dogrultman Eksen Agilis 
x? = Apy (0, p) y=-p y-ekseni Yukari 
x? = —4py (0, —p) y=p y-ekseni Asagi 
y? = 4px (p, 0) x= -p x-ekseni Saga 
y? = —4px (—p, 0) x=p x-ekseni Sola 


Dogrultman 
x=p 


Dogrultman 
x=-p 


tv 


y = 4px = —Apx 


y 


ene noktasi Tepe noktas1 


> X 


(b) 


(a) 


SEKIL 10.4 (a) y = 4px parabolii. (b) y =—Apx 


ORNEK 1 


y’ = 10x paraboliiniin odagim ve dogrultmanim bulun. 


Cizim y= 4px standart denkleminde p’nin degerini buluruz: 
- ee 
4p = 10, dolayisiyla p= 45 
Bu p degeri igin odak ve dogrultman: buluruz: 
: _ {5 
Odak: (p,0) = > 0 
Dogrultman: x=-p veya x= 3 a 
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B6liim 1.5’te verilen yatay ve dikey kayma formilleri Tablo 10.1’deki denklemlere 
uygulanarak baska yerlerde bulunan degisik paraboller elde edilebilir (39, 40 ve 45-48 
Alistirmalarina bakin). 


Elipsler 


TANIMLAR Elips, Odaklar 


Dizlemde belirli iki noktadan uzakliklarinin toplami sabit olan noktalar 
kiimesi bir elipstir. [ki belirli noktaya elipsin odaklari denir. 


SEKIL 10.5 Bir elips cizmenin bir yolu, iki 


raptiye ve kaleme rehberlik eden bir ip 
kullanir. 

Bir elips olusturmanin en hizli yolu tanim1 kullanmaktir. F', ve F gibi iki raptiyenin 
etrafina bir ip gegirin, ipi P noktasindaki kalemle gerin ve kalemi kapali bir eri gizecek 
sekilde dolastirin (Sekil 10.5). Bu egri bir elipstir, gtinkii ipin uzunlugu eksi raptiyeler 
arasindaki mesafe olan PF’, + PF’, toplami sabit kalir. Elipsin odaklari F’, ve F>’de bulunur. 


TANIMLAR Odak Ekseni, Merkez, Tepe Noktalari 

Tepe Tepe Bir elipsin odaklarmdan gegen dogru elipsin odak eksenidir. Eksen tizerinde 
noktasi Odak Merkez Odak noktasi odaklarin arasindaki uzakligin tam ortasinda bulunan nokta merkezdir. Odak ek- 
seninin ve elipsin kesistikleri noktalara tepe noktalari denir (Sekil 10.6). 


Odak ekseni 


Odaklar F'\(—c, 0) ve F>(c, 0) ise (Sekil 10.7) ve PF, + PF toplami 2a ile belirtiliyor- 
SEKIL10.6 Bir elipsin odak ekseni sa, elips tizerindeki bir P noktasinin koordinatlar1 


tizerindeki noktalar. V(x +cePty?+ V(x —c)+y?=2a 


denklemini saglarlar. Bu denklemi basitlestirmek icin, ikinci k6kt saga tasir, karesini alir, 
kalan kok yalniz birakir ve yine karesini alirsak 


2 2 

x y 

+= (2 
a’ a — ¢c 


‘i buluruz. PF; + PF, toplami FF uzunlugundan daha biiyiik oldugu igin (P FF} i¢in tic- 

‘ gen esfsizligi), 2a sayisi 2c’den daha biiyiiktiir. Buna gore, a > c olur ve (2) denkle- 

b mindeki a’ — c’ sayisi pozitiftir. 

P(x, y) (2) denklemine yol acan cebirsel adimlar, 0 < c < a olmak tizere, koordinatlari bu 
cesit bir denklemi saglayan her P noktasinin PF; + PF, = 2a denklemini de sagladigini 

>x godsterecek sekilde tersine isletilebilir. Dolayisiyla bir nokta ancak ve yalniz koordinatlar 
(2) denklemini sagliyorsa elips tizerindedir. 


b= Va’? - c? (3) 


ise, a’ — c=" olur ve (2) denklemi 


[---" I 

Odak _-~-~ Odak ! 
o- r 

F\(-c,0) 0 Merkez / 

F(c, 0), 


A 2 
SEKIL 10.7 PF, + PF =2a ile tammh [ae ae 
so 2 2 2 : orgs (4) 
elips, b° = a“ —c* olmak tizere a b 
(x?7/a) + G°/b?) = 1 denkleminin halini alir. 


grafigidir. 
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(4) Denklemi bu elipsin orijine ve iki koordinat eksenine gore simetrik oldugunu 
gdstermektedir. x = +a ve y = £b dogrulariyla sinirlanan dikd6rtgenin iginde bulunmak- 
tadir. Eksenleri (+a, 0) ve (0, +5) noktalarinda keser. Bu noktalardaki tegetler eksenlere 
diktir, ciinkit 


dy bx (4) denkleminden kapal1 
dx 2 tiirev alma ile elde edilir. 


denklemi x = 0 ise sifir ve y = 0 ise sonsuzdur. 

(4) Denklemindeki elipsin asal ekseni (+a, 0) noktalarini birlestiren 2a uzunlugun- 
daki dogru parcasidir. Elipsin yedek ekseni ise (0, +5) noktalarm: birlestiren 2b 
uzunlugundaki dogru pargasidir. a sayisinin kendisi yari asal eksen ve 5 sayisi da yari 
yedek eksendir. (3) denkleminden 


c= Va? — b? 


olarak bulunan c sayisi elipsin merkez-odak uzakh$idir. 


a. ORNEK2 —_Yatay Asal Eksen 
16 * 9 ~! |@,3) ; 
Tepe noktas1 Tepe noktas1 x 4 y = (5 
(4, 0) (4, 0) 16 9 
Odak | Odak \V elipsine (Sekil 10.8) ait biiyiikliikler sunlardir: 
ev7,0 © x (V7, 0) Yari asal: a= V16 = 4, Yarn yedekeksen: 54 = V9 =3 
Merk 
git Merkez-odak uzaklig1: eb = 6 = 7 
(0, -3) Odaklar: (+c, 0) = (+V7, 0) 
SEKIL 10.8 Asal ekseni yatay olan bir elips Tepe noktalari: (+a, 0) = (+4, 0) 
(Ornek 2). Merkez: (0, 0). r 


ORNEK3 _Dikey Asal Eksen 


(5) Denkleminde x ile y’nin yer degistirmesi ile elde edilen 


5 2 
x yo, 
9 ti¢=! (6) 


elipsinin asal ekseni yatay olmak yerine dikeydir (Sekil 10.9). Yine, a’ = 16 ve b’ = 9 ile 
elipse ait biiyiklikler sunlardir: 


Yar1 asal: a= V/16 = 4, Yariyedekeksen: 5 = \/9 =3 
Merkez-odak uzakhgi: pW b= oe WT 
Odaklar: (0, +c) = (0, V7) 
Tepe noktalari: (0, +a) = (0, +4) 
Merkez: (0, 0). r 


(5) ve (6) Denklemlerini incelerken karisikliga gerek yoktur. Sadece koordinat eksen- 
Tepe noktast | (0, —4) lerinin kesim noktalarin1 buluruz; bundan sonra asal eksenin ne y6nde oldugunu biliyoruz 
demektir, ciinkti iki eksenin uzun olanidir. Merkez her zaman orijinde bulunur ve odaklar 


SEKIL10.9 Asal ekseni dikey olan bir elips asal eksen tizerindedirler. 


(Ornek 3). 


690 Baliim 10: Konik Kesitler ve Kutupsal Koordina 


SEKIL 10.10 Hiperbollerin iki kolu vardir. 
Burada gésterilen hiperboliin sag taraftaki 
kolu tizerinde bulunan noktalar igin 

PF — PF, = 2a’dir. Sol taraftaki kolu 
uzerinde bulunan noktalar igin 

PF, — PF, =2a olur. buradan, 

b = Vc? — a? yazaniz. 


l 


& 


Merkezleri Orijinde Olan Elipslerin Standart Denklemleri 


2 
Odaklar x-ekseninde: 5 + ie 
a b? 
Merkez-odak uzaklgi: e= VP =F 
Odaklar: (+c, 0) 


Tepe noktalari: (+a, 0) 


=1 (a>b) 


x y 
Odaklar y-ekseninde: 1 + a =1 (a>b) 
Merkez-odak uzaklig1: c= Ve — 


Odaklar: (0, +c) 
Tepe noktalari: (0, +a) 


Her iki durumda da, a yari asal eksen ve b yar yedek eksendir. 


Hiperboller 


TANIMLAR Hiperbol, Odaklar 
Bir hiperbol diizlemdeki belirli iki noktadan uzakliklari farki sabit olan noktalar 
kiimesidir. [ki belirli nokta hiperboliin odaklaridir. 


Odaklar F’\(—c, 0) ile F>(c, 0) ise (Sekil 10.10) ve sabit fark 2a ise, bir (x, y) noktas1 


ancak ve yalniz 
Vix te? + y? — V(x — cc? + y? = 42a (7) 


ise hiperboliin tizerinde bulunur. Bu denklemi basitlestirmek igin, ikinci k6kii saga tasur, 
karesini alir, kalan k6kti yalniz birakir ve yine karesini alirsak 


+ — Sl (8) 
a a? — ¢? 


a y 
2 
buluruz. Buraya kadar, bu bir elipsin denkleminin aymsidir. Fakat bu defa a” — c’ negatif- 
tir, cinkti PF F tiggeninin iki kenarinin fark: olan 2a ticiincti kenar olan 2c’den kiiciiktiir. 
(8) Denklemine g6tiiren adimlar tersine gevrilerek, 0 < a < c olmak tizere koordi- 
natlari bu sekildeki bir denklemi saglayan bir P noktasinin (7) denklemini de sagladigi 
gosterilebilir. Dolayistyla bir nokta ancak ve yalniz koordinatlari (8) denklemini sagliyor- 
sa hiperboliin tizerinde bulunur. 
b’yi a’ —c’’nin pozitif kare k6kii olarak alirsak, 


b= Vc - a? (9) 


ise a” —c” =—b’ olur ve (8) denklemi daha kapali olan 


-+=1 (10) 


halini alir. 


Tepe 
Odak / noktast Odak 


Merkez 


Odak ekseni 


SEKIL 10.11 Bir hiperboliin odak ekseni 
lizerindeki noktalar. 
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(10) Denklemi ile bir elipsin denklemi (Denklem 4) arasindaki farklar eksi isareti ve yeni 


c =a’ +b? (9) denkleminden 
bagintisidir. 
Tipki bir elips gibi, bir hiperbol de orijine ve koordinat eksenlerine gore simetriktir. 
x-eksenini (+a, 0) noktalarinda keser. Bu noktalardaki tegetler dikeydir, giinkti 


dy _ bx (10) denkleminden kapali 


dx a’y tiirev almarak bulunmustur 


denklemi y = 0 ise sonsuzdur. Hiperboliin y-kesim noktalar yoktur; aslinda, egrinin higbir 
béliimti x =—a ve x =a dogrular arasinda bulunmaz. 


TANIMLAR Odak Ekseni, Merkez, Tepe Noktalari 


Bir hiperboliin odaklarindan gegen dogru odak eksenidir. Eksen tizerinde odak- 
larin arasindaki uzakligin tam ortasinda bulunan nokta hiperboliin merkezidir. 
Odak ekseninin ve hiperboliin kesistikleri noktalara tepe noktalar denir. (Sekil 
10.11) 


Hiperbollerin Asimptotlari ve Grafik Cizmek 


(10) denkleminden y’yi ¢d6zersek 


veya karek6k alarak 


elde ederiz. x > + iken, V1 — a?/x? carpam 1’e yaklasir ve +(b/a)x carpam 
baskindir. Boylece, 


b 
yutgx 


dogrulari (10) denklemi ile tanimlanan hiperbolinin iki asimptotudur. Asimptotlar 
bize hiperbolleri gabuk cizmek igin gereksindigimiz rehberligi yaparlar. Asimptot 
denklemlerini bulmanin en hizli yolu (10) denklemindeki | yerine 0 yazmak ve yeni 
denklemden y’yi ¢6zmektir: 


2 2 2 2 
x y x y b 
=l|—-> 07> y= 5x. 
a Be a BS x a 


ae, 
hiperbol 1 yerine 0 asimptotlar 
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Merkezleri Orijinde Olan Hiperbollerin Standart Denklemleri 
2 2 2 2 
Odaklar x-ekseninde: S = _ = Odaklar y-ekseninde: a — = = 1 
a b a b 
Merkez-odak uzakhg1: c= Vaz + Pp? Merkez-odak uzakhg1: c= Va? + b? 
Odaklar: (+c, 0) Odaklar: (0, +c) 
Tepe noktalari: (+a, 0) Tepe noktalari: (0, +a) 
: x ° b : y? Pee _ a 
Asimptotlar: a Be = 0 veya y= tx Asimptotlar: 2 — a 0 veya y= px 
a 
Asimptot denklemlerindeki farka dikkat edin (birincisinde b/a ikincisinde a/b). 
ORNEK4 — Odaklar x-ekseninde 
2 2 
x yO 
4 5 = 1 (11) 
denklemi a” = 4 ve b? = 5 ile (10) denklemidir (Sekil 10.12). Bu hiperbole ait biiyiikliikler 
sdyledir: 
Merkez-odak uzaklig1: c= V@th=V44+5=3 
Odaklar: (-tc, 0) = (+3, 0), Tepe noktalani: (+a, 0) = (+2, 0) 
Merkez: (0, 0) 
Asimptotla: = — = 0 veya y= 4 VS 
simptotlar: 4 5 = 0 veya y= tx rT] 
; ORNEK5 —Odaklar y-ekseninde 
SEKIL 10.12 Ornek 4’teki hiperbol ve ; : ; : 38 ; 
asimptotlan (11) denkleminde x ile y’nin yerleri degistirilerek elde edilen 
ae ae 
4 5 


SEKIL 10.13 Ornek 5’teki hiperbol ve 
asimptotlari 


hiperboliinitin tepe noktalar x-ekseni yerine y-ekseni tizerindedir (Sekil 10.13). Yine, 
a’ =4 ve b’ =5 ile bu hiperbole ait biiyiikliikler sdyledir: 


c= Vaei+hP=V445=3 
Odaklar: (0, +c) = (0, +3), Tepe noktalari: (0, +a) = (0, +2) 
Merkez: (0, 0) 


Merkez-odak uzakligi: 


NR 


x 


s 


2 
eae 


V5 


2 
Pid 
Asimptotlar: a 5" OQ veya y= + 


Yansitma Ozellikleri 


Parabollerin basta gelen uygulamalari i1sik ve radyo dalgalarinin yansiticilari olarak kul- 
laniimalaridir. Bir paraboliin odagimdan gikan isinlar parabolden paraboliin eksenine 
paralel olarak yansitilirlar (Sekil 10.14 ve Alistirma 90). Ustelik, herhangi bir 1s1n icin, 
odaktan dogrultmana paralel bir dogruya ( parabol eksenine dik ) ulasana kadar gecen za- 
man her isin i¢gin aynidir. Bu 6zellikler flas, far ve spot yansiticilari ile mikrodalga yayin 
antenleri tarafindan kullanilirlar. 


SEKIL 10.15 Eliptik bir ayna (burada 
profilden gériilmektedir) 1911 bir odaktan 


digerine yansitir. 


Parabol 


Birincil ayna 
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Parabolik radyo 
dalgasi yansiticis1 


Cikan 151k eksene 
Parabolik isk paralel 


yansiticis1 


_ Odakta lamba teli 
(nokta kaynak) 


RADYO TELESKOP 


SEKIL 10.14 Parabolik yansiticilar, odaklarindaki bir kaynaktan gelen isinlar1, parabol eksenine 
paralel bir isik demetine doniistiirebilir; veya, eksene paralel gelen 1gsinlar1 toplayip odakta 
yogunlastirirlar. 


Bir elips asal ekseni etrafinda d6éndirtilerek bir yiizey tiretilir (ytizeye elipsoid denir) 
ve ici gimiisle kaplanilarak bir ayna yapulirsa, bir odaktan ¢ikan 1sik diger odaga yansitilir 
(Sekil 10.15). Elipsoidler sesi de ayni sekilde yansitirlar ve bu 6zellik fisi/dayan salonlar, 
yani bir odakta duran bir kisinin 6teki odaktaki bir fisiltry: duyabildigi odalar 
yapilmasinda kullanilir (U.S. Capitol binasindaki Statuary Hall bir fisildayan salondur). 

Hiperbolik bir aynanin bir odagina y6énlendirilen isik diger odaga dogru yansitilir. 
Modern teleskoplarin tasariminda, hiperbollerin bu 6zelligi parabollerin ve elipslerin 
yansitma 6zellikleriyle birlestirilmektedir. Sekil 10.16’da, yildiz 19181 birincil bir parabolik 
aynadan aynanin odagi F’ye dogru yansitilmaktadir. Sonra odagi Fy, = Fp olan ufak bir 
hiperbolik ayna tarafindan hiperboliin ikinci odagi F; = Fy’ ye dogru yansitilir, Bu odak 
bir elipsle paylasildigi igin, isik bir gézlemcinin goérebilecegi gsekilde eliptik ayna 
tarafindan elipsin diger odagina yansitilir. 


SEKIL 10.16 Yansitici bir teleskobun 
gemasl. 


ALISTIRMALAR 10.1 


Grafikleri Tanimlamak 


1— 4 alistirmalarindaki parabolleri su denklemlerle eslestirin: 
x? =2y, x7 = —-6y, y? = 8x, y? = —4y. 


Sonra parabollerin odaklarini ve dogrultmanlarim: bulun. 
1. y 2. Jy 


5-8 alistirmalarindaki her konik kesiti asagidaki denklemlerden biriyle 


eslestirin: 


x 4 


by= ] 


2 
ey 
4 


ge 
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Sonra konik kesitin odaklarini ve Tepe noktalarm: bulun. Konik kesit 
bir hiperbolse, asimptotlarini da bulun. 


5. y 6 
” 


A By 
N 
. wl . 
iy. 
A 


7. 8. 


rs al a 


Paraboller 


9-16 alistirmalarinda parabol denklemleri verilmektedir. Her parabo- 
lin odagini ve dogrultmanin: bulun. Sonra parabolti gizin. Ciziminiz- 
de odak ve dogrultmani da belirtin. 


>X 


9, y? = 12x 10. x? = 6y 11. x? = —8y 
12. y? = -2x 13. y = 4x? 14. y = —8x? 
15. x = —3y? 16. x = 2y? 

Elipsler 


17-24 alistirmalarinda elips denklemleri verilmektedir. Her denklemi 
standart hale getirin. Sonra elipsi gizin. Ciziminizde odaklari belirtin. 


17. 16x? + 25y* = 400 18. 7x? + 16y? = 112 
19. 2x7 + y? = 20. 2x7 +7 = 

21. 3x? + 2y? = 6 22. 9x? + 10y? = 90 

23. 6x? + 9y? = 54 24. 169x? + 25y? = 4225 


25 ve 26 alistirmalar: merkezleri xy-diizleminin orijininde olan elips- 
lerin odak ve tepe noktalar hakkinda bilgi vermektedir. Her durumda, 
verilen bilgilerden elipsin standart denklemini bulun. 
25. Odaklar: (+2, 0) 26. Odaklar: (0, +4) 

Tepe noktalari: (+2, 0) Tepe noktalari: (0, +5) 


Hiperboller 


27-34 alistirmalarindan her biri bir hiperbol denklemi vermektedir. 
Her denklemi standart hale getirin ve hiperboliin asimptotlarim: bulun. 
Sonra hiperbolii gizin. Ciziminizde odaklari ve asimptotlari belirtin. 


27. x -y? =1 28. 9x7 — l6y? = 144 


30. y>- x? =4 
32. y? — 3x7 = 3 
34, 64x? — 36y* = 2304 


29. vy? - x7 =8 

31. 8x? — 2y? = 16 
33. 8y? — 2x? = 16 
35-38 alistirmalarinda merkezi xy-diizleminin orijininde bulunan 
hiperbollerin odaklari tepe noktalar1 ve asimptotlar: hakkinda bilgi 


verilmektedir. Her durumda, verilen bilgilerden hiperboliin standart 
denklemini gikarin. 


35. Odaklar: (0, +V2) 36. Odaklar: (+2, 0) 


Asimtotlar: oy = ee 


ya 


37. Tepe noktalari: (+3, 0) 38. Tepe noktalari: (0, +2) 
Asimptotlar: y = aon Asimptotlar: y = aly 


Konik Kesitleri Kaydirmak 


Asimptotlar: y = +x 


39. |? = 8x parabolii 2 birim asa%i ve 1 birim saga kaydirilarak 
(y + 2)° = 8(x — 1) parabolii iiretiliyor. 
a. Yeni paraboliin tepe noktasini, odagim ve dogrultmanim 
bulun. 


b. Yeni tepe noktasin1, odagi ve dogrultmani isaretleyin ve yeni 
parabolii ¢izin. 


40. x? = —4y parabolii 1 birim sola ve 3 birim yukar kaydirilarak 
(x + 1)? =—4(y — 3) parabolii iiretiliyor. 
a. Yeni paraboltin tepe noktasim, odagin1 ve dogrultmanini 
bulun. 


b. Yeni tepe noktasin1, odagi ve dogrultmani isaretleyin ve yeni 
parabolii ¢izin. 
41. (x°/16)+(y"/9) = 1 elipsi 4 birim saga ve 3 birim yukan 
kaydinlarak 
Ga WEA 4 


16 9 


elipsi tiretiliyor. 
a. Yeni elipsin odaklarim1, tepe noktalarini ve merkezini bulun. 
b. Yeni odaklar, tepe noktalarini ve merkezi isaretleyin ve yeni 
elipsi ¢izin. 
42. (x°/9) + (7/25) =1 elipsi 3 birim sola ve 2 birim asagi kaydirila- 
rak 
Gay . Gray. 
9 25 


1 


elipsi tiretiliyor. 
a. Yeni elipsin odaklarim1, tepe noktalarini ve merkezini bulun. 
b. Yeni odaklar, tepe noktalarini ve merkezi isaretleyin ve yeni 
elipsi ¢izin. 
43. (x°/16) + 67/9) = 1 hiperbolii 2 birim saga kaydirtlarak 
(x- 2)? y? 


16 gq 


hiperbolit tiretiliyor. 


a. Yeni hiperboliin odaklarim, tepe noktalarini ve asimpotlarm 
bulun. 


b. Yeni odaklar, tepe noktalarin1 ve asimptotlari isaretleyip, yeni 
hiperbolii gizin. 


44, (y7/4) + (x?/5) = 1 hiperbolii 2 birim asagi kaydinilarak 
Qyt2P x2 


x ~ _ 
4 els 


hiperbolii tiretiliyor. 


a. Yeni hiperboliin odaklarim, tepe noktalarini ve asimpotlarm 
bulun. 


b. Yeni odaklar, tepe noktalarin1 ve asimptotlari isaretleyip, yeni 
hiperbolti cizin. 


45-48 alistirmalari parabol denklemleri verir ve her paraboltin ka¢ 
birim yukari veya asa ve saga veya sola kaydinilacagini s6ylemekte- 
dir. Yeni paraboltin denklemini, yeni tepe noktasin1, odagi ve dogrult- 


mani bulun. 
45. y = 4x, sola 2, asagi 3 46. y =—12x, saga 4, yukari 3 


47. x° = 8y, saga 1, asaéi 7 48. x? = 6y, sola 3, asagi 2 


49-52 Alistirmalari elips denklemleri verir ve her elipsin kag birim 
yukari veya asag1 ve saga veya sola kaydirilacagini sdyler. Yeni elipsin 
denklemini, yeni tepe noktalarim, odaklar1 ve merkezi bulun. 


N 


i) 


x ee e 
49, 6 + o- 1, sola 2, asagi 1 
x? b) 
50. airy = 1, saga 3, yukari 4 
2 2, 
x y > ; 
51. 3 +> = 1, saga 2, yukari 3 
2 2 
x ¥ ” 
52. 16 + a 1, sola 4, asagi 5 


53-56 alistirmalari hiperbol denklemleri verir ve her hiperboliin kag 
birim yukar1 veya asag1 ve saga veya sola kaydirilacagini sdyler. Yeni 
hiperboliin denklemini, yeni tepe noktalarm1, odaklan, merkezi ve 
asimptotlari bulun. 


xr Oy 3 
53. LS 1, saga 2, yukari 2 
2 2 
x y ‘ 
54. 1G oo 1, sola 2, asagi 1 
55. y>— x? = 1, sola 1, asagi 1 
y 
56. 37 x? = 1, saga 1, yukan 3 


57-68 alistirmalarindaki konik kesitlerin, hangileri uygunsa, merkezi- 
ni, odaklarimi, tepe noktalarini, asimptotlarini ve yarigaplarim bulun. 


57. x7 + 4x + y? = 12 
58. 2x? + 2y? — 28% + 12y + 114 =0 
59, x7 + 2x + 4y -—3 =0 60. y? — 4y — 8k — 12 = 0 
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61. x7 + Sy? + 4x = 1 

63. x7 + 2y? — 2x — 4y = -1 
64. 4x7 + y? + 8x —2y=-1 
65. x7 — y?- 2x + 4y=4 
67. 2x? — y? + 6y =3 


62. 9x? + 6y? + 36y = 0 


66. x? — y? + 4x — 6y = 6 
68. y? — 4x? + 16x = 24 


Esitsizlikler 


xy-diizleminde, koordinatlar1 69-74 alistirmalarindaki esitsizlikleri 
veya esitsizlik ciftlerini saglayan bélgeleri ¢gizin. 


69. 9x? + 16y? = 144 

70.°+yY=1 ve 4°+y/=4 

Tl. +424 ve 4x°+ 9) = 36 

72. (x7 + y? — 4)(x? + 9y? — 9) <0 

73. 4y7 — x? = 4 74, |x? —y?| <1 


Teori ve Ornekler 


75. Parabolik bir cismin hacmi icin Archimet formiilii 
y = (4h/b*)x? parabolii ve y = A dogrusuyla sinirlanan bélge 
asafida gésterilen cismi olusturacak sekilde y-ekseni etrafinda 
déndiiriiliyor. Cismin hacminin buna karsilik gelen koni hacmi- 
nin 3 i 2’si oldugunu gésterin. 


b 
2 


76. Asma képrii kablolari parabol seklinde olur Burada goriilen 
asma k6prii kablolar her yatay fit basina w poundluk diizgiin bir yiik 
tasir. H, kablonun orijindeki yatay gerilimi ise, kablo egrisinin 

dy _w 

dx H* 
denklemini sagladigi goésterilebilir. x = 0 iken y = 0 baslangi¢ 
kosuluna sahip bu denklemi gézerek kablonun bir parabol sek- 
linde durdugunu gésterin. 


K@6prii kablosu 


>X 
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80. 


81. 


82. 


83. 


84. 


85. 


86. 


87. 


88. 


89. 
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(1, 0), (0, 1) ve (2, 2) noktalarindan gegen gemberin denklemini 
bulun. 


(2, 3), (3, 2), ve (-4, 3) noktalarindan gegen gemberin denklemini 
bulun. 


Merkezi (—2, 1)’de olan ve (1, 3) noktasindan gegen gemberin 
denklemini bulun. (1.1, 2.8) noktas1 gemberin iginde mi, disinda 
mi, yoksa tizerinde midir? 

(x — 2)? + (vy — 1? =5 cemberinin koordinat eksenlerini kestigi 
noktalardaki tegetlerinin denklemlerini bulun (/pucu: Kapali 
tiirev alin). 


y? = kx, k > 0, paraboliiniin iizerindeki bir P noktasindan koor- 
dinat eksenlerine paralel dogrular gizilirse, parabol bu dogrular 
ve koordinat eksenleriyle smmirlanan dikdértgeni iki kiictik A ve B 
bélgesine bGler. 


a. Bu iki kiicgtik bélge y-ekseni etrafinda déndiiriiltirse, hacimle- 
rinin orani 4:1 olan cisimler tireteceklerini gésterin. 

b. Bélgelerin x-ekseni etrafinda déndiiriilmesiyle tiretilen hacim- 
lerin orani nedir? 


x = —p dogrusu iizerindeki herhangi bir noktadan y* = 4px egri- 
sine gizilen tegetlerin dik oldugunu gésterin. 

Kenarlar1 koordinat eksenlerine paralel olan ve x° + 4y’ = 4 elipsi- 
nin icine yerlestirilebilecek en biyiik alanli dikdértgenin boyutla- 
rim bulun. Dikd6rtgenin alani nedir? 


9x? + 4y = 36 elipsiyle sinirli bolgenin (a) x-ekseni ve (b) y-ekseni 
etrafinda dondiiriilmesiyle tiretilen cismin hacmini bulun. 

Birinci bélgede x-ekseni, x = 4 doSrusu ve 9x* — 4y* = 36 hiper- 
boliiyle smurli “tiggensel” bélge x-ekseni etrafinda déndiiriilerek bir 
cisim tiretiliyor. Cismin hacmini bulun. 

Soldan y-ekseni, saSdan x* — y* = 1 hiperbolii, alttan ve iistten 
y = +3 dogrulartyla simirli bélge y-ekseni etrafinda déndiiriilerek 
bir cisim tiretiliyor. Cismin hacmini bulun. 


Alttan y-ekseni ve iistten (x°/9) + (7/16) = 1 elipsiyle stmrlanan 
bélgenin ktitle merkezini bulun. 


2 2 = : Beil datas te 

y —x° =1 hiperboliiniin tist kolu olan 

y= VET. 0=x=s 4/2, egrisi x-ekseni etrafinda déndii- 
rilerek bir yiizey tiretiliyor. Yiizeyin alanini bulun. 


Asagidaki resimde goriilen dairesel dalga bir dalga tankinin yiize- 
yine Once A, sonra da B noktasinda dokunularak yapilmistir. Dal- 
galar genislerken, kesisim noktalari bir hiperbol gizer gibidir. 


90 


Gergekten de bunu yapar m1? Bulmak icin, Dalgalan merkezleri 
A ve Bde olan gemberler olarak modelleriz. 


t aninda, P noktasi A’dan r,(t) birim ve B’den r;(t) birim 
uzaktadir. Cemberlerin yarigaplar1 sabit bir oranda arttig1 igin, 
dalgalarin ilerledigi hiz 


dr4 _ drg 


‘dt dt 


olur. Bu denklemden ry — rg’nin degerinin sabit oldugunu ve 
dolayistyla P’nin odaklari A ve B olan bir hiperbol tizerinde bu- 
lunmas: gerektigi sonucunu ¢ikarin. 


. Parabollerin yansitma ézelligi Asagidaki sekil, y° = 4px para- 
bolii tizerindeki tipik bir P(xo, yo) noktasim géstermektedir. L dog- 
rusu parabole P’de tegettir. Paraboliin odagi F(p, 0)’dadir. P’den saga 
dogru giden L’ dogrusu x-eksenine paraleldir. B’nin a’ya esit oldu- 
Sunu gostererek, F’den P’ye giden 1s11n L’ boyunca yansitilacagim 
gosterecegiz. Bu esitligi asagidaki adimlari gerceklestirerek dogru- 
layin. 

a. tan B = 2p/yo oldugunu gésterin. 


b. tan b= yo/(xo—p) 
c. tan a = 2p/yp oldugunu gdstermek icin 


tang — tan B 


tana = ————____. 
alae | + tan ¢ tan B 


bagintisin kullanin. 
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a ve 6 dar agilar olduklarindan, tanB = tana olmasi B = a ol- 92. Bir hiperbolii kurmak Asagidaki diyagramlar (isimsiz olarak) 
masini gerektirir. Ernerst J. Eckert, “Constructions Without Words”, Mathematics 
Magazine, Vol. 66, No. 2, April 1993, sayfa 113’te yayinlanmistir. 
P noktasinin koordinatlarini bularak nasil yapildiklarmi agiklayin. 


y y 
‘”A ” 


a 


>X 


91. Astronom Kepler bir parabolii ¢izmek igin bir ipi nasil kul- (a) (b) 
landi_ Bir parabol gizmek icin Kepler yéntemi (daha modern 
aracglarla) bir T cetveli boyunda bir ip ve kenari paraboliin dogrult- 
mani olarak kullanilabilecek bir masa gerektirir. Ipin bir ucunu 
odagin bulunmasini istediginiz yere, diger ucunu da T cetvelinin 
lst tarafina igneleyin. Sonra, bir kalemle ipi cetvele yapisik olarak 


93. Bir paraboliin odaktaki genisligi_ y = p dogrusunun x* = 4py 
(p > 0) paraboliinti birbirinden 4p uzakliktaki iki noktada 
kestigini géstererek, 4p sayisinin paraboltin odaktaki genisligi 
oldugunu gésterin. 


tutarak, T cetvelini masanin kenarinda kaydirin. T cetveli hareket 94. (x?/a?) — (y?/b”) = 1’in asimptotlan 
ettikge, kalem bir parabol izleyecektir. Neden? b b b 
lim (bs ae @)=2 lim (x - x — a) = 0. 
A x— 00 x— 00 


oldugunu gostererek, y = (b/a)x dogrusu ile 
(x?/ a’) — ( y?/ b?) = 1 hiperboliiniin sa& kolunun iist yarisi 
arasinda kalan dikey mesafenin 0’a yaklastigin1 gésterin. Benzer 
sonuclar hiperboliin kalan kistmlari ve y = + (b/a)x dogrulari icin 
de gecerlidir. 


Dogrultman 


Konik Kesitleri Dismerkezlikle Siniflandirmak 


Simdi her konik kesiti, konik kesitin dismerkezligi olarak adlandirilan bir say1 ile iliskilen- 
dirmeyi 6grenecegiz. Digsmerkezlik konik kesitin cinsini (cember, elips, parabol veya hi- 
perbol) belirler ayrica elips ve hiperboller icin, konik kesitin genel oranlarin: belirler. 


Dismerkezlik 
Merkez-odak uzakligi olan c 


x? oy Z 
a + é a 1, (a = b) 
elips denkleminde géziikmedigi halde, c’yi c = Va? — b? denkleminden belirleyebili- 
riz. a’y1 sabit tutar ve c’yi 0 = c = a araliginda deSistirirsek, ortaya ¢ikan elipslerin sekli 
degisecektir (Sekil 10.17). c = 0 (yani a = b) ise, cember olurlar ve c artarken yassilirlar. 
c =a ise, odak ve tepe noktalari gakisacak ve elips bir dogru parcasina déntisecektir. 

c’nin a’ya oranini elipsin alabilecegi degisik sekilleri tanimlamakta kullaniniz. Bu 
orana elipsin dismerkezligi deriz. 
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TABLO 10.2 Gezegen yrtingelerinin 
dismerkezlikleri 


Merktr 0.21 Satiirn 0.06 
Veniis 0.01 Uraniis 0.05 
Dinya 0.02 Neptiin 0.01 
Mars 0.09 Plito 0.25 
Jiipiter 0.05 


TARIHSEL BiyoGRaFi 


Edmund Halley 
(1656-1742) 


Mars 


Merctr 


SEKIL 10.18 ikarus asteroidinin yériingesi 
cok fazla dismerkezlidir. Diinyanin yoriin- 
gesi o kadar daireseldir ki, odaklari giinesin 
iginde kalir. 


eet) 
1 F, 


dc eyes 
c=a e= 


Fy 


SEKIL 10.17 c, O'dan a’ya artarken elips bir cemberden bir dogru parcasina doniisiir. 


TANIM Elipsin Dismerkezligi 
(x?/a*) + (y?/b?) = 1 (a > 5) elipsinin digmerkezligi 


c Var —b? 


a a 


dir. 


Giines sistemindeki gezegenler giinesin cevresinde, bir odaklari giines olan eliptik 
yoriingelerde d6nerler. Y6riingelerin gogu, Tablo 10.2’deki dismer-kezliklerden de 
gortilebilecegi gibi neredeyse daireseldir. Pliito’nun yGriingesi e = 0.25 ile e = 0.21 olan 
Merkir’tinki gibi oldukcga dismerkezlidir. Her 409 Diinya giiniinde bir giines ¢evresinde 
dénen yaklasik 1 mil genisliZindeki Ikarus asteroidinin yériingesel dismerkezli3i 0.83’tiir 
(Sekil 10.18). 


ORNEK1 — Halley Kuyruklu Yildizi 


Halley kuyruklu yildizinin yoriingesi 36.18 astronomik birim uzunlugunda, 9.12 as- 
tronomik birim genisliginde bir elipstir (Bir astronomik birim [AU] 149.597.870 km, 
Diinya’nin y6rtingesinin yari asal eksenidir). Dismerkezligi su sekildedir: 
_ Va — b2 _ V(36.18/2)? = (9.12/2)? _ V(18.09)? — (4.56) 
° a (1/2)(36.18) 18.09 


~ 0.97. 


Bir paraboltin bir odag1 bir dogrultmani varken, her elipsin iki odagi ve iki dogrult- 
mani vardir. Bunlar merkezden + a/e uzaklikta asal eksene dik dogrulardir. F odak ve D 
dogrultman tizerinde P’ye en yakin nokta olmak tizere, Paraboliin tizerindeki herhangi bir 
P noktas1 i¢in, 


PF=1-PD (1) 
6zelligi vardir. Bir elips icin, (1) Denklemi yerine gecebilecek denklemlerin 
PF, =e-PD,, PF,=e- PD, (2) 


olduklar gésterilebilir. Burada, e dismerkezlik, P elips tizerinde herhangi bir nokta, F; ve 
F, odaklar ve D, ile D, de dogrultmanlar tizerinde P’ ye en yakin noktalardir (Sekil 10.19). 

(2)’deki her denklemde, dogrultman ve odak birbirini karsilamalidir; yani P’den Fe 
olan uzakligi kullanirsak, ayni zamanda P’den elipsin ayni tarafindaki dogrultmana olan 
uzakligi da kullanmaliyiz. x = —a/e dogrultmam F, = (-c, 0)’a, x = a/e dogrultmam da 
F,=(c, 0)’a kanhk gelir. 

Bir hiperboliin digmerkezlizi de e = c/a ‘dir, fakat bu sefer c, V a? +b? yerine 
Va? — b? ’ye esittir. Bir elipsin digmerkezliginin aksine, bir hiperboliin digsmerkezligi 
Iden biiyiiktir. 


Dogrultman 1 Dogrultman 2 
__ a __a 
ae b ame: 


Die 


SEKIL 10.19 (x*/a?) + (y°/b*) = 1 elipsinin 
odaklari ve dogrultmanlar1. Dogrultman 1, 
F odagina, dogrultman 2, F, odagina 
karsilik gelir. 


Dogrultman 1 y Dogrultman 2 
a 

x=-5 

@ 


SEKIL 10.20 (x*/a?) + (y°/b’) =1 
hiperboliintin odaklari ve dogrultmanlari. 
P hiperboliin neresinde olursa olsun, 

PF, =e: PD, ve PF) =e + PDy ‘dir. 


10.2 Konik Kesitleri Dismerkezlikle Siniflandirmak 699 


TANIM Hiperboliin Dismerkezligi 
a i a)t+(y i b’) = 1 hiperboliiniin digmerkezligi 


Cc Va? + b? 


a a 


dir. 


Hem elips hem de hiperbolde, digsmerkezlik odaklar arasindaki uzakligin tepe noktalar 
arasindaki uzakliga oranidir (ciinkit c/ a= 2c/ 2a’dir). 


kl khik 
iienedeesiiie= odaklar arasi uzakli 


tepe noktalari aras1 uzaklik 


Bir elipste, odaklar arasindaki mesafe tepe noktalari arasindaki mesafeden daha kisadir ve 
oran |’den kigiiktiir. Bir hiperbolde, odaklar arasindaki mesafe tepe noktalam arasindaki 
mesafeden daha fazladir ve oran | ‘den biiyiiktiir. 


ORNEK2 Bir Elipsin Tepe Noktalarin Bulmak 


Dismerkezligi 0.8 olan ve odaklari (0, +7)’de bulunan bir elipsin tepe noktalarin bulun. 


Céziim e=c/a oldugu icin, tepe noktalar (0, +a)’dadir. Burada 


c 7 
a= e= 987 875 


veya (0, +8.75)’tir. r 
ORNEK3 Bir Hiperboliin Dismerkezligi 
9x? — 16y’ = 144 hiperboliiniin dismerkezligini bulun. 


Céziim Hiperbol denkleminin iki tarafini da 144 ile bélerek standart hale getiririz: 


9x? 16y? =f x? y? =| 
144° 144 = 146 9 


a = l6veb*=9ile,c = Vaet+ hb? = V16+9=5 buluruz, béylece 
| 
Elipste oldugu gibi, x = +a/e dogrularmin da hiperbol icin dogrultman gibi 
davrandiklarini ve 
PF,=e-PD, ve PF,=e- PD, (3) 


oldugunu goriirtiz. Burada P hiperbol tizerindeki herhangi bir nokta, F, ve Ff’, odaklar ve 
D, ile Dz dogrultmanlar tizerinde P’ye en yakin noktalardir. 

Tabloyu tamamlamak icin, bir paraboliin digsmerkezligini | olarak tanimlariz. (1)-(3) 
denklemleri ayn PF’ = e - PD seklindedir. 
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TANIM Paraboliin Dismerkezligi 
Bir paraboliin digmerkezligi e = 1 ‘dir. 


“Odak-dogrultman” denklemi PF’ = e - PD denklemi parabol, elips ve hiperbolii su 
sekilde birlestirir. Bir P noktasinin belirli bir F (odak) noktasindan uzaklginin belirli bir 
dogrudan (dogrultman) uzakliginin sabit bir kati oldugunu varsayin. Yani, e oran sabiti ol- 
mak tizere, 


PF=e-PD (4) 


oldugunu varsayin. Bu durumda P’nin izledigi yol 
(a) e=1 ise, bir parabol, 

(b) e < 1 ise, dismerkezligi e olan bir elips ve 

(c) e> 1 ise, dismerkezligi e olan bir hiperboldir 


(4) Denklemi iginde koordinatlar yoktur ve koordinatlar formuna doniistiirmeye 
kalktigimizda, e’nin biiyiikligiine bagl olarak farkli sekillerde d6niisiir. En azindan 
Kartezyen koordinatlarda béyledir. Ancak, Béliim 10.8’de gérecegimiz sekilde, kutupsal 
koordinatlarda, PF = e - PD denklemi, e’nin degerinden bagimsiz olarak tek bir denkleme 
doniisiir, bu denklem o kadar basittir ki, 300 yildir astronomlarin ve uzay bilimcilerinin 
secgimi olmustur. 

Merkezi orijinde ve odaklar1 x-ekseninde olan bir hiperboltin odag1 ve ona karsilik ge- 
len dogrultmani verilmisse, Sekil 10.20’deki boyutlar: kullanarak e’yi bulabiliriz. e’yi 
biliyorsak, asagidaki 6rnekteki gibi, PF = e - PD denkleminden hiperboliin Kartezyen ko- 
ordinatlarda bir denklemini kurabiliriz. Sekil 10.19’daki boyutlan kullanarak merkezleri 
orijinde ve odaklari x-ekseninde olan elipslerin denklemini de benzer sekilde bulabiliriz. 


ORNEK4 Bir Hiperboliin Kartezyen Denklemi 


Merkezi orijinde ve odaklarindan biri (3, 0)’da bulunan ve karsilik gelen dogrultmani x = | 
dogrusu olan bir hiperboliin Kartezyen denklemini bulun. 


Céziim Once hiperboliin dismerkezligini bulmak icin Sekil 10.20’de gésterilen boyutlan 
kullaniriz. Odak 
(c, 0) = (3, 0)’dadir, dolayisiyla c= 3 olur. 
Dogrultman 
fing 


a 1 dogrusudur, dolayistyla a = e 


x= 
olur. Bu, e = c/a denklemiyle birlestiginde, digmerkezligi tanimlar ve 


e= < = verir, dolayisiyla e? =3 vee = V3 


bulunur. 
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e’yi bildigimize gore, artik istedigimiz denklemi PF = e - PD denkleminden kurabili- 
riz. Sekil 10.21’in gésterimiyle, 


SEKIL 10.21 Ornek 4’teki hiperbol ve 
dogrultman. 


PF = e:PD Denklem (4) 
V(x — 3 + (y — 0 = V3 [x - 1] e=V3 
x? — 6x +: 9 + y? = 3(x? — 2x + 1) 
2x? — y? =6 
ae re a 
3 6 


ALISTIRMALAR 10.2 


Elipsler 


In 1-8 alistirmalarinda, elipsin dismerkezligini bulun. Sonra elipsin 
odak ve dogrultmanlarim: bulup, grafigini ¢izin. 


1. 16x? + 25y? = 400 2. 7x? + 16y? = 112 

3. 2x? +y? =2 4, 2x7 + yy? =4 

5. 3x7 + 2y7 = 6. 9x7 + 10y? = 90 

7. 6x? + 9y? = 54 8. 169x? + 25y? = 4225 


9-12 alistirmalan, merkezleri xy-diizleminin orijininde olan elipslerin 
odak veya tepe noktalar ile dismerkezliklerini verir. Her durumda, 
elipsin standart denklemini bulun. 
9. Odaklar: (0, +3) 
Dismerkezlik: 0.5 
11. Tepe noktalari: (0, +70) 
Dismerkezlik: 0.1 


10. Odaklar: (+8, 0) 
Dismerkezlik: 0.2 

12. Tepe noktalari: (+10, 0) 
Dismerkezlik: 0.24 


13-16 alistirmalar1 merkezleri xy-diizleminde olan elipslerin odak- 
larim ve karsilik gelen dogrultmanlarini vermektedir. Her durumda, 
Sekil 10.19’un koordinatlarini kullanarak elipsin dismerkezligini bu- 
lun. Elipsin standart denklemini bulun. 


13. Odak: (V5, 0) 14. Odak: (4, 0) 


Dogrultman: x = Ba 


Dogrultman: x = 3 


ae 


15. Odak: (-—4, 0) 
Dogrultman: x = —16 


16. Odak: (—V2, 0) 
Dogrultman: x = Oo 
17. 4/5 dismerkezlikli bir elips gizin. Adimlarimizi agiklayin. 


18. Pliito’nun y6riingesini dl¢ekli olarak cizin (dismerkezlik 0.25). 
Adimilarinizi agiklayin. 

19. Bir elipsin asal ve yedek eksenlerinin tepe noktalari (1, 1), (3, 4), 
(1, 7) ve (-1, 4 )’tiir. Elipsi gizin, denklemini standart sekle getirin 
ve odaklarim, digsmerkezligini, dogrultmanlarim: bulun. 


20. Dogrultmani x = 9 dogrusu ve karsilik gelen odagi (4, 0) noktas1 
olan 2/3 dismerkezlikli elipsi denklemini bulun. 


21. a, b vec sabitlerinin hangi degerleri 


4x7 + yy? + ax + by+c=0 


elipsinin x-eksenine teget olmasini ve (—1, 2) noktasindan gecme- 
sini saglar? Elipsin digmerkezligi nedir? 

22. Elipslerin yansitma 6zelligi Bir elips asal ekseni etrafinda déndii- 
riilerek bir elipsoid tiretiliyor. Elipsoidin ig yiizeyi giimiisle kaplana- 
rak bir ayna yapiltyor. Bir odaktan gelen igiminin diger odaktan yansi- 
tilacagini gosterin. Ses dalgalar: da béyle bir yol izlerler ve bu 6zellik 
“fisiidayan salonlar’in yapilmasinda kullamilir (/pucu: Elipsi xy-diiz- 
leminde standart konumda yerlestirin ve elips tizerindeki bir P nokta- 
sindan iki odaga giden dogrularin, elipsin P’deki tegetiyle benzer a¢i- 
lar yaptigimi gésterin). 


Hiperboller 


23-30 alistirmalarinda, hiperboliin digmerkezligini bulun. Hiperboltin 
odak ve dogrultmanlarin: bulup, grafigini ¢izin. 


23. x7 -y? = 1 24, 9x? — loy? = 144 

25. yy? — x? =8 26. y2- x2 =4 

27. 8x? — 2y? = 16 28. y? — 3x7 = 

29. 8y? — 2x? = 16 30. 64x” — 36)? = 2304 

31-34 alistirmalari, merkezleri xy-diizleminin orijininde olan hiper- 


bollerin digsmerkezlikleri ile odak veya tepe noktalarini verir. Her du- 
rumda, hiperboliin standart denklemini bulun. 
31. Dismerkezlik: 3 32. Dismerkezlik: 2 

Tepe noktalari: (0, +1) Tepe noktalari: (+2, 0) 


33. Dismerkezlik: 3 34. Dismerkezlik: 1.25 
Odaklar: (+3, 0) Odaklar: (0, +5) 
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35-38 alistirmalar1 merkezleri xy-dtizleminin orijininde olan hiperbol- y 
lerin odaklarini ve karsilik gelen dogrultmanlarini vermektedir. Her 
durumda, hiperboliin dismerkezligini bulun. Hiperboliin standart 
denklemini bulun. 


35. Odak: (4, 0) 36. Odak: (10, 0) Fca) 
Dogrultman: x = 2 Dogrultman: x = \/2 
37. Odak: (—2, 0) 38. Odak: (—6,0) 
Dogrultman: x = = Dogrultman: x = —2 ae eee 
2 42. Esodakh bir elips ve hiperbol Ayn A ve B odaklarina sahip bir 
39. Dismerkezligi 3/2 olan bir hiperboliin bir odagi (1, —3)’tedir. elips ve bir hiperboliin, asagidaki sekilde oldugu gibi, kesisim 
Karsilik gelen dogrultman y = 2 dogrusudur. Hiperboliin denkle- noktalarinda dik acilar yaptiklaini gésterin. (/pucu: Hiperbolti P 


noktasinda kesen ve A odagindan gelen bir 1sik 1s1m1 hiperbolden 
sanki dogrudan B’den geliyormus gibi yansitilacaktir (Alistirma 
41). Ayn1 isin elipsten B’den gececek sekilde yansitilir (Alistirma 
22).) 


mini bulun. 


40. Dismerkezligin bir hiperboliin sekline etkisi Dismerkez-ligi 
artarken bir hiperboliin grafigine ne olur? Bulmak icin, (x?/a’) — 
(y’/b*) = 1 denklemini a ve b yerine, a ve e cinsinden yeniden 
yazin. Hiperboliin farkli e degerlerinde grafigini gizin ve gordtik- C 
lerinizi tanimlayin. 


41. Hiperbolerin yansitma 6zelligi | Asagidaki resimde oldugu 
gibi, hiperbolik bir aynanin bir odagina yénlendirilen 1gsinin diger \ 7 4 
odaga dogru yansitildigini gésterin (Jpucu: Hiperboliin P’deki 
tegetinin PF, ve PF’, dogru parcalarinin yaptigi acinin aciortay1 
oldugunu gésterin). 


Kuadratik Denklemler ve Donmeler 


Bu boliimde, A, B ve C’nin hepsi sifir olmamak tizere, herhangi bir 


Ax? + Bry + Cy + Dx + Ey + F=0 (1) 


denkleminin Kartezyen grafigini inceleyecegiz ve neredeyse her zaman bir konik kesit 
oldugunu goésterecediz. Istisnalar grafigin bulunmadigi veya grafigin iki paralel dogrudan 
olustugu durumlardir. (1) denkleminin grafiklerinin hepsine, eri olsun veya olmasin, kua- 
dratik egri denmesi rutin hale gelmistir 


Capraz Terimler 


Bxy teriminin Boliim 10.1’deki denklemlerde gériinmedigini fark etmis olabilirsiniz. Bu 
béyle olmustur, ciinkii konik kesitlerin eksenleri koordinat eksenlerine paralel (hatta on- 
larla gakisik) durumdaydi. 

Paralellik olmadiginda neler oldugunu gérmek igin, a = 3 ile odaklari F\(—3, —3) ve 
F,(3, 3)’te olan bir hiperboliin denklemini yazalim (Sekil 10.22). | PF, — PF>| = 2a den- 
klemi |PF, — PF | = 2(3) = 6 olur ve 


Vix + 3? + (y +3 — Vie — 3)? + (y - 3)? = 46. 
bulunur. K6klerden birinin yerini degistirir, karesini alir, kalan karek6kti cézer ve yine 
karesini alirsak, denklem, (1) denkleminin sadece capraz teriminin bulundugu 
2xy=9 (2) 
haline indirgenir. (2) denklemindeki hiperboltin asimptotlari x ve y-eksenleridir ve odak 
ekseni pozitif x-ekseniyle 7/4 radyanlik bir agi yapar. Bu drnekte oldugu gibi, 


SEKIL 10.22 2xy = 9 hiperboliiniin odak 
ekseni pozitif x-ekseniyle 7/4 radyanlik 
bir agi yapar. 


>< 


SEKIL 10.23 Orijin etrafinda a acistyla saat 
yoniintin tersine bir dénme. 


SEKIL 10.24 Ornek 1’deki hiperbol (x’ ve y’ 
yeni koordinatlardir). 
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(1) denkleminde bulunan ¢apraz terim ancak konigin eksenleri egildiginde ortaya ¢ikar. 

Bir konik denkleminden xy terimini yok etmek igin, konigin eksenlerindeki “egilmeyi” 
ortadan kaldiracak sekilde, koordinat eksenlerini déndiiriiriiz. Doéndiirme icgin kullandig1- 
muiz denklemler asagidaki gibi tiiretilmektedir. Orijin etrafinda bir q@ agisiyla saat yontiniin 
tersine bir dénmeyi gésteren Sekil 10.23’tin gésterimiyle, 


x = OM = OP cos(6 + a) = OP cos@ cosa — OPsin@ sina 


(3) 
y = MP = OPsin(6 + a) = OP cos@sina + OPsin@ cosa. 


olur. 

OP cos 6 = OM’ =x’ 
ve 

OP sin@ = M’P =y’ 


oldugu icin, (3) denklemi asagidaki hale doniisiir. 


Koordinat Eksenlerini Doéndtirme Denklemleri 


x =x'cosa— y' sina mn 
y=x'sina + y' cosa 


ORNEK1 Bir Hipermol Icin Bir Formiil Bulmak 


x- ve y-eksenleri orijin etrafinda 7/4 radyanlik bir aciyla déndiiriiliyor. Yeni koordinat- 
larda 2xy = 9 hiperboliintin denklemini bulun. 


Ciziim  cos7/4 = sinw/4 = 1/ ve) oldugundan, (4) denkleminden 
x = y’ x + y’' 
Ped 7 yr 
Ve V2 


ifadelerini 2xy = 9 denkleminde yerine koyar ve 


(IED 


x" — yy" =9 
x!2 _ y? = 
9 9 
elde ederiz. Sekil 10.24’e bakin. | 


(4) Denklemlerini (1) kuadratik denklemine uygularsak, yeni bir kuadratik denklem 
elde ederiz: 


A'x'? + B'x'y' + Cy? +D'x' + E'y’ + F’=0 (5) 
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1 


SEKIL 10.25 2a = cot (1/3) i a/3 
olarak tanimlar (Ornek 2). 


y 
A 


\ ww? 2+ V3 xy +y?-10=0 


SEKIL 10.26 Ornek 2’deki konik kesit. 


>X 


Yeni ve eski katsayilar arasindaki iliski asagidaki denklemlerle verilir: 
A' = Acos’a + Bcosasina + Csin’a 
B' = Bcos2a + (C — A)sin2a 


C’ = Asin*?a — Bsinacosa + Ccos*a 


(6) 
D' = Dceosa + Esina 
E' = —Dsina + Ecosa 
Fo=F. 


Bu denklemler, baska seylerin yanisira, ise iginde gapraz terimin bulundugu (B # 0) 
bir egri denklemiyle baslarsak, iginde ¢apraz terimin bulunmadigi (B’ = 0) bir denklem 
treten bir a dénme agisi bulabilecegimizi sdyler. a’y1 bulmak igin, (6)’daki ikinci den- 
klemde B’ = 0 alir ve ortaya gikan 


B cos 2a + (C—A) sin 2a=0 


denkleminden a’ yi ¢6zeriz. Pratikte bu @’y1 asagidaki iki denklemden birinden belirlemek 
anlamina gelir. 


Donme Acisi 


veya tan 2a = (7) 


A. 


ORNEK2 Bir Dénme Acisi Bulmak 
Koordinat eksenleri bir a agisiyla déndiirtilerek 
2x? + V3xy + y? -— 10 =0 


egrisi igin gapraz terimi olmayan bir denklem olusturulacaktir. a@’y1 ve yeni denklemi bu- 
lun. 


Coziim 2x? + V3 xy + y? — 10 = Odenkleminde 4 = 2, B = V3 ve C= 1%ir. Bu 
degerleri (7) denkleminde yerine koyarak a’ yi buluruz: 
A-C_2-1_ 1 
- V3 V3 
Sekil 10.25’teki dik tiggenden, acinin uygun bir seciminin 2a = 77/3 oldugunu goriiriiz, bu 


yiizden a = 77/6 aliriz. (6) denklemlerinde, a = 77/6, A = 2, B V3,C=1,D=E=0ve 
F=0 yazmak 


cot 2a = 


— 5 fo yo af a ts a 
A’ = > B'=0, C= x D' = E' = 0, F 10 
verir. Bu durumda (5) denklemi 
12 
302, 1.42 _ veya hale a 
a + a 10 = 0. 4 + 0 1 


verir. Egri odaklari yeni y’-ekseninde olan bir elipstir. (Sekil 10.26). a 
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Kuadratik Denklemlerin Olasi Grafikleri 


Artik genel kuadratik denklemlerin grafiklerine dénecegiz. 
Her zaman eksenleri déndiirerek capraz terimlerden kurtulabilecegimiz icin, bunun 
yapilmis oldugunu ve denklemimizin seklinin 


Ax? + Cy’ + Dx + Ey +F=0 (8) 


oldugunu varsaymakla genellikten bir sey kaybetmeyiz. 

(8) denkleminin temsil ettigi farkli durumlar asagida siralanmistir. 

(a) A =C #0 ise bir gemberi, (6zel durumlar: grafik bir noktadir veya grafik yoktur; 
(b) (8) denklemi bir degiskende kuadratik, digerinde lineerse bir parabolii; 


(c) A ve C’nin ikisi de pozitif veya ikisi de negatifse bir elipsi (6zel durumlar: daireler, 
tek bir nokta veya grafigin bulunmamas1); 


(d) A ve C’nin isaretleri zitsa bir hiperbolii (6zel durum: bir cift kesisen dogru); 

(e) A ile C sifir ve D ve E’nin en azindan birisi sifirdan farkliysa, bir dogruyu; 

(f) (8) denkleminin sol tarafi iki lineer carpanin garpimi seklinde ayrisabiliyorsa, bir 
veya iki dogruyu 

Ornekler icin Tablo 10.3’e bakin. 


TABLO 10.3 Ax? + Bxy + Cy? + Dx + Ey + F = 0 Kuadrarik Egri Ornekleri 
A B Cc D E F Denklem Goriisler 

Cember 1 1 -4 x74+y=4 A=CF <0 

Parabol 1 —9 4 = Ox y’ye gore kuadratik, 
x’e gore lineer 

Elips 4 9 —36 4x? + 9y? = 36 A, C ’nin isaretleri 
ayn, Ad # C;F <0 

Hiperbol 1 =1 =i royal] A, C’nin isaretleri 
farkli 

Tek dogru (hala 1 = 6 y-ekseni 

bir konik kesit) 

Kesisen dogrular 1 1 —1 —1 xsyetx-y-1=0 (x-1)(vt+ 1) =0, 

konik kesit) seklinde ayrisir, 
x=ly=-l 

Paralel dogrular 1 3 2 »x%-3x+2=0 (x — 1)(x — 2) = 0, 

degil) seklinde ayrisir, 
x=1x=2 

Nokta 1 1 xr+y?=0 Orijin 

Grafik yok 1 1 x7 =-] Grafik yok 

Diskriminant Testi 
Ax? + Bxy + Cy? + Dx + Ey + F=0 (9) 


Denkleminin ne ¢gesit bir konik kesidi temsil ettigini bulmak icin, denkleminden xy-teri- 
mini atmamuz gerekmez. IstediSimiz tek bilgi buysa, asaSidaki testi uygulayabiliriz. 
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Gérmiis oldugumuz gibi, B # 0 ise, koordinat eksenlerini 


A=C€C 
B 


cot 2a = 


denklemini saglayan bir a acisi ile déndtirmek (9) denklemini capraz terimi ol mayan 
A'x'? + Cy’ + D'x' + E'y' + F' =0 (11) 
denklemine denk sekle sokacaktir. 
Artik, (11) denkleminin grafigi (gercek veya dejenere) 
(a) A’ veya C’ = 0, yani A'C’ = 0 ise parabol; 
(b) A’ veya C’’niin isaretleri aym, yani A'C’ > 0 ise elips; 
(c) A’ veya C’’niin isaretleri farkli, yani A’C’ < 0 ise hiperbol 
Ayrica (6) denklemlerinden, herhangi bir eksen dénmesi igin 
B’—4AC= B?-4A'C’ (12) 


oldugu dogrulanabilir. Bu, B? — 44C’nin dénmeden etkilenmedigini gésterir. Ama, (10) 
denklemiyle verilen a acistyla déndiiriirsek, B’ sifir olur, ve 


B?-44C= —44'C’ 


elde ederiz. Egri A ’‘C’ = 0 ise bir parabol, 4 ’C’> 0 ise bir elips ve A’C’ < 0 ise bir hiper- 
bol oldugu icin, B? — 44C = 0 iken egri bir parabol, B? — 44C < 0 iken bir elips ve 
B* —4AC > 0 iken bir hiperbol olmalidir. B? — 4AC sayisina (9) denkleminin diskriminanti 
denir. 


Diskriminant Testi 
Arada bir dejenere durumlarinda ortaya c¢ikabilecegini kabul ederek, 
Ax? + Bxy + Cy? + Dx + Ey + F = 0 denkleminin grafizi, 


(a) B* —4AC = 0 ise bir parabol, 
(b) B*-4AC <0 ise bir elips, 
(c) B? — 4AC > 0. B?—4AC > O ise bir hiperbol 


olur. 


ORNEK3 _Diskriminant Testini Uygulamak 
(a) 3x? — 6xy + 3y? + 2x — 7 = 0 bir parabolii temsil eder, ciinkii 
B’=44C =(-6) =4- 3 +3 =36=36 =O 
(b) x? + xy + y* — 1 = 0 bir elipsi temsil eder, ciinkii 
BP —4AC=(1y =4- 1 +1 =—3 < Vdir 
(c) xy—y*—5y +1 =0 bir hiperbolii temsil eder, ciinkii 
B? — 4AC = (1)? — 4(0)(-1) = 1 > O'dir : 


(cos 0, sin 0) 
* 


SEKIL 10.27 0 ile 2r arasindaki bir 0 
acisinin sintis ve kosiniistinti hesaplamak 
icgin, hesap makinesi (1, 0) noktasin1 birim 
cemberde uygun bir konuma yerlestirir ve 
ortaya ¢ikan koordinatlari gésterir. 
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TEKNOLOJi KULLANMAK 


Hesap Makineleri Siniis ve Kosiniisleri Hesaplamak icin 
Dondiirmeleri Nasil Kullanirlar? 


Bazi hesap makineleri keyfi acilarin siniis ve kosiniislerini hesaplamak igin d6éndiirmeler 
kullanirlar. [slem su sekilde gider: Hesap makinesinde depolanmis olarak 


1. oncivarinda aci, mesela 


a, = sin !(107!), a) = sin !(107’), ones aio = sin '(107!°), 


ve 


2. yirmi sayl, yani a1, @, ..., @j9 acilarinin kosiniis ve siniisleri 


bulunur. Keyfi bir @ agisinin siniis ve kosintistinti hesaplamak icin, hesap makinesine 6’y1 
(radyan olarak) gireriz. Hesap makinesi, 6’ya 27’nin katlarini ekleyerk veya cikararak, 6 
yerine 0 ile 277 arasinda sintisti ve kosintisti 6’ninkiyle ayni olan agry1 koyar (aciya 0 de- 
meye devam edecegiz). Sonra hesap makinesi 6’y1 @,’in katlarinin (tekrarlanmadan ola- 
bildigince gok) bir toplami arti a,’nin katlarinin (yine olabildigince cok) bir toplami arti 
... art! @j9’un katlarinin bir toplami olarak “‘yazar”. Bu 


0 may + ma +++: + myoajo. 


verir. Hesap makinesi daha sonra (1, 0) noktasim1 a,’in m, kopyasi (arka arkaya m, kere 
@, agisi) arti ay’nin m, kopyasi, vb. kadar d6éndiriir ve aj9’un m9 kopyasi kere déndiire- 
rek bitirir (Sekil 10.27). (1, 0)’1n birim ¢ember tizerindeki son konumu hesap makinesi- 
nin (cos9, sin@) igin verdigi degerlerdir. 


Diskriminant Kullanmak 


1-16 alistirmalarindaki denklemlerin parabol mi, elips mi, yoksa hi- 
perbol mii, temsil ettiklerini belirlemek igin B? — 4AC diskriminantin 


kullanin. 


1. x? — 3xy + yy? - x = 0 


2. 3x? — 18xy + 27)? — 5x + Ty = 
3. 3x2 — Ixy + VITy?2 = 1 

4. 2x? — V15 xy w+_xty=0 
5. x7 + Qxy + yp 2x-yt2=0 
6 
7 
8 


3y = 6 
.Xx Axy + 4y? — 3x = 6 


2x? + y? + 3x — 2y = 10 
10. 3x7 + 6xy + 3y? — 4x + Sy = 12 


11. 3x? — 5xy + 2y? — 7x — 14y = -1 


4.9xy + 3y? — 4x = 7 
13. x? — 3xy + 3y? + 6p =7 

14. 25x? + 21xy + 4y? — 350x = 0 
15. 6x? + 3xy + 2y? + I7v +2 =0 


9. xy + yp? — 3x =5 


16. 3x? + 12xy + 12y? + 435x — 9y 4 


Koordinat Eksenlerini Dondiirmek 


17-26 alistirmalarinda verilen denklemi, iginde gapraz (xy) terimi ol- 
mayan bir denkleme do6niistiirmek icin koordinat eksenlerini 
dondiiriin. Sonra denklemin grafigini tanimlayin. (Yeni denklemler 
kullandiginiz déndiirmenin biyiikliigii ve yéntine gore degisecektir.) 


17. xy =2 18. x +xy+y?=1 
19, 3x7 + 2V3 xy + y? — 8x + 8V3y =0 

20.22 - V3xy t+ 2y2?=1 2x -Aay+y?=2 
22. 3x7 -2V3xy ty? =1 

23. V2x2 + 2V2xy | Vay" &x + 8y = 0 

24. xy -y-x+1=0 

25. 3x7 + 2xy + 3y? = 19 

26. 3x7 + 4V3xy — 7 = 

27. 14x? + loxy + 2y? — 10x + 26,370y — 17 = 0 


denkleminden gapraz terimi kaldirmak icgin koordinat eksen- 
lerinin déndiriilmesi gereken aginin sintis ve kosintistintii bulun. 
Déndiirmeyi gerceklestirmeyin. 


72=0 


708 Baliim 10: Konik Kesitler ve Kutupsal Koordinatlar 


28. 4x2 — dxy + y? — 8V5x- 16V5y = 0 
denkleminden gapraz terimi kaldirmak igin koordinat eksen- 
lerinin déndiirtilmesi gereken aginin sintis ve kosiniistint’ bulun. 
Déndiirmeyi gerceklestirmeyin 


17-26 alistirmalarindaki konik kesitler, cot 2a veya tan 2a’y1 biliyor- 


sak, 2@’y1 tanimlayabilecegimiz ve bildigimiz ticgenlerden sin a ve 
cos a’y1 hesaplayabilecegimiz anlaminda “hos” dénme acilar olacak 
sekilde secilmislerdir. 

29-34 alistirmalarinda, verilen denklemi iginde gapraz terim bu- 
lunmayan kuadratik bir denkleme déniistiirmek igin koordinat eksen- 
lerinin d6nditirtilmesi gereken ag1y1 bir hesap makinesi ile bulun. 
Sonra sin a ve cos a’yi 2 basamak hassaslikla hesaplayin ve (6) den- 
klemini kullanarak yeni denklemin katsayilarin1 bir basamak 
hassalikla bulun. Her durumda, konik kesitin bir elips mi, hiperbol 
mii, yoksa bir parabol mii oldugunu belirleyin. 


29. x7 —xy + 3y? +x-y-3=0 
30. 2x7 + xy — 3y? + 3x —-7=0 
31. x? — 4xy + 4y7 - 5 =0 

32. 2x? — 12xy + 18)? — 49 = 0 

33. 3x7 + Sxy + 2y? - By -1=0 
34, 2x7 + Txy + 9y? + 20x — 86 = 0 


Teori ve Ornekler 


35. Orijin etrafinda 90°’lik bir déndtirmenin asagidaki konik kesitlere 


etkisi nedir? Her durumda yeni denklemi verin. 
a. (x?/a?) + (y?/b?) = 1 (a > b) elipsi 
b. (x7/a’) — (7/b*) = | hiperbolii 

c. x? + y* = a* cemberi 
d. y = mx dogrusu e. y = mx + b dogrusu 


36. Orijin etrafinda 180°’lik bir dénmenin asagi konik kesitlere etkisi 
nedir? Her durumda yeni denklemi verin. 
a. (x?/a’) + (y?/b?) = 1 (a > Bb) elipsi 
b. (x7 /a’) — (y?/b’) = 1 hiperbolii 
c. x? + y* = a cemberi 
d. y = mx dogrusu e. y = mx + b dogrusu 


37. xy = a hiperbolii xy = 1 hiperbolii, bilim ve matematikte sik 
goriilen xy = a seklindeki bir cok hiperbolden biridir. 


a. Koordinat eksenlerini 45°’lik bir ag1yla d6éndtirerek xy = 1 
denklemini iginde xy-terimi bulunmayan bir denkleme 
doniistiiriin. Yeni denklem nedir? 


b. Ayni seyi xy = a denklemi igin de yapin, 
38. xy = 2 hiperbolintin dismerkezligini bulun. 


39. AC < 0 ise, Ax” + Bxy + Cy’ + Dx + Ey + F = 0 denkleminin 
grafigi hakkinda bir sey sdylenebilir mi? Yanitinizi acgiklayin. 


40. 


41. 


42. 


43. 


44. 


45. 


46. 


47. 


48. 


Dejenere konik Dejenere olmayan herhangi bir 

Ax? + Bxy + Cy? + Dx + Ey + F=0 konik kesitinde asagidaki 
6zelliklerin hepsi bulunur mu? 

a. Orijine gore simetriktir. 

b. (1, 0) noktasindan ge¢er. 

c. (—2, 1) noktasinda y = | dogrusuna tegettir. 


Yanitlarmizi agiklayin. 


(4) dénme denklemlerinde her a acisi secimi icin, x7 + y =a 


denkleminin x'? + y’” = a olacagini gésterin. 
A = C oldugunda, eksenlerin 7/4’liik bir agryla dénmesinin (1) 
denkleminden xy-terimini yok edecegini gésterin. 
a. x? + 4xy + 4y? + 6x + 12V+9=0 
denkleminin bir elipsi mi, bir paraboltii mi, yoksa bir 
hiperbolii mii temsil ettigini belirleyin. 


b. (a)’daki denklemin grafiginin 2v = —x — 3 dogrusu oldugunu 
gosterin. 

a. 9x? + 6xy + y*? — 12x —4y + 4=0 
denkleminin bir elipsi mi, bir paraboltii mi, yoksa bir 
hiperbolii mii temsil ettigini belirleyin. 


b. (a)’daki denklemin grafiginin y = —3x + 2 dogrusu oldugunu 
gosterin. 

a. xy + 2x —y = 0 eGrisi ne tip bir konik kesittir? 

b. xy + 2x — y = 0 denkleminden y’yi céziin ve egriyi x’in 
rasyonel bir fonksiyonunun grafigi gibi ¢izin. 

c. y = —2x dogrusuna paralel ve egriye normal dogrularin 
denklemlerini bulun. Ciziminize bu dogrulari ekleyin. 

Ax? + Bxy + Cy’ + Dx + Ey + F = 0 denklemi icin asagida verilen 

ifadeleri ispatlayin veya karsit 6rnekler bulun. 

a. AC > 0 ise, grafik bir elipstir. 

b. AC > 0 ise, grafik bir hiperboldtir. 

c. AC < 0 ise, grafik bir hiperbolditir. 

Elipsler igin hos bir alan formiilii B? — 4AC negatifse, 


Ax? + Bry + Cy? = 1 


denklemi bir elipsi temsil eder. Elipsin yari eksenleri_a ve 6 ise, 
alam zrab’dir (standart formiil). Alanin ayrica 277/V 4AC — B? 

ile verildigini de gésterin. (Jpucu: xy-teriminden kurtulmak icin 
koordinat eksenlerini déndiriin ve yeni denkleme (12) denklemi- 
ni uygulayin. 

Diger invaryantlar Orijin etrafindaki bir dénmeden sonra 
B” —4A’C’ nin B? — 4AC’ye esit olmasi durumunu, kuadratik bir 
denklemin diskriminantinin, denklemin bir invariyanti oldugunu 
sdyleyerek tanimlariz. (6) denklemlerini kullanarak 


10.4 Konikler ve Parametrik Denklemler; Sikloid 709 


A'+C’=A+C veD?+E°=D +E 49, B’ — 4A'C’ = B’ - 4AC nin bir ispati. (6) denklemlerini kulla- 


narak orijin etrafindaki herhangi bir dénme icin 


oldugu anlaminda, (a) A + C ve (b) D? + E sayilarimin da in- B’? —4A'C’ = B’ — 4AC oldugunu gésterin. 
variyant olduklarini gésterin. Eksenleri déndiiriirken, sayisal 
hatalari kontrol etmek igin bu denklemleri kullanabiliriz. 


fe iy : Konikler ve Parametrik Denklemler; Sikloid 


SEKIL 10.28 x = t,y = t?, -co <t < 00 
ile tammlanan yol y = x” paraboliiniin 
tamamidir (Ornek 1). 


Kartezyen diizlemde paramertrik denklemleri ile tanimlanmis e@griler ve tiirevlerinin he- 
saplanmasi B6liim 3.5’te tanitilmisti. Orada, dogrularin, gemberlerin ve elipslerin para- 
metrelenmesi calisilmisti. Bu b6liimde parabollerin, hiperbollerin, sikloidlerin, brakistok- 
ronlarin ve tatokronlarin parametrelenmesini 6grenece®giz. 
Paraboller ve Hiperboller 
Béliim 3.5’te, bir parcacigin y = x” paraboliiniin saz kolu boyunca hareketini tanmlamak 
icin 

x= Vit, y=t, t>0 


parametrizasyonunu kullanmistik. Asagidaki 6rnekte biitiin paraboliin parametrizasy- 
onunu elde ediyoruz. 


ORNEK1 Bir Tam Parabol 
xy-diizleminde hareket eden bir parcgacigin P(x, y) konumu 
,=h. pee, -0o <t< © 


denklemleri ve parametre araligi ile verilmektedir. Pargacigin yolunu tanimlayin ve 
hareketini aciklayin. 


Cizim x =t ve y=? denklemlerinden f’yi yok edip 
yaar 
elde ederek yolu belirleriz. Pargacigin konumunun koordinatlari y = x? denklemini saglar, 
dolayistyla parcacik bu egri boyunca hareket eder. 
Boliim 3.5’teki Ornek 10’un aksine, burada parcacik biitiin parabolii kat etmektedir. t 


—oo’dan co’a dogru ilerlerken, parcacik sol taraftan asagi iner, orijinden geger ve sag 
taraftan yukari gikar (Sekil 10.28). a 


ORNEK2 = x* — y* = 1 Hiperboliiniin Sa Kolunun Bir Parametrizasyonu 


tanindaki P(x, vy) konumu 


7 7 
x= t = tant =5 SS Se 
sec f, y an f, 5) 5) 


ile verilen parcgacigin hareketini tanimlayin. 
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izlenmeyen ,. gays 
\dal 


/ J N 


SEKIL 10.29 
denklemleri ve —a/2 <t < 7/2 araligi 


x=sect, y=tant 


x? —y’ =1 hiperboliiniin sa& kolunu 
tanmlar (Ornek 2). 


TARIHSEL BiyoGRaAFi 


Christiaan Huygens 
(1629-1695) 


Koruyucu 
sikloid 


Koruyucu 
sikloid 


“2 Sikloid — 


SEKIL 10.30 Huygens’in sarkagh saatinde 


sarkacin ucu bir sikloid tizerinde salinir, bu 


nedenle frekans genlikten bagimsizdur. 


: P(x, y) = (at + acos 0,a + asin @) 


Ol at 


SEKiL 10.31 
tizerindeki P(x, y) noktasinin ¢ agisindaki 
konumu (Ornek 3). 


Yuvarlanan tekerlegin 


Coziim 


sect=x, tant=y 


denklemlerinden ¢’yi yok ederek P’nin koordinatlar igin bir Kartezyen denklem buluruz. 
Bunu sec*t— tan’ t= 1 baguntisiyla gerceklestiririz ve 


xv-y=1 


buluruz. Pargacigin (x, y) koordinatlari x? — y* = 1 denklemini sagladiklari igin, hareket bu 
hiperboliin iizerinde bir yerlerde geceklesir. t, 7/2 ile 7/2 arasinda degisirken, x = sec f 
pozitif kalir ve y = tan t, — 00 ile ©o arasinda defisir, dolayisiyla P hiperboliin sag kolunu 
kat eder. t > 0” iken kolun alt yarisindan gelir, t= 0’da (1, 0)’a ulasir ve ¢ , 77/2’ye dogru 
artarken birinci bélgenin icine ilerler (Sekil 10,29). a 


Sikloidler 


Sarkagli bir saatte, sarkacin ucundaki gez dairesel bir yay izleyerek sallaniyorsa, sallan- 
manin frekansi sallanmanin genligine bagli olur. Bu, saat i¢gin bir problem teskil eder. Sal- 
lanma ne kadar genigsse, gez’in merkeze dénmesi 0 kadar uzun siirer. 

Gez’in bir sikloid izleyerek sallanmasi saglanirsa, béyle olmaz. 1673’te, Christiaan 
Huygens, gez’i bir sikloid iizerinde (Ornek 3’te tanimlanan egri) sallanacak bir sarkaghi 
saat tasarladi. Gez’i, merkezden uzaklastikca yukari cekilmesine neden olan koruyucu- 
larla sinirli ince bir tele asti (Sekil 10,30). 


ORNEK 3 


Yaricap1 a olan bir tekerlek yatay bir dogru tizerinde ilerlemektedir. Tekerlegin cevresi tiz- 
erindeki bir P noktasinin izledigi yolun parametrik denklemlerini bulun. Bu yola sikloid 
denir. 


Bir Sikloidi Parametrelemek 


Coziim Dogruyu x-ekseni olarak alir, tekerlekte bir P noktas1 isaretler, tekerlegin hareke- 
tini P orijindeyken baslatir ve tekerlegi saga dogru yuvarlariz. Parametre olarak, tekerlegin 
donmiis oldugu ¢ agisini (radyan olarak) aliriz. Sekil 10.31, kisa bir stire sonra, tabant ori- 
jinden at birim uzaklikta olan tekerlegi g6stermektedir. Tekerlegin merkezi (at, a)’dadir ve 
P’nin koordinatlart 


x=at+acos@, y=atsin@ 


olarak bulunur. 6’y1 ¢ cinsinden ifade etmek igin ¢ + 6 = 3727/2 oldugunu gézlemler ve 
re 
0= 7 t 
buluruz. Bu 


cos 0 = cos (7 ‘ = —sint, sin @ = sin & ‘ = —cost 


verir. Aradigimiz denklemler 
x=at-asint, y=a-acost 

denklemleridir. Bunlar genellikle a disar alinarak yazilirlar: 
x=a(t-sint), y=a(l—cosf) (1) 


Sekil 10,32 sikloidin ilk yayini ve sonrakinin bir kismini géstermektedir. a 


SEKIL 10.32 
y =a(t—cos f) sikloidi. 


t=0 iginx =a(t-—sin?), 


B(amr, 2a) 


SEKIL 10.33 Ters dénmiis bir sikloid 
iizerinde yergekiminin etkisindeki hareketi 
incelemek igin, Sekil 10.32’yi ters 
ceviririz. Boylece y-ekseni yergekimi 
kuvvetinin yéntinii gésterir ve y-eksenini 
asagi dogru pozitif yapar. Sikloidin 
denklemleri ve parametre araligi hala 


x = a(t—sin f) 
y=a(t—-sint), t=0 


ile verilir. Ok artan ¢ yoniinti 
géstermektedir. 


@ (x, y) 
DV, 
27a 


10.4 Konikler ve Parametrik Denklemler; Sikloid 711 


Brakistronlar ve Totokronlar 


Sekil 10,32’yi tersine gevirirsek, (1) denklemi hala geg¢erli olur ve ortaya ¢ikan egrinin 
(Sekil 10,33) ilging iki fiziksel 6zelligi vardir. Birincisi orijin O ve ilk yayin dibindeki B 
noktas1 ile ilgilidir. Bu noktalari birlestiren biitiin diizgiin egrilerin arasinda, yergekimi 
kuwvetinin etkisine maruz siirtiinmesiz bir boncugun O’dan B’ye en hizli gidecegi egri sik- 
loiddir. Bu, sikloidi bir brakistokron veya bu noktalar igin en kisa zamanli egrisi yapar. 
Ikinci ézellik, boncugu egrinin herhangi bir yerinden B’ye dogru gitmek iizere 
biraktiginizda, boncugun B’ye varmasi icin ayni miktarda zaman gececegidir. Bu sikloidi 
bir totokron veya O ve B igin bir eg zaman e&risi yapar. 

O ve B’yi birlestiren baska brakistokronlar var midir, yoksa sikloid tek midir? Bunu 
asagidaki sekilde matematiksel bir soru olarak formiile edebiliriz. Baslangicta, boncugun 
kinetik enerjisi, hizi sifir oldugu icin, sifirdir. Boncugu (0, 0)’dan diizlemdeki baska bir 
(x, y) noktasina ilerletmek igin yergekiminin yaptig1 ig mgy’dir ve bu kinetik enerjideki 
degisime esit olmalidir: 


mgy = Sm = m0) 


Boéylece, boncugun (x, y)’ye ulastigindaki hizi 

v= V2ey 
olmalidir. Yani, 
ds boncugun izledigi yolun 
yay uzunlugu diferansiyelidir. 
veya 


ds _ V1 + (dy/dxy dx 
V 2gy V 2gy 


olmalidir. Boncugun 0’dan B(a7r, 2a)’ya kadar belirli bir y = f(x) yolu boyunca kaymasi 


igin gereken zaman 7; 
x=at /] + (dy/dx)* 
ne [7 
x=0 &Y 


kadardir. Hangi y= f(x) erileri, eger varsa, bu integralin degerini minimize eder? 

ilk bakista, O ve B’yi birlestiren doSrunun en kisa zamani verece%ini diisiinebiliriz, 
ama belki de vermez. Hizinin daha fazla olmasi icin baslangicta boncugun dikey olarak 
diismesini saglamakta yarar olabilir. Daha ytiksek bir hizla, boncuk daha uzun bir yol 
gidebilir ve yine de B’ye daha erken varabilir. Gergekten de, dogru fikir budur. Varyasyon 
hesabi olarak bildigimiz bir matematik kolundan gelen ¢éziim O’dan B’ye giden orijinal 
sikloidin O ve B icin tek brakistokron oldugudur. 

Brakistokron probleminin ¢éziimti su andaki bilgimizin ¢ok ilerisinde oldugu halde, 
hala neden sikloidin bir totokron oldugunu gésterebiliriz. Sikloid igin, (2) denklemi 


=. Idx? dh dy? 
x=0 2gy 
t=7 P) 
2-2 t 
= a‘( cos Ny 
1-0 NV 2ga(1 — cost) 
” Ia a 
- |" |ga= 2/2 


dt = 


T cycloid 


(1) denklemlerinden, 
dx = a(1 —cos ?) dt, 
dy =asint dt ve 

y =a(1 —cos ft) 


halini alir. 
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SEKIL 10.34 Sikloid tizerindeki O, A ve C 
noktalarindan ayn zamanda harekete 
baslayan boncuklar B’ye ayni zamanda 
varirlar. 


ALISTIRMALAR 10.4 


>X 


Yani, stirtiinmesiz boncugun, O’da durgun durumdan harekete birakildiktan sonra, sikloid- 
den B’ye kaymasi icin gereken zaman 7 V a/g ‘dir. 

Boncugun hareketini O’dan baslatmak yerine, sikloid tizerinde daha asagida bir nok- 
tadan, f9 > 0 parametre degerine karsilik gelen (xo, yo)’dan _ baslattigimizi varsayalim. 
Boncugun sikloid tizerindeki daha sonraki bir (x, y) noktasindaki hizi 


v= V2¢(y — yo) = V 2ga(cos to — cost) 


y =a(1 — cost) 


olur. Buna gére, boncugun (xo, yo)’dan B’ye kaymasi igin gereken zaman 


1 — cost 


_ fe EO = Dees) —_ fa f” 
: [ ee ty — cos t) at de), Vx fy — cost se 
_ Je | : | 2 sin? (1/2) P 
BJ \ (2. cos? (t/2) — 1) — (2 cos?(t/2) — 1) 


= if sin (t/2) dt 
tg V cos? (to/2) — cos? (t/2) 


u = cos (t/2) 
—2 du = sin (t/2) dt 
c = cos (fo/2) 


_ 2/2] ___, cos (t/2) i 
e | or cos (to/2) J, 


= Le er il - 1 = a 
= 2,/2( sin 0 + sin 1) n/. 


Bu tamamen boncugun O’dan B’ye kaymasi igin gereken zamandir. Boncugun B’ye var- 
masi, nerden baslarsa baslasin, ayn miktarda zaman gerektirmektedir. Ayni anda Sekil 
10,34’teki O, A ve C noktalarindan harekete baslayan boncuklar B’ye ayni zamanda vara- 
caklardir. Huygens’in sarkagli saatinin, sallanmanin genliginden bagimsiz olmasinin ne- 
deni budur. 


Koniklerin Parametrik Denklemleri 


1-12 alistirmalan, xy-dtizleminde hareket eden bir parcacigin pa- 
rametrik denklemlerini ve parametre araliklarin1 vermektedir. 
Pargacigin izledigi yolu bir Kartezyen denklem bularak belirleyin. 
Kartezyen denklemin grafigini cizin. (Grafikler kullanilan denkleme 
gore degisecektir.) Grafigin, pargacigin kat ettigi pargasini ve hareket 


yontinii belirtin. 


0Osts7 


1. x =cos¢, y= sint, 


2. x = sin(27 (1 — ¢)), y = cos(27(1 — 24); 
OstsT7 


0Osts27 


ll 


x=4cost, y=S5sintg 


x=4sint, y =S5cost 


i Y= VE 420 


ne 


x 
ll 


=sec’t—-1, y=tant; -—c/2<t< 7/2 
—m/2<t< 7/2 
=cscet, y=cotzr 0<t<a7 

x=t y=V4-"; 051t852 
10. x= 7, y=Vt+1; t=0 


-o <t< © 


—sect, y= tant; 


ho meat ae 
i! 
ll 


11. x = —cosht, y= sinhé; 


12. x = 2sinht, y=2cosht, —co <t< oo 


0<t<1 13. Hiposikloidler Bir gember sabit bir cemberin i¢ tarafinda yu- 
varlanirsa, yuvarlanan gemberin cevresi tizerindeki herhangi bir P 
noktasi bir hiposikloid tanmlar. Sabit ¢ember x” + y = a”, yuvar- 
lanan gemberin yarigap1 5 ve izleme noktasi P’nin baslangi¢ nok- 
tas1 A(a, 0) olsun. Pozitif x-ekseninden gemberlerin merkezlerini 
birlestiren dogruya olan @ agisini parametre olarak kullanarak 
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hiposikloidin parametrik denklemini bulun. Ozel olarak, 18. x = 2 cos 4, y = sin t, 0 = ¢ S 27 elipsi iizerinde bulunan ve 
asagidaki sekilde oldugu gibi, b = a/4 ise, hiposikloidin (3/4, 0) noktasina en yakin olan noktay1 bulun (/pucu: f’nin bir 
x=acos0, y=asin?@ fonksiyonu olan uzakligin karesini minimize edin). 
asteroidi oldugunu gésterin. Gist Avastitialan 
, Bir parametrik denklem grafik ¢iziciniz varsa, asagidaki denklemlerin 


grafiklerini verilen araliklarda ¢izin. 

19. Elips x=4 cost, y=2sint¢ 
a 0=St=27 bh O0=t=7 
ec. -7/2 Sts 7/2. 


oe 20. Hiperbol kolu x = sec ¢, (1/cos (é) olarak girin), y = tan ¢ 


O [Ala ee (sin ()/cos(f) olarak girin) 
a. =liers 15 b. -0.5=1= 0.5 
14. Hiposikloidler hakkinda daha fazla sey Asagidaki sekil, 2a e 01 =¢= 01. 
yaricgapli bir gemberin ig tarafina teget olan a yarigaphi bir cem- 21. Parabol x=2t+3, p=?-1, 2<tx=2 


beri gdstermektedir. Sekilde teget noktasi: olarak gésterilen P 
noktas1 ktigtik ¢embere baglidir. Ktigitk gember biiytik g¢emberin 
ig tarafinda yuvarlanirken, P’nin izledigi yol nedir? 


22. Sikloid x =t-—sint, y=1-cost 
a O0=St=27 bO0St=47 
ce w=t=3r. 

23. Hos bir e&ri (bir deltoid) 
x =2cost+cos24, y=2snt—sin2t O0O=St= 27 
x ve y’nin denklemlerinde 2 yerine — 2 alirsaniz ne olur? 
Yeni denklemlerin grafigini ¢izin ve goriin. 

24, Daha da hos bir egri 

15. Asagidaki sekilde, V noktasi1 y = a dogrusu boyunca ilerlerken, P 
OP = MN olacak sekilde ilerlemektedir. P’nin koordinatlarinin 


parametrik denklemlerini ON dogrusunun pozitif x-ekseniyle x ve y denklemlerinde 3 yerine —3 yazarsamiz ne olur? Yeni denk- 
yaptigi ¢ agisinin fonksiyonlari olarak bulun. lemlerin grafigini ¢izin ve gériin. 


25. Ue giizel egri 
a. Episikloid 


x =3cost+cos34, y=3sint—sin34 OS tS 27 


x =9cost—cos9t, y= 9sint—sn9t OS tS 27 


b. Hiposikloid 


x = 8cost+2cos4t, y= 8sint-2sn44 0S tS 27 


c. Hipotrokoid 


x = cost + 5cos3t4, y= 6cost—5sin34 0S tS 27 
16. Trokoidler a yarigapli bir tekerlek yatay bir dogru boyunca 


kaymadan yuvarlanmaktadir. Tekerlegin telleri tizerinde, merkez- 26. Giizel egrilerden birkag tane daha 
den b birim uzakta bir P noktasinin izledigi egrinin parametrik a. x = 6cost + 5cos3t, y= 6sint — 5 sin 3z; 
denklemlerini bulun. Parametre olarak tekerlegin dénmiis oldugu 0<t<27 
ica — @’yr alin. Egri, b = a oldugunda bir sikloid seklini alan b. x = 6cos2¢ + Scos6t, y = 6sin2t — 5sin6r; 
ir trokoiddir. 0<t<q7 
Parametrik Denklemlerle Uzakuik ane ja TG: = SEE aoe 
<ft< 
17. x=ty =0?,-co <1t< ©, parabolii iizerinde bulunan ve a ee : 
Q, 1/2) noktasina en yakin olan noktay1 bulun (/pucu: nin bir d. q = 6 oa ZF ES COR OE PO GIAE 9 Sin BE, 
Sif 7 


fonksiyonu olan uzakligin karesini minimize edin). 


714 Baliim 10: Konik Kesitler ve Kutupsal Koordinatlar 
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P(r, 0) 
; 


Orijin (Kutup) \ 
0 


oO 


SEKIL 10.35 Diizlem igin kutupsal 
koordinatlar tanimlamak tizere, kutup 
denilen bir orijin ve bir baslangi¢ 1sintyla 
ise baslariz. 


0=7/6 


>X 


Baslangig 111 
0=0 


SEKIL 10.36 Kutupsal koordinatlar tek 
degildir. 


>Xx 
Baslangig 1sin1 


Bu béliimde, kutupsal koordinatlar1 ve bunlarin Kartezyen koordinatlarla iliskisini in- 
celeyecegiz. Diizlemdeki bir noktanin tek bir Kartezyen koordinat ¢ifti varken, sonsuz 
sayida kutupsal koordinat ¢ifti bulunur. Bunun, gelecek béliimde gérecegimiz gibi grafik 
cizmek icin ilging sonuclar vardir. 


Kutupsal Koordinatlarin Tanimi 


Kutupsal koordinatlar1 tanimlamak igin, 6nce bir orijin O (kutup denir) ve O’dan cikan 
bir baslangig¢ 1simi belirleriz (Sekil 10.35). Sonra her P noktasinin yeri, kendisine bir ku- 
tupsal koordinat cifti (r, @) atanarak belirlenebilir. Burada 7, O’dan P’ye olan yonlii 
uzakligi, 6 da baslangic 1simt ile OP 1gsiminin arasindaki yonlii ac1y1 belirtir. 


Kutupsal Koordinatlar 
P(r, 8) 


O ile P arasindaki 
yonlti mesafe 


Baslangig isinindan 
OP’ ye olan yénlii a¢1 


Trigonometride oldugu gibi, 9 saat yoniintin tersine dletildiigiinde pozitif, saat yéntinde 
dlciildiisiinde negatiftir. Verilen bir noktayla iliskili agi tek deildir. Ornegin, 6 = 77/6 1g1m1 
iizerinde, orijinden iki birim uzakliktaki noktanin kutupsal koordinatlari r = 2, 0 = 77/6’dir. 
Aymi zamanda r= 2, 8 =—11 7/6 koordinatlarina da sahiptir (Sekil 10.36). Bazen r’nin 
negatif olmasini istedigimiz durumlar vardir. P(; 0) taniminda yonlti uzakhik kullan- 
mamuzin nedeni budur. P(2, 7 77/6) noktasina baslangi¢ isinindan, saat yéniiniin tersine 
7 1/6 radyan doniilerek ve 2 birim ilerlenerek ulasilabilir (Sekil 10.37). Aymi zamanda, bu 
noktaya baslangig¢ 1sinindan, saat yOniiniin tersine 7/6 radyan doniiliip 2 birim geri gidile- 
rek de ulasilabilir. Dolayistyla noktanin kutupsal koordinatlari arasinda r = —2, 0 = 7/6 da 
bulunur. 


SEKIL 10.37 Kutupsal koordinatlarin negatif r-degerleri 


olabilir. 


SEKIL 10.39 Bir cemberin kutupsal 
denklemi r = a’dir. 
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ORNEK1 — Kutupsal Koordinatlar Bulmak 


P(2, 77/6) noktasinin biitiin kutupsal koordinatlarim bulun. 


Coziim Koordinat sisteminin baslangi¢ isimini gizeriz. Sonra, orijinden cikan ve 
baslangic¢ igintyla 77/6 radyanlik bir agi yapan 1gini gizer ve (2, 77/6) noktasin1 isaretleriz 
(Sekil 10.38). Daha sonra, P’nin r = 2 ve r = — 2’yi iceren diger koordinat ¢iftlerinin 
acilarin buluruz. 


Baslangig 1sin1 


SEKIL 10.38 P(2, 77/6) noktasinin sonsuz sayida kutupsal 
koordinat cifti vardir (Ornek 1), 


r= 2 icin, acilarin tam bir listesi 


T 7 7 T 
6° 6 +27 6 +47 6 + OT, 
ile verilir. ry =— 2 icinse agilar 
sa _ ST _ 37 _ 57 
6° 6 + 27, 6 + 47, 6 + 67, 


olarak bulunur. P’nin bunlara karsilik gelen koordinat ciftleri 


(2.2 + ane), n= 0, +1, +2,... 


ve 


(-2,-57 + 20), A= Oe D2, wesc 
olur. n = 0 iken, formiiller (2, 77/6) ve (-2, —5 7/6) haline gelir. n = 1 iken, (2, 1377/6) ve 
(-2, 77/6) haline gelirler, vs. | 


Kutupsal Denklemler ve Grafikler 


r’yi sabit bir r = a # 0 deSerinde tutarsak, P(r, 6) noktasi O orijininden | a | birim uzakta 
bulunacaktir. 6, 277 uzunlugundaki bir aralikta deZisirken, P, merkezi O’da olan | a | 
yaricgapli bir cember ¢izer. 

0’y1 sabit bir 6 = 0) degerinde tutar ve r’yi — © ile 00 arasinda deSistirirsek, P(; 0) 
noktasi O’dan gecen ve baslangi¢ isiniyla 69 acgisi1 yapan bir dogru cizer. 
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(a) 


(b) 


(c) 


>< 


(d) 


SEKIL 10.40 r ve 6’mn tipik 
esitsizliklerinin grafikleri (Ornek 3). 


SEKIL 10.41 Kutupsal ve Kartezyen koordi- 
natlar1 birlestirmenin genel yolu. 


l 


& 


Denklem Grafik 
r=a Merkezi O’da olan|a| yarigapli gember 
0=05 Baslangig isintyla 69 agisi yaparak O’dan gecen dogru 


ORNEK2  Grafikler icin Kutupsal Denklemler Bulmak 


(a) r=1ver=-—l, merkezi O’da olan | yarigapli cemberin denklemidir. 


(b) 6= 77/6, 0 = 7717/6 ve 0 =—S7r/6, Sekil 10.38’deki doZrunun denklemleridir. 
r 


r =a ve 0 = 6» seklindeki denklemler birlestirilerek bélgeler, dogru parcalarn ve 
isinlar tanimlanabilir. 


ORNEK3 _ Grafikleri Belirlemek 


Kutupsal koordinatlari asagidaki kosullari saglayan nokta ktimelerinin grafiklerini ¢gizin. 


(a) l<r<2 ve tare 


(b) -3<r<2 ve a=4 


() r<0 ve @= a 
27 5a ; 
(d) 3= 6s a (r’de kisitlama yok) 
Coziim Grafikler Sekil 10.40’ta gésterilmektedir. | 


Kartezyen ve Kutupsal Koordinatlari Bir Birine Baglamak 


Bir diizlemde hem kutupsal hem de Kartezyen koordinatlari kullanirsak, iki orijini bir 
araya koyar ve baslangic 1sinini pozitif x-ekseni olarak aliriz. 0 = 77/2, r > 0 1g1n1 pozitif 
y-ekseni olur (Sekil 10.41). Bu sekilde iki koordinat sistemi asagidaki denklemlerle bir- 
birine baglanabilir. 


Kutupsal ve Kartezyen Koordinatlari [liskilendiren Denklemler 


x = rcos8@, y=rsin60, rt+ye=r’ 


Bu denklemlerin ilk ikisi, r ve 6 kutupsal koordinatlari verildiginde x ve y Kartezyen koor- 
dinatlarini tek tirlii tanimlar. Diger taraftan, x ve y verildiginde, tigtincti denklem r igin iki 
olasilik verir (bir pozitif ve bir negatif deger). Her bir secim icin ilk iki denklemi saglayan 
ve dolayisiyla her biri (x, y) Kartezyen noktasinin bir kutupsal temsili olan tek bir 
6 € [0, 27) vardir. Noktanin diger kutupsal koordinat temsilleri, bu ikisinden Ornek 1’deki 
gibi tanimlanabilir. 


A, She a 
x +(y— 3h =9 


SEKIL 10.42 Ornek 5’teki cember 
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ORNEK4 Denk Esitlikler 


Kutupsal denklem Kartezyen karsilgi 
rcos@ = 2 x=2 
r>cos@sin@ = 4 xy=4 
r’ cos’ @ — r’sin?@ = 1 v-y=l 
r= 1+ 2rcosé y* — 3x7 - 4x -1=0 
r= 1-cosé xt + yt + 2x2y? + 2x7 + 2xy? — y? = 0 
Bazi egrilerle, kutupsal koordinatlar daha isimize yarar, bazilarinda yaramaz. a 


ORNEK5 —_ Kartezyeni Kutupsala déniistiirmek 
x* + (y—3)° =9 (Sekil 10.42) cemberinin bir kutupsal denklemini bulun. 


Coziim 
xr+y?-6y+9=9 (v-3) yiagm. 
x? + i —-b6y=0 9’lar sadelesir. 
r? — 6rsin@ = 0 P+y=Pr 


r= 0 veya r — 6sin@ = 0 
r= 6sin@ iki olasilgi da igerir. 


Konik kesitlerin kutupsal denklemleri hakkinda Béltim 10.8’de daha fazla sey sdyleyece- 
giz. | 


ORNEK 6 —_Kutupsali Kartezyene Déniistiirmek 


Asagidaki kutupsal denklemler yerine onlara denk Kartezyen denklemleri yazin ve grafik- 
lerini tanimlayin. 
(a) rcos@ = —4 
(b) r* = 4rcosé 
4 
(©) 72000 — and 
Cizim rcos@=x,rsind=y, raxt Pa déntistimlerini kullaniriz. 
(a) rcos0d=—4 
Kartezyen denklem: rcos@=—4 


x=-4 
Grafik: x-ekseninde x =— 4’ten gecen dikey dogru 
(b) r? = 4rcosé 
Kartezyen denklem: r2 = 4rcos 0 
x? + y? = 4x 
vr 4y + y= 


x2 — 4x t+ 4t ie =4 Tam kareye tamamlama 
(x -— 2°? +)? =4 
Grafik: Cember, yarigapi 2, merkezi (Af, k) = (2,0) 
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4 


(c) r= 


‘Kartezyen denklem: 


2cos@ — sin@ 


r(2cos@ — sin@) = 4 
2rcos@ — rsin@ = 4 


2x-y=4 
y=2x -— 4 
Grafik: Dogru, egim m = 2, y-kesim noktas1 b =— 4 a 
ALISTIRMALAR 10.5 
13. 6 = 7/3, <rs3 14. 0 = 1177/4, r=-l 


Kutupsal Koordinat Ciftleri 
1. Hangi kutupsal koordinat ciftleri ayni noktay1 belirler? 


a. (3, 0) b. (—3, 0) ce. (2, 27/3) 
d. (2, 77/3) e. (—3, 7) f. (2, 77/3) 
g. (—3, 277) h. (—2, —7/3) 

2. Hangi kutupsal koordinat ¢iftleri ayni noktay1 belirler? 
a. (—2, 77/3) b. (2, -77/3) c. (r, 0) 
d. (7,0 + 7) e. (—r, 0) f. (2, —277/3) 
g. (-r,0 + 77) h. (—2, 27/3) 


3. Asagidaki (kutupsal koordinatlarla verilen) noktalari isaretleyin. 
Sonra her noktanin biitiin kutupsal koordinatlarin1 bulun. 


a. (2, 77/2) b. (2, 0) 
c. (—2, 7/2) d. (—2, 0) 
4. Asagidaki (kutupsal koordinatlarla verilen) noktalari isaretleyin. 
Sonra her noktanin biitiin kutupsal koordinatlarim: bulun. 
a. (3, 77/4) b. (—3, 7/4) 
c. (3, -7/4) d. (—3, 7/4) 


Kutupsaldan Kartezyen Koordinatlara 
5. Alistirma 1’deki noktalarin Kartezyen koordinatlarini bulun. 


6. Asagidaki (kutupsal koordintlarda verilmis) noktalarin kartezyen 
koordinatlarin bulun. 


a. (V2, 7/4) b. (1, 0) 

c. (0, 7/2) d. (—V2, 7/4) 
e. (—3, 57/6) f. (5, tan! (4/3)) 
g. (-1, 77) h. (2V3, 27/3) 


Kutupsal Esitlikleri ve Esitsizlikleri Cizmek 


Kutupsal koordinatlar1 7-22 alistirmalarindaki esitlik ve esitsizlikleri 
saglayan nokta ktimelerinin grafiklerini ¢izin. 


Te PSL 8 0OSrs2 
9 r2l 10. 1s7rs2 
11.0=0=7/6, r=0 12. 0 = 27/3, r= -2 


1 
15. 0=7/2, r=0 16.9=7/2, r=0 
17.0507, r=1 18.007, r=-l 
19. 7/4 =0537/4, 0S rs1 
20. -7/4 S05 7/4, -l Srl 
2. -7/2S08 7/2, 1S=rs2 
22,.0=0=77/2, 1=|r|=2 


Kutupsaldan Kartezyen Denklemlere 


23-48 alistirmalarindaki kutupsal denklemler yerine denk Kartezyen 
denklemleri yazin. Sonra grafigi tanimlayin. 


23. rcos@ = 2 24. rsin@ = —1 

25. rsinéd = 0 26. rcos@ = 0 

27. r = 4csc0 28. r = —3 secO 

29. rcos@ + rsindé = 1 30. rsinéd = rcosé 

ce ae 32. r? = 4rsin@ 

33. r= =p cae 34, r? sin 26 = 2 

35. r = cot@cscé 36. r = 4tan@sec 0 

37. r = csc @ eS? 38. rsinéd = Inr + Incos@ 
39. r? + 2r* cos sind = 1 40. cos? @ = sin? @ 

41. r* = —4rcos0 42. r? = —6r sind 

43. r = 8sin0 44. r = 3 cos 

45. r= 2cos@ + 2sin0 46. r = 2cos@ — sin@ 
47. rsin (0 +2) =2 48. rsin (2 -0)=s 


Kartezyenden Kutupsal Denklemlere 


49-62 alistirmalarindaki denklemler yerine denk kutupsal denklem- 
leri yazin. 


49. x= 50. y= 1 5l.x=y 

52. x—y=3 53.07°+y2=4 54.x?-y=1 
x? y? 

35.9 t+ GZ =i 56. xy =2 
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57. y* = 4x 58. x +ayty=1 64. Dikey ve yatay dogrular 
59. x7 + (y—- 27 =4 60. (x — 5)? + y? = 25 a. xy-diizlemindeki her dikey dogrunun r = a sec 0 seklinde bir 
(1. G= 32 eG 4iPS4 i +27 46-5" S16 kutupsal denklemi oldugunu gésterin. 


Teori ve Ornekler 


b. xy-diizlemindeki yatay dogrular icin de benzer kutupsal 
denklemi bulun. 


63. Orijinin biitiin kutupsal koordinatlarim bulun. 


Kutupsal Koordinatlarda Grafik Cizmek 


Bu béliim kutupsal koordinatlarda grafik ¢izme tekniklerini tantmlamaktadir. 


Simetri 


Sekil 10.43 simetri igin standart kutupsal koordinat testlerini g6stermektedir. 


y (r,7— 0) ‘ 
* veya (-r -9)} (7, 8) t 
(7,6) Si (7,8) 
| 
| 
| NZ 
| >x >X >X 
0 | 0 0 
| 
| 
(r,-9) 
veya (-r, 7 — 0) (-r, 0) veya (r, 0 + 7) 
(a) x-eksenine gore (b) y-eksenine gére (c) orijine g6re 


SEKIL 10.43 Simetri igin iig test. 


Kutupsal Grafikler icin Simetri Testleri 
1. x-eksenine gore simetri: (r, 0) noktasi grafik tizerindeyse, (r, —0) 
veya (—-r, 7 —0) noktasi da grafik tizerindedir (Sekil 10.43a). 
2. y-eksenine gore simetri: (r, 8) noktasi grafik tizerindeyse, 
(r, 7 —0) veya (-r, —0) noktasi da grafik tizerindedir (Sekil 10.43b). 
3. Orijine gore simetri: (r, 8) noktasi grafik tizerindeyse, (—r, 0) 
veya (r, 8 + 7) noktasi da grafik tizerindedir (Sekil 10.43c). 


Egim 
Kutupsal bir r = f() e&risinin egimi r’ = dr/d0 ile degil, dy/dx ile verilir. Nedenini anla- 
mak icin, f’nin grafigini 

x =rcos6= f(@)cosé, y=rsiné=f(0) sind 


parametrik denklemlerinin grafigi olarak diisiintin. 
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v |r =) cose 
0 0 

a | dl 

3 2 

T 

5) 1 

2m | 3 

3 2 

T 2 


r=]— cos? 


(c) 


SEKIL 10.44 r=1-—cos @ kardioidinin 
cizimindeki adimlar (Ornek 1). Ok, artan 
0 yontinti géstermektedir. 


f, 9’nin tiirevlenebilir bir fonksiyonu ise x ve y de dyledir ve dx/d0 # 0 iken, dy/dx’i 
asagidaki parametrik denklemden hesaplayabiliriz: 


dy _ dy/d0 1=60 ile Boliim 3.5, (1) 
dx — dx/d0 denklemi 


5 (f(0)+ sind) 


£ (F(8)+ cos) 


df . 
do Sin 8 + f(0) cos 6 


Tiirevler igin Carpim Kurali 


d 
© 08 6 — f(0) sin@ 


r= f(@) Egrisinin Egimi 
(r, 0) noktasinda dx/d6 # 0 olmasi sartryla, 


dy _ f'(@) sind + f(A) cos 6 
dx| (9,  f'(@)cos@ — f(8) sind 


r= f(0) e&risi 6 = 69'da orijinden geciyorsa, f(@9) = 0 olur ve egim denklemi 


dy f'(o) sin 80 

Z. =— = tan 0. 

X10.)  f'(Ao) cos A 

verir. r = f(8)’nin grafigi 0 = 6)'da orijinden geciyorsa, egrinin oradaki egimi tan@’dir. 
Sadece “orijindeki egim” degil de, “(0, 69)’daki egim” dememizin nedeni bir kutupsal 
egrinin orijinden farkl 6-degerlerinde birgok kere gegebileceginden dolayidir. Ancak, ilk 
ornegimizdeki durum bu degildir. 


ORNEK1 Bir Kardioid 


r= 1-—cos 6 egrisinin grafigini ¢gizin. 


Céziim Egri x-eksenine gore simetriktir, giinkti 


(r, 0) grafik tizerinde ise > r = 1 — cos 0 
=>r=1-cos (-6) cos 8 = cos (—@) 
=> (7, — 0) grafik tizerindedir. 


0, O’dan 7’ye dogru artarken, cos 0, 1’den —1’e azalir ve r = 1 — cos 6, 0 olan bir mini- 
mum degerden 2 olan bir maksimum degere dogru artar. 6, 7’den 277’ ye dogru ilerlerken, 
cos 6 da —1’den 1’e artar ve r 2’den yine 0’a iner. 6 = 27 oldugunda egri tekrarlanmaya 
baslar, gtinkii kosiniistin periyodu 2p’dir. 

Eri orijinden tan (0) = 0 egimiyle ayrilir ve tan (277) = 0 egimiyle orijine geri doner. 

6 = 0’dan @ = 7’ye kadar olan degerlerin bir tablosunu yapar, noktalari isaretler, ori- 
jindeki teget yatay olmak tizere noktalari diizgiin bir egriyle birlestirir ve egriyi x-eksenin- 
den yansitarak grafigi tamamlariz (Sekil 10.44). Egriye kalbe benzedigi igin kardioid 
denir. Kardioid gsekiller bobin ve makaralardaki diizgiin ip tabakalarim yoénlendiren 
millerde ve belirli radyo antenlerinin sinyal kuvvet kaliplarinda ortaya ¢ikar. 

= 
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ORNEK2 r*=4cos@ EGrisinin Grafigini Cizin. 


Cizim 7° =4 cos 0, cos @ = 0 olmasim gerektirir, bu yiizden grafigin tamamim 6’y1 
—m /2’den 77/2’ye kadar defistirerek buluruz. Egri x-eksenine gore simetriktir, giinkii 


(r, 0) grafik tizerinde ise => 1° = 4 cos 0 
= 1’ =4 cos (-0) 
=> (7, — 0) grafik tizerindedir. 


cos @ = cos (—60) 


Eri orijine gére de simetriktir, giinkti 
(r, 0) grafik tizerinde ise => 1° = 4 cos 0 
= (-r)’ =4 cos 0 
=> (-7, 0) grafik tizerindedir. 
Birlikte, bu iki simetri y-ekseni etrafinda simetri oldugunu belirtir. 
Eéri 0 = —m/2 ve 6 = 7/2 iken orijinden gecer. [ki seferde de dikey bir teeti vardir, 
cinkii tan @ sonsuzdur. 


— 1/2 ve w/2 arasindaki aralikta bulunan her 6 degeri igin, 77 = 4 cos 6 formiilii iki r 
degeri verir: 


r= +2Vcos0 


Degerlerin kisa bir tablosunu yapar, karsilik gelen noktalari isaretler ve simetri ile tegetler 
hakkindaki bildiklerimizi rehber olarak kullanarak noktalar dtizgiin bir egriyle birlestiri- 


riz (Sekil 10.45). a 
y 
Gia COSTOMN 7) —s==2\V/cOsia * 7 =4co0s0 
0 1 2 
wf | N83) a ays 
+9 LL ~ +17 0 a 
4 | v2 , 
6 1 a 
3 5) +14 
+9 0 0 é \ 
~2 r =-2V cos 6, r = 2Vcos @, 
6 0 


(a) 


=) <¢< g dongiisii 


=) <¢0< g déngiisii 


(b) 


SEKIL 10.45 7° =4 cos 6’nm grafigi. Oklar artan 0 yéniinii 
gostermektedir. Tablodaki r deSerleri yuvarlanmistir (Ornek 2). 


Bir Cizim Teknigi 

Kutupsal bir r = (0) denkleminin grafigini ¢izmenin bir yolu (r, 8) degerlerinin bir tablo- 
sunu yapmak, karsilik gelen noktalari isaretlemek ve bunlari artan @ sirastyla birlestirmek- 
tir. Grafikteki btitiin déngiileri ve gukurlari ortaya gikaracak kadar nokta varsa bu iyi 


isleyebilir. Burada genelde daha hizli ve daha giivenilir olan baska bir grafik ¢izme y6n- 
temini asagidaki iki adimda verilmektedir. 


1. r=f(0)’y1 Kartezyen ré-dizleminde cizin. 


2. Kartezyen grafigi bir “tablo” ve rehber olarak kullanip kutupsal grafigini ¢izin. 
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(a) °° 
A 


72 = sin20 
TE 


Negatif sayilarin 
karek6kii yoktur 


(b) r 
A 
r= +4+Vsin 20 


aN 
\ oe Karekéklerden 


0 gelen 


3 
a \" [e~ + kisimlar 


r= —Vsin 20 


=o 


‘S 4 
(c) 


>< 


7° = sin 20 


>X 


SEKIL 10.46 (b)'de r= f(0)’y1 Kartezyen 
r@-diizleminde ¢izmek igin, énce (a)’daki 
7°6-diizleminde 1” = sin 26’y1 cizeriz. 
Sonra, sin 20’y1 negatif yapan 0 
degerlerini yok sayariz. (b) cizimindeki 
yaricaplar (c)’deki lemniskatin kutupsal 
grafigini iki defa cizer (Ornek 3). 


Bu y6éntem basit nokta isaretlemeden daha iyidir, ginkti Kartezyen grafik, aceleyle 
cizilmis olsa bile, bir bakista r’nin artan veya azalan olup olmadiginin yanisira, nerede 
pozitif, nerede negatif oldugunu veya nerede bulunmadigini ortaya cikarir. [ste bir érnek. 


ORNEK3 Bir Lemniskat 


r =sin 20 
egrisinin grafigini ¢gizin. 


Céziim Burada, r°’yi (r’yi degil) @’nin bir fonksiyonu gibi Kartezyen r’6 diizleminde 
cizerek baslariz (Sekil 10.46a’ya bakin). Buradan r = + V sin 26 ’nin r6-diizlemindeki 
grafigine gecer (Sekil 10.46b) ve kutupsal grafigi cizeriz (Sekil 10.46c). Sekil 10.46(b)’ 
deki grafik, Sekil 10.46(c)’deki son grafigi iki kere “kaplar”. Ust iki yari veya alt iki yar 
ile birlikte iki déngiiden sadece biri isimizi g6rebilirdi. Ancak ¢ifte kaplamanin bir zarari 
yoktur ve bu sekilde fonksiyonun davranisi hakkinda daha fazla sey 6greniriz. = 


Kutupsal Grafiklerin Kesistikleri Noktalari Bulmak 


Kutupsal koordinatlarda bir noktay1 farkli sekillerde temsil edebilmemiz, bir noktanin ne 
zaman bir kutupsal denklemin grafigi tizerinde bulunduguna karar verirken veya kutupsal 
grafiklerin kesistikleri noktalar belirlerken fazladan dikkat gdstermemizi gerektirir. So- 
run suradadir; bir kesisim noktasi kesisen iki egriden birinin denklemini, diger egriyi sag- 
layan kutupsal koordinatlardan farkli koordinatlarla saglayabilir. Yani iki egrinin denk- 
lemlerini birlikte cézmek bittin kesisim noktalarini tanimlamayabilir. Biitiin kesisim 
noktalarmi belirlemenin en emin yolu denklemlerin grafiklerini gizmektir. 


ORNEK4 — Yaniltici Kutupsal Koordinatlar 


(2, 7/2) noktasinin r = 2 cos 20 e@risi iizerine oldugunu gésterin. 


Coziim ilk bakista (2, 2/2) noktasi eSri tizerinde deZilmis gibi gériinebilir, ciinkii ver- 
ilen koordinatlar1 denkleme yerlestirmek 


ae 


=) = 2cos7 = —2., 


2 = 2cos2 ( 
verir ki, bu da gergek bir esitlik degildir. Biiyiikliik dogrudur, fakat isaret yanlistir. Bu ve- 
rilen nokta igin, r’nin negatif oldugu bir koordinat cifti bulmayi Gnerir, mesela 
(-2, -(ar/2)). Bunu r = 2 cos 20 denklemine koyarsak, 


-2= 20082 z) = 2(-1) = -2 
buluruz ve denklem saglanur. (2, 7/2) noktasi eSrinin tizerindedir. a 
ORNEK5 _ Gizli Kesisim Noktalari 


Asagidaki egrilerin kesisim noktalarmi bulun. 


r=4cos@ ve r=1—cosé 


TARIHSEL BiyoGRaAFi 


Johannes Kepler 
(1571-1630) 
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Coziim Kartezyen koordinatlarda, iki egrinin kesistigi noktalari her zaman denklemlerini 
birlikte gézerek bulabiliriz. Kutupsal koordinatlarda ise, hikaye farklidir. Birlikte ¢6zmek 
bazi kesisim noktalarini verirken, bazilarmm1 vermeyebilir. Bu 6rnekte, birlikte c6zmek dért 
kesisim noktasinin ikisini verir. Digerleri grafik ¢izerek bulunur (Ayrica Alistirma 49’a 
bakin). 

r=1-—cos6@ denkleminde cos 6 = 17/4 yazarsak, 


2 
r=1-cosd=1 4 
4r=4-P? 

r+4r—-4=0 
p= 25 2 os. Kuadratik formiil 


buluruz. 


r=-2-2V2 degerinin mutlak degeri iki egriye de ait olamayacak kadar bitytik- 


tir, r = —2 + 2V2 *ye karsilik gelen 6 degerleri 
6 = cos '(1 — 7) r = 1 — cos @’dan 
= cos! (1 - (2V2 - 2)) r=2V2-2 aln. 
=05* (3 = 2V2) 
= +80°. Yuvarlatilmis 


olarak bulunur. Béylece iki kesisim noktas1 belirleriz: (r, 0) = (2V2 — 2, +80°). 


r=4cos@ ve r=1-—cos@ denklemlerinin grafiklerini, burada Sekil 10.44 ve 10.45’te- 
ki grafikleri birlestirerek yaptigimiz gibi, birlikte gizersek (Sekil 10.47), egrilerin ayrica 
(2, 7) ve orijinde de kesistiklerini gortirtiz. Bu noktalarin r degerleri neden bir arada ¢6z- 
mekle ortaya gikmad1? Yanit (0, 0) ve (2, 77) noktalarinin “ayni zamanda” egri tizerinde ol- 
madiklaridir. Bu noktalara ayni 6 degerinde ulasilmaz. r = 1 — cos @ e&risi tizerinde, (2, 77) 
noktasina @ = 7 iken varilir. r* = 4 cos @ eSrisinde ise, bu noktaya 6 = 0 iken varilir, yani 
denklemi saglamayan (2, 77) koordinatlartyla degil, denklemi saglayan (—2, 0) koordinatla- 
riyla belirlenir. Aym sekilde, kardioid orijine @ = 0’da varir, fakat 7? = 4 cos @ orijine 
6 = 7 /2’de ulasir. 2 


>< 


r=1-—cos@ 
Z 


r =4cos 0 


> X 


7 
(2, 7) = (-2, 0)\O, 0 =( 5) \) 
B 


SEKIL 10.47 r=1-—cos 6 ver =4 cos @ efrilerinin 
dért kesisim noktas1 (Ornek 5). Bir arada cézmekle 
sadece A ve B bulunur. Diger ikisi grafik gizerek 
ortaya cikarilir. 
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TEKNOLOJIYi KULLANMAK 


Kutupsal Egrileri Parametrik Olarak Cizmek 


Karisik kutupsal egrilerin grafiklerini gizmek igin grafik cizen bir hesap makinesi veya 
bilgisayar kullanma ihtiyaci hissedebiliriz. Makine grafikleri dogrudan ¢izmiyorsa 


x =rcos 6 = f(@) cos 6, 


y =rsin 6 = f(0) sind 


denklemlerini kullanarak, r = f(@)’y1 parametrik forma d6nistiirebiliriz. Sonra makineyi, 
Kartezyen xy-dtizleminde bir parametrize egri cizmek icin kullaniriz. Grafik gizici igin 
parametreyi 6 olarak kullanmak yerine ¢ olarak kullanmak gerekebilir. 


ALISTIRMALAR 10.6 


Simetriler ve Kutupsal Grafikler 


1-12 alistirmalarindaki egrilerin simetrilerini belirleyin. Sonra egrileri 
cizin. 


1. r= 1+ cosé 2. r= 2 —2cos0 
3. r= 1- sind 4,.r=1+siné 
5. r= 2+ sind 6.r=1+4+2sin0d 
7. r = sin (0/2) 8. r = cos (6/2) 
9. r? = cosé 10. r? = sind 

11. r? = —sin@ 12. r? = —cosé 


13-16 Alistirmalarindaki lemniskatlar1 (fiyonk) gizin. Eégrilerin 
simetrileri nelerdir? 


13. r? = 4cos 20 14. r? = 4sin 20 
15. r? = —sin 20 16. r? = —cos 20 


Kutupsal Egrilerin Egimleri 


17-20 alistirmalarindaki egrilerin verilen noktalardaki egimlerini bu- 
lun. Egrileri bu noktalardaki tegetleriyle birlikte ¢izin. 


17. Kardioid r= —1+ cos; 0 = 47/2 

18. Kardioid += —1+sin0é; 0=0,7 

19. Dért yaprakh gill r+ = sin20; 6 = +7/4, +37/4 
r=cos20; 0=0,+7/2,7 


20. Dort yaprakh giil 


Limaconlar (Salyangoz) 

21-24 alistirmalarindaki limaconlari ¢gizin. Limacgon (“lee-ma-shan”) 
eski Fransizca da “salyangoz”dur. Alistirma 21’deki limacgonlar cizdi- 
ginizde ismin nedenini anlayacaksiniz. Limacgon denklemleri 
r=a+bcos0veyar=a = bsin 6 formundadi. Dort temel sekil vardir. 


21. Bir i¢ déngiilii limaconlar 


_i oe 

a r= > + cosd bor=5 + sind 
22. Kardioidler 

a. r= 1-—cos0 b. r = —1 + sind 


23. Gamzeli limagonlar 


= 38>. ee 2 
a. r=5 cos 0 b. 7 5) sin @ 


24. Oval limagonlar 


a. r= 2 + cosé b. r = —2 + sind 

Kutupsal Esitsizlikleri Cizmek 

25. -l Sr S2 ve-m/2 <6 S 7/2 esitsizlikleriyle tantmlanan bél- 
geyi ¢izin. 

26. 0<r <2 sec 6 ve-7/4 <0 S 7/4 esitsizlikleriyle tanimlanan 
bélgeyi ¢izin. 

27-28 alistirmalarinda esitsizligin tanimladigi bélgeyi ¢izin. 

27, 0 =r =2= 20090 28. 0 = r° = cosé 


Kesisimler 


29. (2, 37/4) noktasinin r = 2 sin 260 e@risi iizerinde oldugunu gés- 
terin. 


30. (1/2, 37/2) noktasinin r = —sin(0/3) efrisi tizerinde oldugunu 
gosterin. 

31-38 alistrrmalarindaki egri ciftlerinin kesisim noktalarim bulun. 

31. r=1+cosé, r= 1-—cosé 

32, r=1+4+siné, r=1-— sin@ 

33. r= 2sin0, r= 2sin20 

34. r=cosé, r= 1-—cosé@ 

35. r V2, r? = 4sin0 

36. 77 = V2 sin 0, r= V2 cos 0 

37,r=1, r? =2sin26 

38. 77 = V2 cos 20, r= V2 sin 20 


ll 


39-42 alistirmalarindaki egri ¢iftlerinin kesisim noktalarim bulun. 


39. 7? = sin 20, r> = cos 26 


Grafik Arastirmalari 


43. 


44, 


45. 
46. 


47. 
48. 


Asagidakilerin hangisinin grafigi r = 1 — cos 6’nin grafigi ile 
aynidir? 


b. r = 1 + cos 


Yanitlarinizi cebirle dogrulayin. 


a. r = —1 — cos 


Asagidakilerin hangisinin grafigi r = 
aynidir? 
a. r = —sin(20 + 7/2) b. r = —cos (0/2) 


Yanitlarinizi cebirle dogrulayin. 


cos 26’nin grafigi ile 


Giil iginde giil += 1 —2sin 36 efrisinin grafigini cizin. 


Freeth’in nefroidi Freeth’in nefroidini ¢izin: 


r=1 eg e 


2 
Giller m= 1/3, 2,3 ve 7 iginr = cos m giillerini cizin. 
Spiraller Kutupsal koordinatlar spiralleri tanimlamanin en iyi 


yoludur. Asagidaki spirallerin grafiklerini ¢izin. 

br=-6 

c. Logaritmik bir spiral: r = e 

d. Hiperbolik bir spiral: r = 8/0 

e. Eskenar bir hiperbol: r = + 10/Vo 
(iki kol igin farkh renkler kullanin.) 


a.r=0 
6/10 
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Teori ve Ornekler 
49. (Ornek 5’in devami) Konu igindeki 
r? = 4cos6 (1) 
r=1-—cosé (2) 


50. 


*51. 


*52. 


denklemlerinin birlikte ¢dziimti, grafiklerinin kesistigi (0, 0) ve 

(2, 77) noktalarim ortaya cikarmamistt. 

a. Ancak, (1) denklemindeki (7, @) yerine buna denk olan (—7, 6 + 77) 
yazip, 


r? = 4cos0 
(-r)? = 4cos (0 + 7) (3) 
r-=—4 cos 0 


elde ederek (2, 77) noktasini bulabilirdik. (2) ve (3) denklemle- 
rini birlikte ¢6zerek, (2, 77)’nin ortak bir ¢d6ziim oldugunu gés- 
terin. (Bu hala grafiklerin (0, 0)’da kesistiklerini gdstermez.) 
b. Orijin hala 6zel bir durumdur (Cogunlukla dyledir). Bunu hal- 
letmenin yollarmdan biri sudur: (1) ve (2) denklemlerinde 
r = 0 alin ve her denklemi buna karsilik gelen 0 degerinde ¢6- 
zun. (0, 6) herhangi bir 6 degeri igin, orijin oldugundan dolay1, 
bu her iki egrinin de, farkli 0-degerlerinde bile olsa, orijinden 
gectiklerini gésterir. 
Eger bir egride béliimiin basinda verilen simetrilerden ikisi var- 
sa, tictincti simetriye sahip oldugu veya olmadig1 hakkinda bir sey 
soylenebilir mi? Yanitinizi aciklayin. 


Dért yaprakh 7 = cos 26 giiliiniin x-ekseni tizerinde bulunan tag- 
yapraginin maksimum genisligini bulun. 

r = 2(1 + cos 9) kardioidinin x-ekseninin tizerindeki maksimum 
yuiksekligini bulun 


a 0.7 Kutupsal Koordinatlarda Alanlar ve Uzunluklar 


Bu b6liim kutupsal koordinatlarda diizlemsel bélgelerin alanlarmin, egri uzunluklarinin ve 
donel yiizeylerin alanlarinin nasil hesaplandigini gdstermektedir. 


Diizlemde Alan 


Sekil 10.48’deki OTS bélgesi 6 = a ve 6 = B 1sinlari ve r = f(@) egrisiyle sinirlidir. Bélge- 
ye, n tane lst liste binmeyen, tabanlar1 TOS acisinin bir P béliiniisiiniin tizerinde olan per- 
vane sekilli dairesel kesitle yaklasimda bulunuruz. Tipik bir kesitin yarigap1 7, = f(0;) ve 
radyan olarak dlciilen merkez acisi AO;,’dir. Alani, AO;/27 kere r; yaricapli bir cemberin 


alani dir. Veya 


Ax 


1 1 
= are Ab, = 5 (Fx)? Ab; 


dir. OTS bélgesinin alani yaklasik olarak 


dir. 


A= > 
k=1 k=1 


(/(0%))? AO 


Ne 
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y f siirekliyse, ||P|| — 0 iken yaklasimlarin iyilesmesini bekleriz ve bélgenin alani igin 
6=6 asagidaki formiilii elde ederiz: 
~\ 
i AO; : 
: \ ' 1 
i A= lim = ( f(0;,))* A@ 
(f(,), 94) \|P\I>0 = 2 (F( ») i 


7 


B 
-| + (f(0))? do. 


Orijin ile r = f(0), a = 0 = B, EGrisi Arasinda Kalan Pervane Sekilli Bélgenin 
Alani 
B i 4 
A= > P 
Z a | a0 do 
O 
Bu 
SEKIL 10.48 OTS boleestnin alaninin bir ides 1 r2 de = 1 (f(6)) de 
formiiliinti bulmak icin, bélgeye pervane 2 2 
sekilli dairesel kesitlerle yaklagimda alan diferansiyelinin integralidir (Sekil 10.49). 
bulunuruz. 


ORNEK1 — Alan Bulmak 


r=2(1 + cos 6) kardioidi ile gevrili b6lgenin alanini bulun. 


Coziim Kardioidin grafigini ¢izer (Sekil 10.50) ve 6 acisi 0’dan 27’ye giderken, OP 
yaricgapinin bélgeyi tam bir kere taradigini belirleriz. Dolayisiyla alam 


0=27 1 20 1 
[ sre | 7° 4(1 + cos 0)” dé 
0=0 0 


2a 
-{ 2(1 + 2cos@ + cos 6) dé 
0 


- 1 + cos 26 
SEKIL 10.49 r= f(@)eBrisi icin dA alan = [ (2 + 4cos@ + 2 son) dé 
diferansiyeli 0 
2a 
= [ (3 + 4cos@ + cos 26) dé 
0 
sin 20 |°” 
, = [30 + 4sing + 28 = 67 —- 0 = 67 a 
2 r= 2(1 + cos @) 0 


olarak buluruz. 


ORNEK2 Alan Bulmak 


Asagidaki limagonun ic¢teki kigtik déngiistintin igindeki alani bulun. 
r=2cosé+1 


Céziim Egriyi cizdikten sonra (Sekil 10.51), kiiciik déngiisiiniin, 6 = 27/3’ten 
6 = 47/3’e artarken (r, 0) tarafindan izlendigini g6riirtiz. Egri x-eksenine gére simetrik 
oldugu igin (6 yerine —-0 yazarsak denklem degismez), ig déngiiniin gélgeli kisminin 
alanini 0 = 27r/3’ten 6 = 47r/3’e kadar integre ederek bulabiliriz. Aradigimuz alan ortaya 
cikan integralin iki katidir: 


4=2f sro = | r2 do 
27/3 27/3 


SEKIL 10.50 Ornek 1’deki kardioid. 


r=2cos6+1 


4m 
OS oa 


SEKIL 10.51 Ornek 2’deki limagon. Eski 
Fransizca’da salyangoz (LEE-ma-sahn). 


0 


SEKIL 10.52 Renkli bélgenin alam, r; ile 
orijin arasindaki alanin 17 ile orijin 
arasinda kalan alandan gikarilmasi ile 
bulunur. 


Y  Ust sinir 


r, =1-—cosé 6 = 7/2 


r= 1 


Alt sinir 
6 =-17/2 


SEKIL 10.53 Ornek 3’teki bélge ve 
integrasyon sinirlari. 


10.7 Kutupsal Koordinatlarda Alanlar ve Uzuntuklar 727 


r? = (2cos@ + 1)? = 4cos’@ + 4cos@ + 1 


1 + cos 20 
2 

= 2+ 2cos20+ 4cosé+ 1 

= 3 + 2cos20 + 4cos@. 


= 4: + 4cos@ + | 


oldugundan, 
A= (3 + 2cos20 + 4cos@) d@ 
27/3 
= 30 + sin20 + 4sind 
27/3 
= (37) (2m V3 +4. v3) 
2 2 
eee ss 
2 

buluruz. 


6 =a'dan 6 = P’ya kadar iki r; =7,(0) ve r. = 1r2(6) kutupsal egrileri arasinda bulunan 
Sekil 10.52’ deki gibi bir alam bulmak icin, (1/ 2)r7 dé’ nin integralini (1 a 2)r3 dé’ nin integ- 
ralinden ¢ikaririz. Bu asagidaki formitlti verir. 


0<7r,(0) =r<nr (0), a=0& B Bélgesinin Alam 
B B B 
1 1 1 
a= f x r7 dO | srrao= [ x (re r?) dé (1) 


Kutupsal Egriler Arasindaki Alan! Bulmak 


ORNEK 3 


r= 1 gemberinin icginde ve r = | — cos 6 kardioidinin disinda kalan bélgenin alanim bulun. 


Coziim Bélgeyi cizerek sinirlarini bulur ve integrasyon sinirlarini belirleriz (Sekil 10.53). 
Dis eri r. = 1, ig eBrir; = 1 —cos O’'dir ve 6 acisi —7/2’den 77/2’ye kadar deisir. Alan, 
(1) denkleminden, 


Simetri 


a/24 5 ‘ 
=2f x (r2 - r?) ae 
1/2 
-[ (1 — (1 — 2cos@ + cos @)) do 
0 


1/2 n/2 
-[ (2cos9 — cos?) ao = | (2 cose - 1* $0828) ag 
0 0 


@_sin20]"? _, _ a 
2 4 


= 2 sin 0 4 = 


0 


olarak bulunur. 
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>< 


r=1—cosé@ 
P(r, 0) 


> X 


SEKIL 10.54 Bir kardioidin uzunlugunu 
hesaplamak ( Ornek 4). 


Kutupsal Bir Egrinin Uzunlugu 
Birr = f(0), a = 0 S 8, e&risinin uzunlugunun kutupsal koordinat formiliini, egriyi 
x =rcos@ = f(@)cos#, y=rsind = f(@) sing, ax=@0<8 (2) 


seklinde parametrize ederek bulabiliriz. Bu durumda, parametrik uzunluk formiili, Boliim 
6.3’ten (1) Denklemi, uzunlugu 


olarak verir. Bu denklem, x ve y yerine (2) Denklemleri konuldugunda, 


B 2 
= y) dr 
EL -f ro + (=) dé 


haline gelir (Alistirma 33). 


Kutupsal Bir Egrinin Uzunlugu 

Eger r= f(0)’nin a S 6 S B icin stirekli bir birinci tiirevi varsa ve P(r, 0) noktasi, 
6 acisi a’dan B’ya giderken, r= f(@) e&risini sadece bir kere dolastyorsa, egrinin 
uzunlugu su sekilde bulunur: 


B 2 
-[ r+ (4) dé. (3) 


ORNEK4 Bir Kardioidin Uzuntugunu Bulmak 


r=1-cos @ kardioidinin uzunlugunu bulun 


Coziim Integrasyon sinirlarini belirlemek icin kardioidi cizeriz (Sekil 10.54). 6 acisi 
O’dan 277’ya giderken P(z, 6) noktasi egriyi saat yoniiniin tersine dogru bir kere dolasir, 
dolayistyla a ve B olarak bu degerleri aliriz. 


re dr _ 
r=1 cos 0, do Sn 
ile, 
2 dr \” 2 « a\2 
ret+ (*) = (1 — cos) + (sin@) 
= 1 — 2cos@ + cos*@ + sin? 6 = 2 — 2cos@ 
ese Ween 
1 
ve 


p dr 2 2a 
L= [e+ (#) a= ["V2= 2008000 
a 0 
2a 6 9 
-{ | 4 sin? 5 d0 1 — cos@ = 2 sin’ 


6=-5 1% =cos20 


(b) 


SEKIL 10.55 Bir lemniskatin sag yarisi (a) 
y-ekseni etrafinda déndiirilerek alan 
Ornek 5’te hesaplanan yiizey (b) iiretilir. 


10.7 Kutupsal Koordinatlarda Alanlar ve Uzuntuktar 729 


2a 
-{ 2 sin 5 d6 0 = 0 = 2migin sin? = 0 
6 27 
= [400s =4+4=8 
2 Jo 
buluruz. = 
Bir Donel Yiizeyin Alani 
Bir doénel yizeyin alaninin kutupsal koordinat formiillerini tiiretmek  igin, 


r= f(0), a = 6 S B e&risini (2) denklemleriyle parametrize eder ve Boliim 6.5’teki yiizey 
alani denklemlerini uygulariz. 


Bir Donel Yiizeyin Alani 

r= f(0)nn a = 0 & B icin stirekli bir birinci tiirevi varsa ve P(r, 0) noktasi 0 
a’dan B’ya giderken r = f(@) egrisini tam bir defa dolasiyorsa, egriyi x ve y-ek- 
senleri etrafinda déndtirmekle tiretilecek yiizeylerin alanlari asagidaki denklem- 
lerle verilir: 


1. x-ekseni etrafinda dénme (y = 0): 


B 2 
s- | 2ar sin@, |r? + (4) do (4) 
2. y-ekseni etrafinda dénme (x = 0): 
B 2 
= 24 (a 
S | 2arcos@, [r- + (4) do (5) 


ORNEK 5 


? =cos 26 lemniskatinin sagdaki déngiisiiniin y-ekseni etrafinda dondiiriilmesiyle tiretilen 
yuizeyin alanini bulun. 


Yiizey Alan! Bulmak 


Céziim Integrasyon simirlarimi belirlemek icin, déngityii cizeriz (Sekil 10.55a). @ acisi 
—17/4’ten 7/4’e giderken P(r, 6) noktasi egriyi saat yOniiniin tersine bir kere dolasir, 
dolayistyla a ve B yerine alacagimiz sayilar bunlardir. 

(5) denklemindeki alan integrandimi adim adim hesaplariz. Once, 


2mrcosé, |r? + = 2m cos@, |/r* + (-) (6) 
yazariz. Sonra, r= cos 20 oldugundan, 
Or nas 
2r 6 = —2 sin 20 
Gh. xs 
"6 = —sin 20 


elde ederiz. 
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Son olarak, r* = (r°)? = cos” 20 oldugu icin, (6) Denkleminin sag tarafindaki karek6k 
asagidaki sekilde sadelesir: 


2 
rit (4) = Vos? 26 + sin? 20 = 1. 


B dr ‘ 
S -[ 2mrcos@,/r7 + (%) d0 (5) Denklemi 


Sonunda, 


elde ederiz. 


7/4 
ic 


= 27 sin a) 


27 cos 0+ (1) dé 


7/4 


—1/4 


= an? rs uel = 2nV2 


Kutupsal Egrilerin icindeki Alanlar 


1-6 
1. 


Sg Be 


alistirmalarindaki bélgelerin alanlarini bulun. 

r=4+2 cos 6 oval limaconu igindeki alan. 
r=a(1+cos 6), a > 0 kardioidinin icindeki alan. 

Dért yaprakli r = cos 20 giliiniin igindeki alan. 

r= 2a’ cos 20, a > 0 lemniskatinin igindeki alan. 

? =4 sin 26 lemniskatinin bir cevriminin igindeki alan. 


Alt: yaprakli 77 = 2 sin 36 giiliiniin igindeki alan. 


Kutupsal Bolgelerce Paylasilan Alanlar 


7-16 alistirmalarindaki bélgelerin alanlarim: bulun. 


7. 
8. 
9. 
10. 


11. 


12. 


13. 
14. 


r=2 cos 6 ver =2 sin 6 gemberleriyle paylasilan alan. 
r=1ver=2 sin 6 cemberleriyle paylasilan alan. 
r= 2 cgemberi ve r = 2(1 — cos @) kardioidiyle paylasilan alan. 


r = 2(1 + cos 8) ve r = 2( 1 — cos 6) kardioidleriyle paylasilan 
alan. 


r = 6 cos 20 lemniskatinin igindeki ve r= V3 cemberinin 
disindaki alan. 


r= 3a cos @ cemberinin iginde ve r = a (1 + cos 0), a > 0 kardioi- 
dinin disindaki alan. 


r =—2 cos 6 cemberinin i¢inde ve r = 1 gemberinin disindaki alan. 


a. r=2 cos 8+ 1 limacgonunun dis déngiisti igindeki alan (Sekil 
10.51’e bakin). 


15. 


16. 


17. 


18. 


b. r=2 cos 6 +1 limaconunun dis déngiistintin iginde ve i¢ 
déngiistintin disindaki alan. 


r= 6 cemberinin iginde, r = 3 csc 0 dogrusunun iist tarafindaki 
alan. 


r = 6 cos 26 fiyonkunun iginde, r = (3/' 2)sec 6 dogrusunun 
sagindaki alan. 


a. Sekildeki renkli b6lgenin alanini bulun. 


r=tand 


A» 


b. r= tan 0, —1/2 <0< a/2 egrisinin grafigi x = 1 ve x =—1 
dogrularina asimptotik gibi gériinmektedir? Gergekten dyle 
midir? Yanitinizi aciklayin. 

r=cos 0+ 1 kardioid egrisinin iginde ve r = cos 0 cemberinin 

disindaki bélgenin alani 


27 


[(cos @ + 1)? — cos” 0] d0 = 7 


2 Jo 


degildir. Neden? Alan nedir? Yanitinizi aciklayin. 


Kutupsal Egrilerin Uzuntuklari 

19-27 alistirmalarindaki egrilerin uzunluklarini bulun. 
19. r= 6, 0 <0 < V5 spirali. 

20. r= e9/\/2, 0 = 6 = 7 spirali. 

21. r = 1 + cos @ kardioidi. 

22. r= asin’ (0/2), 0S 057, a> Oeprisi 

23. r = 6/(1 + cos@), 0 S @ S w/2 parabol parcasi. 
24. r = 2/(1 — cos), a/2 < 6 S w parabol pargasi. 
25. r = cos*(0/3), 0 = 0 <= w/4 erisi. 

26. r= V1 + sin20, 0 <0 < rV2ebrisi. 

27. r= V1 + cos20, 0< 6 < rV2 eerisi. 


28. Cemberlerin gevresi Her zamanki gibi, yeni bir formiille 
karsilasildiginda, bunu, eski tecrtibelerle ayni sonucu verdiginden 
emin olmak igin, tanidigimiz nesnelere uygulamak iyi bir fikirdir. 
(3) Denklemindeki uzunluk formiilti ile asagidaki gemberlerin 
cevresini hesaplayin (a > 0). 


ar=a b. r = acos@ c. r = asind 


Yiizey Alani 


29-32 alistirmalarindaki egrileri belirtilen eksen etrafinda déndiirerek 
elde edilen yiizeylerin alanlarini bulun. 


29, r= V cos 20, 0508 a/4, y-ekseni 
30. r= V2e?, 0< 0K m/2, x-ekseni 
31. r? = cos20, x-ekseni 


32. r = 2acos0, a> 0, y-ekseni 


Teori ve Ornekler 
33. r= f(0),a <0 B eSrisinin uzunlugu  Gerekli tiirevlerin 
stirekli oldugunu varsayarak, 


x = f(0)cos@, y= f(@) sind 
degisken d6niisiimlerinin (konudaki (2) Denklemleri) 


dx\" dy\? 


B dry 
x 2 u 
t= fy + (4) aw 


integraline déniistiirdiiklerini gésterin. 


integralini 


34. Ortalama deger ff siirekliyse, 7 kutupsal koordinatinin 
r=f(0),a = 0 SB efrisi tizerinde 0’ ya gore ortalama degeri 


1 B 
Fort = gal f(0) do 


formiiliiyle verilir. 
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Bu formiille 7’nin asagidaki egriler tizerinde 6’ya goére ortalama 
degerini bulun (a > 0). 

a. r = a(1 — cos @) kardioidi. 

b. r =a cemberi 

ce. r=acosé, —a/2 = 6 = 7/2 cemberi 

35. r= f(0) iler=2f(0) r=f(0),a S05 Biler=2f(0),a=d0=B 
egrilerinin birbirine gére uzunluklar: hakkinda ne sdylenebilir? 
Yanitinizi aciklayin. 

36. r=f(@)iler=2fO@r=f0),a=6=Biler=2f(6),a=0=B8 
egrileri x-ekseni etrafinda déndiiriilerek yiizeyler tiretiliyor. Bu 
yiizeylerini birbirlerine gére alanlar1 hakkinda bir sey sdylenebilir 
m? Yanitinz1 agiklayin. 


Pervane Sekilli Bolgelerin Kiitle Merkezleri 


Bir tiggenin ktitle merkezi her kenar ortada késeden tabana dogru 
giderken ticte iki uzaklikta oldugu icin, sekildeki ince tiggensel bél- 
genin x-ekseni etrafindaki moment kolu yaklasik (2/ 3) r sin O’dir. 
Ayni sekilde ticgen bélgenin y-ekseni etrafindaki moment kolu da 
(2/ 3) r cos @’dir. Bu yaklasrmlar AO — 0 iken daha iyilesir ve AOB 
bélgesinin merkezinin koordinatlar igin, smurlar tiim integrallerde 
6 =a‘dan 0 = B’ya olmak tizere, asagidaki denklemleri verir: 


Merkez 
le 


P(r, 0) 
Yaklasik 3 r sin 0 


>< 


B 


d= 6 
Yaklasik or cos 6 


2. wl 2/3 
- [Gree a7 do Sf cos 6 dé 


i r? dO 


2 ag. 12 24 3. 
- [Grsino ar dé sf sin 6 d0 
a 1 = 
faery 2 
|e dé jr do 


37. r =a(1 + cos 6) kardioidiyle g¢evrelenen bélgenin ktitle merkezini 
bulun. 

38. 0 =r sa,0 = 07 yarm cember seklindeki bédlgenin kiitle 
merkezini bulun. 
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ie 0.8 Kutupsal Koordinatlarda Konik Kesitler 


>< 


¢) Po(1, 90) 


>X 


SEKIL 10.56 OPoP dik tiggeninden ry =r 
cos (0 — 69) bagintisint okuyarak L 
dogrusunun bir kutupsal denklemini elde 


edebiliriz. 


SEKIL 10.57 Bu dogrunun standart kutupsal 
denklemi x + V3 y = 4 Kartezyen 
denklemine déniisiir (Ornek 1). 


O 


SEKIL 10.58 Bu cemberin kutupsal 
denklemini, Kosintis Kuralin1 OP)P 
iicgenine uygulayarak bulabiliriz. 


Kutupsal koordinatlar astronomi ve uzay mihendisliginde 6nemlidir, ciinkt uydularin, ay- 
larin, gezegenlerin ve kuyruklu yildizlarin izledikleri elipsler, paraboller ve hiperboller, 
hepsi oldukga basit tek bir koordinat denklemiyle tanimlanabilirler. Bu denklemi burada 
gelistirecegiz. 


Dogrular 


Oryinden L dogrusuna giden dikmenin L’yi r5 = 0 olmak tizere Po(7o, 00)’da kestigini 
varsayin (Sekil 10.56). Bu durumda, LZ tizerindeki baska bir P(r, 0) noktas1 igin, P, Py ve O 
noktalari bir dik tig¢genin kése noktalarini olustururlar ve buradan 

ro =r cos (8 — 6p) 


bagintisin1 bulabiliriz. 


Dogrular icin Standart Kutupsal Denklem 
Orijinden Z dogrusuna gelen dikmenin ayagi P,(7p, 09) noktasi ise ve rp = 0 ise, 
L dogrusu icin bir denklem syle verilir: 


r cos (8-00) =r9 (1) 


ORNEK 1 


cos (A — B)=cos A cos B+ sin A sin B bagintisin kullanarak Sekil 10.57’deki dogrunun 
Kartezyen denklemini bulun. 


Bir Dogrunun Kutupsal Denklemini Kartezyene Cevirmek 


Coziim r COs (0 a t) =2 
r(cos cos 3 oF sin sin } =2 
Srcosé + ea =2 
x + V3y=4 rT] 
Cemberler 


Merkezi Po(79, 99)’'da olan a yarigapli gemberin bir kutupsal denklemini bulmak icin, 
P(r, 6)’y1 gemberin tizerinde bir nokta olarak alir ve OP)P tiggenine Kosiniis Kuralini 
uygulariz (Sekil 10.58). Bu 


a =ret+r —2ror cos (8 — 4p) 


verir. 
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Cember orijinden ge¢iyorsa, 7p = a olur ve bu denklem 
a* = a* +r’ — 2arcos (0 — 8) 


r2 


2ar cos (8 — Go) 
r = 2acos(@ — 0) 


haline indirgenir. Cemberin merkezi pozitif x-ekseni tizerindeyse, 6) = 0 olur ve daha basit 
olan 


r=2acos 0 


denklemini elde ederiz (Bkz. Sekil 10.59a). Merkez pozitif y-ekseninin tizerindeyse 
6 = 77/2, cos (8 — 7/2) = sin @ olur ve r = 2a cos (0 — 49) denklemi 


r=2a sin 0 


seklini alir (Bkz. Sekil 10.59b). 


>< 
>< 


r= 2asin0 
r = 2acos 60 


>X 


(a) (b) 


SEKIL 10.59 Orijinden gegen, a yarigapli ve merkezi (a) pozitif 
x-ekseninde (b) pozitif y-ekseninde olan bir cemberin kutupsal 
denklemi. 


Merkezleri negatif x- ve y-eksenlerinde olan ve orijinden gegen gemberlerin denklem- 
leri yukaridaki denklemlerde r yerine — r yazarak elde edilebilir (Sekil 10.60). 


>< 
>< 


r =—2acos 0 


> X 


r =—2asin@ 


(a) (b) 


SEKIL 10.60 Orijinden gegen, a yaricapli ve merkezi (a) negatif 
x-ekseninde (b) negatif y-ekseninde olan bir gemberin kutupsal 
denklemi. 
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Dogrultman 


SEKIL 10.61 Bir konik kesit, oda orijinde 
ve dogrultman orijinin saginda baslangi¢ 
igsinina dik bir sekle konursa konigin 
odak-dogrultman denkleminden kutupsal 
denklemini elde edebiliriz. 


ORNEK2 — Orijinden Gecen Cemberler 


Merkez Kutupsal 
Yarigap (kutupsal koordinatlar) Denklem 
3 (3, 0) r = 6cos@ 
2 (2, 7/2) r= 4sin0 
1/2 (—1/2, 0) r = —cos@ 

1 (—1, 7/2) r= —2sin@ 


Elipsler, Paraboller ve Hiperboller 


Elipsler, paraboller ve hiperbollerin kutupsal denklemlerini bulmak igin, odaklardan birini 


orijine, karsilik gelen dogrultmani x = k dogrusu boyunca orijinin sagina yerlestiririz 
(Sekil 10.61). Bu 


PF=r 
ve 
PD=k-—FB=k-rcos6@ 
verir. Bu durumda konigin odak-dogrultman denklemi PF’ = e - PD 
r=e(k—rcos 0) 


haline gelir. Buradan r céziilerek 


Dismerkezligi e olan Bir Konigin Kutupsal Denklemi 


ke 


Y~ T+ ecos0 


(2) 


elde edilir. Bu denklem 0 < e < | ise, bir elipsi, e = 1 ise bir parabolti ve e > | ise bir 
hiperbolii temsil eder. Yani, elipsler, paraboller ve hiperbollerin hepsinin, digsmerkezlige 
ve dogrultmanin konumuna bagli olan tek bir basit denklemi vardir. 


ORNEK3 Bazi Koniklerin Kutupsal Denklemleri 

1 
e=—: r= elipsi 

2 2+ cos 6 
e=l1: r=———__ parabolii 

1+ cos 0 
2k ; 

e=2 hiperbolii a 


po 
1+2cos0 
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Zaman zaman, dogrultmanin konumuna gore (2) denkleminde farkliliklar gérebilirsi- 
niz. Dogrultman orijinin solundaki x =— & dogrusuysa (orijin hala odaktir), (2) denklemini 


___fe_ 
"T= ecos6' 
ile degistiririz. Paydada (+) yerine (—) vardir. Dogrultman y = k veya y = — k dogrularin- 
dan biriyse, denklemlerde, Sekil 10.62 de oldugu gibi, kosiniisler yerine sintisler buluruz. 


ke ke 


"=T+ecos0 ~ T—ecos6 


Odak orijinde 


Dogrultman x = k 
(a) 


Odak orijinde 
x 


Dogrultman x = —k 


(b) 


pe ke 7 ke 
1+esin0 1—esing 
y y 
Odak orijinde 


Dogrultman y = k 


Dogrultman y = -k 


(c) (d) 


SEKIL 10.62 Duismerkezlikleri e > 0 fakat dogrulmanlari 
fark konumlarda olan konik kesit denklemleri. Buradaki 
grafik bir parabol géstermektedir. Dolayistyla e = 1 dir. 


ORNEK 4 


Dismerkezligi 3/2 ve dogrultmani x = 2 olan hiperboliin bir denklemini bulun. 


Bir Hiperboliin Kutupsal Denklemi 


Céziim k=2 ve e=3/2 ile (2) denklemini kullanarak 
= ae) veya r= = rT 
1 + (3/2)cos 6 2+ 3cosdé' 
buluruz. 
ORNEK5 Bir Dogrulttman Bulmak 
Asagidaki paraboliin dogrultmanini bulun. 
25 


"~ 10 + 10cos0 
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Dogrultman 
x=k 


Odak 
Merkez orijinde 
- = 


> X 


SEKIL 10.63 Yari asal ekseni a olan bir 
elipste, odak-dogrultman uzakhgi 

k = (a/e) — ae’dir. Dolayistyla, 

ke = a(1 — e’) olur. 


Aphelyon Perihelyon 
konumu konumu 
(giinesten (giinesten 
(49.3 AU) (29.58 AU) 


——£_|_——~Y oe 
a= 39.44 Giines 


SEKIL 10.64 Pliito’nun yoriingesi (Ornek 
6). 


Coziim Pay ve payday1 10 ile bélerek denklemi standart sekle sokariz: 


5/2 
"T+ cos0° 
Bu, k=5/2 ve e=l1ile 
___ke_ 
T+ ecosd 
denklemidir. Dogrultmanin denklemi x = 5/2’dir. a 


Sekil 10.63’te ¢izili olan elips diyagramindan, k’nin e digmerkezligine ve a yari asal 
eksenine 
a 


| al eee 


denklemiyle bagli oldugunu goriiriiz. Buradan, ke = a(1 — e*) buluruz. (2) denkleminde 
ke yerine a(1 — e”) yazmak bir elipsin standart kutupsal denklemini verir. 


Dismerkezligi e ve Yari Asal Ekseni a Olan Elips icin Kutupsal Denklem 


a(1 — e?) 


~ 1 + ecosé (3) 


r 


e = 0 oldugunda (3) denkleminin bir cemberi temsil eden r = a haline d6niistiigtine dikkat 
edin. 
(3) Denklemi gezegen yériingelerini hesaplamanin baslangic¢ noktasidir. 


ORNEK 6 —_Pliito Gezegeninin Yariingesi 


Yar asal ekseni 39.44 AU (astronomik birim) ve dismerkezligi 0.25 olan bir elipsin ku- 
tupsal denklemini bulun. Bu yaklasik olarak Pliito’nun gtines ¢evresindeki yértingesinin 
boyutlarindadir. 


Coziim a=39.44 ve e=0.25 ile (3) denklemini kullanarak 


39.44(1 — (0.25)?) 147.9 
1+0.25cos9 4+ cos@° 


buluruz. En yakin yaklasma noktasinda (perihelyon) Pliito giinesten 


p= FS = 29.58 AU 
uzaktadir. En uzak noktada (aphelyon) ise, Pliito giinesten 
— 1479 _ 
f=o 4 = 49.3 AU 


uzaktadir (Sekil 10.64). 


ALISTIRMALAR 10.8 
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Dogrular 


1-4 alistirmalarindaki dogrularin kutupsal ve Kartezyen denklem- 
lerini bulun. 


1. 2. 


5-8 alistirmalarindaki dogrulari ¢izin ve Kartezyen denklemlerini bu- 


lun. 
5. rcos (0 = =) = V2 6. rcos (0 + az) = 1 
4 4 
7. rcos pee =3 8. r 6+2)= 
3 . FCOS 3 


9-12 alistirmalarindaki dogrular icin 7 cos (0 — 09) =7o seklinde bir 
kutupsal denklem bulun. 
10. V3x— y=l 


9. V2x+ V2y = 6 


ll. y= —-5 12. x = —4 

Cemberler 

13-16 alistirmalarindaki gemberlerin kutupsal denklemlerini bulun. 
13. 14. 


y y 
Yaricap = 4 >x 
0 >Xx 
Yarigap= 1 


15. 16. 


Bf 
A 


>< 


Yaricap = V2 Yaricap= 


17-20 alistirmalarindaki gemberleri gizin. Merkezlerinin kutupsal 
koordinatlarini verin ve yarigaplarin. belirleyin. 


17. r = 4cos0 18. r = 6sind 
19. r = —2cos0 20. r = —8 sind 
21-28 alistirmalarindaki gemberlerin kutupsal denklemlerini bulun. 


Her cemberi koordinat diizleminde cizin ve cizime hem Kartezyen 
hem de kutupsal denklemini yazin. 


21. (x — 6) + y? = 36 22. (x +2 +7? =4 
23. x7 + (y — 5)? = 25 24, x? + (y + 7)? = 49 
25. x7 + 2x + y? =0 26. x7 — lox + yy? =0 
7.x +y? +y=0 28. x? +y?—Fy=0 


Dismerkezlikleri ve Dogrultmantarindan 
Konik Kesitler 


29-36 alistirmalarinda, bir odaklari orijinde olan konik kesitlerin bu 
odaga karsilik gelen dogrultmanlaryla birlikte dismerkezliklerini bu- 
lun. Her konik kesitin kutupsal denklemini bulun. 


0.224, ¢=2 30.¢=1, y=2 
31.¢=5, y= -6 $2.52, 2 =4 
33.e= 1/2, x=1 34.¢=1/4, x=-2 
35. e= 1/5, y= —10 36. e = 1/3, y=6 
Parabol ve Elipsler 


37-44 alistirmalarindaki parabol ve elipsleri gizin. Ciziminize orijin- 
deki odaga karsilik gelen dogrultmani da ekleyin. Tepe noktalari uy- 
gun kutupsal koordinatlarla isimlendirin. Elipslerin merkezlerini de 
belirtin. 


i 6 
ie 1 + cos@ ia 2 + cos@ 
7 25 a 4 
a hE 9 =o eana 
400 2 
alee 568 sane i aes ine 
B.r= : a o=——" 


~ 2—2sin6 ~ 2— sind 
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Esitsizliklerin Grafiklerini Cizmek 
45 ve 46 alistirmalarindaki esitsizliklerle tantmlanan bélgeleri cizin. 
45. 0 =r=2cosdé 46. —3cos9d=r=0 


Grafik Arastirmalari 
47-56 alistirmalarindaki dogrular ve konik kesitleri ¢izin. 
47. r = 3sec(@ — 77/3) 48. r = 4sec (0 + 77/6) 
49. r= 4sin0 50. r = —2cos0 
51. r = 8/(4 + cos@) 52. r = 8/(4 + sin@) 
53. r= 1/(1 — sing) 54. r = 1/(1 + cos@) 
55. r= 1/(1 + 2sin@) 56. r = 1/(1 + 2cos@) 


Teori ve Ornekler 
57. Perihelyon ve aphelyon Bir gezegen giinesinin cevresinde yar1 
asal ekseninin uzunlugu a olan bir elips izler (Sekle bakin). 
a. Gezegen gtinese en yakin oldugunda r = a(1 — e), en uzak 
oldugunda ise r = a(1 + e) oldugunu gésterin.. 
b. Alistirma 58’deki tabloda bulunan verileri kullanarak giines 
sistemimizdeki her gezegenin giinese ne kadar yaklastigini ve 
giinesten ne kadar uzaklastigim1 bulun. 


Aphelyon Perihelyon 

(giinesten (giinese 

en uzak) en yakin) 
Gezegen 


am 


58. Gezegen yoriingeleri Ornek 6’da, Pliito’nun yoriingesi icin bir 
kutupsal denklem bulduk. Asagidaki tabloda bulunan verileri kul- 
lanarak diger gezegenlerin kutupsal denklemlerini bulun. 


Yar1 asal eksen 


Gezegen (astronomik birim) Dismerkezlik 
Merktir 0.3871 0.2056 
Ventis 0.7233 0.0068 
Diinya 1.000 0.0167 
Mars 1.524 0.0934 
Jiipiter 5.203 0.0484 
Satiirn 9.539 0.0543 
Uraniis 19.18 0.0460 
Neptiin 30.06 0.0082 
Pliito 39.44 0.2481 


59, a. r=4sin@ ver = V3sec0 egrilerinin Kartezyen denklem- 
lerini bulun. 


b. E@rileri birlikte gizin ve kesisim noktalarin1 hem Kartezyen 
hem de kutupsal koordinatlarda belirtin. 


60. Alistirma 59’°u r=8 cos @ ve r=2 sec @ icin tekrarlayin. 


61. Odagi (0, 0) ve dogrultman r cos 6 = 4 olan paraboliin kutupsal 
denklemini bulun. 
62. Odagi (0, 0) ve dogrultmani r cos (6 — 7/2) = 2 olan paraboliin 
kutupsal denklemini bulun. 
63. a. Uzay mithendislerinin dismerkezlik formiilii Eliptik bir 
yortingenin digsmerkezligi igin uzay mithendisleri 
ge 
Tmax + Tmin’ 
formiiliinti kullanirlar. Burada r uzay aracindan izledigi 
elipsin ¢ekici odagina olan mesafedir. Bu formiil neden ise 
yarar? 

b. iple elips cizmek Bir cizim masasina ignelenebilecek gsekil- 
de iki ucu diigiimlii bir ipiniz var. [pin uzunlugu bir diigiimiin 
merkezinden digerinin merkezine olmak tizere 10 inctir. Sekil 
10.5’teki (Béliim 10.1) yéntemi kullanarak digsmerkezligi 0.2 
olan bir elips gizmek igin igneler birbirinden ne kadar uzakta 
olmalidir? Ortaya ¢ikan elips Merkir’tin yériingesine benzer. 

64. Halley kuyruklu yildizi (Boliim 10.2, Ornek 1’e bakin.) 

a. Halley kuyruklu yildizinin yoriingesinin denklemini, dl¢ekle- 
mesi astronomik birimlerle yapilan, gtinesin orijinde ve diger 
odagin negatif x-ekseninde bulundugu bir koordinat sistemin- 
de bulun. 


b. Kuyruklu yildiz giinese en fazla kag astronomik birim ve kag 
kilometre yaklasir? 


ce. Kuyruklu yildiz giinesten en fazla kag astronomik birim ve 
kag kilometre uzaklasir? 
65-68 alistirmalarmda, verilen egrinin kutupsal denklemini bulun. 
Her durumda, tipik egriyi ¢izin. 
65. x7 + y? — 2av = 0 66. y* = 4ax + 4a? 
67. xcosat+ysina=p (a, p sabit) 
68. (x? + y?)? + 2ax(x? + y?) — a2y? =0 


BILGISAYAR ARASTIRMALARI 
69. Farkli k ve e degerlerinde, -7 = 6 = wm olmak iizere, bir BCS 
kullanarak 
~- ke 
: 1 + ecosé 


kutupsal denkleminin grafigini ¢izin. Asagidaki sorulari yanitla- 

yin. 

a. k =-2 alin. e = 3/4, 1 ve 5/4 icin cizimlere ne oldugunu ta- 
nimlayin. k = 2 icin tekrarlayin. 


b. k=-1 alin. e=7/6, 5/4, 4/3, 3/2, 2,3, 5 ve 10 icin cizimlere 
ne oldugunu tanimlayin. e =1/ 2, 1/3, 1/ 4, 1/10 ve 1/20 igin 
tekrarlayin. 

c. Simdi e > 071 sabit tutun ve k’yi —1, —2, -3, -4 ve —5 alirken 
neler oldugunu tanimlayin. Parabollerin, elipslerin ve 
hiperbollerin grafiklerine baktiginizdan emin olun. 


70. 
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Farkli a > 0 ve 0 < e < 1 degerlerinde, -7 = 6 = 7 olmak 
lizere, bir BCS kullanarak 


— ad = e?) 
"T+ ecosé 
kutupsal elipsinin grafigini ¢izin. Asagidaki sorular yanitlayin. 
a. e = 9/10 alm. a = 1, 3/2, 2, 3, 5 ve 10 icin cizimlere ne 
oldugunu tanimlayin. e = 1/4 igin tekrarlayin. 


b. a=2 alin. e=9/10, 8/10, 7/10, ..., 1/10, 1/20 ve 1/50 icin 
cizimlere ne oldugunu tanimlayin. 


Boliim Tekrar Sorular! 

. Bir parabol nedir? Tepe noktalari orijinde bulunan ve odaklan 9. Konik kesitler igin baz tipik parametrizasyonlar nelerdir? 
koordinat eksenlerinde olan parabollerin Ratiesyen denklemleri 10. Bir sikloid nedir? Sikloidlerin tipik parametrik denklemleri neler- 
nediE? Beye Gh pare polum denktominden, Oda iil wea toguima: dir? Sikloidlerin énemi hangi fiziksel dzelliklerinden gelir? 

1 bul 2 
nig dashing 11. Kutupsal koordinatlar nedir? Hangi denklemler kutupsal koordi- 


. Bir elips nedir? Merkezleri orijinde ve odaklari koordinat eksen- 
lerinden birinde olan elipslerin Kartezyen denklemleri nedir? 
Boyle bir elipsin denkleminden, odaklarim, tepe noktalarini ve 
dogrultmanlarimi nasil bulursunuz? 


. Bir hiperbol nedir? Merkezleri orijinde ve odaklar1 koordinat ek- 
senlerinden birinde olan hiperbollerin Kartezyen denklemleri ne- 
dir? Béyle bir hiperboliin denkleminden, odaklarmi, tepe noktala- 
rini ve dogrultmanlarimi nasil bulursunuz? 


. Bir konik kesitin digsmerkezligi nedir? Konik kesitleri dismerkez- 
likleriyle nasil siniflandirirsiniz? Bir elipsin sekliyle dismerkezli- 
ginin iliskisi nedir? 


5. PF =e PD denklemini aciklayin. 


6. xy-diizleminde kuadratik bir egri nedir? Dejenere ve dejenere ol- 


mayan kuadratik egrilere 6rnek verin. 

. Diizlemdeki bir konik kesitin yeni denkleminde xy-terimi bulun- 
mayacak gsekilde bir Kartezyen koordinat sistemini nasil bulursu- 
nuz? Ornek verin. 

. Degiskenleri x ve y olan bir kuadratik denklemin grafiginin nasil 
olacagini nereden anlarsiniz? Ornek verin. 


12. 


13. 


14. 


15. 


16. 


17. 


natlar1 Kartezyen koordinatlara cevirir? Neden bir koordinat sis- 
teminden digerine gegmek isteyesiniz? 

Kutupsal koordinatlarm tek olmamasinin grafik gizmedeki sonu- 
cu nedir? Ornek verin. 

Kutupsal koordinatlarda denklemleri nasil gizersiniz? Anlattikla- 
riniza simetriyi, egimi, orijindeki davranisi ve Kartezyen grafik- 
lerin kullaniligini da ekleyin. Ornek verin. 

Kutupsal koordinat diizleminde, bir 0 = r,(0) = r = r,(a), 
a < @ < B bélgesinin alanim nasil bulursunuz? Ornek verin. 
Kutupsal koordinat dtizleminde bir r = f(@), a = 0 = B e&risinin 
uzunlugunu hangi kosullar altinda bulursunuz? Tipik bir hesapla- 
maya Ornek verin. 

Bir r= f(0), a = 0 S B egrisinin x- ve y-eksenleri etrafinda dén- 
diirtilmesiyle tiretilen bir yiizeyin alanini hangi kosullar altinda 
bulursunuz? Tipik bir hesaplamaya érnek verin. 

Doégrularin ve konik kesitlerin kutupsal koordinatlardaki standart 
denklemleri nelerdir? Ornekler verin. 


Boliim Problemler 
Konik Kesitlerin Grafiklerini Cizmek 


1-4 problemlerindeki parabolleri gizin. Her gizime odak ve dogrult- 
mani da ekleyin. 


Lx? = —4y 


5-8 problemlerindeki elipslerin ve hiperbollerin dismerkezliklerini 
bulun. Her konik kesiti gizin. Ciziminize odaklan, tepe noktalarm1 ve 
asimptotlari (uygun olanlar1) ekleyin. 


5. 16x? + Ty? = 112 6. x2 + 2y? =4 
7. 3x? — y? = 3 8. 5y? — 4x? = 20 


2. x? = 2y 
4, y? = —(8/3)x 
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Konik Kesitleri Kaydirmak 


9-14 problemleri konik kesit denklemleri verir ve her egrinin kag birim 
asagi veya yukar1, saga veya sola kaydirilacagim sdyler. Yeni konik ke- 
sitin denklemini ve uygun oldugu sekilde, yeni odaklarini, tepe nokta- 
lar, merkezlerini ve asimptotlarm bulun. Egeri bir parabolse, 
dogrultmanini da bulun. 


9. x°=-12y, saga 2, yukari 3 


10. yr = 10x, sola 1/2, asafi | 
2 2 
x vo 7 
11. 9 + 25 = 1, sola 3, asagi 5 
2 2 
2. 35+ a = 1, saga 5, yukan 12 
y 
13. _ a =], saga 2, yukan W2 
2 2 
x a " - 
14. 3 a 1, saga 10, asagi 3 


Konik Kesitleri Belirlemek 


15-22 problemlerindeki konik kesitleri belirleyin ve (uygun olan) 
odaklarin1, tepe noktalarim, merkezlerini ve asimptotlarim bulun. Egri 
bir parabolse, dogrultmanini da bulun. 


15. x? — 4x - Ay? = 

17. y? — 2y + 16x = —49 

19. 9x? + 16)? + 54x — 64y = —1 
20. 25x? + 9y? — 100x + 54y = 44 
21. x7 + y? — 2x — 2y =0 


16. 4x? — y? + 4y = 8 
18. x? — 2x + 8y = -17 


22. x+y? + 4x + 2v= 1 


Diskriminant Kullanmak 


23-28 problemlerindeki denklemler hangi konik kesitleri veya de- 
jenere durumlari temsil ederler? Yanitlarmizi acgiklayin. 


23. x7 +ay+y?+x+y+1=0 

24, x7 + 4xy + 47 +x 4+ y4+1=0 

25. x7 + 3xy + Ayr txty+1=0 

26. x7 + 2xy — 2y?+xty+1=0 

27. x? — Ixy + y? =0 28. x? — 3xy + 4y? = 


Konik Kesitleri Dondiirmek 


29-32 problemlerindeki konik kesitleri belirleyin. Sonra koordinat ek- 
senlerini dénditirerek, konik kesitin iginde ¢apraz terim bulunmayan 
yeni bir denklemini bulun (Yeni denklemler kullanilan dénmelerin 
bityiikliik ve yénlerine gore degisecektir). 

29. 2x7 + xy + 2y?- 15 =0 30. 3x? + 2xy + 3y? = 19 
31. 2 + 2V3xy-y? +4=0 32. x7 —3xy + yy? = 


Diizlemde Parametrik denklemleri Belirlemek 


33-36 problemleri xy-diizleminde hareket eden bir parcacigin para- 


metrik denklemlerini ve parametre araligini vermektedir. Bir Kartez- 
yen denklem bularak pargacigin izledigi yolu belirleyin. Kartezyen 
denklemin grafigini gizin. Hareketin yéntinti ve parcgacigin gezdigi 
kismi belirtin. 


33. x = (1/2)tant, y= (1/2)seceh -—a/2<t< 7/2 
34. x = —-2cost, y=2snh OSt=a 
35. x = —cost, y = cos’; 0Ostsa7 


36. x =4cost, y=9sinte OS tS 27 


Kutupsal Diizlemde Grafikler 


37 ve 38 problemlerinde kutupsal koordinat esitsizlikleri ile tanimla- 
nan bélgeleri cizin. 


37. 0 =r 6cosdé 38. —4sind=r=s0 


39-46 problemlerindeki her grafigi (a)-(1) denklemlerinden uygun 
olantyla eslestirin. Grafiklerden fazla denklem vardir, dolayisiyla baz1 
denklemler eslesmeyecektir. 


a. r = cos 20 b. rcos@ = | 
_ 6 oe 
& FT 3 coed d. r = sin 20 
er=0 f. r? = cos 20 
g. r= 1+ cosé h.r = 1-— sind 
ete 2 io 5 2 
a, ey j. r° = sin 20 
k. r = —sin@ lr =2cosé+ 1 
39. Dort yaprakh gil 40. Spiral 
y y 


> X 
41. Limacon 42. Lemniskat 
Bi y 
>X 
> X 
43. Cember 44. Kardioid 
y iy 
Xx x 


45. Parabol 46. Lemniskat 


y y 


Kutupsal Diizlemde Grafiklerin Kesisimi 


47-54 problemlerinde kutupsal koordinat denklemleriyle verilen egri- 
lerin kesisim noktalarm bulun. 


47. r=sin0é, r=1+sin0 48. r=cosé, r=1-— cosé 
49. r=1+cosé, r= 1-—cosé 

50. r=1+ sind, r=1-— sin@ 

51.r=1+sin0, r=—I1+ sind 

52. r= 1+cos0é, r= —Il1+cosé 

53. r= sec0, r= 2sin0 54. r = —2csc@, r= —4cos0é 


Kutupsaldan Kartezyen Denklemlere 


55-60 problemlerindeki dogrulari ¢izin. Ayrica, her dogru icin bir 
Kartezyen denklem bulun. 


55. r cos (0 + =) =2V3 56. rcos (0 _ iz) = a 


4 
57. r = 2sec@ 58. r = —V2sec 0 
59. r = —(3/2) csc 0 60. r= (3V3) csc 0 


61-64 problemlerindeki gemberlerin Kartezyen denklemlerini bulun. 
Her cemberi koordinat ditizleminde ¢izin ve grafige hem Kartezyen 
hem de Kutupsal denklemlerini yazin. 

61. r = —4sin6 62. r= 3V3sin0 


63. r = 2V/2c0s0 64. r = —6 cos 6 


Kartezyenden Kutupsal Denklemlere 


65-68 problemlerindeki gemberlerin kutupsal denklemlerini bulun. 
Her cemberi koordinat diizleminde ¢izin ve grafige hem Kartezyen 
hem de Kutupsal denklemlerini yazin. 


65. x7 +2 + 5p =0 66. x7 + y? — 2v=0 
67. x? + y? — 3x = 0 68. x7 + y? + 4x = 0 


Kutupsal Koordinatlarda Konik Kesitler 

69-72 problemlerinde kutupsal koordinat denklemleri verilen konik 
kesitleri gizin. Tepe noktalarinin ve elipslerde merkezlerin kutupsal 
koordinatlarini verin. 


_ 2 —_ 8 
Oran eae a ae cos 0 
_ 6 — 12 
The PTS 5 cone ea sin 0 
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73-76 Problemleri bir odaklar1 kutupsal koordinat diizleminin ori- 
jininde olan konik kesitlerin bu odak igin dogrultmanlariyla birlikte 
digmerkezliklerini vermektedir. Her konik kesitin kutupsal denklemini 
bulun. 


73.e=2, rcosd=2 74. e 
75. e = 1/2, rsin@ = 2 76. e = 1/3, rsin@d = —6 


1, rcos@é = —4 


Kutupsal Diizlemde Alan, Uzunluk ve Yiizey Alani 


77-80 problemlerinde, kutupsal koordinat diizleminde tanimlanan 
bélgelerin alanlarin bulun. 


77. r=2-—cos @ limagonu ile ¢gevrili bélge. 

78. Uc yaprakhi r = sin 36 giiliiniin bir yapragiyla cevrili bélge. 

79. “Sekiz sekli” r = 1 + cos 26’nin iginde ve r = 1 cemberinin 
disindaki bélge. 

80. r = 2(1 + sin 0) kardioidinin iginde ve r = 2 sin 6 cemberinin 
disindaki bélge. 


81-84 problemlerinde kutupsal koordinat denklemleriyle verilen egri- 
lerin uzunluklarini bulun. 


81. r = —1 + cosé 
82. r= 2sin0 + 2cos#é, 05605 7/2 
r= 8sin' (6/3), 0X O05 0/4 


84. r= V1+4+cos20, -7/2 505 7/2 


85 ve 86 alistirmalarindaki kutupsal koordinat egrilerinin belirtilen 
eksenler etrafinda déndiiriilmeleriyle tiretilen yiizeylerin alanlarini bu- 
lun. 

85. r = Vcos20, 0560 7/4, x-ekseni 

86. 7° =sin 20, y-ekseni 


io) 
is) 
| 


Teori ve Ornekler 


87. 9x° + 4)? = 36 elipsinin (a) x-ekseni, (b) y-ekseni etrafinda 
déndiiriilmesiyle tretilen cismin hacmini bulun. 


88. Birinci bélgede x-ekseni, x = 4 dogrusu ve 9x? — 4y* = 36 hi- 
perboliiyle cevrili “tiggensel” bélge x-ekseni etrafinda dénditi- 
riilerek bir cisim tiretiliyor. Cismin hacmini bulun. 


89. Bir teneke serit bir elipsin gevresine sariliyor. Bu seride bir taban 
lehimlenerek bir dalga tank: yapiliyor. Tanka bir veya iki ing su 
doldurup tam elipsin odaklarindan birine bir bilye atiliyor. Dalga- 
lar suda disar1 dogru yayilir, tankin kenarindaki seritten yansir ve 
birkag saniye sonra ikinci odaktan bir damla su fiskirir. Neden? 


90. LORAN Kuzey Kaliforniya sahilinde birbirinden birkag yiiz 
mil uzakta bulunan A ve B kulelerinden ayni anda bir radyo 
sinyali gonderiliyor. Denizdeki bir gemi A’dan gelen sinyali 
B’den gelen sinyalden 1400 mikrosaniye 6nce aliyor. Sinyalin 
980 ft/mikrosaniye hizla ilerledigi varsayilirsa, iki kuleye gé- 
re geminin yeri hakkinda ne sdylenebilir? 


742 Baliim 10: Konik Kesitler ve Kutupsal Koordinatlar 


91. Diiz bir diizlemde, ayn: anda bir tiifek sesi ve merminin hedefe 
vurma sesini duyuyorsunuz. Tiifege ve hedefe gére konumunuz 
hakkinda ne séylenebilir? 

92. Arsimet spiralleri a sifirdan farkli bir sabit olmak tizere, r = a0 
seklindeki bir denklemin grafigine Arsimet spirali denir. Boyle 
bir spiralin birbirini izleyen doéniisleri arasindaki genisligin bir 
6zelligi var midir? 


93. a. x =rcos0,y=rsin@, denklemlerinin 


2 k 
1 + ecosé 
kutupsal denklemini 
(1—e?)x? +? + 2kex — i? =0 


Kartezyen denklemine cevirdigini gésterin. 


94. 


b. Béltim 10.3’teki kriterleri uygulayarak 


e=0 > cember 
0<e<l > elips 

e=1 => parabol 
e>1 => hiperbol 


oldugunu gésterin. 
Uydu yoriingesi Bir uydu diinyanin Kuzey ve Giiney Kutupla- 
rindan gegen bir yoriinge tizerindedir. Giiney Kutbu’nun izerin- 
deyken, y6riingesinin en yiiksek noktasinda, dtinya yiizeyinden 
1000 mil yukaridadir. Kuzey Kutbu’nun tizerindeyken ise, yériin- 
gesinin en diistik noktasinda, diinya ytizeyinden 300 mil yukar- 
dadir. 


a. YO6rtingenin bir odag diinyanin merkezi olan bir elips 
oldugunu varsayarak, digsmerkezligini bulun (Diinyanin ¢apini 
8000 mil alin). 


b. Diinyanin kuzey-giiney eksenini x-ekseni olarak kullanip, 
yoriingenin kutupsal denklemini bulun. 


Boliim Ek ve ileri Alistirmalar 


Konik Kesitleri Bulmak 


1. Odagi (4, 0) ve dogrultman: x = 3 olan paraboliin denklemini bu- 
lun. Parabolti, tepe noktas1, odag ve dogrultmani ile birlikte ¢i- 
zin. 


2. Asagidaki paraboliin tepe noktasim, odagini ve dogrultmanini bu- 
Tun. 


x = 6x — 12y+9=0 


3. P(x, y) noktasindan x= 4y paraboliine olan uzakhk P’den odaga 
olan uzakligin iki katrysa, P’nin izledigi yolu bulun. Eégriyi 
tanmmlayin. 

4. a + b uzunlugunda bir dogru pargasi x-ekseninden y-eksenine 
gitmektedir. Dogru pargasinin tizerindeki P noktasi bir u¢tan a 
birim, digerinden de 6 birim uzaktadir. Dogru pargasinin uglari 
eksenler boyunca kayarken P’nin bir elips gizdigini gésterin. 

5. 0.5 dismerkezlikli bir elipsin tepe noktalari (0, +2)’dedir. Odaklar 
nerededir? 


6. Dogrultmani x = 2 dogrusu ve buna karsilik gelen odag: (4, 0) 
noktas1 olan 2 y 3 dismerkezlikli elipsin denklemini bulun. 

7. Bir hiperboliin odaklarmdan biri (0, —7) noktasindadir ve buna 
karsilik gelen dogrultman y =—1 dogrusudur. Dismerkezlik (a) 2, 
(b) 5 ise, hiperboliin denklemini bulun. 

8. Odaklari (0, 2) ile (0, —2) olan ve (12, 7) noktasindan gecen hiper- 
boltin denklemini bulun. 

9. a. 

b’xx, + b*yy, —a’b* =0 
dogrusunun b?x* + ay" — a*b? = 0 elipsine, elipsin tistiindeki 
(x1, ¥,) noktasinda teget oldugunu gésterin. 


10. 


b. 
b’xx, + b*yy, —a°b* =0 
dogrusunun hiperboliine, hiperbol 67x? — av -— ab’ = 0 
lstiindeki (x,, y,) noktasinda teget oldugunu gésterin. 


Ax? + Bxy + Cy? + Dx + Ey + F=0 


konik kesitinin bir (x;, y,) noktasindaki tegetinin, 


KY Fe + 
Axx a( eS ) + Cyy, 4 o(? =) 


vty), 
B25") +F 0 


seklinde yazilabilen bir denklemi oldugunu gésterin. 


Denklemler ve Esitsizlikler 


xy-dtizlemindeki hangi noktalar 11—18 alistirmalarindaki denklem ve 
esitsizlikleri saglarlar? Her alistirma igin bir sekil ¢izin. 


11. 
12. 
13. 
14. 
15. 
16. 
17. 
18. 


(x? — y? — 1)(x? + py? — 25)(x? + 4y? — 4) = 0 
(x + ya? + y?- 1) =0 

(x?/9) + (y?/16) = 1 

(x7/9) — (y7/16) = 1 

(9x? + 4y? — 36)(4x? + 9y* — 16) <0 

(9x? + 4y? — 36)(4x7 + 9y? — 16) > 0 

xt — (G7 -9P =0 

rtxyty?<3 


Parametrik Denklemler ve Sikloidler 
19. Episikloidler Bir cember ikinci bir sabit ¢emberin disinda yu- 
varlanirsa, yuvarlanan gemberin tizerindeki bir P noktasi asagida 
gosterildigi gibi bir episikloid tanimlar. Sabit gemberin merkezi 
orijin O’da bulunsun ve yarigapi a olsun. 
y 
A 
P 


\o 


>Xx 
O |A(a, 0) 


Yuvarlanan gemberin yarigap1 b ve dolanan nokta P’nin baslangi¢ 
noktasi A(a, 0) olsun. Pozitif x-ekseniyle gemberlerin merkezle- 
rinden gegen dogru arasindaki @ acisini parametre olarak kulla- 
nip, episikloidin parametrik denklemini bulun. 


20. a. x-ekseni ve 


x=a(t-sint), y=a(l-cost); OStS27 


sikloid yayinin sinirladigi bélgenin ktitle merkezini bulun. 


b. Asagidaki egrinin koordinat eksenleri etrafindaki birinci mo- 
mentlerini bulun: 


x = (2/387, y=2Vi; 051s V3 


Kutupsal Koordinatlar 


21. a. Asagidaki egrinin kutupsal koordinatlardaki denklemini bu- 
lun: 


x=ecost, y= e~sint; —0 <1t< ov, 

b. Egrinin ¢ = 0’dan ¢ = 277’ye kadar uzunlugunu bulun. 

22. r=2 sin*(0/3), 0 < 0 = 32, eSrisinin kutupsal koordinat diizle- 
mindeki uzunlugunu bulun. 

23. r= 1+ cos 6 kardioidinin birinci bélgedeki kisminin x-ekseni et- 
rafinda déndiiriilmesiyle tiretilen yiizeyin alanini bulun. (/pucu: 1 
+ cos 0 =2 cos” (0/2) ve sin 0 =2 sin (0/2) cos (0/2) bagintilarim 
kullanin.) 

24. r=2a cos’ (0/2) ve r = 2a sin’ (0/2), a > 0 eBrileriyle cevrelenen 
bélgeleri kutupsal koordinat diizleminde ¢izin ve diizlemin pay- 
lastiklari kisminin alanini bulun. 


25-28 alistirmalari bir odaklari kutupsal koordinat diizleminin oriji- 
ninde olan konik kesitlerin dismerkezliklerini, bu odaga karsilik gelen 
dogrultmanla birlikte vermektedir. Her konik kesit i¢gin bir kutupsal 
denklem bulun. 

25.e=2, rcosd=2 26.e = 1, rcosé= —4 


1/2, rsin@ = 2 28. e = 1/3,  rsin@d = —6 


N 

7 

® 
ll 


Teori ve Ornekler 


29. Bir ucunda bir halka bulunan bir ip yatay bir gizgideki iki kanca 
etrafina sariliyor. Halkadan gecirilen serbest uca ipin gergin dur- 
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mast igin bir afirlik asiliyor. [p kancalarin iizerinden ve halkanin 
icginden serbestge kayryorsa, agirlik gidebildigi kadar asagi gide- 
cektir. [pin uzunlugunun kancalar arasindaki uzakligin en az dort 
kat: oldugunu ve ipin seklinin, ipin dikey pargasinin dogrusuna 
gore simetrik oldugunu varsayin. 


a. Asagidaki sekilde, d6éngiintin altinda olusan A acisim bulun. 


b. Halkanin ipin tizerindeki her sabit konumu icin, halkanin 
uzayda bulunabilecegi olasi yerlerin, odaklari kancalarda olan 
bir elips tizerinde bulundugunu gésterin. 

c. Baslangictaki simetri varsayimim, (b)’deki sonucu ipin ve 
agirligin en diistik potansiyel enerji durumunda dengeye gele- 
cekleri varsayimtyla birlestirerek dogrulayin. 


30. iki radar istasyonu bir dogu-bati cizgisi tizerinde birbirlerinden 
20 km uzaktadirlar. Alcaktan ugan ve batidan doguya giden bir 
ucagin hizimin vp km/sa oldugu bilinmektedir. t = 0’da, (—10, 
0)’daki istasyondan bir sinyal gonderiliyor, ugaktan yansiyor ve 
30/c saniye sonra (10, 0) tarafindan aliniyor (c sinyalin hizi- 
dir). t = 10/vo’da, (-10, 0)’daki istasyondan baska bir sinyal 
gonderiliyor, ugaktan yansiyor ve yeniden diger istasyon tara- 
findan 30/c saniye sonra alintyor. vg’1n c’den cok kigtik oldugu 
varsayimi altinda, ucagin ikinci sinyali yansittig1 zamanki ko- 
numun bulun. 


31. Bir kuyruklu yildiz, giines odakta olmak tizere, parabolik bir yé- 
riingede ilerlemektedir. Kuyruklu yildiz giinesten 4 X 10’ mil 
uzaktayken, kuyruklu yildizdan giinese giden dogru, asagida gés- 
terildigi gibi, yériingenin ekseniyle 60°’lik bit ag1 yapmaktadir. 
Kuyruklu yildiz giinese ne kadar yaklasacaktir? 


Kuyruklu yildiz 


32. x = 2t,y = 1°, —co < t < ov, paraboliiniin (0, 3) noktasina en 
yakin noktalarim bulun. 

33. x7 + xy + y* = 1 elipsinin dismerkezligini 1/100 hassaslikla 
bulun. 


74h 


34. 
35. 


36. 


37. 


38. 


39. 


40. 


Baliim 10: Konik Kesitler ve Kutupsal Koordinatlar 


xy = | hiperboliiniin dismerkezligini bulun. 


Vet Vy = 1 egrisi bir konik denklemin pargas: midir? Oy- 

leyse, ne tir bir konik kesit? Degilse, neden degildir? 

2xy — V2y + 2 = 0 eBrisinin bir hiperbol oldugunu gésterin. 

Hiperboliin merkezini, tepe noktalarim, odaklarim, eksenlerini ve 

asimptotlarim bulun. 

Asagidaki konik kesitlerin kutupsal denklemlerini bulun. 

a. Odag1 orijinde ve tepe noktasi (a, 77/4)’te olan parabol; 

b. Odaklari orijin ile (2, 0)’da ve bir tepe noktasi (4, 0)’ da olan 
elips. 

c. Bir odagi orijinde, merkezi (2, 7/2) ve bir tepe noktas1 
(1, 7/2)‘de olan hiperbol. 

Orijinden gecen herhangi bir dogru r = 3/(2 + cos 6) elipsini P; 

ve Py noktalarinda keser. P, ile orijin arasindaki uzaklik d,, P ile 

orijin arasindaki uzakhk d, olsun. (1/d,) + (1/d>)’yi hesaplayin. 

Cemberlerle bir kardioid tiretmek Kardioidler 6zel episikloi- 

dlerdir (Alistirma 18). a yaricapli bir gemberi, sekildeki gibi, ku- 

tupsal diizlemde baska bir a yarigapli gember tizerinde dondiiriir- 

seniz, baslangigtaki degme noktasi P bir kardioid gizecektir 

(pucu: OBC ve PAD acilarimin ikisinin de 6lciisiiniin 6 oldugunu 

géstererek ise baslayin. 


Yuvarlanan gember 


aC 
Kardioid 


Sabit cember 


Katlamr bir dolap kapisi Katlanir bir dolap kapisi, P 
noktasindan menteselenmis iki tane 1 ayak genisliginde panelden 
olusur. Bir panelin dis alt késesi O’da bir milde durmaktadir 
(asagidaki sekle bakin). Diger panelin Q ile belirtilen dis alt 
késesi sekilde x-ekseninin bir parcasi olarak gésterilen dizgiin bir 
yol boyunca kayar. Q ileri geri hareket ederken, kapmin altinin 
haltya stiriindiigiinti varsayin. Kapi, halinin yiizeyinde nasil bir 
sekil tarar? 


>< 


P mentesesi 


Yaricap Vektorilyle Bir Kutupsal Koordinat Egrisinin Tegeti 
Arasindaki Aci 

Kartezyen koordinatlarda, bir egrinin bir noktadaki yéniinti bulmak 
icin, saat y6ntintin tersine, pozitif x-ekseninden tegete olan ¢@ agisint 
hesaplariz. Kutupsal koordinatlarda, yarigap vektértinden tegete olan 
w acisimt hesaplamak daha uygundur (asagidaki sekle bakin). Boylece 
¢ agisi, sekildeki tiggene dis agi teoremini uygulayarak elde edilen 


o=0tuy (1) 


bagintisindan hesaplanabilir. 


y. 
” 


Egrinin denkleminin, f(@) fonksiyonu 6’nin tiirevlenebilir bir 
fonksiyonu olmak tizere +r = f(@) seklinde verildigini varsayin. Bu 
durumda 


x=rcos@ ve y=rsin@ (2) 
fonksiyonlar1 
dx, dr 
0 rsin@ + cos O75: 
(3) 
a rcos@ + sin@ es 
do y Sm’ do 


olmak tizere 6’nin tiirevlenebilir fonksiyonlaridir. (1) denklemine 
gore, W = d — 6 oldugundan, 


tan d@ — tané 
tA tank Sl =: 1 + tan ¢ tan @ 
olur. Dahas1, 
dy ay/d0 
t = = 
on aa geld 
olur, ciinkti tan @ egrinin P’deki egimidir. Ayrica 
tané = uf 
olarak tanimlantr, dolayistyla 
dy/d0 _x dy dx 
dx/do _* 70 > d 
tanw = / eae at (4) 
_ » dy/d0 & _ 
" X dx/d0 do * do 


elde edilir. 


(4) denklemindeki son ifadenin payi (2) ve (3) denklemlerinden 


seklinde elde edilir. Bunlari (4) denkleminde yerine koyarsak, 


J (5) 


tany = dr/do™ 


elde ederiz. Bu, W’yi @’nin bir fonksiyonu olarak bulmakta kul- 
landigimiz denklemdir. 


41. 


42. 
43. 


44, 


45. 


46. 


47. 


Bir sekle referans vererek, bir kesisim noktasnda iki egrinin tegerleri 
arasindaki 6 acisinin 


tan. — tan yy 


1 + tan ys tan yy," 6) 


tan B = 


oldugunu gésterin. [ki eSri ne zaman dik actyla kesisir? 

r= sin‘ (0/4) eBrisi igin tan p’nin degerini bulun. 

r = 2a sin 30 e&risinin yarigap vektortiyle tegeti arasindaki ac1y1 

6 = 77/6 iken bulun. 

a. Hiperbolik 7@ = 1 spiralini gizin. Spiral orijin etrafinda 
sarilmaya basladiginda, i’ ye ne olmaktadir? 

b. (a)’da bulduklarinizi analitik olarak dogrulayin. 


r = V3cos@ ve r = sin@ noktasinda kesisirler. Bu noktada 
tegetlerin dikey olduklarini gésterin. 

r =a(1+cos 8) kardioidini ve r = 3a cos 0 cemberini bir diyag- 
ramda ¢izin ve birinci b6lgede bulunan kesisim noktalarindaki te- 
Setlerinin arasindaki agry1 bulun. 


en: ne ae eee ee 
1 — cosé 1 + cos@ 


parabollerinin kesisim noktalarim ve bu noktalardaki tegetlerin 
arasindaki agty1 bulun. 


48. 


49. 


50. 


51. 


52. 
53. 


54. 


55. 


56. 
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r = a(1 + cos 9) kardioidi tizerinde tegetin (a) yatay, (b) dikey 
oldugu noktalari bulun. 


r =a/(1 + cos 0) ve r= b/(1 — cos 6) parabollerinin her kesisim 
noktasinda birbirlerine dik olduklarni gésterin (ab # 0). 

r = a(1 — cos 0) kardioidinin 6 = 7/2 isintyla hangi agtyla 
kesistigini bulun. 


Kesisim noktalarindan birinde, r = 3 sec @ dogrusu ile 
r = 4(1 + cos @) kardioidinin arasindaki agry1 bulun. 


r =a tan (9/2) dogrusunun @ = 7/2’deki teSetinin eZimini bulun. 
r = 1/(1 — cos 0) ve r = 1/(1 — sin @) parabollerinin birinci 
bélgede kesistikleri agiy1 bulun. 

r° =2 csc 26 denklemi kutupsal koordinatlarda bir egriyi temsil 

eder. 

a. Egriyi cizin. 

b. Egrinin, denk bir Kartezyen denklemini bulun. 

c. Egrinin 6 = 7/4 isintyla kesistigi agry1 bulun. 

Yarigap vektorityle r = f(0) eSrisinin tegeti arasindaki # agisinin 

sabit bir a degeri oldugunu varsayin. 

a. Egri ve 0 = 6,, 6 = @> 1sinlartyla sinirlanan alanin, (7, 0;) ve 
(rf, 92) egrinin bu isinlar arasindaki yayinin ug noktalari 
olmak iizere, 75 — rj’ye orantili oldugunu gésterin. Oranti 
sabitini bulun. 

b. (a) sikkindaki yayin uzunlugunun 7, — r,’e orantil: oldugunu 
gésterin ve oranti sabitini bulun. 

P noktasi 7° sin’ @ = 2a” hiperbolii iizerinde bir nokta olsun. OP 

P’deki teget ve baslangi¢g dogrusunun olusturdugu ti¢genin ikizke- 

nar oldugunu gésterin. 


Boliim 


Teknoloji Uygulama Projeleri 


Mathematica /Maple Module 
Hareket Eden Bir Nesneyi Radarda Izlemek 


Kasim I: Kutupsal koordinatlardan Kartezyen koordinatlara déniistiirtin. 


Mathematica /Maple Module 
Bir Sekil cizici ile Parametrik ve Kutupsal Denklemler 


Kasim I: Parametrik denklemlerle tanimlanan hareketi analiz etmek igin konumu, hizi ve ivmeyi canlandirin. 
Kasim II: Kutupsal bir ¢izim yapan bir sekil ¢izici igin hareketin denklemlerini bulun ve analiz edin. 


EKLER 


ze a a Matematik indiiksiyon 


n(n + 1) 
P+ 2 +--+ n= —J— : 
gibi bir cok formiiliin her 7 pozitif tamsayisi igin dogru oldugu matematiksel indtiksyon 
prensibi denilen bir aksiyom uygulanarak gésterilebilir. Bu akstyomu kullanan bir ispata 
matematiksel indiiksiyonla ispat veya indtiksiyonla ispat denir. 


Bir formiilii inditiksiyona ispatlamanin adimlari asagidadir. 


Formiiltin n= | icin dogrulugunu kontrol edin. 


2. Formil herhangi bir pozitif n = k tamsayisi igin dogru ise, bundan sonraki tamsay1, 
n =k +1, icin de dogru oldugun gésterin. 


Indiiksiyon aksiyomu sunu s6yler: bu adimlar tamamlandiginda, formiil biitiin pozitif n 
tamsayilari igin dogrudur. Adim 1|’den, formitil n = | igin dogrudur. Adim 2’ den n = 2 ve 
dolayisiyla Adim 2’den n= 3 ve yine Adim 2’den n = 4 icin, vb. dogrudur. [lk domino tas1 
diiserse, ve k. domino tasi diiserken her zaman (k + 1). tasa vuruyorsa, biitiin domino 
taslari diiser. 

Baska bir bakis acistyla, her pozitif tamsay1 icin bir tane olmak tizere, elimizde 
S1,.S>, ... » Sys «. , ifadelerinin bulundugunu varsayalim. [fadelerin herhangi birinin dogru 
oldugun varsaymanin siradaki diger ifadenin dogru oldugu anlamina geldigini géstere- 
bildigimizi varsayalim. Ayrica S,’in de dogru oldugunu gésterdigimizi diistinelim. Bu du- 
rumda S,’den sonraki biitiin ifadelerin dogru oldugu sonucunu cikarabiliriz. 


ORNEK1 Her pozitif n sayisi icin 


n(n + 1) 
a ar 


esitliginin dogrulugunu matematiksel indiiksiyonla gésterin. 


L+2+e-+n= 


Ciziim ispati yukaridaki iki adim1 kullanarak yapacag1z. 
1. Formiin = | icin dogrudur, ciinkti 


i= 1(1 + 1) 
7 2 
bulunur. 


EK-1 


EK-2 


Ekler 


2. Formiil 2 = & icin dogru ise, n = k +1 icin de dogru mudur? Yanit evettir ve nedeni 
sudur: Eger 


k(k + 1) 
($244 f7o 
2 
ise, bu durumda, 
Kk + 1 2 

ey ee 5 letpewa™ Hiss 
_ ee Dae 2). Gee IR + 1) + 1) 
2 2 


olur. Bu esitlikler zincirindeki son ifade n = (k + 1) igin n(n +1)/2 ifadesidir. 


Matematiksel indiiksiyon prensibi artik orijinal formiilti her  pozitif tamsayisi igin 
garantiler. | 


Boliim 5.2, Ornek 4’te ilk n tamsayinin toplamini veren formiil icin baska bir ispat 
verdik. Ancak, matematiksel indtiksiyonla ispat daha geneldir. Matematiksel indtiksiyon, 
ilk n tamsayinin karelerinin, ktiplerinin toplamim: bulmak igin kullanilabilir (Alistirmalar 
9 ve 10). 


iste baska bir 6rnek 


ORNEK2 Her pozitif n tamsayis1 icin, 


i. i aes 
oe + 57 = 1 a 


oldugunu gosterin. 
Coziim Ispati matematiksel indiiksiyonun iki adimini kullanarak gerceklestiririz. 


1. Formiil n = | icin dogrudur, cinkti 


1 1 
gt or 
dogrudur. 
2. 
1 1 1 1 
51 + =) teee Ht 3k = 1 = 3k 
ise, bu durumda, 
1 1 1 1 1 l 1:2 1 
51 a. 92 beer ok - k+l 1 ok gk+l ok 2 okt 
2 I 1 
al an a an l aa) 


elde edilir. Béylece, orijinal formil n = k icin gecerliyse, n = (k + 1) igin de gecerli olur. 
Bu adimlar dogrulandig1 igin, matematiksel indtiksiyon prensibi formiilt her pozitif n 
tamsayis1 igin garantiler. a 


Diger Baslangic Tamsayilari 


n= | ile baslamak yerine, baz1 indiiksiyon tartismalar1 baska bir tamsayiyla baslar. Boyle 
bir tartismanin adimlari asagidaki gibidir. 


E.1 Matematik indiiksiyon EK-3 


1. Formiiliin n =n, (ilk uygun tamsay1) igin dogru oldugunu kontrol edin. 


2. Formil herhangi bir n = k = n, tamsayisi icin dogru ise, n = (k + 1) igin de dogru 


oldugunu gésterin. 


Bu adimlar tamamlandiginda, matematiksel indiiksiyon prensibi formiilti her n = n, tam- 


sayisi igin garantiler. 
ORNEK 3 


Coziim 


n yeterince biyiikse, n! > 3” oldugunu goésterin. 


Ne kadar biiyiik, yeterince bityiiktiir? Deneriz: 


I 2 3 4 5 6 7 
1. 2 6 24 120 720 5040 
3 9 27 81 243 729 2187 


Sanki n = 7 icin n! > 3” gibidir. Emin olmak icin matematiksel indtiksiyon uygulariz. 
Adim 1’de 1, = 7 aliriz ve Adim 2’yi tamamlariz. 
Herhangi bir k = 7 icin k! > 3* oldugunu varsayin. Bu durumda 


(K+ 1)! = (+ 1A) > (K+ 1934 > 7-3* > 3"! 


olur. Béylece, k = 7 icin 


kt > 3* olmasi (k+ 1)! > 3**! olmasim 


gerektirir. Matematiksel indiiksiyon artik her n = 7 igin n! > 3” oldugunu garantiler. 


ALISTIRMALAR E.1 


.|a + b| S |a| + |4| tiggen esitsizliginin her pozitif a ve b sayisi 
igin gecerli oldugunu varsayarak, n tane say1 i¢in 


Jay + xg tee + xy] S fxr] + [x2] +--+ + |x| 


oldugunu gésterin. 


. r #1 ise, her pozitif n tamsayis1 igin 


oldugunu gésterin. 


d _ dv. du d _ 7 
bas (wv) = u aes Carpmm Kurali ve =F (x) = 1 oldugunu 
kullanarak, her pozitif n sayisi igin 
a n) — n-1 
a (x") = nx 


oldugunu gésterin. 


. Bir f(x) fonksiyonunun herhangi iki pozitif x, ve x. sayisi i¢in, 
F(x4X2) = f(x) + f(x.) dzelligine sahip oldugunu varsayin. Her 
pozitif n tamsayisi icin 


f(x1%2+++ Xn) = fli) + f(x2) 4 


oldugunu gésterin. 


ot fOn) 


Ce enn 


10. 


11. 


. Her pozitif m tamsayisi icin 


ee a ee 
3h 6 32° "3" 3" 


oldugunu gésterin. 


. Yeterince biiyiik n’ler igin, n! > n oldugunu gésterin. 


. Yeterince biiyiik n’ler icin, 2” > n oldugunu gésterin. 
yu gunu g 


n = -3 ise, 2” = 1/8 oldugunu gésterin. 


. Kareler toplami_ [Ik 7 pozitif tamsaymin kareleri toplaminin 


1 
n(n + be +1) 
a 
oldugunu gésterin. 


Kiipler toplami {lk 1 pozitif tamsayinin kiipleri toplamimin 
(n(n + 1)/2)° oldugunu gésterin. 


Sonlu toplam kurallar1 Asagidaki sonlu toplam kurallari-nin 
her pozitif n tamsayis1 igin gecerli oldugunu gésterin. 


n n n 
a Sath)= Yat Dd & 
= = Ai 


EK-4 Ekler 


b. S (a — by) = Da — Dd dy 
= = A 


n n 
ce. >) cay, = c+ > ag 
1 1 


(Her hangi bir c sayis1) 


n 
d. > a = nec 
i=1 


12. Her pozitif n tamsayisi ve her x reel sayisi igin, |x"| = |x 


(a,nin degeri sabit ve c ise) 


|" 


oldugunu gésterin. 


eee Limit Teoremlerinin ispati 


Bu ek Boéliim 2.2’deki Teorem 1, Kisim 2—5 ve Teorem 4’ti ispatlamaktadir. 


TEOREM 1 


L, M, c ve k reel sayilar ve 


2. 


Limit Kurallari 


lim f(x) = L 


ise asagidaki kurallar gecerlidir. 
1. 


Toplam Kurali: 
Fark Kurali: 
Carpim Kurali: 


Sabitle Carpim Kurali 


Boliim Kurali: 


Kuvvet Kuralt: 


ve 


lim g(x) = 
xc 


lim (f(x) + g(x i. 

lim (f(x) ~ g(x) = L - M 

lim (f(x) +g(x)) = LM 

lim (kf(x)) = jp (herhangi bit & sayis1) 
iim. ~ = 7 , MF Oise 


r ve s ortak garpani bulunmayan tamsayilar ve 
s # Oise, L’ bir reel say1 olmak tizere 


lim ( f(x)" Ls L's 


dir. (s gift ise L > 0 kabul ediyoruz.) 


Toplam kuralini Béliim 2.3’te ispatladik ve Kuvvet Kurali daha ileri metinlerde ispat- 
lanir. Fark Kuralini, Toplam Kuralinda g(x) yerine —g(x) ve M yerine —M yazarak elde 
ederiz. Sabitle Carpim Kurali Carpim Kuralinin g(x) = k oldugu 6zel durumudur. Boylece 
geriye Carpim Kural: ile Boltim Kurali kalir. 


Limit Carpim Kuralinin ispat! Herhangi bir « > 0’a karsilik bir 6 > 0 sayisimin var oldugunu 
gdsterecegiz, dyle ki; x sayisi f ve g’nin tanim araliklarinin kesisimi D de olmak tizere 


kosulunu saglayan her x ic¢in 


0<|x-c|<6 


| f(x)g(@x) -LM| <€ 


saglansin. Bu durumda e’nun pozitif bir say1 oldugunu varsayin ve f(x) ile g(x)’i 


f(x) = L + Fx) — 


seklinde yazin. 


L), g(x) = M + (g(x) — M) 


E.2 Limit Teoremlerinin Ispati EK-5 


Bu ifadeleri g¢arpin ve LM gikarin: 
f(x)+ g(x) — LM = (L + (f(x) — L))(M + (g(x) — M)) — LM 
= LM + L(g(x) — M) + M(f(x) — L) 
+ (f(x) — L)(g(x) — M) — LM 
= L(g(x) — M) + M(f(x) — L) + (f@) — L)(gx) — M). (1) 
x > cikenf ve g’nin limitleri Z ve M oldugundan, x sayisi1 D de olmak tizere 
O0<|x-el<d => [f@)-Ll< Ve 
0<|x-cl<& > [ea)-M< Ve 
O<|x—cl/< 8; = [flx) - L|< €/(3(1 +|M))) 
0<|x-e]<d4 = |g(x) — Ml <€/(3(1 + [Z|)) 


olacak sekilde 6,, 65, 6; ve 64 pozitif sayilari vardir. 6’y1 6,’den 6,’e kadar giden sayilarin 
en kiigiiZii olarak alirsak, (2) kosullarinda saf taraftaki esitsizliklerin hepsi 0 < |x—c|<6 
igin ayni anda gecerli olacaklardir. Dolayistyla, x sayis1 D de olmak tizere, 0 < | x-C | <6 
olmas1 


| f(x) - g(x) — LM| (1) Denklemine tiggen esitsizligi uygulamr. 
= |L||g(x) — M| + |[M|| fx) — L| + |fx) — L||e@) — M| 
= (1 +|L])|g@) — M| + (1. + |M])|f@) — L| + |fG) — LI|g(x) — M| 


. 5 = ; * Jil =e (2)'deki degerler 


oldugu anlamina gelir. Bu, Limit Carprm Kuralinin ispatini tamamlar. a 


Limit Béliim Kuralinin ispati lim,_,. (1/g(x)) = 1/M oldugunu gésterecegiz. Bu durumda 
Limit Carpim kuralindan 


Yo was ( 1 ) . oe A i. & 
lim =} = | =p.t- 
pay g(x) ar Fx) g(x) pare Fx) a g(x) M M 
oldugu sonucunu ¢ikaririz. 
€ > 0 verilmis olsun. lim,_,, (1/g(x)) = 1/M oldugunu géstermek icin, 


0<|x-c|<6 
kosulunu saglayan her x icgin 


olacak sekilde bir 6 > 0 bulundugunu géstermemiz gerekir. 
| M| > 0 oldugundan, 

0<|x-c| <6, 
kosulunu saglayan her x icgin 


lex) - Ml < $ (3) 


olacak sekilde pozitif bir 5, sayisi vardir. Herhangi A ve B sayilari icin, |A|-|B| = |4A-B| 
ve |B|—|A| S| A —B| oldugu gésterilebilir ve buradan |A|—|B| = |A—B| oldugu anlasilir. 
A = g(x) ve B = M alirsak, bu 


EK-6 Ekler 


| |g(x)| — |M|| = |g(x) — M| 


haline gelir. 
Bu (3) denkleminin sag tarafindaki esitsizlikle birlestirilerek 


[M| 
I|gG)| — [Ml] < = 


= gcay|— [ae < 
2 2 


Pe og 2 


|M| < 2|g(x)| < 3|M| 


1 2 3 
< < 
lg(x)|— |M| [g)| (4) 
elde edilir. Dolayistyla, 0 < | x —c | < 6, olmasi 
1 l M — g(x) 1.1 
= = 7 *|M x 
aaa ml > Fagen | <i tae 2 
1 2 
< . -|M — g(x) (4) esitsizligi (5) 
ie | 
olmasim gerektirir. (1/2) | M |? € > 0 oldugundan, 
0<|x-c| <6, 
kosulunu saglayan her x icgin 
€ 
|M — g(x)| < 5|MP (6) 


olacak sekilde bir 6, > 0 sayisi vardir. 5’y1 6, ve 6,’nin kiigtk olani olarak secersek, (5) ve 
(6) denklemlerindeki sonuclarin ikisi de 0 < | x —c | < 6 kogulunu saglayan her x igin 
gerceklenir. Bu sonuclari bir araya getirmek 


0<|x-c|<6 


kosulunu saglayan her x icgin 


—~-7,| <e 


| 1 1 
g(x) M 


esitsizliginin saglandigini gosterir. Bu da Limit Boltim Kuralinin ispatini tamamlar. a 


TEOREM 4 = Sanddvig Teoremi 

c’yi igeren bir agik araliktaki (muhtemelen x = c disindaki) her x icin 
g(x) = f(x) S A(X) oldugunu varsayin. Ayrica, lim,_,. g(x) = lim,_,. A(x) = L 
oldugunu da varsayin. Bu durumda, lim,_,. f(x) = Z olur. 


Sagdan limitler icinispat = lim,_,.+ g(x) = lim,_,.+ A(x) = L oldugunu varsayin. Bu durumda 
her € > 0 sayisina karsilik, c<x<c+6 araligi/ iginde olacak sekilde ve bu esitsizligi 
saglayan her x igin 


L-e<g(x)<Lt+e ve L-e<hx)<Lte 


olacak sekilde bir 6 > 0 sayisi vardir. Bu esitsizlikler g(x) = f(x) = h(x) ile birlestiginde, 


E.3 Sik Karsilasilan Limitler EK-7 


L-—e< g(x) S f(x) S$ A(x) < L t+, 
L-—e<f(x)<Lte, 
—e<f(x)-L<e. 
elde edilir. Dolayistyla, c < x < c+ 6 esitsizligi | f(x) —L | < € olmasimi gerektirir. 
Soldan limitler icin ispat lim,_,.. g(x) = lim,_,.. A(x) = L oldugunu varsayin. Bu du- 


rumda her e > 0 degerine karsilik, c— 6 < x < c araligi J icinde olacak sekilde ve bu esit- 

sizligi saglayan her x igin 
L-e<g(ix)<Lt+e ve L-e<h(x)<Lte 

olacak sekilde bir 6 > 0 sayisi vardir. Daha 6nce oldugu gibi, c— d < x < c esitsizlizi | 

f(x) —L | < € olmasin: gerektirir. | 


ikitarafli limitlericinispat lim,_,. g(x) =lim,_,. h(x) =L ise, x > c’ vex 3 c iken, hem g(x) 
hem de A(x) L’ye yaklasirlar; dolayisiyla lim,_,.+ f(x) = L ve lim,_,.- f(x) = Z olur. Yani, 
lim,_,. f(x) vardir ve L’ye esittir. o 


ALISTIRMALAR E.2 


1. xc iken, f;(x), f2(x) ve f3(x) fonksiyonlarinin limitlerinin sira- 


5. Rasyonel fonksiyonlarin limitleri Teorem 1’i ve Alistirma 4’tin 


styla L,, L, ve L3; oldugunu varsayin. Toplamlarimin limitinin 
L, +L,+ L; oldugunu gésterin. Matematiksel indiiksiyon (Ek 1) kul- 
lanarak bu sonucu sonlu sayida fonksiyonun toplamina genellestirin. 


. Matematiksel indtiksiyon ve Teorem 1’deki Carprm Kuralin: kul- 


lanarak, x > c iken, f(x), f2(x), ..., f(x) fonksiyonlarimin limit- 
lerinin strasiyla Ly, Lo, ..., Ly ise, 


lim fa(2) fol) + +++ fal) = Lys Las + +n 


oldugunu gésterin. 


oldugunu ve Alistirma 1 ve 3’tin sonuclarim kullanarak, herhangi bir 


f(x) = yx" at ae ee 
polinomu icin, lim,_,. f(x) = f(c) oldugunu gésterin. 


+ ajx + ag 


sonucunu kullanarak, f(x) ve g(x) polinomlar ise ve g(c) # 0 ise, 


im fe) _ fic) 
x>c g(x) — gc) 
oldugunu gésterin. 

. Siirekli fonksiyonlarin §bileskeleri Sekil E.1, iki stirekli 
fonksiyonun bileskesinin siirekli oldugunun ispati icgin bir diya- 
gram géstermektedir. Diyagramdan ispati olusturun. [spatlanacak 
ifade sudur: f, x = c’de stirekliyse ve g f(c)’de stirekliyse, g o f 
de c’de stireklidir. 


3. lim,—+.x = c oldugunu ve Alistirma 2’nin sonucunu kullanarak, c’nin f’nin tanim araliginin bir ig noktasi ve f(c)’nin de 
herhangi bir n > 1 tamsayisi igin lim,,x” = c” oldugunu gésterin. g’nin tanim raaliginin bir ig noktasi oldugunu varsayin. Bu, hesa- 
4. Polinomlarin limiti Herhangi bir & sayisi icin lim,..(k) = k planacak limitleri iki tarafli yapar. (Tek tarafli limitleri igeren du- 


rumlar icin de yapilacaklar aynidir.) 


g & E 
ln a 


SEKILE.1 


) C ho ) 


Iki siirekli fonksiyonun bileskesinin siirekli oldugunun ispati icin diyagram 


meow Sik Karsilasilan Limitler 


Bu ek Boliim 11.1, Teorem 5’teki (4)-(6) limitlerini gergeklemektedir. 


Limit 4: If |x| <1, lim x” =0 Her €> 0a, Nden bityiik her n sayisi igin | x” | < € 
n— oo 


olacak kadar biyiik bir N tamsayis1 karsilik geldigini gdstermemiz gerekir. 


EK-8 


Ekler 


|x| < 1 iken e'/” > 1 oldugundan, eis | x | olmasini saglayacak, baska bir deyisle, 
|x™| = |x/¥ < € (1) 

olmasini saglayacak bir N tamsayisi vardir. Aradigimiz tamsay1 budur, ciinkii, | x | < 1 ise, 
her n > Nigin|x"| <|x¥| (2) 

olur. (1) ve (2) denklemlerini birlestirmek, her n > N igin | x"| < e verir ve bu da ispati 


tamamlar. q 


oo oie okt : x) : 
Limit 5: Herhangi bir xicin, x, lim (1 + *) = e'dir. 
noo 


an = (1 + *) 
Ina, = in(1 + x) = nin(1 + X) a. 


bulunur. Bunu n’ye gore tiirev aldigimiz |’ H6pial kuralinin asagidaki uygulamasi ile elde 
edebiliriz: 


In(1 + x/n 
lim nin(1 +i)- je 


olsun. Bu durumda, 


n—0o no 1/n 
1 . x 
li 1+ x/n nv li x 
= esas =1/n? > Pag 1 +x/n ~ 


f(x) = & ile Béliim 11.1’deki Teorem 4’t uygulayarak, 


n 
x 
(1 + *) = a, = el > e* 


oldugu sonucuna varabilirsiniz. a 


n 
Limit 6: Herhangi bir xicin, x, lim = = O'dir. 
n— co . 
xP xt _ (ol 


n!| nin! 


oldugundan, biitiin gdstermemiz gereken | x |"/n! — 0 oldugudur. Sonra, Diziler igin Sand- 
vig Teoremini (Boliim 11.1, Teorem 2) uygulayarak x”"/n! > 0 oldugu sonucuna variriz. 

| x |"/n! > 0 oldugunu géstermedeki ilk adim, (| x |/M) < 1 olacak sekilde bir M > | x | 
tamsayisi segmektir. Yukarida ispatladigimiz Limit 4’ten, (| x |/M)" > 0 oldugunu goriiriiz. 
Artik ilgimizi n > M degerlerine cevirebiliriz. Bu n degerleri igin, 


|x|" 


mio 1+2e e+ *Me(M+ 1)(M42)*-:: en 


(n— M) carpan 
xf" da PM eM (|xl\" 
~~ MiM"™™ MIM" M! \M 


yazabiliriz. 


E.4 Reel Sayilarin Teorisi EK-9 


Béylece, 


~ nl ~~ M! \M 


olur. Artik, M“/M! sabiti n arttikca degigmez. Yani Sandévi¢ Teoremi bize, (| x |/M)" > 0 
oldugundan, |x|"/n! — 0 oldugunu séyler. | 


ey 7) Reel Sayilarin Teorisi 


Analizin 6zenli gelismesinin temelinde reel sayilarin 6zellikleri vardir. Fonkstyonlar, 
turevler ve integraller hakkindaki bir gok sonug, sadece rasyonel sayilar tizerinde tanimli 
fonksiyonlar igin sdylenseydi, yanlis olurdu. Bu ek’te reel sayilar teorisinin baz1 temel 
kavramlarim kisaca inceliyoruz. Bu kavramlar, analizin daha derin, daha teorik bir ince- 
lenmesinde neler 6grenilebilecegini isaret etmektedir. 

Reel sayilar, olduklar sey yapan tig tip 6zelik vardir. Bunlar, cebirsel, stra ve tamlik 
6zellikleridir. Cebirsel 6zellikler toplama ve carpma, ¢ikarma ve bélmeyi icerir. Bunlar, 
reel sayilara oldugu kadar rasyonel ve kompleks sayilara da uygulanurlar. 

Sayilarin yapisi, toplama ve garpma islemleri ile bir ktime tizerine insa edilir. Toplama 
ve carpmanin asagidaki 6zellikleri gereklidir. 


Al a+(b+c)=(a+b) + chera,),c icin. 

A2 at+b=b+ ahera,b,c icin. 

A3 Bir “O” sayisi vardir ve her a icin a + 0 =a dir. 

A4 Hera sayisiigin a + b=0 olacak sekilde bir b sayisi vardir. 

M1 = a(bc) =(ab)c her a, b, c igin. 

M2 ab = baher a, b icin. 

M3 Bir “1” sayisi vardir ve her a igina+ 1 = a’dir. 

M4 Her sifirdan farkli a sayisi igin ab = | olacak sekilde bir 5 sayis1 vardir. 

D a(b + c) =ab + bc her a, b, c igin. 

Al ve M1 birlesme kurallari, A2 ve M2 degisme kurallari, A3 ve M3 birim kurallari, 
A4 ve M4 ters eleman kurallari ve D de dagilma kurali dir. Bu cebirsel 6zelliklerin bu- 
lundugu kiimeler cisim 6rnekleridir ve soyut cebir denen teorik matematik alaninda derin- 
lemesine incelenirler. 

Stra 6zellikleri, herhangi iki sayinin biiytkliginiti karsilastirmamizi saglar. Sira 6zel- 
likleri sunlardir: 

O1 Herhangia ve bicgin yaa = bveyab<=a dir (veya ikisi de) 

O2 axbveb<aisea=b di. 

O03 axbveb<cisea<c dit. 

O04 ax<biseatc=b+ cuir. 


O5 asbve0Sciseac S be'dir. 


O3 Gegisme kurali dir, 04 ve OS siralamay1 toplama ve garpma ile bagdastirir. 


EK-10 —Ekler 


SEKILE.2 py =x—2x°’iin [0, 1] iizerindeki 
maksimum degeri x = V 1/3 irrasyonel 


sayisinda goziikiir. 


Reel sayilari, tam sayilari ve rasyonel sayilari siralayabiliriz, fakat kompleks sayilar 
siralayamayiz (Ek E.5’e bakin). 7 = 4/1 gibi bir sayinin sifirdan bitytik yada ktigtik ol- 
duguna karar verecek makul bir yol yoktur. Herhangi iki elemaninin biyiikliiklerinin kar- 
silastinlabildigi, yukaridaki gibi, bir cisim’e bir strali cisim denir. Hem rasyonel sayilar ve 
hem de reel sayilar sirali cisimlerdir ve baska pek cok vardir. 

Reel sayilari, bir dogru tizerine noktalar olarak dizmekle, geometrik olarak diistinebi- 
liriz. Tamhk 6zelligi, “delikler” veya “bosluklar” olmadan, dogru tizerindeki biitiin nok- 
talara reel sayilar karsi geldigini s6yler. Bunun aksine, rasyonel sayilar V 2 ve 7 gibi nok- 
talari atlar. Tam sayilar ise 1/2 gibi kesirleri bile igermez. Tamlik ézelligi bulunan reel 
sayilar higbir noktayi atlamaz. 

Bu tstti kapali kayip delikler fikri ile tam olarak ne demek istiyoruz? Bunu cevapla- 
mak igin tamligin daha kesin bir aciklamasini vermeliyiz. Bir say1 ktimesindeki biitiin 
sayilar bir M sayisindan kticiik veya esit ise M sayisina bu say1 kiimesinin bir tist smir1 
denir. Ust simirlarin en kiiciigiine en kiigiik ist smir denir. Ornegin, M = 2, negatif sayilar 
icin bir tist smirdir. M = 1 de dyledir ve 2’nin en kiigitk list sinir olmadigini gésterir. 
Negatif sayilar ktimesi icin en kiiciik tist simir MM = 0 dir. Bos olmayan ve tistten sinirli her 
alt kiimesinin bir en kiiciik iist sinirt var olan bir cismi, bir sirali tam cisim olarak 
tanmmlariz. 

Sadece rasyonel sayilarla ¢alisirsak, V/2den kiicgik sayilar kiimesi iistten sinirlidir. 
Fakat, herhangi bir rasyonel M ist sinini, biraz daha bitytik olan fakat hala V/2'den kiicik 
olan bir rasyonel say1 ile degistirilebileceginden, rasyonel bir en kiigiik tist sinir yoktur. 
Dolayistyla rasyonel sayilar tam degildir. Reel sayilar iginde tistten simirli her kiimenin bir 
en kigik tist sini daima vardir. Reel sayilar bir sirali tam cisim dir. 

Tamlik 6zelligi, analizdeki bir gok sonucun tam kalbindedir. Bir 6rnek, Béliim 4.1 ’de- 
ki gibi, bir [a, 6] kapali aralig tizerinde bir fonksiyonun maksimum degerinin aranmasin- 
da ortaya cikar. y = x —x° fonksiyonunun [0, 1]’de 1 — 3x7 =0 veya x = V1/3 esitligini 
saglayan x noktasinda bir maksimum degeri vardir. Diistincemizi, sadece rasyonel sayilar 
iizerinde tanimli fonksiyonlarla sinirlasaydik, V1/3 irrasyonel oldugundan (Sekil E.2) 
fonksiyonun bir maksimum degerinin bulunmadigi sonucuna varirdik. Bir [a, b] kapali 
araliginda stirekli olan fonksiyonlarin bir maksimum degerlerinin var olmasini gerektiren 
Ekstremum Deger Teoremi (Boliim 4.1), sadece rasyonel sayilar tizerinde tanimli fonksi- 
yonlar igin dogru degildir. 

Ara Deger Teoremi, bir [a, b] araligi tizerinde f(a) < 0 ve f(b) < 0 ile siirekli olan 
bir fonksiyonun araligin bir yerinde sifir olmasini gerektirir. Fonksiyonun degerleri, arali- 
gin icindeki bir x noktas1 igin f(x) = 0 olmadan, negatiften pozitife atlayamazlar. Ara De- 
ger Teoremi de reel sayilarin tamligina dayanir ve sadece rasyonel sayilar tizerinde tanim- 
li siirekli fonksiyonlar igin dogru degildir. f(x) = 3x° — 1 fonksiyonu igin f(0) =—1 ve 
fC) = 2’dir. f?1 sadece rasyonel sayilar tizerinde diisiiniirsek higbir zaman sifir degerini 
almaz. f(x) = 071 salayan tek x degeri, irrasyonel olan x = V1/3 sayisidir. 

Reel sayilar bir sirali tam cisimdir diyerek reel sayilarin istenen 6zelliklerini yakala- 
dik. Fakat, hentiz bitirmedik. Pisagor (Pythagoras) okulundan Yunan matematikciler, reel 
sayilar dogrusu tizerine baska bir 6zellik koymay1 denediler: biitiin sayilar tamsayilarin bir 
kesridir 6zelligi. Ve) gibi irrasyonel sayilarn kesfettiklerinde gabalarinin bosa oldugunu 
anladilar. Reel sayilari belirtmek icin bizim gabalarimizin da, gériilmemis sebeplerden 
dolayi, hatali olmadiklarini nasil anlayacagiz? Sanatci Escher, kendileri ile tekrar alttan 
birlesene kadar yiikselen merdivenlerden olusan optik illtizyonlar ¢izdi. Boyle bir merdi- 
veni insa etmeye ¢alisan bir miihendis, mimarin ¢izmis oldugu planlari gergekleyecek bir 
yapinin olamayacagini goriir. Bu, reel sayilarin dizayninin, zor fark edilir bazi celiskiler 
igerdigi ve béyle say1 sistemlerinin kurulamayacagi anlaminda midir? 


E.4 Reel Sayilarin Teorisi EK-11 


Reel sayilarin 6zel bir tanimlamasin1 vererek ve bu modelin sagladigi cebirsel, 
siralama ve tamlik 6zelliklerini gergekleyerek bu meseleyi ¢6ziiyoruz. 

Buna reel sayilarin kurulugu denir ve ayni merdivenlerin agactan, tastan veya demir- 
den yapilabilmesi gibi reel sayilarin kurulusu igin de farkli yaklasimlar vardir. Bir kurulus, 
reel sayilari 


a.d\dyd3d4 eee 


gibi sonsuz ondaliklar olarak ele alir. Bu yaklasimda bir reel say1 bir a tamsayisini takip 
eden dj, dy, d3, .... gibi her biri 0 ile 9 arasinda olan ondaliklardan olusan bir dizidir. 
Bu dizi durabilir, periyodik bir sekilde tekrar edebilir veya higbir kaliba uymadan siiriip 
gidebilir. Bu formda, 2.00, 0.3333333... ve 3.1415926535898... ifadeleri bilinen tic 
reel say1y1 temsil ederler. Bu ondaliklari takip eden “...” noktalarinin gergek anlami, 
B6élim 11’deki gibi dizi ve serilerin gelistirilmesini gerektirir. Her reel say1, kendisine 
sonlu ondalik yaklasimlar ile tanimlanan bir rasyonel sayilar dizisinin limiti olarak ku- 
rulur. Bu durumda sonsuz bir ondalik 
dq, | 


oe 49 T1006 


serisi gibidir. 

Reel sayilarin bu ondalik kurulusu, tam olarak acik degildir. Kurulus, tamlik ve s1- 
ralama 6zelliklerini saglayan sayilar verdigini kontrol etmeye yetecek kadar kolaydir 
fakat cebirsel dzellikleri gergeklemek oldukga karisiktir. [ki say1y1 toplamak veya ¢arp- 
mak bile sonsuz sayida islem gerektirir. Bolmeye bir anlam kazandirabilmek icin, son- 
suz ondaliklara rasyonel yaklasimlarin limitlerini igeren dikkatli bir tartisma gerekir. 

Reel sayilarin ilk titiz bir kurulusunu 1872 de veren Alman matematik¢i Richard De- 
dekind (1831-1916) farkl bir yaklasim ele almistir. Herhangi bir x reel sayis1 verildiginde 
rasyonel sayilart iki kiimeye ayirabiliriz: x’ten kiicgiik veya esit olanlar ve biiyiik olanlar. 
Dedekind bu fikir yiriitmeyi akillica tersine ¢evirdi ve bir reel sayiyi, rasyonel sayilari bu 
sekilde iki kiimeye ayirmak olarak tanimladi. Bu oldukea garip bir yaklasim olarak gézii- 
kiiyor fakat yeni yapilarin, eskilerinden bu dolayli yéntemlerle kuruluslari teorik matema- 
tikte yaygindir. 

Bunlar ve diger yaklasimlar (Ek 5’e bakin), istenen cebirsel, stralama ve tamlik 6zel- 
liklerini saglayan bir sayilar sistemi kurmak icin kullanilabilirler. Ortaya gikan son bir 
mesele, biitiin bu kuruluslarin ayni seyi verip vermedikleridir. Farkl kuruluslar, istenen 
biitiin 6zellikleri saglayan farkli sayi sistemlerine yol agabilirler mi? Evet ise, bunlardan 
hangisi reel sayilardir. Neyse ki cevap hayir dir. Reel sayilar, cebirsel, siralama ve tamlik 
6zelliklerini saglayan tek say1 sistemidir. 

Reel sayilarin dogasi hakkindaki ve limitler hakkindaki karisiklik, analizin ilk 
gelisiminde 6nemli anlasmazliklara neden olmustur. Newton, Leibniz ve onlari takipgileri 
gibi analizin Snciileri, Ax ve Ay’nin her ikisi de sifira yaklasirken 


Ay fix + Ax) = #@) 
Ax Ax 


fark oranina ne olduguna baktiklarinda, bu oranin sonucu olan tiirev hakkinda iki sonsuz 
kiiciigiin orani olarak konusuyorlardi. dx ve dy olarak yazilan bu “sonsuz kiictik” ler her 
sabit sayidan kiictik olan fakat sifir olmayan, yeni bir cesit say1 olarak disiiniiliyorlard. 
Benzer sekilde, bir belirli integral de, x kapali bir aralik tizerinde degisirken 


F(x) + dx 
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gibi sonsuz kiictiklerin bir sonsuz toplami olarak disiintilttyordu. Bugiinkii gibi iyi anlasi- 
lana kadar, yakinsayan Ay/Ax fark oranlar, tiirevin anlamimi 6zetledigi diisiiniilen bir li- 
mitten cok bir sonsuz kiiciikler orani idi. Bu diistince yolu, sonsuz kiiciiklerin girisilen ta- 
nimlamalarinin ve islemlerinin celiskilere ve tutarsizliklara yol agmasi gibi mantiksal 
zorluklara neden oluyordu. Daha somut ve hesaplanabilir fark oranlari béyle zorluklara 
neden olmazlar, daha ziyade kullanisli hesaplama araclari olarak diistintiliirler. Fark oran- 
lari, tirevin sayisal degerleri ile calismada ve hesaplama icin genel formiiller tiiretmede 
kullanilmislardir fakat bir tirevin aslinda ne oldugu sorusunun kalbinde olduklari diisii- 
niilmemislerdir. Bu giin, sonsuz kiiciiklerle ilgili mantiksal problemlerden, yakinsayan 
fark oranlarinin limitini tirev olarak tanimlamakla kaginabilecegimizin farkina varryoruz. 
Bu giin artik eski yaklasimlarin belirsizlikleri yoktur ve analizin standart teorisi iginde 
sonsuz kiictiklere ne gerek vardir ne de kullanilmaktadirlar. 


i trod Kompleks Sayilar 


Kompleks sayilar a + ib seklinde ifadelerdir. Burada a ve b reel sayilar, ide V—1’in bir 
ifadesidir. Ne yazik ki, “reel” ve “sanal” (kompleks) kelimelerinin V—1’i zihnimizde 

2’den daha az istenilen bir konuma getirmek gibi k6tii bir etkisi vardir. Aslinda, analizin 
temelini olusturan ree/ say sistemini olusturmak icin, yaraticilik anlaminda, oldukga fazla 
hayal gticti gerekmistir (Ek 4’e bakin). Bu ekte, bu yaraticiligin birkag evresini gézden 
gecirecegiz. Béylece bir kompleks say1 sisteminin yaratilmasi 0 kadar garip gériinmeye- 
cektir. 


Reel Sayilarin Gelisimi 


Say1 gelisiminin en eski evresi, simdi dogal sayilar veya pozitif tamsayilar dedigimiz 
1, 2, 3,... gibi sayma sayilarimin taninmasidir. Bu sayilarla, sistemin disina ¢ikmadan 
bazi basit aritmetik islemler yapilabilir. Yani, pozitif tamsayilar sistemi toplama ve 
carpma islemleri altinda kapalidir. Bununla, m ve n herhangi iki pozitif tamsayiysa, 


mt+n=p ve mn=q (1) 


sayilarinin da pozitif tamsayilar olduklarin1 s6ylityoruz. (1) denklemindeki esitliklerden 
herhangi birinin sol tarafindaki iki pozitif tamsay1 verilmisse, sa&da buna karsilik gelen 
pozitif tamsayiy1 bulabiliriz. Dahasi, bazen m ve p pozitif tamsayilarini belirleyerek 
m +n =p olmasim saglayan n pozitif tamsayisini bulabiliriz. Ornegin, bildigimiz sayilar 
sadece pozitif tamsayilar ise, 3 + n = 7 géziilebilir. Ama say1 sistemi genisletilmeden, 
7+n=3 denklemi céziilemez. 

7 +n=3 gibi denklemleri ¢6zebilmek igin sifir ve negatif sayilar yaratilmistir. Biitiin 
tamsayilari, 


.., 73, -2, -1, 0, 1, 2, 3,..., (2) 


tanyan bir toplumda, egitimli birisi, denklemdeki iki tamsayi verilince, m + n = p denkle- 
mini tamamlayacak eksik tamsayty1 her zaman bulabilir. 

Egitimli kisilerimizin (2)’deki tamsayilardan herhangi ikisini carpmay: da bildiklerini 
varsayalim. Eger, (1) denklemlerinde, m ve g verilmisse, n’yi bazen bulabildiklerini, bazen de 
bulamadiklarint kesfedeceklerdir. Hayal giicleri hala iyi sekilde ¢alisiyorsa, daha fazla say1 
yaratmay1 diisiinebilir ve m ve n sayilarinin m/n sirali ciftleri olan kesirleri tantmlayabilirler. 
Sifir sayistnin onlari bir stire rahatsiz edecek 6zellikleri vardir, ama sonunda sadece 


1 


SEKILE.3 Bir cetvel ve pergel ile 
irrasyonel uzunlukta bir dogru pargas1 
cizilebilir. 
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paydasinda sifir bulunanlari disarida tutacak gekilde biitiin tamsayi oranlari m/n’leri el altrnda 
bulundurmanin yararli oldugunu anlayacaklardir. Rasyonel sayilar kiimesi denilen bu sistem 
artik, sistemdeki herhangi iki say1 tizerinde aritmetigin rasyonel islemleri denen seyleri: 


1. (a) toplama 2. (a) carpma 
(b) cikartma (b) bélme 


gerceklestirebilecekleri kadar zenginlesmistir, ama sifirla b6lme yapamazlar ginki bu an- 
lamsizdir. 

Birim karenin geometrisi (Sekil E.3) ve Pisagor teoremi, bir temel uzunluk birimiyle, 
uzunlugu 2 olan bir dogru pargasi olusturabileceklerini géstermistir. Bdylece, 
geometrik bir olusumla 


x7 =2 


gibi bir denklemi ¢ézebileceklerdir. Ancak sonra V2’yi temsil eden dogru pargasi ile 171 
temsil eden dogru parcasinin kiyaslanamaz biiyiikliikler olduklarim1 kesfederler. Bu, 
2’nin, bir uzunluk biriminin iki famsayi katimin orani olarak ifade edilemeyecegi an- 
lamina gelir. Yani, eZitimli insanlarimiz x? = 2 denkleminin bir rasyonel say1 ¢éziimiinii 
bulamayacaklardir. 
Karesi 2 olan bir rasyonel say1 yoktur. Nedeni icin, béyle bir rasyonel say1 oldugunu 
varsayin. Bu durumda, |’den baska ortak carpanlari olmayan ve 


p= (3) 


denklemini saglayan p ve q tamsayilari bulabilirdik. p ve g tamsayi olduklar1 icin, p cift ol- 
malidir; aksi halde kendisi ile garpim tek olurdu. Sembolik olarak, p; bir tamsay1 olmak 
lizere, p = 2p, yazilir. Bu 2p? = y olmasina yol agar, ki bu g’nun cift, mesela g = 2q, ol- 
masina yol agar. Boylece 2 sayisi p ve q’nun ortak carpant haline gelir, bu da baslangicta 
p ve g’yu 1|’den baska ortak carpanlar olmayan tamsayilar olarak se¢isimize ters diiser. 
Dolayistyla, karesi 2 olan bir rasyonel say1 yoktur. 

Editimli insanlarmmiz x* = 2 denkleminin rasyonel bir gdziimiiniin bulamasalar da bir 
rasyonel say1 dizisi 


1 7 41 239 
1° 5° 29" 169° - 


bulabilirler ve bunlarin kareleri 


1 49 1681 57,121 : 
25° 841° 28561 °° (5) 


limit olarak 2’ye yakinsar. Bu sefer hayal giicleri bir rasyonel sayi dizisinin limiti kav- 
ramina gerek duyduklarim: gésterir. Ustten simirli artan bir dizinin her zaman bir limite 
yaklastigin1 (Béliim 11.1, Teorem 6) kabul eder ve (4)’teki dizinin bu 6zelliginin bu- 
lundugunu goézlersek, dizinin bir LZ limitinin olmasini bekleriz. Bu ayrica, (5) dizisin- 
den, L* = 2 oldugunu ve dolayisiyla L’nin rasyonel sayilarimizdan biri olmadig: anla- 
mina gelir. Rasyonel sayilara, biitiin sinirli artan rasyonel say dizilerinin limitlerini de 
eklersek, biitiin “reel” say1 sistemine variriz. Reel kelimesi tirnak icine alinmistir, ¢iin- 
kt bu sistemde diger matematiksel sistemlerden “daha fazla reel” veya “daha az reel” 
higbir sey yoktur. 
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Ekler 


Kompleks Sayilar 


Reel say1 sisteminin olusturulmasinin bir gok evresinde hayal giictinden s6z edildi. Aslin- 

da, icat sanatina simdiye kadar tartistig1m1z sistemlerde en azindan tig kere gerek duyul- 

mustur: 

1. [lk icat edilen sistem: Sayma sayilarindan olusturulan biitiin tamsayilar kiimesi. 

2. Tkinci icat edilen sistem: Tamsayilardan olusturulan m/n rasyonel sayilar kiimesi. 

3. Uctincti icat edilen sistem. Rasyonel sayilardan olusturulan biitiin x reel sayilari 
ktimesi. 


Bu icat edilmis sistemler, her sistemin kendisinden 6ncekini kapsadigi bir hiyerarsi 
olustururlar. Ayrica her sistem, sistemin disina cikmadan ek islemlerin yapilabilmesini 
saglamak acisindan, bir 6ncekinden daha zengindir: 


1. Bitiin tamsayilar sisteminde, a herhangi bir tamsay1 olmak tizere 
x+a=0 (6) 
seklindeki biitiin denklemleri ¢6zebiliriz. 
2. Rasyonel sayilar sisteminde, a ve b rasyonel sayilar ve a # 0 olmak kosuluyla, 
ax + b=0 (7) 
seklindeki biitiin denklemleri ¢6zebiliriz. 
3. Biitiin reel sayilar sisteminde, (6) ve (7)’deki denklemlerin yaninda, 
ax’+bx+c=0,a#0 ve b’-4ac> 0 (8) 


seklindeki biitiin kuadratik denklemleri ¢ézebiliriz. 
Muhtemelen, (8) denkleminin céziimlerini veren formiilti, yani 


y= bt Vb* — 4ac 


2a : (9) 


formiiliinii biliyorsunuz ve b* — 4ac diskriminanti negatif oldugunda, (9)’daki ¢6ziimlerin 
yukarida tartisilan sistemlerden hicbirine ait olmadigina yabanci degilsiniz. Aslinda, 


xr+1=0 


gibi cok basit bir kuadratik denklemi ¢ézmek, kullanabilecegimiz tek sayi sistemleri 
yukarida bahsettigimiz tig sistemse imkansizdir. 

Boylece dérdiincii icat edilmis sisteme, biitiin a + ib kompleks sayilari kiimesine geli- 
riz. i semboliinti tamamen ortadan kaldirarak (a, b) gibi bir sirali gift gdsterimi kullanabi- 
lirdik. Cebirsel islemler altinda, a ve 6 sayilarina biraz farkli davranildigi icin, siray1 dogru 
tutmak 6nemlidir. Dolayistyla, kompleks say sisteminin biitiin (a, 5) sirali reel say ¢ift- 
leri ve bunlarin esitlenecekleri, toplanacaklani, carpilacaklan, vb. kurallardan olustugunu 
soyleyebiliriz. Asagidaki tartismada hem (a, b) hem de a + ib gésterimlerini kullanacagiz. 
a’ya (a, b) kompleks sayisinin reel kismi, b’ye de sanal (imajiner) kismi diyecegiz. 


m 
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Asagidaki tanimlari yapiyoruz. 


Esitlik 

Ancak ve yalniz iki kompleks sayi, (a, b) 

a=c veb=dise ve (c, d) ancak ve yalniz 

at+ib=c+id olut. a=cveb= dise esittir. 

Addition 

(a + ib) + (c + id) iki kompleks sayi, (a, b) ve 

=(a+c)+i(b+d) (c, d)’nin toplami (a + c, b + d) 
kompleks sayisidir. 

Carpma 

(a + ib)(c + id) iki kompleks sayi, (a, b) ve 


= (ac — bd) + i(ad + bc) (c, d)’nin garpimi (ac — bd, ad + bc) 
kompleks sayisidir. 


c(a + ib) = ac + i(bc) Bir c reel sayis1 ile bir (a, 5) 
kompleks sayisinin garpim1 
(ac, bc) kompleks sayisidir. 


ikinci say1 b’nin sifir oldugu biitiin (a, b) kompleks sayilarmin kiimesi a reel sayilari- 
nin kiimesinin biitiin 6zelliklerine sahiptir. Ornegin, (a, 0) ve (c, 0)’1n toplamasi ve ¢arpil- 
masi, sanal kisimlari sifir olan ayni cinsten sayilar, 


(a, 0) + (c,0) = (a + c, 0), 
(a, 0) - (c, 0) = (ac, 0) 
verir. Ayrica, bir (a, 0) “reel sayist’” ile bir (c, d) kompleks sayisini garparsak, 


(a, 0) - (c, d) = (ac, ad) = a(c, d) 


elde ederiz. Ozel olarak, (0, 0) kompleks sayis1 kompleks say: sisteminde sifir rolii oy- 
narken, (1, 0) kompleks sayis: da birim veya bir roliinti oynar. 
Reel kismi sifir ve sanal kism1 | olan (0, 1) sayisi, karesinin 


(0, 1)(0, 1) = (-I, 0) 


reel kisminin eksi bire, sanal kismininsa sifira esit olmasi 6zelligine sahiptir. Bu nedenle 
(a, b) kompleks sayilar sisteminde, karesi birim = (1, 0) ile toplaninca sifir = (0, 0) veren 
bir x = (0, 1) vardir; yani 


(0, 1)? + (1, 0) = (0, 0) 
Dolayistyla, 
x+1=0 
denkleminin bu yeni say1 sisteminde bir c¢ézimii vardir. 
Muhtemelen, (a, b) gésteriminden ziyade, a + ib gésterimine alisiksinizdir. (1, 0) 


sayisi birim ve (0, 1) sayisi da eksi birin karek6kii gibi davranirken, siralt ikililer cebrinin 
kurallart 


(a, b) = (a, 0) + (0, b) = a(1, 0) + B(0, 1) 


yazmamizi sagladig1 icgin, (a, b) yerine a + ib yazmakta teredditit etmeye gerek yoktur. b’nin 
basindaki 7, a + ib’nin sanal kismint belirten bir elemandir. 
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>X 


O 


SEKILE.4 Bu Argand diyagrami z = x + iy’yi 
hem bir P(x, y) noktasi, hem de bir OP 
vektérti olarak temsil eder. 


istediZimiz zaman (a, b) sirali ikilileri bélgesinden a + ib ifadeleri bélgesine gecebiliriz. 
Ama, (a, b) sirali ciftlerinden olusan kompleks sayilar sistemindeki cebir kurallarimi 
6grendigimizde, (0, 1) = 7 semboltinde (1, 0) = 1 semboliinden daha az “gergek” olan bir 
sey olmadigini g6rtirtiz. 

Kompleks sayilarin herhangi bir rasyonel ifadesini tek bir kompleks sayrya indirge- 
mek icin, her gordiigiimiiz yerde i” yerine —1 yazarak elemanter cebir kurallarm uygu- 
lariz. Elbette, (0, 0) =0 + i0 kompleks sayisiyla b6lme yapamayiz. Ama a + ib # 0 ise, bir 
bélmeyi asagidaki gibi gergeklestiririz: 


ctid _ (e + id)(a— ib) — (ac + bd) + i(ad — bc) 


at+ib (a+ ib)(a — ib) a? + b? 
Sonuc, 
_ ac + bd _ ad —be 
a+b?’ = a> + b?’ 


ile bir x + iy kompleks sayisidir ve a + ib = (a, b) # (0, 0) oldugu igin a? + b? # 0 olur. 


Paydadan 7’yi kaldirmak igin garpan olarak kullanilan a — ib sayisina a + ib’nin kom- 
pleks eslenigi denir. z’nin kompleks eslenigini géstermek icin z (z ¢izgi okunur) kullanilir; 
bdylece 


olur. (c + id)/(a + ib) kesrinin payini ve paydasim, paydanin kompleks eslenigiyle carp- 
mak her zaman paydada bir reel say1 bulunmasini saglayacaktir. 


ORNEK 1 Kompleks Sayilarla Aritmetik islemler 
(a) (2+ 3 + (6-2) =(2+6)+ (3 —2)i=8+i 
(b) (2 + 3) — (6 — 2i) = (2 — 6) + (3 — (-2))i = —4 + Si 
(c) (2 + 3i)(6 — 2i) = (2)(6) + (2)(—2i) + (31)(6) + (37)(—22) 
= 12-4: + 181 — 67? = 12 + 148+ 6 = 18 + 14; 
2+ 3 _ 2 aio + 21 
6 = 3 6— 56-4 i 
_ 12 + + 188+ oF 
36 + 12i — 127 — 47 


64273, ii. 
40 50” 20° 


Argand Diyagramlari 


z =x + iy kompleks sayisinin iki geometrik temsili vardir: 


1. xy-dtizlemindeki P(x, y) noktas1 olarak 
2. Orijinden P’ye giden OP. vektérii olarak. 


Her temsilde, x-eksenine reel eksen, y-eksenine de sanal eksen denir. {ki temsil de 
x + iy’nin Argand diyagramlaridir (Sekil E.4). 
x ve y’nin kutupsal koordinatlari cinsinden 


x =rcos 86, y=r sind 


E.5 Kompleks Sayilar EK-17 


ve 
z=x + iy =r(cosé + isin@) (10) 
yazabiliriz. 


Bir x + iy kompleks sayisinin mutlak degerini orijinden P(x, vy) noktasina giden bir OP 
vekt6rtintin uzunlugu r olarak tanimlariz. Mutlak degeri dikey ¢izgilerle gésteririz: 


|x + iy] = Vx? + y? 
r ve @ kutupsal koordinatlarini r negatif olmayacak sekilde segersek, 
r= |x + iy|, 


elde ederiz. Kutupsal 0 agisina z’nin argtimani denir ve 0 = arg z olarak yazilir. Elbette, 
6’ya 277’nin herhangi bir tamsay1 kati eklenerek uygun baska bir aci tiretilebilir. 

Asagidaki denklem bir z kompleks sayisim1, kompleks eslenigi Zz ’yi ve mutlak degeri 
yi birlestiren yararli bir formiil verir: 


|z 


Euler Formiilt 


Euler Formiilii olarak bilinen 


0 


e” _ cos @+i sin @ 


bagintis1 (10) denklemini 

z=re¥ 
seklinde yazmamizi saglar. Bu formiil, sirastyla kompleks sayilarin garpimlarim, béliim- 
lerini, kuvvetlerini ve kéklerini hesaplamak igin agagida verilen kurallara yol agar. 
Ayrica, e” icin Argand diyagramina da yol agar. e” = cos 6 +isin 6’y1 (10) denkle- 
minde r= 1 alarak elde ettiZimiz igin, e“”’nin, Sekil E.5’te gosterildisi gibi, pozitif x-ek- 
seniyle @ acisi yapan bir birim vektdrle temsil edildigini s6yleyebiliriz. 


i oe yy, is 
e” = cos @ + isin d ” e = cos@+isin@ 


(cos 0, sin 0) 


(a) (b) 


SEKILE.5 e” = cos@ + isin O’nm (a) bir vektor, (b)bir nokta olarak 
Argand diyagram1. 


Carpimlar 


Iki kompleks sayry1 carpmak icin, mutlak degerlerini carpar ve agilarim toplariz. 


0 


z= re", za = re, (11) 


O 


> XxX 


SEKILE.6 z, ve z> carpildiklarinda, 
|Z12Z2| = rir. ve arg(ziZz2) = 0, + A 


olur. 


-l 


SEKILE.7 iki kompleks say1y1 carpmak iin, 
mutlak degerlerini ¢arpin ve argiimanlarini 


toplayin. 


ve dolayistyla 
lz|= nr, arg z; = 04; |Zo| = ro, arg Z2 = 0. 


olsun. Bu durumda, 


212) = rere = ryryei th) 


ve buradan da 


|z122| = rire = |z1|+|22 
(12) 
arg (z)2.) = 0; + 0) = arg z, + arg Zz. 

bulunur. Béylece iki kompleks sayinin garpim1, uzunlugu iki garpanin uzunluklar garpim1 
olan ve argiimani da argiimanlarinin toplami olan bir vektor ile temsil edilir (Sekil E.6). 
Ozel olarak, (12) Denkleminden, bir vektér e” ile carpilarak saat yéniiniin tersine bir 6 
acist kadar cevrilebilir. i ile carpmak 90°, —1 ile garpmak 180°, -i ile carpmak 270° 
dondiiriir. 


ORNEK2 Kompleks Sayilarin Bir Carpimini Bulmak 


Z=Hlt+ine= V3 —i olsun. Bu kompleks sayilari bir Argand diyagrami (Sekil E.7) 
olarak cizer ve bu diyagramdan 


Zz, > V2ei7/4, Z22 > Qe im/6 


/V3—1 buluruz. Bu durumda 


zz) = 2V2 exp ee = 2V2 exp = 
4 6 12 
= Tis gin TM |) . 
= 9N79 (cos ryt esin =) 2.73 + 0.73i 
elde ederiz. exp (A) notasyonu e“ yerinedir. a 


Boliimler 
(11) Denkleminde r, # 0 oldugunu varsayin. Bu durumda 


id 
41 _ me — "1 (6-0) 
22 io) 


re 102 
olur. Dolayisiyla, 


Z| 
2) 


ty _ lal 
72 


Zz 
ve ara(21) = 0, — 02 = argz, — arg Zp. 


~ [29 
olur. Yani, iki kompleks sayinin oran1 igin uzunluklari béler ve acilar cikaririz. 


ORNEK 3. Ornek 2°deki gibi, z, = 1 + i = \/3 — i. olsun. Bu durumda, 


L+i _ V2ei/# V2 


Smi/12 ~ ST. 48.97 
; = e = 0.707| cos + isin 
Wa—7 2" 2 ( ) 


12 12 
= 0.183 + 0.6837 
bulunur. = 


E.5 Kompleks Sayilar EK-19 


Kuvvetler 


n pozitif bir tamsaytysa, (12) Denklemindeki garpim formiillerini uygulayarak 


i a n carpan 
buluruz. z = re’ ile, 
Za (re!*)" = piellO tet +8) n toplam 
= pier (13) 


elde ederiz. r = |z| uzunlugunun n. kuwveti alinir ve 6 = arg z acisi n ile carpilir. 
(13) Denkleminde r = | alirsak, De Moivre Teoremini elde ederiz. 


De Moivre Teoremi 


(cos@ + isin@)" = cosnO + isinné. (14) 


De Moivre denkleminin sol tarafini binom teoremine gore agar ve a + ib sekline gele- 
cek sekilde sadelestirirsek, cos n@ ve sin @ icin cos @ ve sin 6’nin n. dereceden polinom- 
lari seklinde formiiller elde ederiz. 


ORNEK 4 (14) Denkleminde n = 3 ise, 
(cos @ + isin)? = cos 36 + isin36 
olur. Bu denklemin sol tarafi 
cos’ @ + 3icos’@sin@ — 3cos@ sin’ @ — isin’ @ 
gelir. Bunun reel kismi cos 36’ya, sanal kismi da sin 36’ya esit olmalidir. Dolayistyla, 
cos 39 = cos*>@ — 3cos@ sin? 0, 


sin 30 = 3cos’@sin@ — sin? @ 


bulnur. = 
Kokler 

z = re" sifirdan farkli bir kompleks sayi ve n pozitif bir tamsay1 ise, z’nin n. kokii olan tam 
n tane farkli wo, w1,..., W, kompleks sayisi vardir. Nedenini anlamak icin, w = pe’* 


z = renin n. koklerinden biri olsun, béylece 


w' =z 


veya 


olur. Bu durumda, 

p=Wr 
rnin reel, pozitif n. kéktidiir. Acrya gelince, na ile 6’nin ayni oldugunu s6yleyemesek 
bile, aralarinda sadece 277’nin tamsayi bir kati kadar fark oldugunu séyleyebiliriz. Yani, 


na = 0+ 2k, k=0,+1, +2,.... 


EK-20 —Ekler 


SEKILE.8 z =re!’nin iic kiip kokii. 


>< 


Wr = 


oe me 
— 


SEKILE.9 
kokii 


—16’nin dért tane = ddrdiincti 


Dolayistyla, 


olur. Boylece z = re”’nin n. kéklerinin hepsi asagidaki formiille verilir. 


Vre® = Wr exp iG + en), k=0,4+1, +2,.... (15) 


k’nin olasi sonsuz degrine karsilik gelen sonsuz farkli yanit var gibi gériilebilir. 
Ama (15) Denkleminde k =n + m, k =n ile ayni yaniti verir. Dolayisiyla z’nin bitiin 
farkli n. k6klerini bulmak igin k igin sadece birbirini izleyen n tane degeri almamiz 
yeterlidir. Kolaylik igin, 


k=0,1,2,...,n-1 


alabiliriz. 

renin biitiin n. kokleri, merkezi O orijininde olan ve yaricapi r’nin reel, pozitif n. 
kékiine esit olan bir cemberin tizerinde bulunurlar. Bunlardan birinin argiimani 
a = 6/n’dir. Digerleri, komsulariyla aralarinda 277/n acisi bulunacak sekilde gember iize- 
rinde diizgiin bir sekilde yerlesmislerdir. Sekil E.8, z= re’’ kompleks sayisinin tic kiip ké- 
ki wo, Ww; ve w2’nin yerlesimlerini géstermektedir. 


ORNEK 5 


—16’nin dort tane dérdtincti k6ktinti bulun. 


Dordiincii Kokleri Bulmak 


Céziim ilk adim olarak, -16’yi bir Argand diyagraminda isaretler (Sekil E.9) ve kutup- 
sal temsili re y1 belirleriz. Burada, z = —16, r= +16 ve 6 = wir. 16e’”’nin doérdiincii 
kOklerinden biri 2e’"/tiir. Digerlerini, ilk degerin argiimanina arka arkaya 27/4 = 7/2 
ekleyerek buluruz. Yani, 


Vib exp in = 2expi(Z, ELLs im) 


4°4° 4° 4 


ve dort tane dordiincii kok 


wo = 2 cos + isin] = Svea + i) 


w, =2 cos“ 


+ isin—— ‘a = V2(-1 + i) 


WwW, = 2 cos 27 + isin S| = V2( 1 — i) 


4 
olarak bulunur. | 


ws = 2[cos 27 + isin 7] = V21 — i) 


Cebrin Temel Teoremi 


\V —17in icadinin tyi ve giizel oldugu ve reel sayi sisteminden daha zengin bir say1 sistem- 
ine yol actigi s6ylenebilir, ama bu proses nerede sona erecektir? W—1, W/—1, ve 


ALISTIRMALAR E.5 


E.5 Kompleks Sayilar EK-21 


digerlerini bulmak igin de say sistemleri icat edecek miyiz? Simdiye kadar bunun gerekli 
olmadigi belirlenmis olmalidir. Bu sayilar a + ib kompleks say1 sistemi cinsinden ifade 
edilebilmektedir. Aslinda, Cebrin Temel Teoremi, kompleks sayilarin tanitilmastyla her 
polinomu lineer garpanlarin bir garpimi olarak garpanlarina ayirabilecegimizi ve dolayi- 
styla her olasi polinomu ¢ézmeye yetecek kadar sayimiz oldugunu séyler. 


Cebrin Temel Teoremi 


do, 44, -.-, 4, katsayilar1 herhangi kompleks sayilar, derecesi n, 1’e esit veya 1’den 
biiyiik olan ve ilk katsayis1 ao sifir olmayan 


Anz" + dy—yz" | + + +ayz tay =0 


seklindeki her polinom denkleminin, kompleks say sisteminde tam n k6kii 
vardir. Burada katliligi m olan her k6k m tane k6k olarak sayilmaktadir. 


Bu teoremin bir ispatt kompleks degiskenli fonksiyonlar teorisi tizerine yazilmis her 
metinde bulunabilir. 


Kompleks Sayilarla istemler 


1. Bilgisayarlar kompleks sayilari nasil ¢arpar? 
(a, b) - (c, d) = (ac — bd, ad + bc)’yi bulun. 


2. Asagidaki denklemlerden x ve y reel sayilarim céziin. 


5-10 alistirmalarinda, verilen kosullar saglayan z = x + iy noktalari- 
nin grafiklerini ¢izin. 


5. a. |z| = 2 b. |z| < 2 ce. |z| > 2 


a. (2, 3)+(4, —2) b. (2, -1)+(=2, 3) aa tis Sue kG 
ec. (-1, -2)+(2, 1) 8. |z+ 1]=|2- 1 9 |z+ i]=|z—1| 
(Bilgisayarlar kompleks sayilari bu sekilde carpar.) 10. |z + 1|= |2| 


a. (3 + 4i)? — 2(x — iy) =x+ iy 


14’P, 1 _,,, 
» (4) +g lea 


c. (3 — 2i(x + iy) = Ax — 2iy) +2 


11-14 alistirmalarindaki kompleks sayilari r = 0 ve -7 < 6 S 7 Ol- 
mak iizere re’® seklinde ifade edin. Her hesaplama igin bir Argand 
diyagrami ¢izin. 


i. (1 + V=3) i= 


Grafik Cizme ve Geometri 


3. 


Asagidaki kompleks sayilar z = x + iy’den geometrik olarak nasil 


elde edilebilir? Cizin. 
a. Z b. (—z) 
C. =z d. 1/z 


mesafenin |z, — z,| oldugunu gésterin. 


1 


er 
1+ iV3 
begs 


Kuvvetler ve Kokler 


15 ve 16 alistirmalarindaki trigonometrik fonksiyonlar1, cos @ ve sin 0 
cinsinden ifade etmek icin De Moivre Teoremini kullanin. 


15. cos 46 16. sin 46 
17. 1’in tic kip k6kiinti bulun 


13. 14. (2 + 3)(1 — 21) 


. Bir Argand diyagraminda, iki z,; ve z) noktasi arasindaki 


AP-22 Appendices 


18. 
19. 
20. 
21. 
22. 
23. 
24. 


7’nin iki tane karek6ktinti bulun. 

—87’nin tig tane ktip kéktinti bulun. 

64’iin alti tane altinci kd6ktinii bulun. 

z4—22* + 4=0 denkleminin dort ¢éziimiinii bulun. 

2° +223 +2=0 denkleminin alti céziimiinii bulun. 

x4 + 4x? + 16 = 0 denkleminin biitiin g6ziimlerini bulun. 


x++1=0 denklemini céziin. 


Teori ve Ornekler 


25. 


26. 


27. 


Kompleks sayilar ve diizlemde vektérler © Kompleks sayilari 
toplama kuralinin Argand diyagraminin, vektérleri toplamak igin 
paralelkenar kuraliyla ayn oldugunu gésterin. 

Esleniklerle kompleks aritmetik z,; ve z. kompleks sayilar- 
nin toplaminin (carpiminin veya béliimiintin) esleniginin, bu sa- 
yilarin esleniklerinin toplamina (carpimina veya béliimiine) esit 
oldugunu gésterin. 


Reel katsayili polinomlarin kompleks kékleri kompleks - esle- 
nik giftleri seklindedir. 


28. 
29. 


30. 


a. Alistirma 26’nin sonuglarini genisleterek, 


f(z) = anz" + Qn—-1z" | + +++ + ayz + ag 


» «++» 4 katsayilari reel olan bir polinom ise f(z) = f(z) 
oldugunu gésterin. 


b. f(z), a sikkindaki gibi katsayilar reel olan bir polinom olmak 
iizere, f(z) = 0 denkleminin bir k6kiti z ise, eslenigi Z’nin de 
denklemin bir k6kii oldugunu gésterin (Ipucu: f(z) =u+iv=0 
alin; bu durumda hem uw hem de v sifir olur. Simdi, 
f(Z) = f( =u — iv oldugunu kullanin). 


Bir eslenigin mutlak degeri |Z| =|z| oldugunu gésterin. 

z= Ziken z ve Z egitse, z noktasinin kompleks diizlemdeki ko- 
numu hakkinda ne séyleyebilirsiniz? 

Reel ve sanal kisimlar Re(z) z’nin reel kismim, Im(z) de z’nin 
sanal kismini belirtsin. Asagidaki bagintilarin her z, z,; ve z) 
sayilari icin gecerli oldugunu gésterin. 

a. z + Z = 2Re(z) b. z — Z = 2iIm(z) 

ec. |Re(z)| = |z| 

d. |Z1 zo? = |z1| t |zo|? t 2Re(z1Z2) 


e. |Z1 zd Z| = |z1| + |zo| 


ene Vektérel Carpimlar icin Dagilma Kurali 


Bu ekte, Béliim 12.4’teki 2 Ozelli3i olan 


uX(v+tw)=uxXvt+uxw 


dagilma kuralini ispatlayacagiz. 


ispat_ Dagilma Kuralimi tiiretmek igin, u x v’yi yeni bir sekilde kurariz. u ve v’yi ortak 
noktalar1 olan O noktasindan baslayarak cizer ve u’ya O noktasinda dik olan bir M dizle- 
mi olustururuz (Sekil E.10). Sonra, uzunlugu |v|sin @ olan bir v’ vekt6rii olusturacak se- 


SEKILE.10 Metinde aciklandigi gibi, u X v= |u| dir. 


E.7  Karisik Tiirev Teoremi ve Artim Teoremi EK-23 


kilde, w’nin M iizerine dik izdiistimiinii aliriz. v’’nii u etrafinda pozitif yonde 90° déndiire- 
rek bir v” vekt6rii olustururuz. Son olarak v’’nii u’nin uzunluguyla carpariz. 


jul{v”| =|ul]v’| =|ul||v|sing = |u x vj. 
olur. Bu tig islemin her biri, yani 
1. Miizerine izdiisiim, 
2. uetrafinda 90°’lik dénme, 
3. |u|skaleri ile carpma, 


diizlemi u’ya dik olmayan bir tiggene uygulandiklarinda, baska bir tig¢gen olustururlar. Ke- 
narlari v, w ve v + w olan bir ticgenle ise baslar (Sekil E. 11) ve bu tig adim1 uygularsak, 
sirastyla sunlari elde ederiz: 


1. Kenarlari v’, w’ ve (v + w)’ olan ve asagidaki vekt6r denklemini saglayan bir tiggen 
vi +w =(v+w)’ 

2. Kenarlart v”, w” ve (v + w)” olan ve asagidaki vektér denklemini saglayan bir tiggen 
v" + w” =(v + w)" 


(Vektérlerdeki citf tist isareti Sekil E.10’dakiyle ayni anlamdadir); 


SEKILE.11 v, w, v + w vektérleri ve bunlarin u’ya dik bir 
diizlemdeki izdtistimleri. 


3. Kenarlari|u|v’,|u|w” vel|u|(v + w)” olan ve asagidaki vektér denklemini saglayan 


bir tiggen 
ju|v” + |ulw” = |ul(v + w)"” 
Yukarida tartisirken — bulunan julv’ =u X v,julw” =uXw_~ ve 
|u|(v + w)” = u X (v + w)’nii bu son denklemde yerine koymak 
uXvtuxXw=uxX(v+w), 
verir, ki bu da gergeklemek istedigimiz kuraldir. a 


a ie Karisik Tiirev Teoremi ve Artim Teoremi 


Bu ek Karisik Tiirev Teoremini (Béliim 14.3, Teorem 2) ve [ki DeZiskenli Fonksiyonlar 
icin Artim Teoremini (Boliim 14.3, Teorem 2) tiiretir. Euler, Karisik Tirev Teoremini ilk 
defa hidrodinamik tizerine yazdigi bir makaleler dizisinde 1734’te yayinlamistir. 


EK-24 —Ekler 


Se 


(a,b) ft 


0 


SEKIL E.12 fy(a,b)nin f(a, b)’ye esit 
oldugunu géstermenin anahtari, R’ ne 
kadar kiigtik olursa olsun, f,,, ve f,,’nin 
R'’’niin igindeki bir yerde ayni degeri 
almalaridir (ayni noktada olmasa bile). 


> XxX 


TEOREM2 _ Karisik Tiirev Teoremi 

f(x, y) ve kismi tiirevleri, f,, f,, fy ve fi, bir (a, b) noktasini igeren bir agik 
bélgede tanimliysa ve hepsi (a, b) noktasinda siirekliyse, f,, (a, b) = fy, (a, 5) 
olur. 


ispat fy (a, 6) ile f,, (a, 6)’nin egit olduklar1 Ortalama Deger Teoremi (Béliim 4.2, Teo- 
rem 4) dért kere uygulanarak gésterilebilir. Hipoteze gore, (a, b) noktasi xy-diizleminde, 
fo fy» fey Ve f,y’in hepsinin tanmli oldugu bir R dikdértgeninin iginde bulunmaktadir. / 
ve k sayilarini, (a + h, b + k) noktasi da R dikd6értgeni iginde bulunacak sekilde secer ve 


A= F(a +h)-F(a) (1) 
olmak tizere, 
F(x) = f(x, b + k)— f@ db) (2) 


farkin inceleriz. F’ye (tiretilebilir oldugu icin siireklidir) Ortalama Deger Teoremini 
uygulariz ve (2) denklemi, c, sayisi a ile a + h arasinda bulunmak iizere, 


A=hF'(c, ) (3) 
halini alir. (1) denkleminden, 
F'(x) = fra, b + k) — fix, b), 
bulunur, béylece (3) denklemi 
A = Alflci, b + k) — f.(cr, B)] (4) 


halini alir. Simdi Ortalama Deger Teoremini g(y) = f,(c;, vy) fonksiyonuna uygular ve, b ile 
b + k arasindaki bir d, degeri icin, 


g(b + k) — g(b) = kg'(d), 
veya 
fAcn b+ k) — £.(ci,b) = fei di) 


elde ederiz. Bunu (4) denklemine yerlestirerek, ug noktalari (a, b), (a +h, b), (a +h, b+k) 
ve (a, b + k) olan R’ dikd6értgeninde bulunan bir (c;, d;) noktas1 igin 


A = hkf(cr, di) (5) 


elde ederiz (Sekil E.12’ye bakin). 
(1) Denklemini (2) Denklemine yerlestirirsek, 


A= flath,b +k) — flat+h,b) — flab +k + fla,d) 
=[fla+h,b+k)— flab +] — [fla + h,b) — fla b)] 
= b(b + k) — (d) (6) 


olmak tizere, 


$(y) = fla + hy) — flay) (7) 


elde ederiz. (7) denklemine Ortalama Deger Teoreminin uygulanmasi, b ile b + k 
arasindaki bir d igin, 


C(x + Ax, yo + Ay) 


A(X; Yo) 


B(xq + Ax, yo) 


Ip 


SEKILE.13 Artum Teoreminin ispatindaki 
dikdértgen 7 bélgesi. Sekil, pozitif Av ve 
Ay igin gizilmistir, ama her iki artim sifir 
veya negatif de olabilir. 


E.7 — Karisik Tiirev Teoremi ve Artim Teoremi EK-25 


A = kd'(da) (8) 


verir. 
(6) Denkleminden 


$'(y) = fla + hyy) — fylay). (9) 
bulunur. (9) denklemini (8) denklemine yerlestirmek 
A= K[ f(a + h,@) = fla, d)). 


verir. Son olarak, késeli parantezin igindeki ifadeye Ortalama Deger Teoremini uygula- 
yarak, a ile a + A arasindaki bir cy degeri igin, 


A = Khfyx(c2, do) (10) 


elde ederiz. 
(5) ve (10) Denklemleri birlikte, hem (c,, d,) hem de (c), d) R’ dikdértgeninin icginde 
bulunmak tizere (Sekil E.12) 


fol: d\) = Falta, do), (11) 


oldugunu gésterir. (11) Denklemi tam olarak istedigimiz sonug degildir, ciinkii sadece 
fry nin (c,, d\)'de, fin (C2, d,)'deki deZerine egsit oldugunu sdyler. Ama 
tartismamizdaki h ve k sayilari istedigimiz kadar kiictik yapilabilir. f,,, ve f,,’in ikisinin 
de (a, b)'de siirekli olduklari hipotezi, h ve k > 0 iken €,, €) > 0 olmak kosuluyla, 
fry(Cr, 4) = fla, b) + el ve file, db) = fy(a, 6) + & oldugu anlamina gelir. 
Dolayisiyla, / ve k’yi sifira gotiiriirsek, f,,(a, b) = f,,(a, b) elde ederiz. rT] 


TEOREM3 _ iki Degiskenli Fonksiyonlarin Artim Teoremi 
z= f(x, y)’nin birinci kismi tiirevlerinin (xp, v9) noktasini igeren bir acgik R bél- 
gesinde tanimli olduklarim ve f, ile fy’nin (xo, yo)'da stirekli olduklarini 
varsayin. Bu durumda, (x9, ¥o)’dan R’deki baska bir (x9 + Ax, v9 + Ay) noktasina 
ilerlemekten kaynaklanan f’nin degerindeki Az = f(xg + Ax, vp + Ay) degisimi, 
Ax, Ay > 0 iken €;, €) > 0 kosuluyla, 

Az = f (Xo, Vo)Ax + fo, Vo)Ay + E;Ax + E Ay 
seklinde bir denklemi safglar. 


ispat_ Merkezi A(xp, yo)’da olan ve R’nin icginde bulunan bir 7 dikdértgeninin icinde gali- 
sacak ve Ax ve Ay’nin de A’y1 B(xy + Ax, yo)’ ye baglayan dogru pargasi ile B’yi 
C(x + Ax, vo + Ay)’ye baglayan dogru pargasinin 7°nin icinde olmasini saglayacak kadar 
kiicttk olduklarini varsayacagiz (Sekil E.13). 

Az’ yi, 


Az; = f(xo + Ax, yo) — f(x0, yo) 
A’dan B’ye kadar f’nin degerindeki degisim ve 
Az) = f(xo + Ax, yo + Ay) — fl(xo + Ax, yo) 


Brden C’ye kadar f’nin degerindeki degisim (Sekil E.14) olmak tizere, iki artrmin toplam1 
olarak Az = Az, + Az, seklinde yazabiliriz. 


EK-26 


Ekler 


B 


y 


Yo + Ay 


(xp + Ax, yo) ~<a C(x + Ax, yo + Ay) 


SEKILE.14 z= f(x, y) yiizeyinin Po(xo, Yo, f(xo, Yo)) civarindaki parcasi. Pp, P’ ve 
P" noktalarinin xy-diizleminin tizerindeki yiikseklikleri aynidir. z’deki degisiklik 
Az = P'S‘dir. P"Q = P'Q’ olarak gésterilen 


Az, = f(xo + Ax, yo) — f(xo, Yo). 


degisimi y’yi yo’a esit tutarken, xi x9’dan xy + Av’e degistirmekten kaynaklanmak- 
tadir. Sonra, x’i x) + Av’e esit tutarak elde edilen z’deki 


Az) = f(xo + Ax, yo + Ay) — f(xo + Ax, yo) 


degisimi, y’yi yo'dan yo + Ay’ye degistirmekten kaynaklanmaktadir. Bu Q'S ile 
temsil edilmektedir. z’deki toplam degisim Az, ile Azy’nin toplamidir. 


Xy’l X9 + Av’e baglayan kapali x-degerleri araliginda, F(x) = f(x, vo) fonksiyonu x’in 
tuiretilebilir (ve dolayisiyla siirekli) bir fonksiyonudur ve tirevi 
Bg) - EAs: Yo) 
olarak bulunur. Ortalama Deger Teoremine gére (Bélim 4.2, Teorem 4), x ile xy) + Ax 
arasinda, x’in 
F(xo + Ax) — F(xo) = F'(c)Ax 
veya 
f(xo + Ax, yo) — f(%0, vo) = fle, yo) Ax 
veya 
Az, =f Aes Yo)Ax (12) 
olmasini saglayan bir c degeri vardir. 


Benzer sekilde, G(v) = f(x + Ax, y) fonksiyonu yo ile yo + Ay’yi birlestiren kapali y 
araliginda y’nin tiiretilebilir (ve dolayisiyla stirekli) bir fonksiyonudur ve tiirevi, 


E.7 — Karisik Tiirev Teoremi ve Artim Teoremi EK-27 


G'(y) = fy + Ax, y) 
olarak bulunur. 
Boylece, y ile yp + Ay arasinda, y’nin 

G(yo + Ay) — G(yo) = G'(d)Ay 
veya 
f(xo + Ax, yo + Ay) — f(xo + Ax, y) = fy(vo + Ax, d)Ay 

veya 

Azy =f (xo + Ax, d)Ay (13) 
olmasini saglayan bir d degeri vardir. 

Artik, Ax ve Ay — 0 iken, c — x9 ve d yo oldugunu biliyoruz. Dolayisiyla, f, ve f, 

(xo, ¥o)’da stirekli olduklarindan, Ax ve Ay > 0 iken, 


€1 = frle, yo) — fx(%o, yo), 


(14) 
€2 = f(x + Ax, d) — fi(xo, yo) 
biiyiikliklerinin ikisi de sifira yaklasir. 
Son olarak, Ax ve Ay > 0 iken €; ve €) > 0 olmak iizere, 
Az = Az, + Azo 
= file, yo) Ax + fy(xo ts Ax, d)Ay 2) ie daa 
. denklemler 
= [fx(xo, Yo) + €1JAx + [fy(xo, yo) + e2JAy (14)’ten 
denklemler 
= fr(xo, vo)Ax + fy(xo, vo)Ay + €;Ax + EnAy, 
elde ederiz. Bu da ispatlamak istedigimiz seydir. rT] 


Benzer sonuclar herhangi sonlu sayida degiskenli fonksiyonlar igin de gegerlidir. 

w = f(x, », z) fonksiyonunun birinci mertebe kismi tiirevlerinin (x9, vo, Zo) noktasin1 
igeren bir agik bélgede taniml: olduklarini ve f,, f, ve f,’nin (xo, Yo, Zo)'da stirekli olduk- 
larmi varsayin. Bu durumda, 

Ax, Ay ve Az > 0 iken €, ©, 6-0 
olmak tizere, 


Aw = f(xo + Ax, yo + Ay, zo + Az) — f(xo, vo Zo) 
= frAx + fyAy + f,Az + €,Ax + esAy + €3Az, (15) 


olur. Bu formiildeki f,, f,, f; kismi tiirevleri (xo, Vo, Zo) noktasinda hesaplanabilirler. 
(15) Denklemi, Aw degisimi 


Aw, = f(xo + Ax, yo, 20) — f(x0, Yo, Zo) (16) 
Aw, = f(xo + Ax, yo + Ay, Zo) — flxo + Ax, yo, Zo) (17) 
Aw3 = f(xo + Ax, yo + Ay, Zo + Az) — f(xo + Ax, yo + Ay, Zo), (18) 


artimlarinin toplami olarak alinip, Ortalama Deger Teoreminin bunlarin her birine ayri ay- 
ri uygulanmastyla ispatlanabilir. Bu Aw,, Aw2, Aw3 kismi artimlarinin her birinde, iki ko- 
ordinat sabit tutulmakta ve biri degigmektedir. (17) Denkleminde, érnegin x, x) + Ax’e ve 
z de zo’a esit tutuldugu igin, y degigmektedir. f(x + Ax, y, Zo) y’nin tirevi f,, olan siirekli 
bir fonksiyonu oldugu icgin, Ortalama Deger Teoremi uygulanabilir ve yo ile yp + Ay arasin- 
daki bir y, degeri igin 
Aw, = fy(xo + Ax, v1, 20) Ay 

elde ederiz. 


EK-28 —Ekler 


SekilE.15 Uzayda u ve v vektorleri 
tarafindan belirlenen paralelkenar ve 
paralelkenarin bir diizlem tizerine dik 
izdiisiimti. Diizleme ortogonal izdiisiim 
dogrulari, birim normal vektér p’ye 
paraleldirler. 


SEKILE.16 Ornek 1, PORS 
paralelkenarinin xy-diizlemine dik 


izdtistimiintin alanini hesaplamaktadur. 


| 
| 
| 
| 
Q’ “ UGe y 


Bir Paralelkenarin Bir Diizlem Uzerine Izdiisiimiiniin Alani 


Bu ek, Bélim 16.5’te gerek duyulan, kenarlari u ve v ile belirlenen paralelkenarin, nor- 
mali p olan herhangi bir diizlem iizerine dik izdiisiimiiniin alaninin |(u X v)- p| oldugu 
sonucunu ispatlamaktadir. (Sekil 15.A’ya bakin.) 


TEOREM 
Kenarlart, uzayda u ve v vektorleri ile belirlenen paralelkenarin, birim normal 
vektérii p olan herhangi bir diizlem tizerine dik izdiisiimiintin alan1 
Alan =|(u X v)-p| 
dir. 


ispat_ u ve v vektorleri ile belirlenen tipik bir paralelkenar ve birim normal vektérii_ p 
olan bir diizlem tizerine dik izdiistimiint gésteren Sekil 15.A’daki gésterimde, 


u=PP'’+uw+00 
w+ 7B og W8=-00" 


=u’ + sp. (Bir s skaleri icin, giinkii 
(PP' — QQ’) p’ye paraleldir) 


dir. Benzer sekilde, bir t skaleri igin 
v=v' + tp 
dir. Boylece, 
u X v= (u’ + sp) X (v’ + ¢p) 
= (u’ X v’) + s(p X v’) + eu’ X p) + sip X p). (1) 
0 


bulunur. 
p X v’ veu’ X p vektérlerinin ikisi de p vektériine ortogonaldir. Dolayisiyla, (1) Den- 
kleminin her iki tarafini p ile skaler (-) carptigimizda, sag tarafta sifirdan farkli tek terim 
(u’ X v’)- p olur. Yani, 

(u X v):p=(u' X v’)-p. 


bulunur. Ozel olarak, 


|(u X v)-p| = |(u’ x v’)-pl. (2) 
olur. Sagdaki mutlak deger, u’, v’ ve p tarafindan belirlenen kutunun hacmidir. Bu 6zel 
kutunun yiiksekligi |p| = 1 dir ve kutunun hacmi sayisal olarak tabaninin alanina, 


P'Q'R'S' paralelkenarinin alanina, esittir. Bu gézlemi (2) Denklemi ile birestirmek 
Area of P’Q'R'S’ = |(u' X v')-p| = |(u X v)- pl, 


verir. Bu da, u ve v vektorleri ile belirlenen paralelkenarin, birim normal vektérti p olan her- 
hangi bir diizlem iizerine dik izdiisiimiiniin alaninin |(u X v) > p| oldugunu séylemektedir. 
r 


ORNEK1 Bir izdiisiimiin Alanini Bulmak 


P(O, 0, 3), O(, -1, 2), RG, 2, 1) ve SC, 3, 2) noktalar tarafindan belirlenen paralelkenarin 
xy-diizlemine dik izdisiimiintin alaninin bulun (Sekil E.16). 


E.9 Temel Cebir, Geometri ve Triganometri Formiilleri EK-29 


Coziim 


u=PO=2i-j-k, v=PS=i+3j-k ve  p=k 


ile 
2 =| =] 
2 -l 
(uXv)-p=|1 3 -1| =| ee 
1 3 
0 0 1 
buluruz. dolayisryla alan |(u X v)-p| =|7| = 7. bulunur. | 
eo Temel Cebir, Geometri ve Trigonometri Formiilleri 
Cebir 
Aritmetik istemler 
= aie _ a 
a(b + c) = ab + ac, Ba bd 
a,c _adt be a/b _ad 
b od bd’ c/d b © 
isaret Kurallari 
= =a _@ a 
aye b b —b 
Sifir Sifirla b6lme tanimlhi degildir. 
a # Oise: 9 _ 9, a®=1, 07=0 
Herhangi bir aigin: a:0 = 0-a =0 
Kuvvet Kurallari 
a"q" = qntn, (ab)” = ab”, (a”)" = a”, qn _ Vain = (Wa) 
a # Oise 
_ = a”, a® — 1, qa" = a 
a a 
Binom Teoremi 
— 1 
(a + b)!” =a" + na" 'b + mn Dy? 


n(n — 1)(n — 2) 


n—3 73 Se n—-1 n 
P23 a’ bh + + nab" * + 6". 


EK-30 ——Ekler 
Ornegin, 
(a + bY = a? + 2ab + B’, (a- be =a —-2ab+ 
(a+ bp =a + 3a°b + 3ab? +b, (a— bP = a? — 3a*b + 3ab* — BP. 
Tam Say! Kuvvet Farklarinin Carpantlara Ayrilisi, 1 > 1 
a" — b" =(a— b)(a™! + a" 7b + a” 3b? +--+ + ab”? +b”) 
Ornegin, 
a — b’ = (a— b)(a + 5), 
a— b> =(a-— b)(a + ab + Bb’), 
a’ — b+ = (a — b\(ae + ab + ab? +B’). 


Tam Kareye Tamamlama, a = 0 ise 


a+ itena(xt+he) +e 


4a” 4a? 
7) 2 
= a(x? r+ FE) + al we 
4a 4a 
2 2 
= a(x? + r+F yee b 
4a 4a 
——— 
iis (« re Ea y aie Bu kisma C deyin 


au2>+C (u = x + (b/2a)) 


Kuadratik Formil a #0 veax*+bx+c=0 ise, 


y= Vb? — 4ac 


2a 


dir. 


Geometri 


Alan, cevre ve hacim formiilleri : (4 = Alan, B = taban alam, C = cevre, S = yanal alan 
veya ylizey alam, V = hacim ) 


Ucgen Benzer Ucgenler Pisagor Teoremi 
ZS 
b a 
a’_b'_e¢' 
a boc etbh=c 


E.9 Temel Cebir, Geometri ve Triganometri Formiilleri EK-31 


Paralelkenar Trapezoid Cember 
a 
b C =2ar 
b 
A=bh 
7 AG + bh 
Paralel Tabanli Herhangi bir Silindir veya Prizma Dik Dairesel Silindir 


: 
ET Gn Eh 


Herhangi bir Koni veya Piramit 
—- 


Al 


V= 5Bh 


Trigonometri Formiilleri 


Tanimlar ve Temel Ozdeslikler 


Sintis: sin @ = os = 
Cosiniis: cos@ = < = 
Tanjant: tang = a 


V=nrh 
S = 2arh = Yan alan 


Dik Dairesel Koni Kiire 
1_ 
V= gah V=$0r,8 = 40° 


S = mrs = Yan alan 
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Ozdeslik 

sin (—0) = —sin@, cos(—@) = cosé@ 

sin? @ + cos?9 = 1, sec?@=1+ tan?6, csc?6 = 1 + cot?@ 
sin20 = 2sin@cos6, cos20 = cos*@ — sin’ @ 

ree 1+ cos a Gere 1 —- cos 26 

sin(A + B) = sinAcosB + cosAsinB 

sin(A — B) = sinAcosB — cosA sinB 

cos (A + B) = cosAcosB — sinA sinB 

cos (A — B) = cosAcosB + sinA sinB 


tan A + tanB tan A — tanB 
tan (4 + B) = 1 — tan A tan B’ tan (A — B) = 1 + tanAtanB 


sin( 4 — ) = —cos A, cos(4 _ z) = sind 


sin( 4 + ) = cos A, cos(4 + ) = —sin A 


sinA sinB = Fos (A — B) 


Fos (A + B) 


Fos (A B)+ Scos (A + B) 


cos A cos B = 


sin A cos B = sin (A — B)+ sin (A + B) 
. ees 1 

sinA + sinB = 2 sin 5 (A + B) cos 5 (A — B) 
a 1 1 

sinA — sinB = 2 cos 5 (A + B) sin (A — B) 


cosA + cosB = 2cos 5 (A + B) cos 5 (A — B) 


cosA — cosB = 2 sin 3 (A + B) sin$ (4 — B) 


Trigonometrik Fonksiyonlar 
Radyan Olcii 


= 6 veya G=5 


180° = 7 radyan 


E.9 Temel Cebir, Geometri ve Trigonometri Formillleri 


Tanim Kiimesi: (—c0, 0) 
Deger Kiimesi: [—1, 1] 


Tanim Kiimesi: 77/2’nin tek tamsay1 kati 


Tanim Kiimesi: (—x0, 00) 
Deger Kiimesi: [—1, 1] 


y = secx 


Tanim Kiimesi: x 4+ a + 37 


Derece Radyan 
45 

V2 1 V2 

45 90 
1 1 
30 
2 V3 2 V3 
60 90 
1 1 


Es iki tiggenin derece ve radyan cinsinden 
acilari 


disindaki biitiin reel sayilar 2 . 


Deger Kiimesi: (—29, 20) 


y =cscx 


Deger Kiimesi: (2, -1] U1, 2) 


>< 


y =cotx 


L 3a Ar 


7 
2 Dp (7) 


Tanim Kiimesi: x # 0, +7, #277,... 


Deger Kiimesi: (2, -1] U[1, ~) 


T 
NIyq 


Tanim Kiimesi: x #4 0, +7, +27,... 


Deger Kiimesi: (29, 2) 
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CEVAPLAR 


BOLUM 1 
Boliim 1.1, sayfa 7-8 


1. 0.1, 0.2, 0.3, 0.8, 0.9 veya 1 
3. (a) Dogru olmasi gerekmiyor (b) Dogru (c) Dogru (d) Dogru 
(e) Dogru (ff) DoSru- Ss (g) Dogru_—— (h) Dogru 
5 = 2 ———-1—__> 
2 
xs 5 5/4 * 
9. xs -4 -13 7 
————— 
ll. x< -$ -6/7 
1 9 7 25 
13. +3 15. a) 17. 6° 6 
19. =2,<.x% <= 2 o> x 
2 2 
21. -2=t+t=4 —e——-—: 
-2 4 
23. l<y< ve 1 11/3 
25. 0=z= 10 = —,. 
2 2. 10 140 —————@— 
27. 7 <i eS 5°35 te eS 35 10/35 14/35 
29. (—0oo, =2] U (2, oo) — s+... 2 
31. (—o~, 0) U (2, ~) ——S—S— 
33. (—0oo, —3] U[I, ~) ——_— 
35. (-V2, V2) 37. (-3, -2)U (2,3) 39. (1,3) 
41. (0,1) 43. a= 0 herhangi bir negatif reel say1 


best deepens 


2 


Boliim 1.2, Sayfa 16-19 


1. 
de 


2,-4,2V5 3. -4.9, 0; 4.9 
Merkezi orijinde olan V3 yaricapli gember ve ici. 


5. Birim gember 


11. 


13. 
15. 


17. 


23. 


29. 
31. 


33. 


m ah y 
= 3 
> x 
m , tanimsiz. y 
1 
1 1 Nf >x 
+ of 1 2 
(ayjx=—-l (b)y = 4/3 
@x=0 () y=-V2 
== ~_*, 23 aoe 
yrur-x 19. y= 5° 5 21. y 4x t 6 
2 
y=-9 2. y=4x+4 27, y= —sxt1 
y=-S4+12 


2 
x-kesim noktasi = 4, y-kesim noktasi = 3 


y 


3x + 4y = 12 


x-kesim noktasi = V3, y-kesim noktas1 = 2 


y 


Vix -Viy=V6 


C-1 


C-2 Baliim 1: Cevaplar 


35. Evet. Dogrular diktir, ciinkii eZimler, —4/B ve B/A birbilerinin 
carpmaya gore terslerinin negatifidir. 

37. (3,-3) 39. (—2, —-9) 

41. x7 +(y- 27 =4 43. (x +1 + (y 


y y 


5) = 10 


(xt 1)? +(y-5)=1 


(0, 8) 


es 
45, (x + V3 + (y+ 2) =4 47. (x + 2) + (y- 2) =4 
y y 
(3.0) * (+2) +(y-2) =4 i) 


53. 


A V(2, 4) 


573 y 59. y 


> x 


(0, -5) 


61. Merkezi orijinde olan V7: yarigapli gemberin dis noktalar 

63. Merkezi (1,0 )’da olan 2 yarigapli cember ve igi 

65. x7 +" = 1 ve x7 + y = 4 cemberleri arasinda kalan bélge 
(Orijinden uzakliklar 1 ile 2 arasinda olan noktalar) 

67. Merkezi (0, —3 )’ta olan 3 yaricapli gemberin icinde, y = —3 
dogrusunun tist tarafinda kalan noktalar. 

6% (x+2P4+(-1P <6 Wexerty? <2, x= 1 


% (eve) Cye-¥a) 
(! ame = 5) (! eae +s) 
m (ena) Gae$) 


» (-“) G2") 


75. 


? 


2° 2 2° 2 
81. (a) ~—2.5 derece/ing (b) ~ —16.1 derece/ing 
(c)~ -8.3 derece/ing 83. 5.97 atm 
85. Evet: C = F = —40° 


91. 
1,4) 


Clipe 


; E 
i of (2,0) 5 
i 

as 


“ob 


(-1, -2) 
93. k= —-8, k= 1/2 
Boliim 1.3, Sayfa 26-28 


1. D:(—~%, co), R:[1, 00) 
5. D:[—2,2], R: [0,2] 


3. D: (0,00), R: (0, co) 


7. (a) x’in fonksiyonu degildir, giinkti bazi x degerlerinin iki y 
degeri vardir. (b) x’in bir fonksiyonudur, ciinkii her x igin 


tek bir olasi y vardir. 


9. (a) Hayir (b) Hayir 


1 
1 1 1 1 1 1 1 > 
-4 3 2 -1 1234 
t 


21. (a) xin her pozitif degerine 


kargilik iki y degeri vardir. 


y 


In| =x 


x Osx<l 
f(x) = 
2-x, 1<x<2 


ie) 


(c) Hayir 


(d) (0, 1] 


g(x) = Via] 


(b) Her x # 0 degerine kar- 
gilik iki y degeri vardir. 


25. 


27. 


29. 


31. 
33. 
35. 


39. 


Boliim 1: Cevaplar C-3 


¥ 
x, 0Osx=!l 
@ = {5,5 (2223 
2, Osx<1 
0, lsx<2 
(b) f(x) = 2 247<3 
0, 35x54 
=X; =) 770 
oat 0<x<1 
—tx+3, l<x<3 
5X, —2 = x= 0 
(b) f(x) = 4 -2x +2, O0<xS1 
=; Lx s 3 
(a) (—2, 0) U (4, co) 


(a) 0<x<1 (b)-1<x<0 

Evet 37. V=x(14 — 2x)(22 — 2x) 

(a) Asil cemberin cevresi 87 oldugundan ve uzunlugunda bir 
parca kesildiginden 


87 — x x 
ers 27 = ae 


() b= Vi6— = V lone 


t..% (8a—x)°V 16ax — x? 
(@) V= x arh = ° 
3 24m 


Boliim 1.4, Sayfa 37-38 


. (a) Dogrusal, cebirsel, 1. dereceden polinom 


(b) kuvvet, 
cebirsel (c) rasyonel, cebirsel 

(a) rasyonel, cebirsel (b) cebirsel 
(d) logaritmik 

ayj~h bf Og 


Orijine gére simetrik 


(d) iistel 
(c) trigonometrik 


Azalan: —co < x < 00 


C-4 


9. Orijine gore simetrik 


11. 


13. 


15. 


19. 
29. 


Baliim 1: Cevaplar 


y-eksenine gore 


Artan: -0o <x <0 ve0 <x <co 


simetrik 
Azalan: -- <x=0 
Artan: 0 = x <co 


Artan: —co <x < oo 


Azalan: - <x=0 
Artan: 0 S x <0 


1 1 1 1 
8642 | 2 
Cift 21. Cift 
Ikisi de degil 


1. 
ye(cexy3 
A 
11 _ty x 
4 6 8 
23. Tek 25. Cift 27. ikisi de degil 5. 
7. 
9. 


31. (a) Grafik, y’nin x ile orantili oldugunu desteklemektedir. 


Oranti sabiti dogrunun egiminden tahmin edilir ve 0.166 dir. 


y 


10 y =0.166x 

8 

6 

4 

2 

0 i 1 1 >x 

0 20 40 60 
(b) Grafik, y’nin x! * ile orantiht oldugunu desteklemektedir. 


Oranti sabiti dogrunun egiminden tahmin edilir ve 2.03 tiir. 


y = 2.03x!/7 


Lot. © -.. 1.12 © 


SCeRNWAUDANIDWLO 


L 2 
>x 


me 
w 
~~ 
n 


33. (a) AY 1.1 (b) & & 0.059 
35. (a) oy 

10 

9 e 

8 e 

Azalan: 0 = x < co / e ° 

5 e 

4 e 

3 . = 

2 e 

IF e 

i 1 i i 1 1 i i i 1 >x 
of 123 45 678 9 10 
(b) k © 0.87 


(c) x= 13 ile y= 0.87% kullanarak y = 11.31 buluruz. 


Boliim 1.5, Sayfa 45-48 


2-00 <x < 00, Dgix21, Rp: -KW <y< oO, 
Rg: y = 0, Drrg = Dp-g = Dg, Rpg: y = 1, Rpgiy = 0 
2-00 <x < 00, Dg:-W~O <x< O&, Ry: y = 2, 
Rei y 21, Dp: -WO <x < C, Rye: 0<y S 2, 

Dep —-O <¥< OO, Rog iy 2 1/2 


(a) 2 (b) 22) (ec) x7 +2 = (d) x7 4+ 10x +22) (e) 5 
(f) -2. (g) x +10 (h) x* — 6x7 + 6 
4 4 4 2 1 \2 
@ 5-3 w4-s w(-s) @G4,) 
1 1 
©) 4x? — 5 a (4x — 5)? 


(a) f(g()) 
(e) gA(F@)) 


(b) j(g()) © g(g@)) 
(f) AG(F())) 


(d) jG) 


11. 


13. 


15. 
17. 
19. 


23. y= Vx + 081 


g(x) f(x) f° g(x) 
(a) x —7 Vx x—7 
(b) x + 2 3x 3x + 6 
(ce) x? Ve=5 Vxr — 5 

x x 
O41 bagel . 
@ ie x 
© 5 ¥ x 


! 1 
(a) f(g) =./¢ + LeU) = aa 
(b) Dyog = (0, ©), Deer = (—1, &) 
(c) Rreg = (1, ©), Reor = (0, ©) 


@y=-G+7" ©) »=-@-4) 
(a) Konum4 = (b)Konum1 = (c)Konum2 = _(d) Konum3 
(x +2? 4+ (vy +37? =49 UW yt1l=(e+1P 


y 
A 2 2 
x+y" =49 


A > X 


(x +2)? +(y +3)? =49 


Baliim 1:Cevaplar C-5 


31. 


35. 


39. 41. , 
43. 
47. 
49. (a) D:[0,2], R: [2,3] (b) D: [0,2], R:[-1,0] 


>< 
> 


7 - 
y=fx)+2 
y= f@x)-1 


tv 


> x 


C-6 


(c) D: [0, 2], 


(e) D:[—2, 0], 


y=f(xt2) 


Baliim 1: Cevaplar 


R: [0,2] 


R: [0, 


1 


(g) D:[—2, 0], 


51. y = 3x? — 3 
2 
57. y=,/4—- ve 
61. y 
A 
ab 


R: [0, 


65. 


(d) D 


y 
A 


1k 


: (0, 2], 


R:[-1,0] 


y=—f@) 


So 


>x 


-[1,3],R:[0, 1] 


0 


(h) D: 


[-1, 1], 


y 
A 


R:[0, 1] 


oh 


y=-faxt +1 


x -1 0 1 
1 
Ti 55. y= V4x +1 
2x 
1 — 27x7 
63. y 
A 
5L 
4b 
3k 
; y=(x—-1) +2 
(ieee em es ean Ka Se Le ee 
—3 -2 -1 12345 
_ 
A 


69. 


73. 


77. 


, 
A 
6b 
Ab 9x7 + 25y? = 225 
! 1» 
—6 
-4k 
i L 
-6 
y 75. y 
A 
4b 3,2 2_ IF 
x" + (y— 2)" =3 
1 1 1 i 1 >x 
= ae 2 3 
f i 1 iE > 
23 = 2°" ~4b 307-1)? + 2(y +2)? =6 
2 2 
(x +4)  (v- 3) 
t =1 = Merkez: (—4, 3 
16 + 9 (—4, 3) 


Asal eksen (—8, 3) ve (0, 3) noktalari arasindaki dogru pargasi- 
dir. 


A 
10 
+4" (y-3) | 8b 
— + 9S 1 
6L 
fii Ly 
10 -8 -6 -4 -2 2 
2b 
79. (a) Tek (b) Tek (c) Tek (d) Cift (e) Cift 
(f) Cift (g) Cift (bh) Cift (i) Tek 
Boliim 1.6, Sayfa 56-58 
1. (a) 87m (b) 237 my 3. 8.4 in. 
5. 0 =i — 21/3 0 a/2 3/4 
sin 0 0 ee 0 1 ee 
V2 
1 1 
cos 0 =1 = 1 0 =—S 
2 <5 
tan 0 0 V3 0  TANIMSIZ -1 
cot@ TANIMSIZ Vi TANIMSIZ 0 aA 
5 
sec 0 -1 =2 1 TANIMSIZ -V2 
csc TANIMSIZ -——2= TANIMSIZ 1 V2 
5 


7. cosx = —4/5, tanx = — 


9. sinx = a ae =-V3 


3 


11. sinx = cosx = 


13. Periyot 7 


y 
A 


-1 


17. Periyot 6 


25. Periyot 4, y-eksenine gore 
simetrik 


>t 


a i 
se ey Le 


| 
ee ae ee 
| 
N 
| 


39. —cosx 41. —cosx 


Boliim 1: Cevaplar 


3/4 _ 
47. 2 eZ 49, 2 a 55. c = V7 © 2.646 
59. a = 1.464 
. A 1 
1 
7 
23. Periyot 7/2 orijine gére 65. (a) 37. (b) 365.~—s (c) SaZal01 = (d)-:- Yukari 25 
simetrik 
| | Boliim 1.7, Sayfa 66-68 
| | s = cot 21 1. d) 3. d) 
i) | 5. [—-3, 5] X [-15, 40] 7. [-3, 6] X [—250, 50] 
| | 2 fa) ax 4x3 + 15 4 fyex° 5x44 10 
-—t Tv T Pe 
1 \2 
1 \ 
1 oy 7 
| | 
1 1 1 
1 on 
29. D:(—©, oo), 
R:y=-1,0,1 
54 
yelaing| | p=dinw 9. [-3, 3] X [-6, 6] 11. [—2, 6] X [-5, 4] 
-20 .@.-1 iLJess 2n y 
. ? . ; at ial 5 fx) = xV9 —x? aL 
1 4 3 y=2x- 3x23 
: L 
2 2 
1 1 
1 Nf >x 
45 
6 72 pasa 
43. 4 45. 
yave) 


C-7 


C-8 Baliim 1: Cevaplar 


13. [—2, 8] X [—5, 10] 15. [—3, 3] X [0, 10] 27. [—1007, 1007] x [—1.25, 1.25] 


y Be 
t reom (3) 
y=cos (zp 
1.0 50 


10h 
9 
8 
7 
6 
5 4 
4 yele-l| 
3 
2 
| ee Jot | 1 y+ 
5-4-3 -2-1 12345 
19. [—4, 4] x [0, 3] — 
y 29 -2.2| x [-0.25, 0.25] 
3.0 2 yax+ sh sin 30x 
25L fe) = 2542 
20 xt 
JK 
o5b 
a prea 
21. [—10, 10] x [—6, 6] 23. [—6, 10] < [—6, 6] 
s ; 31, ‘ 
6 f(x) = Oa NS + 6 (x+ 1)? + (y—2)7 =9 
: Ax? — 10x 2 
4 
1 
ace a 
-4 
-6 
33. ; 
2 f(x) =—tan 2x 
T 7 
25. - Feo ig| x 125,125) XN | 
¥ 2 1 2 3 > x 
A 
1.0 
y =sin 250x 
>x 35. y 


* f(x) = sin 2x + cos 3x 


37. y 
A 
4-e 
3L . 
° 
QE . 
5 
L ° 
a_i fa 
soreseweseteens, 2 3 4 «5 6 
° 
. 
2b eo. i 
3b VOT 
por. Ay 
39. y 
A 
e 8h 
° 
° 
7h 
© y=xLx] 
6E 
i 3 
7 4b é 
% 
ea 
% aL 
rh / 
ee ee NL poi | 1 yy 
-5 -4 -3 -2 -l 12 3 4 
-1b 
2b 


41. (a) y = 1059.14x — 2074972.23 


(b) m= 1059.14; tazminatin her yil artacagi miktardur. 


(c) 


y 


50,000 + 


1 1 1 1 Ls 
1985 1990 1995 2000 2005 


(d) $53,899.17 
43. (a) vy = 0.0866x? — 1.9701x + 50.0594 


(b) 


(c) Hiz, 72 mil/sn ise, yaklasik durma mesafesi 367.50 ft dir. 
Hiz, 85 mil/sn ise, yaklasik durma mesafesi 522.67 ft dir. 


! >x 
20 40 60 80 100 


Boliim 1: Cevaplar 


(d) vy = —140.4121 + 6.889x 


1 
oo * 


Hiz, 72 mil /sn ise, yaklasik durma mesafesi 355.60 ft dir. 
Hiz, 85 mil /sn ise, yaklagik durma mesafesi 445.15 ft dir. 
Kuadratik yaklasim denklemi daha iyi uyar. 


Problemler, Sayfa 69-70 


1x=-2 Litt ps 
-6 -4 2 0 2 4 


3. KS 6 


ee ee ee ee ee ee 
0123456789 


x 


5. -8,6 7x<-—lveyax>5 9. (0,11) 
11. Hayir, uzunlugu ayn olan iki kenar yoktur, dik olan iki kenar 


yoktur. 
13. y=3x-9 16.x=90 
20 
21. y= 3 3 23. y 


2 
25. 4 = mr’, C = 2anr,A a 
Air 


7y=2 19. y= —-3x+3 


27. x = tan 0, y = tan’ 


29. Orijin 31. Higbiri 33. Cift 35. Cift 37. Tek 


39. Hicbiri 


41. (a) T.K.: biitiin reel sayilar (b) D.K.: [—2, 00) 


43. (a) TK.:[-4,4] (b) DK.DK.: [0, 4] 


45. (a) T.K.: bitin reel sayilar 
47. (a) T.K.: biitiin reel sayilar 


(b) D.K.: (—3, 00) 
(b) DK.: [-3, 1] 


49. (a) T.K.:(3,0) (b) DXK.: biitiin reel sayilar 
51. (a) T.K.:[-4,4]  (b) DK.: [0, 2] 


l-x, OsSx<1l 
53. f(x) = i 


% Lees 2 


i. 2 


W/Vxt2+2 


(c) x,x #0 


57. (a) (f° 2G) = =4.2 = -2, 2° PG) = V4—2? 
(b) (f °g)’nin T.K.: [-2, -%), (g 0° f)’nin T.K.: [-2, 2] 
(c) (f °g)’nin D.K.: (-e%, 2], (g 0 f)’nin D.K.: [ 0, 2] 


C-10 Baliim 2: Cevaplar 


59. Yeni grafigi y-eksenine gére simetrik yapmak igin, x < 0 olan 
kismin yerine, x > 0 olan kismin ayna simetrigini koyar. 


y 


61. Degistirmez. 

63. Yeni grafigi y-eksenine gore simetrik yapmak igin, x > 0 olan 
kismin ayna simetrigini ekler. 

65. y < 0 olan kism1 x-ekseninden yansitir. 

67. y <0 olan kismi x-ekseninden yansitir. 

69. Periyot 7 


y=cos 2x 


-1 


71. Periyot 2 


il y=sin mx 


73. y 


75. (a) a=1 b= V3 (b) a =2V3/3 c= 4V3/3 
7. (a) a= hess 


79. ~16.98m 81. (b) 47 


Ek Alistirmalar, Sayfa 71-72 


1. (a) y (b) y 
A A 
3b 3b 
0, 2. pe 
ee y=fCx) 
1 Ch 9) [ et Ce ” ! KY oe 
3 G ie 4 + wx 

r J v=-fo) 

3b 3b 
(c) y (d) Y y=3fe-2)-2 


3h (2, 4) 
y=-2f(x+ 1 +1 


(-4, 1) 


3. Evet. Ornegin: f(x) = 1/x ve g(x) = 1/x veya f(x) = 2x ve 
g(x) =x/2 veya f(x) = e* ve g(x) = Inx 
5. f(x) tek ise, g(x) = f(x) — 2 tek degildir. Her x igin f(x) = 0 
degilse, g(x) gift de degildir. f ciftse, g(x) = f(x) — 2 de cifttir. 
7. y 
|x| + [yl] =b+x 
1 >x 
“2 
9. V2 11. 3/4 13. 3V/15/16 27. -4<m<0 
BOLUM 2 


Boliim 2.1, Sayfa 81-84 


1. 


(a) Yoktur. x, 1’e sagdan yaklasirken, g(x) 0’a yaklasir. x 1’e 
soldan yaklasirken, g(x) 1’e yaklasir. x 1 iken, g(x)’in biitiin 
degerlerinin yaklastig1 tek bir Z sayisi yoktur. (b) 1 (c) 0 
(a) Dogru (b) Dogru (c) Yanlis 

(d) Yanlis (e) Yanlis (f) Dogru 

x, 0’a soldan yaklasirken, x/|x| —1’e yaklasir. x, 1’e sagdan yak- 
lasirken, x/|x| 1’e yaklasir. x 1 iken, fonksiyon degerlerinin 
yaklastigi tek bir L sayisi yoktur. 

Bir sey sdylenemez 9. Hayir; hayir; hayir 


11. (a) f(x) = (x? — 9)/(x + 3) 


(©) lim, f(x) = ~6 


x 3.1 3.01 3.001 3.0001 | —3.00001 |} —3.000001 
f(x)| —6.1 6.01 6.001 6.0001 | —6.00001} —6.000001 
x 2.9 | —2.99 | —2.999 | —2.9999 | —2.99999|) —2.999999 
F(x) 5.9 | —5.99 | —5.999 | —5.9999 |} —5.99999| —5.999999 


13. (a) G(x) = (x + 6)/(x? + 4x — 12) 
x |-5.9 —5.99 —5,999 —5.9999 
G(x) | —.126582 | —.1251564 | —.1250156 | —.1250015 
—5.99999 | —5.999999 
—.1250001 | —.1250000 
x | -61 -6.01 —6.001 —6.0001 
G(x) | —.123456 | —.124843 | —.124984 | —.124998 
—6.00001 | —6.000001 
—.124999 | —.124999 
(c) lim G(x) = 1/8 = —0.125 
15. (a) f(x) = (x — 1)/(x |-1) 
x 1.1} —1.01 | —1.001] —1.0001] —1.00001} —1.000001 
f(x)} 2.1) 2.01) 2.001} 2.0001] 2.00001] 2.000001 
x 9} -.99] —.999] -—.9999]} —.99999} —.999999 
f(x)} 1.9} 1.99] 1.999} 1.9999} 1.99999] 1.999999 


(c) lim fe) =2 
17. (a) g(0) = (sin @)/0 


@ |al Ol 001 | .0001 | .00001 | .000001 
g(8) | .998334 | 999983 | 999999 | .999999 | 999999 | .999999 
0 al 01 001 | —.0001 | -.00001 | —.000001 
g(8) | 998334 | 999983 | .999999 | .999999 | 999999 | .999999 
li =1 
lim, g(9) 
19. (a) f(x) = x!/0™ 
x |9 99 999  |.9999 | .99999] .999999 
f(x) | 348678 | 366032 | 367695 | 367861 | .367877 | .367879 
=.) a 1.01 | 1.001 | 1.0001 | 1.00001 J 1.000001 
f(x) | 385543 | 369711 | 368063 | 367897 | .367881 | .367878 
lim, f(x) © 0.36788 
21.4 23.0 25.9 27. 7/2 29 (a) 19 (b) 1 
31. (a) —4 oy -3¥3 33,. 1 


C-11 


Boliim 2: Cevaplar 


35. Grafikler basim sirasinda kayabilirler, o yiizden tahminleriniz 
bunlarla tam uyusmayabilir. 


(@) [ PQ, | PQ) | POs | POs eet 
a 146 149 150 Uygun birimler m/sn’dir. 
(b) ~ 50 m/sn veya 180 km/sa. 
37. (a) y (b) ~ $56,000/yil 
- /. 
200 (c) ~ $42,000/yil 
= 100 
Z 
0 1 i 1 >x 
90 91 92 93 94 
Yil 
39. (a) 0.414213, 0.449489,(V1 +h -—1)/h (db) g(x) = Vx 
l1+h Ll 1.01 1.001 1.0001 
Vith 1.04880 | 1.004987 | 1.0004998 | 1.0000499 
(V1 +h -— 1)/h | 0.4880 | 0.4987 0.4998 0.499 
1.00001 | 1.000001 
1.000005 | 1.0000005 
0.5 0.5 
(c) 0.5 (d) 0.5 
Boliim 2.2, Sayfa 89-91 
1-9 3.4 5-8 7.5/8 9.5/2 11.27 13. 16 
15. 3/2 17. 3/2) 19. 1/10 21. -7 23. 3/2 25. —1/2 
27. 4/3 29. 1/6 31.4 33. 1/2 35. 3/2 
37. (a) Boliim Kurali = (b) Fark ve Kuvvet kurallari 
(c) Toplam ve Sabitle Carpim kurallari 
39. (a) —10 (b) -20 (ce) -1 (dd) 5/7 
41. (a) 4 (b) -21. (@) -12)— @) -7/3 
43.2 45.3 47. 1/(22V7) 49. V5 
51. (a) Limit l‘dir 53. c = 0,1, —1; c =0'da limit O’dir. 1 ve 
—I’de ise limit l’dir 55. 7 57. (a) 5 (b) 5 
Boliim 2.3, Sayfa 98-101 
1.6=2 { 1 J>x 
1 5 7 
3. 6= 1/2 (— jx 
-112 -3 -12 
eS ie. 2g — 
4/9 1/2 4/7 
7.6=01 9%85=7/16 11.86=V5-2 13. 5= 036 
15. (3.99,4.01), 6 = 0.01 17. (—0.19,0.21), 6 = 0.19 
19. (3,15), 6=5 21. (10/3,5), 6 = 2/3 
23. (-V4.5,-V3.5), = V4.5 —2 0.12 


. (V15,V17), 6 = V17- 4 0.12 


C12 


Baliim 2: Cevaplar 


0.03 , , 0.03 _ 0.03 
27. (2 mae om ) 6 ni 
1 ¢ ¢ I c 
31. L=—-3, 6=0.01 33. L=4, 6 = 0.05 
35. L=4, 6=0.75 


55. [3.384, 3.387]. Giivenli olmasi ic¢in, sol u¢ nokta yukari, sag u¢ 
nokta asagi yuvarlanmistir. 
59. x, 3’e yaklasirken limit yoktur. 


Béliim 2.4, Sayfa 111-114 


1. (a) Dogru _(b) Dogru ss (ec) _Yanlis (d) Dogru (e) Dogru 
(f) Dogru (g) Yanlis (h) Yanlis (i) Yanlis (j) Yanlis 
(k) Dogru (I) :- Yanlis 
3. (a) 2,1 (b) Hayrr, lim, f(x) lim f(x) (© 3,3 
(d) Evet, 3 ani we 
5. (a) Hayir (b) Evet,0 (ce) Hayir 
7. (a) (b) 1,1 (ce) Evet, 1 
9. (a) D:0SxS2,R:0<yslvey=2. 
(b) (0,1)U(1,2) ()x=2 (d) x=0 
Vier, 0<x<1 
yey 1, I<x<2 
A 2, y= 
2F e 
nn 
0 1 2 = 
uw. V3 13.10 «15. 2/V5 17. (a) 1 (b) - 1 
19. (a) 1) (b) 2/3) 21. 10 «23. 3/4 «25.2 = «27. 1/2 
29.2 31.1 33. 1/2 35. 3/8 37. (a) -3 (b) -3 
39. (a) 1/2 (b) 1/2 41. (a) -5/3— (b) — 5/3 43. 0 
45. —1 47. (a) 2/5 (b) 2/5 49. (a) 0) (b) 0 
51. (a) 7) (b) 7 53. (a) 0) (b) 0 55. (a) —2/3 
(b) —2/3 57.0 591 61.%~ 69. 1 
73. 5 = e°, lim Vx —5=0 
77. (a) 400 (b) 399 (e) Limit yoktur. 
79, 1 81. 3/2 83. 3 
Boliim 2.5, Sayfa 122-123 
1. CO) 03. —CO) —§, —00-— 7, CO FDL (a) © (Bb) — 080 
11. c© 86613. ©) «615. —c—:'17. (a) ~~ (bb) — 


33. 


(c) —cO ~—(d) © 19. (a) —0 
(d) 3/2. 21. (a) -co-— (b) 1/4 
(e) Itwillbe—co. 23. (a) —00 
(b) © = =(c) © —=—(d) © 


(b) co 
(c) 1/4 
(b) co 


(c) 0 
(d) 1/4 
25. (a) ©O 


35. 


37. 


39. 


4 


— 


43. 


Bir olasi durum 


A 


-l 


> xX 


\ 
' 
10 
\ 
' 
\ 


Bir olasi durum 


WhheEsicecsekeececeeu es 


45. 


51. 


57. 


59. 


61. 


Boliim 2: Cevaplar 


Bir olasi durum 


y 


h(x) =~, x #0 
|x 


(a) Her pozitif B reel sayisina karsilik, 
Xy —6 <x <x +6 kosulunu saglayan her x igin f(x) > B 
olacak sekilde bir 6 > 0 sayisi vardir. 
(b) Her negatif —B reel sayisina karsilik, 

Xo <x < xg +6 kosulunu saglayan her x icin f(x) <—B 
olacak sekilde bir 6 > 0 sayisi vardir. 
(c) Her negatif—B reel sayisina karsilik, 

Xy— 6 <x < Xq kosulunu saglayan her x igin f(x) <—B 
olacak sekilde bir 6 > 0 sayisi vardir. 


y=secx+ i 
s x 


—ml2<x< 1/2 


ye=tanx+ + 


a 1 
‘ 2b wir yet 
x 

1k f 


-nl2<x< 1/2 


> X 


C-13 


C-14 


63. 


Baliim 2: Cevaplar 


Béliim 2.6, Sayfa 132-134 


I 
3. 
7. 


21. 


27. 
29. 
33. 
37. 
63. x 
65. 


Hayir; x = 2’de stireksiz; x = 2’de tanimsiz. 

Stirekli 5. (a) Evet (b) Evet (c) Evet  (d) Evet 
(a) Hayir (b) Hayr 9.0 = 11. 1, kaldirilamaz; 0, 
kaldinlabilir 13. x=2disindaherx 15. x=3,x=1 

harig herx 17. Herx 19. x=0 disinda her x 

n herhangi bir tamsay1 olmak iizere, n7/2 harig¢ her x 23. n bir 
tek tamsayi olmak tizere, n/2 harig herx 25. Herx = —3/2 
Her x 

0;x=7'de stirekli 31. 1; y= 1de stirekli 

V2/2; t=O0'da stirekli 35. g(3) = 6 

fl) = 3/2 39. a = 4/3 
1.8794,—1.5321,—0.3473 
1.7549 67. x © 3.5156 


2 2 


69. x ~ 0.7391 


x 


Béliim 2.7, Sayfa 140-141 


1. 
5. 


Py: m, = 1, Po: mz = 5 
y=2x +5 


3. Py: my = 5/2, Po: m. = —1/2 


9. 


11. 
13. 
15. 


17. 


19. 
25. 
29. 
37. 
43. 


y= 12x + 16 
i 
X 3 
y=12x+16 Seer 
>x 
C2, 
m=4,y—5 = 4x — 2) 
m= —2,y — 3 = —2(x — 3) 
m = 12,y — 8 = 12(t — 2) 
m= ny 2= E(x 4) 
m=-10 21.m=-—1/4 23. (—2,-5) 
y=-(x+1),y=—-(&- 3) 27. 19.6 m/sn 
67 31. Evet 33. Evet 35. (a) Hicbir yerde 
(a) x=O0'da 39. (a) Hicbiryerde 41. (a) x=17de 
(a) x =0'da 


Problemler, Sayfa 142-143 


1. 


11. 


x =—-1 de: Jim, _ f(x) = Jim, _ f(x) = 1, dolayisryla, 
‘im. fe) = L = H 1); x =—I de siirekli. 

x =0’da sim, roe jim f(x) = 0, 
fois tim, F(x) = = 0. Ancak, f(0) # 0,0 
yuzden f, x = “O'da sureksiz. Stireksizlik, f(0), 0 
olarak tanimlanarak kaldinlabilir. 

x =I1de iim _ f(x) = —lve Jim f(x) = 1, 


ceeere lim f (x) ote Fonksiyon x = I’de 


sirelesizdie 5 ve er kaldirilamaz. 


y= f(x) 
—— 
>x 
(a) -—21 (b) 49 ()0 @d1 (el (f)7 
1 
(g) -7 (hb) 7 5. 4 
(a) (—09, +00) —(b) [0,00) —(e) (— 2, 0) ve (0, 00) 
(d) (0, 00) 
(a) Yoktur (b) 0 
1 1 2 
2 13. 2x = 15. —4 17.2 190 21. 5 23. 0 
—oo0 «6.27.0 29.1 31. Her iki durumda da hay1r, ciinkit 
lim f(x) yoktur ve Jim, f(x) yoktur. 
: (by ‘1324717957 


Ek Alistirmalar, Sayfa 144-146 


3. 0; soldan limite gerek vardr, giinkii v > c igin fonksiyon 
tanimsizdir. 5. 65 < ¢t < 75; 5°F civarinda 

13. (2) Bo (bb) A OC) A OA 

21. (a) lim, ra) = 0.5, lim ,7+(a) =1 
(b) lim, r_(a) yoktur, 


25. 0 27.1 29. 4 


lim r(a) = 


BOLUM 3 
Boliim 3.1, Sayfa 155-159 
; 2 1 2 
1. —2x,6,0,-2 3. 2 rare 
3 3 1 3 5 1 
5. 7. 6 9, ———__ 
2V30° 23 2° 9/2 (2t + 1)? 
11. ie Ha Der 13. 1 — 2° 15. 3¢7 — 24,5 
| 
17. DET y— 4 x(x — 6) 19% 6 
=I = 
21. 1/8 23. 25. 27.b 29. d 
/ (x + 2) (x — 1)? 
31. (a) x=0,1,4 (bd) y' 


—8-6-4-20[ 2 4 6 8 


33. y’ 


35. lim,9- f(x) = 0 iken lim,_»- f’(x) = 
x = 0'da tiiretilemez. 

37. lim,_,,;+ f’(x) = 2 iken lim,_,)- f’(x) = 
x = Ide tiiretilemez. 


1 oldugundan, f(x), 


1/2 oldugundan, f(x), 


39. (a) -3 <x<2 (b) Yok (c) Yok 
Al. (a) -3 <x <0,0<x<3 (b) Yok (c) x=0 
43. (a) -l<x<0,0<x<2 (b)x=0 (Cc) Yok 


45. (a) vy = —-2x (ec) x <0,x =0,x > 0 
(d) -cOo<x<0,0<x<@w 


49. 
51. 
53. 


55. 
57. 


C-15 


Boliim 3: Cevaplar 


>Xx 


(ec) x #0,x = 


0, yok 
y’ = 3x? asla negatif olmaz. 


(d) —-c~O <x < ©, yok 


Evet, y + 16 = —(x — 3) (3, —16)’da tegettir. 
Hayir, y = |x| fonksiyonu tiirevlerin ara deger 6zelligini sagla- 
maz. 


Evet, (—f)'(x) = -(f'(x)) 


g(t) = mt ve A(t) = t, lim = 


g(t) 
= m, olur ve bunun da sifir 
0 A(t) 


olmasi gerekmez. 


Béliim 3.2, Sayfa 169-171 


dy d’y 
1. dx = a ew) =-—2 
2, 
3. & = 1572 — 1544, FS = 307 — 6023 
dt : dt 
dy . d*y 
5, ae 4x I, 8x 
4, dw 6, 1dw_18 2 
° dz 3 "2? dz Zz 3 
dy d 
9. — = 12x — 10 + 10 es 12 — 30x 4 
IX 
ig ao a2 SE 2 5 
“ds 353 25? ds? g4 53 
13. y’ = —5x* + 12x? — 2x - 3 
1 -19 
15. y' = 3x7 + 10x +2 17. y' = 
f 7 ai x? A (3x — 2) 
x2 
_ +x+4 dv _ t'—2t-1 
Be Be + 057 ‘ad (+P) 
, faa Wee 1 —3/2 
3. 1) = 25, = 5 + Oe 
27. y! —4x3 — 3x? + 1 
7%? = 102 +x + 1)? 
29, y! = 2x3 — 3x — Ly" = 6x? — 3,y"” = 12x, y4 = 12, 
y™ = 0forn = 5 
31. y= 2x — Ix, y" = 2+ 14> 
dr ET yn 
33. Up = 30 is 120 
dw = =) d°w = 3 
35. ae Zz 1; iE aa 
37. dp _ 13 5»@P_1_ 1-4 ~6 
q 


C-16 Baliim 3: Cevaplar 


39. (a) 13. (b) -7. (©) 7/25 (d) 20 

Al. (a) y= = 4: 3 (b) m = —4’de (0, 1) 
(c) y = 8x — 15,y = 8x + 17 

43. y=4xyy=2 4.a=1,b=1,c=0 

47, (a) y= 2x +2, (©) (2,6) 


49. P'(x) = nay,x"~! + (n — V)ay—yx" 2 +++ + 2ayx + ay 
51. Bu durumda Carpim Kurali Sabitle Carpim Kurali olur; 
dolayisiyla ikincisi Carpim kuralinin 6zel bir durumudur. 
d 
53. (a) a (uvw) = uvw' + uv'w + u'uw 
d — ' i a 
(b) dx (uy uz u3 ug) = Uy, U2Uu3zuU4 =F Uy, U2QU3U4 =F Uy, U2QU3U4 +E 
UU U3 U4 
d — ' ' 
(c) de (uy vy Un) = Ug U_—{Un TF Up UQ* + U_—2Wy— Uy + 
eee UU2 +++ Up 


dP nRT 2an? 


55. = T 
ave (V-nby V3 


Boliim 3.3, Sayfa 179-183 
1. (a) —2m, —1 m/sn 
(c) t = 3/2 sn’de de yon deSisir 
3. (a) -9m,—3m/sn (b) 3 m/sn, 12 m/sn; 6 m/sn?, 
—12 m/sn? (ce) Yénde de@isiklik yok 
5. (a) -20m,-5 m/sn (b) 45 m/sn, (1/5) m/sn; 140 m/sn’, 
(4/25) m/sn? (c) Yonde degisiklik yok 
7. (a) a(1)=— 6 m/sn’, a(3) = 6 m/sn* 
(b) v(2) = 3 m/sec (c) 6m 
9, Mars: ~ 7.5 sn, Jupiter: ~ 1.2sn 11. g,=0.75 m/sn? 
13. (a) v=-32t,| v | = 324 ft/sn, a =-32 ft/sn’ 
(b) t~3.3sn (c) v ~-107.0 fi/sn 


15. (a) f(=2,4=7 (b) 35156 
(¢) (d) 
|u| (m/sn) a i 
4 ~ dt 
3 ooo 
2 
1 
Pi gop sp i i iy; 
> 1 (sn) $L12345678910 
=? — 
-3-0—o 


17. (a) 190 ft/sn (b) 2sn (ce) 8 sn, 0 ft/sn, 
(d) 10.8 sn, 90 ft/sn (e) 2.8 sn 
(f) en biyiik ivme atistan 2 sn sonradir. 
(g) sabit ivme 2 ve 10.8 sn arasindadir, —32 ft/ sn’, 


19. (a) 4/7 sn,280cm/sn (b) 560 cm/sn, 980 cm/sn’, 


(c) 29.75 isik/sn 

21. C=konum, 4=hiz, B=ivme. 

23. (a) $110/makine (b) $80 (ce) $79.90 

25. (a) b'(0) = 10" bakteri/sa (b) 6’(5) = 0 bakteri/sa 
(c) b'(10) =—104 bakteri/sa 


(b) 3 m/sn, 1 m/sn; 2 m/sn’, 2 m/sn? 


27. 


31. 


33. 


t 


dy dy, . iad ; 
(a) rT ad 1 (b) an en biiytik degeri, t= 12 iken, 


0 m/sa’tir. nin en kiiciik degeri, t = 0 iken, —1 m/sa’tir. 


(c) 


t=25 sn 
Ss 
A 
600 L s = 200r- 1677 
400 
500 4 — 200-321 
ca 
-200 
dt 


(a) t= 6.25 snikenv=0, (b) 0 =t< 6,25 iken v > 0, cisim 
yukari gider. 6.25 <¢ = 12.5 iken v < 0 cisim asagi gider. (c) 
t= 6.25 sn de cisim yon degistirir (d) (6.25, 12.5]’te hizlanuir, 
(0, 6.25)’te yavaslar. (e) cisim ¢t = 0, t = 12.5 ug noktalarinda 
ft/sn ile en hizh hareket eder, t = 6.25’te hiz 0 iken en yavas 
hareket eder, (f) = 6.25 sn iken s = 625 mde dir ve en uzaktadir. 


Ss 


2 
s=P-6° +7 


6+ V15 


(a) ¢= ~~ sn._ ikenv=0 


as 


(b) 3 < iken v < 0 cisim sola gi- 
der, 
Giecg OE VO cre iken v > 0 ci- 


sim saga gider, 


35. 


6+ V15 


0 $= 15) U (2, s+ v's) te yavaslar. 


(e) cisim t=0 ve t= 4’te 7 birim/sn ile giderken en hizh; 
6+ VI5 
7-3 


_ 6+ VI5 
3 


(cj t= 3 sn’de cisim yon deSistirir. 
(d) (os 2) U € + nas af hizlanir, 


sn’‘de en yavasttr. 


Oe iken cisim s * —6.303‘de ve orijinden en 
uzaktadir.. 
(a) 135 snsiirer (b) Ortalamahiz = at _ a ° _ 


5/73 ~ 0.068 furlongs/sn (1 furlong = 201 m) (c) Ortalanmis 


bir fark oramt kullanarak, atin hizi yaklasik olarak, (Boliim 3.4, 

AF 4-2 _2 1 
Pun a6 ak 06 
(d) At, son furlongta en hizli kosar (9. ve 10. furlong isaretleri 
aras1) bu furlong sadece 11 sn surer ve bir furlong igin en kisa sti- 
redir. (e) At, en gok birinci furlongta hizlanir (0 ve 1 isaretleri 
aras1) 


= 0.077 furlongs/sn 


Béliim 3.4, Sayfa 188-190 


1. -10 —3sinx 3. ese xeotx = 7 5. 0 
x 

ee D 

7s se 9. 4tanxsecx — csce?x 11. x? cosx 
(1 + cotx) 

2 —2 csc tcott : 

13. sec t—1 15. 5 17. —0(0cos@ + 2sin@) 
(1 — esc ft) 

19. sec csc 6 (tan@ — cot 0) = sec*@ — csc? 
21. sec?g 23. sec?q 25. (a) 2esc*>x — csc x 


29. 


(b) 2 sec? x — secx 


31. 
35. 


37. 
39. 
45. 
47. 


C-17 


Boliim 3: Cevaplar 


Evet,x=7a'de 33. Hayir 


CE} G1) 


a/2 ae 
(a) y= —-x+a/2+2 (b) y=4- V3 
QO 41. -1 43.0 
—\2 m/sn, V2 m/sn, V2 m/sn’, V2 m/sn* 
c=9 49, sinx 


Béliim 3.5, Sayfa 201-205 


1. 
7. 


9. 


11. 


13. 


15. 


17. 


19. 


25. 


27. 


31. 


35. 


37. 


12x? 3. 3cos(3x +1) 5. —sin(sinx) cosx 
10 sn? (10x —5) 
dy dy du 
_ F 5 - 4, _ 1)4 
u=(2x+ l)jile y = u tae = aa de 5u*+2 =10(2x + 1) 
dy dydu 
= [ayy + eres ee = 
u=(1-(x/7))iley=u’: ae ade 
8 1 x a 
(De (e9) 
dy dy du 
_ 2 / ‘ -)) 5 4. 
u=((x~-/8)+x—-(1/x)) ile y =u eae ag ae 


1 x? i\ fz 1 
(3 t 14 ) =4( Xx )( t 1 4 ) 
4 x? 8 x 4 x? 


=t il a epe a 
u=tanx iley a de de 
(sec u tan u)(sec? x) = sec (tan x) tan (tan x) sec” x 
dy dy du 
oe : Sy 2 = 
u=sinxile,y = u>: ee 3u“ cos x 
3 sin’ x (cos x) 
1 4 ; csc 8 
reer 21. = (cos3t— sin5¢) 23. Se cand 
2x sintx + 4x? sin? x cosx + cos*x + 2x cos x sinx 
4x + 3)(4x +7 
(x — 2)8 1 ( )°¢( 7 ) 
(x + 1) 


af, . : 
x (« 3) 
Vx sec2(2Vx) + tan(2Vx) 33 


a = —2 sin (6) sin 20 + 26 cos (20) cos (67) 


2 sin 8 
“(1 + cos 0)? 


ta 2 


a Gorne a) 
dt \a(e + 1)? Viti 


C-18 


. 2msin(at — 2)cos(mt— 2) 41 


Baliim 3: Cevaplar 


8 sin (2r) 
“(1 + cos 22)° 


. —2cos (cos (2t — 5))(sin (2t — 5)) 


_ (1+ (35) (aaa) (a2) 


47 ste. 4g. © (1 (1 z) 
; V1 + cos (t*) “ - iy 
51. 2csc*(3x — 1)cot(3x— 1) 53. 5/2 55. —-7/4 57. 0 
59. (a) 2/3. (b) 27 +5 =(c) 15-827 = (d) 37/6 (e) —1 
() V/2/24 (g) 5/32. (h) -5/(3V/17)— 61. 5 
63. (a) 1) «6((b) 165. (aA) Y= ax t+2—-—aT~ (b) 7/2 
67. x 69. y 
aL x +y°=1 
+t 
t= 7/2 t=0 
+ LK 7 4 Sx 
aan 


73. y 


[ y=2x+3 


> X 


pb 
we 
ab 


~x 


75. y TT: y 
» A» 
3k 
O<1< a2 
too) y=Vi-2 
NS 
N 
N 
\ 
peal 1 >x 
-1 0 1 
79. (a) x = acost,y = —asint,0 StS 27 
(b) x = acost,y =asint,0 Sts 27 
(c) x = acost,y = —asint,0 =t= 47 
(d) x = acost,y=asnt,0 Sts 47 
81. Olasi cevap:x = —1 + 54y=—-3+44057r=51 
83. Olasi cevap:x = 7? + ly=4t=0 
85. Olasi cevap: x = 2 — 34,y=3 —- 44,t= 0 
da 
87. y= —x +2 7 =-V2 


?, 2 
dx t=7/4 


1 dy 
89. p=xt+—-, 2, 
4 V dx? | =1/4 
d°y 1 
91. y=x-4, = 
- dx? t=-1 2 
ne 
aol ; dx? t=7/2 
95. Hizi, ivmeyi ve itmeyi sirastyla 2, 4 ve 8 ile carpar. 
97. v(6) = 2m/sn (6) = — Ae m/s 
107. (1).» 2x t= 0'da y = 2x, t= m’de y =—2x 
Boliim 3.6, Sayfa 211-213 
9 Que 7 2 
15x94 3, 5. 7. —(2x + 5)3? 
4 3x2/3 2(x + 6)? ( ) 
2 
je 1 ds _ 2 sn 
(x? + 1)! dt 7 
dy 4 -5/3 2/3 
19 (BES) cont ar aS) 2") 
=1 
6. f(x) = —— 
4Vx(1 — Vx) 
—2xy — y? 
17. 4'(6) = —2(sin26)(1 + cos26)23 19, SY 
3 x° + 2xy 
31 1 — 2y 33 2x3 + 3x2y — xy? + x 
“2x + 2y—- 1 . xy x+y 
2 
—cos = 
25.1 27. cos’y 29. oT 
y(x + 1) 
= Vr —r 
31. , i 33. ai 35. r 
a fl\_ I 0 
ysin(}) cos(}) xy 
2 
, x AP oe “y —* 
37. y py 5 
2 2 
,> #+t1 2, yo @e 1) 
39. y y? 3 
Vy 1 
41. y’ — : y" — 
Vy ti aVy + 13 
43. -—2 45. (-2,1):m = —-1,(-2,-1):m=1 
siya »SuStya 22 
47. (a) v= 4% > (b) 3 zx t 7 
49. (a) v=3x+ 6, (b) Yrr3xts 
fa cee eae 
51. (a) YF gh Ta, (b) y= 6 6 
2 2 
Ss. @ yoqfeem. War a rs 
55. (a) y=2ax—20, (b) y=—-e + 
i y : ¥ 247 Qt 
57. Noktalar: (— V7, 0) ve (W7, 0), Egim: —2 


59. 


(“3 ¥3) ta m= 1 (“3 +) dam = 18 


4° 9 4°2 
27. igre _ 27, 
61. (—3,2):m ran 3,-2):m g° (3,2) m 8° 
(3, -2):m= -2 
63. 0 65. —6 67. (a) Yanlis (b) Dogru (ec) Dogru 
(d) Dogru 69. (3, -1) 
5 yt 2y dy x +3 de 
“dx x4 3xy?’ dy y ote 2xy’ dy — dy/dx 
Boliim 3.7, Sayfa 218-221 
dA. dr dV adh dV. dr 
1. dt 2a1 dt 3. (a) ‘7 vol (b) rr 2arhr AE 
dV _ dh , dr 
(c) re ee Qahr di 5. (a) 1 volt/sn 
1 dR 1(dV Vd 
(b)—gzamp/sn OG = 7 (4 a) 
(d) 3/2 ohm/sn, R artryor. 
7. (a) dS _ x dx 
dt ry ye dt 
(vy) 45 = x dx y dy 
dt 24 ye dt) fy24 y dt 
2a 
dt x dt 
dA_1 dd 
9. (a) ie 7 ab cos 07 
dA_1 pd, 1, da 
(b) an 7 ab cos OF 7 sind, 
dA_1 dd .1,.,da,1_. 
(c) a 7 ab cos OF 7 sind, + 7 asin d7, 
11. (a) 14cm’/snartiyor (b) 0 cm/sn, sabit 
(c) —14/13 cm/sn 
13. (a) —12 ft/sn (b) —59.5 fi?/sn (ce) —1 rad/sn 
15. 20 ft/sn 
17. (a) dh/dt=11.19 cm/dak = (b) dr/dt = 14.92 cm/dak 
19. (a) -1/247 m/dak = (b) r = V26y — y?m, 
dr_ 5 
(c) di 288m m/dak 
21. 1 ft/dak, 407 fi?/dak 23. 11 ft/sn 25. 466/1681 L/dak 
ile artryor 27. lrad/sn 29. —5 m/sn 
31. —1500 ft/sn 33. 5/727 ing/dak, 10/3 ing?/dak 
35. 7.linc/dak 37. (a) —32/V/13 © —8.875 ft/dak 


(b) d0,/dt =—8/65 rad/sn, d0,/dt = 8/65 rad/sn, 
(c) d6,/dt =—1/6 rad/sn, d6,/dt = 1/6 rad/sn, 
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Béliim 3.8, Sayfa 231-234 


1. 
9. 


13. 


15. 


17. 
19. 


23. 


27. 


29. 


31. 
33. 
35. 
37. 
43. 


47. 
51. 


53. 


59. 


L(x) = 10x — 13 


1 4 
12% 7° 3 


(a) L(x) =1 (b) L(x) = 2- 2V3 (« #: =) 
#(0) = 1. 


3. L(x) =2 5. 2x 7. —-5 


11. (a) L(x) =x (b) LOX) =a - x 


Ayrica, f(x) =k +x), dolayistyla 
f'(0) = Kdir. Bu, x = 0 da lineerizasyon L(x) = 1 + kx demektir. 
(a) 1.01 (b) 1.003 
me) 
(a aes ) ax 21. pa iy 
2Vx (1 sheet) 


l-—y 
Z dx 25. 2 cos (5Vx) dx 


3Vy +x 2Vx 
(4x7) sec? (=) dx 

pyedcad — 2Vx) cot (1 — 2Vx)) dx 
(a) .41 


(b) 4. (c) 01 
(a) 231 (b) 2 (ce) .031 

(a) -1/3.  (b) -2/5. (ce) 1/15 

dV =4nro dr 39. dS = 12x) dx 41. dV = 2aroh dr 
(a) 0.087 m2 (b) 2% 45.dV ~ 565.5 ing? 


% 1/3 49. % 0.05 


Oran 37.87 dir, dolayisiyla Ay’da yergekimi ivmesindeki bir 
degisim, Diinyada ayn: biyiikliikteki bir degisime gére 38 kat 
etkilidir. 

%3 55. %3 


Problemler, Sayfa 235-240 


1. 


© 2Vi(1 + V1)? 


. 8cos*(1 — 24) sin(1 — 24) 


. —10x csc? (x?) 


5x4 — 0.25x + 0.25 3. 3x(x — 2) 


5. 2(x + 1)(2x? + 4x + 1) 
Ts 
9 


3(@° + sec + 1)? (20 + sec 6 tan @) 
: 11. 2 sec? x tanx 


15. 5(sec f) (sec t + tant) 


COs V20 
V20 


6cos@ + sin@ 


V 26 sin 6 


19. 


safe) 


; 1 ip sec (2x) 16 tan (2x)? — | 


2 
27. 8x? sin (2x?) cos (2x7) + 2x sin? (2x?) 
—@+ 1) l-x -1 


. 336° — — a. 
873 (x + 1) of. 1\? 
2x 1+ x 
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35 


41. 


47. 


51. 


53. 


55. 


57. 
65. 


67. 


69. 


73. 
75. 


Baliim 3: Cevaplar 


a2sind 37. 3V2e +1 39, -9| Se + cose 
(cos @ — 1) (5x2 + sin 2x)5/? 

aoe =3n? = dp 2 

- 43. * . 45. Z 
x 3 4x — 4y'/3 x 

1 dp _ 6q— 4p 
2y (x + 1) “dq = 3p? + 4q 
dr _ = 
me (2r — 1)(tan 2s) 
(a) d’*y = —2xy? — 2x4 () d’y = —2xy?- 1 
a = = 

dx? y dx? x43 
(a) 7 (b)-2 (c) 5/12 (@) 1/4 (12. (f 9/2 
(g) 3/4 
i SOAs: eee. OR 

2 (2t + 1) 
(a) 
>x 
x7,-1<x<0 
fu9=| = eee 
(b) Yes (c) Yes 
(a) 7 x O<x<l 
a pe l<x<2 

1 

(b) Evet (ce) Hayir 


€ 2) 7 (3 -;) 71. (=1,27) ve (2,0) 


1 ! 
—m/2 —7/4 


! . 1 
Td. a 79.4 81. Teget: y = —4r + 4° normal: y = 4x — 2 
< i 7 
83. Teget: y= 2x — 4, normal: yp=r-sxte 


2 2 


| 


85. 


87. 


89. 
93. 


95. 
97. 


107. 


109. 
115. 


117. 


119. 


Seta aoe pest as ae 
Teget: y = ant 6, normal: y = 52 5 
(1, 1):m = -+ (1, -1): m tanimh degil 

_ (V3). ,11 
y 2 )*" 44 


91. B= fnin grafigi, A = f’’niin grafigi 


(a) 0,0 = (b) 1700 tavsan, ~ 1400 tavsan 
—-1 99.1/2 101.4 103. 1 
ae dr dS dh 
(a) a (4arr + 27h) 7 (b) a Qa 7 
dS _ dr, , dh 
(c) 7 (4ar + 2h) ae 2Qur ai 
dr __ __r__ dh 
Qa that 
40 m?/sn 111. 0.02 ohm/sn 113. 22 m/sn 
2 125 / 
= ft/dak 
Qe S54 ©) aa 


(a) 3/5 km/sn veya 600 m/sn_ —(b) is rpm 


T—2 


2 


(a) L(x) = 2x + 


y=secx 


axe 


1 
—7/2— 7/4 


y= -V2x + va(4 = aid 


121. L(x) = 1.5% +05 123. dS = 


125. (a) %4—(b) %8_— (ec) M12 


Ek ve Alistirmalar Sayfa 240-243 


1. (a) sin20 = 2 sin 6 cos 6; 2 cos 20 = 2 sin@(—sin@) + 
cos @ (2 cos 8); 2 cos 20 = —2 sin? @ + 2 cos” 6; cos 26 = 


cos’ @ — sin? @ 
(b) cos 20 = cos*@ — sin? 6; —2 sin 20 = 
2 cos 8 (—sin@) — 2 sin @ (cos @); sin20 = 
cos @sin@ + sin @ cos 6; sin260 = 2 sin@cos@ 
3. (a) a= 1,b=0,¢c ; 


9  5V5 


5. h=—-4,k= 74 5) 
(a) 0.09y = (b) Yilda %1 artmakta 


ml 


9. Yanitlar degisecektir. Asagida bir olasilik verilmektedir. 


v 


>t 


0 
11. (a) 2sn, 64 ft/sn  (b) 12.31 sn, 393.85 ft 


15. (a) m=-2 (b) m=—-l1b=a7 


17. (a) a= +b = 7 19. ftek=> f" cift 


23. h', x =0’da tanimhi, fakat stirekli degildir; k’ x = 0’da tanimli ve 


stireklidir. 


27. (a) 0.8156 ft  (b) 0.00613 sn = (c) _Yaklasik 8.83 dak/giin. 


BOLUM 4 
Béliim 4.1, Sayfa 252-255 


1. x =c)'de mutlak minimum, x = b’de mutlak maksimum 


x =c’de mutlak maksimum, mutlak minimum yok 

x = a’da mutlak minimum, x = c’de mutlak maksimum 
Yerel minimum (—1, 0)’da; yerel maksimum (1, 0)’da 
Maksimum (0,5)’te 11. (c) 13. (d) 

15. Mutlak maksimum: -3; mutlak minimum: — 19/3 


ea YS 


A 
it i i it 1 > 
9 10, 1 & 3 
AF 
ch (3,-3) 
Mutlak 
maks 
a. 
(-2, -19/3) pages 
Mutlak 2x3 
min 7k 


(b) b = cosa,c = sina 


Boliim 4: Cevaplar 


17. Mutlak maksimum: 3, mutlak minimum: —1 


(2, 3) Mutlak 


(2, -0.25) 
Mutlak maks 


a2P pio. . 
y Sage ae 
3F 
47 @ (05,4) 
Mutlak min 


21. Mutlak maksimum: 2, mutlak minimum: —1 


23. Mutlak maksimum: 2, mutlak minimum: 0 


y=V4 _ 2 (0, 2) Mutlak maks 


1 1 > 
(2,0) —l 0 1 
Mutlak 
min Shir 


25. Mutlak maksimum: 1, mutlak minimum: —1 


y 


(77/2, 1) Mutlak maks 


! >0 
m/2 52/6 


l 
—a/2 


y=sin 0,-7/2<0< 57/6 


-I 
(m2, -1) 
Mutlak min 


C-21 


C-22 


Baliim 4: Cevaplar 


27. Mutlak maksimum: 2/ V3; mutlak minimum: 1| 


4 Mutlak maks = Mutlak maks 


(73,2N3) — (27/3,2N) 
12 
OP y cesex 
O8h ae (a2, 1) 
: m/3<x< 27/3 Mutlak 
0.6 
0.4 min 
02 

1 1 i! > 

0 m3 m2 Inf 


29. Mutlak maksimum: 2; mutlak minimum: — 1 


y 
A 
(0, 2) Mutlak 
maks 


y=2-Icl 
-lsrts3 


Mutlak 
min (3,-1) 


31. (0, 8)’de artryor, (—1, 0)’da azaliyor, mutlak maksimum: x = 8’de 
16, mutlak minimum: x = 0’da 0 
33. (—32, 1)’de artiyor, mutlak maksimum. 0 = 1’de 1, mutlak 
minimum: 6 =—32’de -8. 
35. Minimum deger x = 2’de 1 dir. 
41 \, 
st) ‘de 


37. Yerel maksimun: (— 2, 17)’de; yerel minimum: (¢ = 


39. Minimum deger x —1 ve x = 1’de 0’dir. 
41. (0, 1)’de yerel minimum var. 


43. Maksimum deger x = 1’de as minimum deger x =—l’de — a 


2°? 2 
45. 
Kritik nokta | Tiirev Ekstremum Deger 
eee 1251/3 _ 
X= 7% 0 Yerel maks 6 107° = 1.034 
x=0 Tanimsiz | Yerelmin | 0 
47. | Kritik nokta Tiirev Ekstremum Deger 
x=-2 Tanimsiz Yerel maks 0 
x=-V2 0 Minimum —2 
x= V2 0 Maksimum 2 
x=2 Tanimsiz Yerel min 0 
49. | Kritik nokta Tiirev Ekstremum Deger 
x= 1 Tanimsiz Minimum 2 


51. 


53. 


55. 


57. 


59. 


61. 


63. 
69. 


Kritik nokta Tiirev Ekstremum Deger 
x=-l 0 Maksimum 5 
x=1 Tanimsiz Yerel min 1 
x=3 0 Maksimum 5 

(a) Hayir 


(b) x # 2 icin tiirev tanimlidir ve sifirdan farklidir. Ayrica, 
f(2) =0 ve her x # 2 igin f(x) > 0 dir. 

(c) Hayrr, giinkii (—0o, 00) araligi kapali degildir. 

(d) 2 yerine a yazildiginda cevaplar (a) ve (b) ile aynidir. 

(a) 0 =x = 9 mil olmak iizere 

C(x) = 0.3V16 + x? + 0.2(9 — x) milyon dolar. Maliyeti 

minimize etmek icin boru hatti, liman tesislerinden, k1y1 boyunca 

A noktasindan 3.58 mil uzakta olan B noktasina, sonra da kiy1 

boyunca B noktasindan rafineriye seklinde kurulmalidir. 

(b) Teoride, boru hattini liman tesislerinden dogrudan A 
noktasina gotiirmenin mil basina maliyeti p, sonsuz 
olabilirdi (Yani x,’nin sifir olmasi igin). Her p > 0.218864 
igin, C’yi minimum yapacak sekilde, (0, 9)’da daima bir 
vardir. Bu, p > 0 igin daima pozitif olan 


16, 
C" (Xe) = P 


(16 + x,2932 *ye bakilarak ispatlanmistir. 
Xe 


Boru hattinin uzunlugu 0 = x = 10 igin L(x) = V4 + x? + 
V25 + (10 — x) dir. Kiy1 boyunca A’dan B’ye uzaklik 


x = 20/7 ~ 2.857 mil’dir. 


5 mi 


25 + (10x)? 


(a) Maksimum deger x = 2’de, 144. 
(b) Kutunun maksimum hacmi, x = 2 igin 144 birim kiip’tiir. 
En biiyiik olasi alan A (=) = 2 em? 


V2 


67. g,—c’de bir maksimum deer alir. 


U0- 


2g 

(a) f'(x) =3ax" + 2bx +c kuadratiktir dolayisiyla, f’nin kritik 
noktalari olabilecek, 0, 1 veya 2 k6kt bulunabilir. Ornekler: 
f(x) = ex fonksiyonunun x = —1 ve x = 1 de iki kritik 
noktasi vardir. 


+ so 65. Evet 


f(x) =x? — 1 fonksiyonunun x = 0'da bir kritik noktas1 vardir. 


71. 


73. 


f(x) =x° +x fonksiyonunun kritik noktasi yoktur. 


y 


(b) Iki veya hig 

Maksimum deger x = 5’te 11 dir; minimum deger, [ — 
araligindadir ve S’tir; (— 5, 9)’da yerel maksimum. 
Maksimum deger [3, ce) araligi tizerinde 5’tir; minimum deger, 
(-ce ,— 2 ] araligi tizerinde —S’tir. 


ea 


Béliim 4.2, Sayfa 260-262 


1. 


11. 


23. 
27. 


29. 


31. 


(c) 


33. 
37. 


41. 
45. 


1/2 3.1 5. Saglamaz; f tanim araliginin x = 0 i¢ noktasin- 
da tiiretilebilir degildir. 7. Saglar 
(a) 
y —— : 
333 - 
ili) ar : >x 
iv) e e ° e e >x 
0 4 9 18 24 
Yes 25. (a) 4 (b)3 = (ce) 3 
2 3 4 
x x x 
(ay 5 +C (b) 3+ @ atc 


wWete Het see Were sec 
(a) — cos 2 + C (b) 2sin5 + C 


pay a t 2sinZ t C 


2 2 

f(x) =x? —x 35. (0) = 80 + cotd — 27 — 1 
> 1 — cos (a?) 

s=497 +5¢+10 39 5 =—_—— 


s= 164+ 20t+5 43. » = sin(2t) — 3 


T(t), termometrede ¢ anindaki sicaklik ise 7(0) = — 19 °C ve 
714) = 100°C dir. Ortalama Deger Teoreminden, bir 0 < fy < 14 
T(14) — T(0) 


= aa 8.5°C/sn = T'(to) dir, bu deger, 


47. 


51. 


55. 


61. 


C-23 


Boliim 4: Cevaplar 


termometredeki yiikselen civa tarafindan dlciildiigii gibi ¢ = % 
da sicakligin degisim oranidir. 

Ortalama hiz yaklasik 7.667 knots oldugundan, Ortalama Deger 
Teoremine gore yolculuk sirasinda en az bir defa bu hizla gitme- 
lidir. 

Ortalama Deger Teoreminin sonucuna gore: 


ee 

b a _ 1 91 2. b _ 

i-a =~ Oe ( ab ) . 
Ara Deger Teoremine gore f(x), a ile b arasinda en az bir defa 
sifir olmalidir. f(x)’in a ile 6 arasinda iki defa sifir oldugunu 
varsayin. Ortalama Deger Teoremine gore f(x), f(x)’in iki sifin 
arasinda en az bir defa sifir olmalidir fakat aralik tizerinde 
verildiginden bu miimktin degildir. Bu nedenle f(x), a ile b 
arasinda sadece ve sadece bir defa sifir olur. 
1.09999 S f(0.1) S$ 1.1 


Béliim 4.3, Sayfa 266-267 


1. 


3. 


11. 


13. 


15. 


17. 


19. 


(a) 0, 1 ~=(b) (2, 0) ve (1, °)’da artryor. (0,1)’de azaliyor 
(c) x = 0’da yerel maksimum, x = 1’de yerel minimum 

(a) —2,1 (b) (2, 1) ve (J, -)’'da artiyor, (—°, —2)’de 
azaliyor (c) Yerel maksimum yok, x =—2’de yerel minimum 

(a) —2,1,3 (b) (2, 1) ve (3, -)’da artiyor, (—-e°, —2) ve 
(1, 3)’te azaliyor (c) x = 1’de yerel maksimum, x = —2, 3’te yerel 
minimumlar 

(a) —2,0  (b) (-©2, —2) ve (0, c°)’da artiyor, (—2, 0)’da 
azaliyor (c) x =—2’de yerel maksimum, x = 0’da yerel minimum 
(a) (-e°, —1.5)’te artryor, (—1.5, °)’da azalryor (b) Yerel 
maksimum: t = —1.5’te 5.25 (ce) Mutlak maksimum: t = —1.5’te 
5.25 

(a) (—°, 0)’da azaliyor, (0, 4/3)’te artryor, (4/3, o°)’da azaliyor 
(b) x = 0’da yerel minimum (0, 0), x = 4/3’te yerel maksimum 
(4/3, 32/27) (ce) Mutlak ekstremum yok 

(a) (-ce, 0)’da azalryor, (0, 1/2)’de artryor, (1/2, 0°)’da azaliyor 
(b) 6 = 0'da yerel minimum (0, 0), 6 = 1/2’de yerel maksimum 
(1/2, 1/4) (c) Mutlak ekstremum yok 

(a) (—c9, c0)’da azalryor, hig artmiyor (b) Yerel ekstremum yok 
(c) Mutlak ekstremum yok 

(a) (-2, 0) ve (2, e)’'da artiyor, (—s°, —2) ve (0, 2)’de azaliyor 

(b) Yerel maksimum: x = 0’da 16, yerel minimum: x = +2’de 0 
(c) Mutlak maksimum yok, mutlak minimum: x = +2’de 0 

(a) (-ee, —1)’de artiyor, (—1, 0)’da azaliyor, (0, 1)’de artiyor, 
(1, :°)’da azaliyor (b) x = +1’de yerel maksimum (1, 0.5), 
(-1, 0.5), x = 0’da yerel minimum (0, 0) (c) Mutlak maksimum: 
x= +1 de 1/2, mutlak minimum yok 


C-24 Baliim 4: Cevaplar 


21. (a) (-2V2, —2)’ de azaliyor, (—2, 2)’de artiyor, (2V2, —2)'de 
azaliyor (b) Yerel minimumlar: g(—2) = —4, 2(2V2) = 0; 
yerel maksimumlar: g( 2V2) = 0,2(2)=4 (c) Mutlak 
maksimum: x = 2’de 4, mutlak minimum: x = —2’de +4. 

23. (a) (-s9, 1)’de azaliyor, 1 <x < 2 iken artiyor, 2 << x < 3 iken 
azaliyor, x = 2’de stireksiz, (3, °¢)’da artiyor (b) x = 3’te yerel 
minimum (3, 6), x = l’de yerel maksimum (1, 2) (c) Mutlak 
ekstremum yok 

25. (a) (—2, 0) ve (0, ce)’da artiyor, (—ee, —2)’de azaliyor (b) Yerel 
minimum: x = —2’de —6W2 (c) Mutlak maksimum yok, mutlak 
minimum: x =—2’de —6W/2 

27. (a) (—o0, -2/V7) ve (2/7, 00) ‘da artiyor, (-2/V7, 0) 
ve (0, 2/ V7) de azaliyor (b) Yerel maksimum: x = -2V7 ‘de 
24W/2/77/6 = 3.12; yerel minimum: x = 2V7 ‘de 
~24W/2/ 7/6 = —3.12 (c) Mutlak ekstremum yok 

29. (a) Yerel maksimum: x = 1’de 1; yerel minimum: x = 2’de 0 
(b) Mutlak maksimum: x = 1’de 1; mutlak minimum yok 

31. (a) Yerel maksimum: x = 1’de 1; yerel minimum: x = 2’de 0 
(b) Mutlak maksimum yok; mutlak minimum: x = 2’de 0 

33. (a) Yerel maksimumlar: ¢t = —3’te -9 ve t = 2’de 16; yerel 

minimum: t¢ =—2’de —16 (b) Mutlak maksimum: t = 2’de 16; 
mutlak minimum yok 

35. (a) Yerel minimum: x = 0’da 0; 

(b) Mutlak maksimum yok; mutlak minimum: x = 0’da 0 

37. (a) Yerel minimum: x = 27/3’te (a/3) - V3; yerel 
maksimum: x = 0’da 0; yerel maksimum x = 27'de 77: 

39. (a) Yerel minimum: x = 77/4’te 0 

41. Yerel maksimum: @ = 0’da 3, yerel minimum @ = 277’de —3 


y=f) we yefes 
1 1 1 1 
= y=f(x) y=f(x) 


o| 1 a") 1 ol 1 “ol 1 


45. (a) (b) 


47. Yiikseliyor 


Béliim 4.4, Sayfa 274-277 


1. 


y= x? 4x43 


Yerel maksimum: x = —1’de 3/2; yerel minimum: x = 2’de -3, 
(1/2, -3/4)’te biikiim noktasi, (—°, —1) ve (2, -)’da yiikseliyor, 
(-1, 2)de iniyor, (1/2, -%)’da yukar1 konkav, (—, 1/2)’de asazi 
konkav 

Yerel maksimum: x = 0’da 3/ 4, yerel minimum x = +1 de 0, 


3 3 
(- /3, v4) ve (v3. v4) *te biiktim noktalan, (—1, 0) 
ve (1, °¢)’da yiikseliyor, (-co, -1) ve (0, 1)’de algaliyor, 
(—©co, 4/3) ve (V3, oo) ‘da yukari konkay, (2473, V/3)'te 


asagi konkav. 

Yerel maksimumlar: x = —277/3’te —2ar/3 + V3/2: x= = *te 
are) rel. minimumlar; x =-——’t a _N3 

3 °Q > yere umlar: 3 te 3 aa 


x =-217/3’te 27/3 — V3/2; (1/2, —1/2), (0, 0) ve (17/2, 17/2)'de 
biikiim noktalari, (-7r/3, 7/3)’te yiikseliyor, (-27/3, —7/3) ve 
(7/3, 27/3)’te alcaliyor. (-7r/2, 0) ve (7/2, —27/3)'de yukari 
konkay, (-277/3, —7/2) ve (0, 77/2)’de yukar1 konkav. 


Yerel maksimumlar: x = —7/2 ve x = m/2’de 1: x = —27 ve 
x = 27’de 0; yerel minimumlar: x am ve x = am ,de —-1, 


x = 0’da 0, (-7, 0) ve (0, 7)'de biikiim noktalar, (-37r/2, 7/2), 
(0, 2/2) ve (37/2, 22r)'de yiikseliyor, (-27, 37/2), (-7r/2, 0) 
ve (1/2, 37/2)'de alcaliyor, (—27r, —7r) ve (a, 27)'de yukari 
konkav, (—77, 7r)’de asagi konkav. 

y 11. 


> 
>< 


y= 3x43 


3 
2 
1 


13. 


(2,-1) 
2 Yer min 


d, 1) 
i Yer min 


> x 


-1 1 


y 15. y 


(2, 5) Yer maks 


(0, -3) 
Yer min 


y= 2x3 + 6x2 —3 


17. y 


Yer maks 


(0, 0) 
! 1 bs \ 5% 
5 2 
Yer min Yer min 
(1, -1) L | a. -1) 
(-1N3,-5/9) | (13,59) 
Biikiim + Biikiim 
21. y 
aie 7 
Yer maks vax 5x4 
>x 
5 
(3, -162) 
| Biikiim 
(4, -256) 
-300 F Yer min 
y 
25. , 
2° y=xl 
x=0 


dikey teget 


Biikiim 
(0, 0) 3 


y=xtsinx 


(a, 7) 


Maks 
(2a, 277) 


27. 


\1 
(0, 0) 


Sivri 


2a 


ug 


Yer min 


y=2 -.) 


(1, 3/2) Yer maks 


! Ly y 
2 3 
Biikiim 
3 
29. y 31. 
A 
T y=2x- 32/3 
L Sivri ug, yer maks 
(0, 0) 
! | — 
-l 1 5 
-l 
d,-D Biikiim 
Yer min 
[ l 
| 2 
33. y Yer maks 35. 


(2, 4) 


Yer maks 


(212, 0) ! 


1 2 (ayz0) 


Yer min 


y=xV8—- 2 


(-2,-4) 
Yer min 


1 
(0, 0) 1 
Sivri ug 
Yer min 


Ca 


(3, 6) Yer min 


(1, 2) Yer maks 


Baliim 4: Cevaplar 


37. y 


4 3 2 -l Node 23). 4 
Sivri ug 
Yer min 


Yer maks 
(0, 1) 


2 (-1, 0) 
Yer min 


(1, 0) 2 
Yer min 


41. y" =]-— 2 


Yer maks 


Yer min 


Yer min 


x=0 
x=-l x 


45. y” = 3(x — 2)(x + 2) 


Yer maks 


Biikiim x =2 


x=2N3 r= 2N3 
47. y” = 4(4 — x)(5x? — 16x + 8) 
Yer maks 
x= 8/5 
Yer min pe 2N6 


Biikiim 


8—2V6 


5 


x=0 


Biikiim 


49. y”" =2 sec? x tanx 


Biikiim 


51. y” = —F ese? S, 0<0<27 


2 
0=7 


Yer maks 


C-25 


C-26 Baliim 4: Cevaplar 


a re 65. 


53. yp" = 2tan@ sec” 0, — 5) 5) 


d= “3 Yer maks 


Yer min 
67. Nokta y’ y" 
55. y" = —-sint,0 =t = 27 

12t P = + 
2 Yer maks 0) aE 0 
Yer maks ee R + _— 
t=0 = 

Yer min Biikiim 3 s 0 
t= 27 r = = 

2 
Yer min 


x=-l 
Biikiim 
Dikey teget 


59. y" = $x + e578 


73. ~ 60binbirim 75. x=2’de yerel minimum, x = | ve x = 5/3’te 
biikiim noktalan 79. b = —3 


x= 2 


— Biikiim 


Dikey teget B2 
x=0 25, . 
81. (a) (- oy Bo) (b) a > 0 ise yukan konkav, a < 0 


x=1 


ise asagi konkav 


Yer min 
85. y’ = 0 ve y” = 0’1m sifirlari sirastyla ekstremumlar ve bikiim 
x<0 noktalaridir. x = 3’te biikiim noktasi, yerel maksimum x = 3’te, 
x>0 yerel minimum x = 4’te 


y 


63. 


: 87. y’ = 0 ve y” = 071n sifirlart sirasiyla ekstremumlar ve biikiim 
: noktalaridir. x = —\V2 de biikiim noktasi, x = —2’de yerel 
maksimum, x = 0’a yerel minimum 


y 
Yer maks A 


Yer min y'=4x(xF 48) 


y= tx + 16x25 


y"= 16(x> + 2) 


91. 


93. 
95. 


(b) f'(x) = 3x? + k; -12k; k < 0 ise pozitif, k > 0 ise negatif, 
k=O ise 0; k < Oise f’’niin iki sifin, k = 0 ise bir sifin bulu- 
nur, k > 0 ise sifir1 yoktur; Yani, é’nin isareti yerel ekstre- 
mumlarin sayisini kontrol eder. 


(b) tim y’ = © ve lim, y’ = —00 oldugundan bir sivri ug 
x= Ls: 
Evet, y’’niin grafigi —3 civarinda sifirdan ge¢er, dolayistyla y’nin 


—3 civarinda yatay bir tegeti vardir. 


Béliim 4.5, Sayfa 285-292 


1. 


11. 
17. 


19. 


21. 


23. 


25. 


l6ing,4ing X 4ing 3. (a) (x, 1 — x) 


(b) A(x) = 2x(1 — x) () 1/2 birim kare, 1 x 1/2 


1 3S ay, Se. DAO» 
q 8g Sg MG og ie 


7. 80,000 m?; 400 m X 400 m 


(a) Tankin optimum 6lciileri Taban kenarlan 10 ft ve derinlik 
5 ft dir. 

(b) Tankin yiizey alanin1 minimize etmek, verilen bir duvar 
kalinhigi icin agirligint minimize eder. Celik duvarlarin 
kalinliklari yapisal gereklilikler gibi baska diisiincelerle de 


400 
200 


belirlenebilir. 
9 X18ing 13. o 15. hir =8:0 
(a) V(x) = 2x(24 — 2x)(18 — 2x)  (b) Tanim kiimesi: (0, 9) 
iM Maksimum 
1400 L_X = 3.3944487 Y = 1309.9547 
1200 F 
1000 
800 F 
600 E 


1 1 
b 2 4 6 8 


(c) Maksimum hacim, x ~ 3.39 ing iken ~ 1309.95 

(d) V(x) = 24x? — 336x + 864, dolayistyla kritik nokta 
x=7- V13 te dir, bu, (c)’deki sonucu dogrular. 

(e) x =2 ing veyax =5 ing 

~ 2418.40 cm? 

(a) h = 24,w = 18 


(b) ev 


(24, 10368) 
Mut maks 


1 i i 1 1 i 

5 10 15 20 25 30 35 

yari-ktirenin yaricapi r, silindirin ytiksekligi h ve V hacim ise 
3V\'" 3v\? 

oa veh = |= *tiir. 


(c) L © lin. 


27. 


31. 


33. 
37. 


39. 


41. 


45. 
49. 


51. 


59. 


61. (a) 


C-27 


Boliim 4: Cevaplar 


Yarigap = f2 m, yiikseklik = 1 m, hacim =m 


(a) v(0) = 96 ft/sn (b) t=3 sn’de 256 ft 

(c) s=0 iken hiz v(7) =—128 ft/sn dir. 

~ 46.87 ft 35. (a) 6 X 6V3 ing 

(a) t=0.5sn, 1.5 sn, 2.5sn ve 3.5sn iken 10a ~ 31.42 cm/sn 

(b) Durma konumundan 10 cm; hiz 0 dir 

(a) s = ((12 — 122)? + 6417)? (b) — 12 mil, 8 mil 

(c) Hayir (e) 4V13. Bu limit, teker teker hizlarin kareleri 
toplaminin karek6kidiir. 
a ka? c 


(a) Dolap tireticisi bir dahaki dagitrma kadar yeterli malzeme 
bulunmasi igin px birim siparis etmelidir. 
ay) 
(« + 7% ) 


(c) Giinliik ortalama maliyet = 5 =x+t5% 


Xx 
[2d [2pa 
xe = Ds? px* = bir minimum verir. 
s 
(d) Dogru ve parabol as os 


x 2 


a =x*  Dagitimin ortalama giinliik 


iken kesisir. x > 0 igin, 


x> 0, Xkesim | — 


maliyeti, ortalama giinliik depolama maliyetine esit oldugun- 
da giinliik ortalama maliyet minimize olur. 


Frame 


5 Se @ eel 


(a) Minimum mesafe <P ai. 


(b) Minimum mesafe, y = Vx?in grafik tizerinde (3/2, 0) nokta- 
sindan (1, 1) noktasina dir ve bu, mesafenin karesi D(x)’in 
minimum oldugu x = 1 degerinde ortaya ¢ikar. nce squared, 
has its minimum value. 


y De) D(x) = et 2 


C-28 


Baliim 4: Cevaplar 


4Vo, _ 4V3, 
3 > 


(b) a=4iken r= 3° 


r= 5V6 = av 6 ikenr = 2V'6,h = 2V3; 


a=5iken 


3 3 
a= 8iken r = on _ we 
() r= ave veh = ae oldugundan iligki 7 = V2 “dir. 
Boliim 4.6, Sayfa 298-299 
1 5 1 
ee Bee Sig. et Sed We. V2. 13. 41 
15. —1 17. 5 19.3 21. na 23. 5 25.0 27.3 
29. 1 31. (b) dogru fakat (a) degil 
_ 27 - 
33. c= 10 35. —1 
Boliim 4.7, Sayfa 305-306 
1 _~_5 2B 3 _ _ 51 5763 5 _ 2387 
oa ay ap dodge 000 
7. x ve biitiin sonraki yaklasimlar xq’a esit olur. 
9. y 
>x 
—h h 
= Vx ,x20 
2 Vx, x<0 


11. y =x ile y = 3x + lin veya y = x° — 3x ile y = 1’in kesisim 
noktalarinin x-degerleri (i)’deki kéklerle veya (iv)’tin ¢éziimleri 

ile ayn dir. 15. 1.165561185 

17. (a) iki (b) 0.35003501505249 ve —1.0261731615301 
19. +1.3065629648764, +0.5411961001462 21. x ~ 0.45 
23. K6k 1.17951 dir. 

25. (a) Xo =—2 veya xy =-0.8 icin i arttikea x; > —1 dir. 

(b) x) =—0.5 veya xy = 0.25 igin i arttikga x; > 0 dir. 

(c) Xo = 0.8 veya xp = 2 icin i arttikca x; > —1 dir. 

(d) For x9 = =A/21/ 7 veya xo = V21/ 7 igin Newton yéntemi 
yakinsamaz. i arttikca x,’nin degerleri — V21/ 7 ve W/2i/ 7 
arasinda gider gelir. 

27. Cevaplar makinenin hizina bagli olarak degisir 29. 2.45, 0.000245 


Béliim 4.8, Sayfa 314-318 


3 
x 4 
(c) 3 Poa ee 


3 
1. (a) x2 (b) 4 


3. (a) x?) -$x? () ~fx? dl ke yy 


63. 


65. 
71. 
75. 


79. 
83. 


. (a) cos (7x) 


‘ “Sioa a Cc 
. 4secx —2tanx+C 45, 


"278 
« -cotx-—x+C $3. -cos@-@+ C 


ie== gy-2 wats 


3 
. (a) V3 (b) Vx) ave + 2Vx 
. (a x23 by x!B (ee) x8 


(b) —3cosx (ce) — 4 cos (ax) + cos (3x) 


. (a) tanx  (b) 2tan (3) (c) —Ftan (3) 


. (a) —cescx  (b) F ese (5x) (c) 2 esc (=) 


2 2 4 2: 
xo 348 x" _ 5x 
5 texte 1 iy ro 21. 5 7 tate 
ae Ome aeee 3 as 
GP ge Ge Bega Se 


: a? + 354 +C 29, 4y? - 3 yi +C 


eo ee oe ee ears 
t 


Vit 


3 39. 3cotx + C 41. —5csc0 + C 


5 cos 2x + cotx + C 


+C 49, tand+C 


t sin 4t 


d (x. _ 28 25 es _ 
. (a) Yanlis: hk (5 sinx 4 c) sinx + cos x 


2 


F x 
xsinx + “7 COSX 


(b) Yanhs: © ( xcosx + C) = —cosx + xsinx 


(c) Dogru: © ( xcosx + sinx + C) = —cosx + xsinx 4 


cosx = xsinx 


2 3 2 


2(2x + 1) 


(b) Yanlis: £ (2x + 1) + C) = 3(2x + 1)°(2) = 6(2x + 1) 


(c) Dogru:  ((2x + 1)3 + C) = 6(2x + 1)? 


= _ 1 x 1 
(b) 67. y=x° — 7x + 10 6%. y=-y ta 
y=o'F +4 73.5 =t+ sint+4 
= _ _l 41 
r= cos(7@) — 1 77. v = 5 sect 5) 
yexr—-xe+4r41 g1.r=44 2-2 
ypHexr—4°+5 85. p= —sint+ cost+ 0-1 


Boliim 4: Cevaplar C-29 


87. y= 22-50 89, yo x—x43 + 7 a y 


91. y = —sinx — cosx — 2 
93. (a) (i) 33.2 birim, (ii) 33.2 birim, (iii) 33.2 birim (b) Dogru 
95. t = 88/k,k = 16 
97. (a) v = 1007? — 6f'/2— (b) s = 405? — 48 
101. (a) —Vx+C (b)x+C (e) Vx +C 
(ad) -x+C (e)x-Vx+C (ff) —x- Vx +C 


Problemler, Sayfa 318-321 33. (a) x =4’te yerel maksimum, x = — 4’te yerel minimum, x = 0’da 
1. Hayir 3. Minimum yok, mutlak maksimum: f(1) = 16, kritik biiktim noktas1 
noktalar: x = 1 ve 11/3 5.x =0 haric evet 7. Hayir (b) xe4 


Yer maks 


11. (b) bir 
13. (b) 0.8555 996772 19. x =2’de global minimum 


x=0 

Biikiim 

21. (a) t= 0,612 (bs) ¢=3,9 @6<t<12 
(d)0<1<6,12<1< 14 


Yer min 


23. y i 
A 
35. (a) x=0’da yerel maksimum, x =—1 ve x = 2’de yerel minimum, 
x= ( 1+ V7) /3’te biikiim noktalari 
(b) Yer maks 
>x 
x=-l 5 i) 
25. 
37. (a) x = —- V2 ‘de yerel maksimum, x = V2 ‘de yerel 
minimum, x = +1 ve 0’da biikiim noktalari 
(b) Yer maks 
27. y 
A 
500 - (6, 432) 
Yer min 
43. 
y= 
_ — og % 
29. 6 


C-30 Baliim 5: Cevaplar 


45. 


47. 


49. 


51. 
63. 
67. 
69. 
71. 


WSs 


77. 


81. 


85. 


89. 
93. 


5 53.0 55.1 57.3/7 59.0 61.1 

(a) 0,36 =(b) 18,18 65. 54 birim kare 

Yiikseklik = 2, yarigap = V2 

x=5-NV5 yiiz ~ 276 lastik, y = 2(5 — V5) yiiz ~ 553 lastik 
Boyutlar: taban 6 ing? X 12ing, yiikseklik = 2 ing; maksimum 
hacim 144 


4 

xs = 2.1958 2334575, % + 33 5 Hyde 
372 __ 4 ed 

2-40 19.-—=+C 


(7 +197+C 83. #(1 + x4 + ¢ 


S 1 
l0tanz5+C 87. oe V28 + Cc 
1 2210 ne 
yx — sins + C MN. y=x-Z-1 


r= 409? + 4135/2 — 8t 


Ek ve ileri Alistirmalar, Sayfa 322-324 


1. Fonksiyon aralik tizerinde sabittir. 
3. Ekstremum noktalar agik bir araligin uglarinda olmayacaktir. 


5. (a) x = —l’de bir yerel minimum, x = 0 ve x = 2’de bikiim 
noktalari (b) x = 0’da bir yerel maksimum ve x = —1 ve x = 2’de 
yerel x = a biiktim noktalar 


3 


9. Har lle a=1,b=0,c=1 
y= h/2'de delin. 


13. Evet 15. Deligi 


17. ?? rpemmp=— 4 _ > S?2?2MY ? ? 
2(H — R) 
9%. @ 2 ©} OF MO O-} H1 @} 
(h) 3 
c—b ct+b b? — 2be + c? + Aae 
21. (a) Je (b) | (c) rr 
ct+bht+t 
a 
1 1 
23. mo = 1 7 qm ~@ 
25. (a) k = —38.72  (b) 25 ft 


27. Evet,y=xt+C 2%. = 2V2 psi 


BOLUM 5 
Boliim 5.1, Sayfa 333-335 
1. (a) 0.125 (b) 0.21875 (ec) 0.625 (d)_ 0.46875 


3. (a) 1.066667 = (b) 1.283333 = (c)_- 2.666667 
5. 0.3125, 0.328125 7. 1.5, 1.574603 
9. (a) 87ing (b) 87ing 
11. (a) 3490 ft (b) 3840 ft 
13. (a) 74.65 ft/sn (b) 45.28 ft/sn 
31 
16 
19. (a) Ust = 758 galon, alt = 543 galon 

(b) Ust = 2363 galon, alt = 1693 galon 

(c) © 31.4h, © 32.4h 
21. (a) 2 (b) 2V/2 © 2.828 

(c) ssin(Z) ~ 3.061 

(d) Her bir alan cemberin alanindan kiiiiktiir. n arttikca 

cokgenin alani 77’ye yaklasir 


(d) 2.083333 


(c) 146.59 ft 
17. 1 


Béliim 5.2, Sayfa 342-343 


6(1) 6(2) 
"TH1°2417— 
3. cos(1)a + cos(2)a7 + cos(3)a + cos(4)7 = 0 


5. sin in@ 4 in® = V3-2 
- SINT Se 3 2 


4 
1. Hepsi 9b I Sk 2B. St 


k=1 & 2* 
: 1 
15. > (Ir 
k=1 
17. (a) -15 (b) 1 (1 (d-i1l = ( 16 
19. (a) 55 = (b) 385—s (ce): 3025 

21. —56 23. —73 25. 240 27. 3376 

29. (a) (b) 


>< 


(2, 3) 
(2, 3) a 


fx) =x? -1, 
O<x<2 


i 
fwe= x-1, 1 
f 

Sag taraf t 

2F 
1 

f 

\ 


Osxs2 
Sol taraf 


>Xx 
0 Cy Cg=1 cz cy=2 


fix) = -1, 
Osx<2 
Orta nokta 


2b 


> X 


31. (a) y 


fix) =sinx, 
—TSxNST 
Soltaraf «le 


(b) 


¥: 
fix) = sin x, 
—TSxXST 
Sag taraf —— 


> X 


Baliim 5: Cevaplar C-31 


(c) 


y 
fix) =sinx, 
—TSxXST 
Orta nokta 
T T > xX 
7 | C3 a/2 C4 7 
“f 
33. 1.2 
2, 3n-—12 
gt ae is 
a7 12 =" 40 
2n 
DS One 15 
39. 2+ Oe 


Béliim 5.3, Sayfa 352-356 


2 5 sy 
1, [ee 3. f= ay dx s. | dx 
0 -7 2 1-x 
0 
7. / sec x dx 
—7/4 


9. (a) 0 (b) -8— (ce) -12 (dd) 10 (e) -2—= (ff) 16 

11. (5) (bb) 5V3 (c) -—5 (d) —-5 

13. (a) 4 (b) —4_~—s 15. Alan = 21 birim kare 

17. Alan= 97/2 birimkare 19. Alan = 2.5 birim kare 

21. Alan=3 birimkare 23. 57/4 25. b?-— a? = 27. 1/2 

29. 37°/2 31. 7/3 33. 1/24 35. 3a7/2 37. -b/3 

39. -14 41.10 43. -2 45. —-7/4 47.7 49.0 

51. Ax = b/n uzunluklu n alt aralik ve sag ug nokta degerlerini 
kullanarak: 


b 
Area = 3x7 dx = b? 
0 


53. Av =b/n uzunluklu v alt aralik ve sag ug nokta degerlerini 
kullanarak: 


b 
Alan = fava = 6? 
0 


55. ort(f)=0 57. ort(f)=-2 59. ort(f)=1 

61. (a) ort(g)=1/2  (b) ort(g)=1 = (©) ort(g)=1/4 
63. a=0 ve b=1 integrali maksimize eder. 

65. Ust sim = 1, alt sinir = 1/2 


1 I 
67. OrneZin, , | sin (x?) dx = i dx = 1 
0 0 
b b 
69. f(x) dx = t) Odx=0 71. Ust simr = 1/2 


a 


Béliim 5.4, Sayfa 365-368 


iit 23. RY RAR 2S 35 26 
3 
15. —7/4 17. oe 19. —8/3 21. -3/4 


23. V2- W8+1 25.16 27. (cosVx) (=) 


C-32 Baliim 5: Cevaplar 


29. 


37. 


47. 


49. 


51. 


55. 


59. 


63. 
67. 


45 34. V1 + x2 33. -$x sinx 35. 1 


V20 


28/3 39.1/2) 41. 51/4 43. 45, 


dy = +ve yar) = | Lat 3 = —3 oldugundan 


0 
b, y’ = secx ve (0) = j sectdt + 4 = 4 oldugundan 
0 


x 


J t 
y= [i sectar +3 s3.5= f flx)de + 
2 to 


* bh 57. $9.00 


= FF jos dx = f(t) = (5) = f(5) = 2 m/sn 


(b) a = df/dt negatiftir, ciinkii t = 5’teki teZetin egimi negatiftir. 
3 
(c) s= | f(x) dx = 5 (3)(3) = 2m ciinkii integral y = f(x), 
0 


x-ekseni ve x = 3’tin olusturdugu belirlenen tig¢genin alanidir. 

(d) ¢ = 6, cinki ¢ = 6’dan ¢ = 9’a kadar bélge x-ekseninin 
altindadir. 

(e) t=4 ve t=7'de, ciinkt buralarda yatay tegetler vardir. 

(f) t= 6 ile t=9 arasinda orijine dogru, giinkt bu aralikta hiz ne- 
gatiftir. t= 0 ile ¢= 6 arasinda orijjinden uzaga, ciinkti bu ara- 
likta hiz pozitiftir.. 

(g) Saga veya pozitif tarafa, giinkti f’nin 0’dan 9’a integrali pozi- 
tiftir ve bu aralikta x-ekseninin tistiinde, altrnda oldugundan 
daha fazla bélge vardir. 

2x-— 2 65. —3x +5 

(a) Dogru. f stirekli oldugundan, Analizin Temel Teoreminin 1. 
Kismina gore g tiiretilebilir. 

(b) Dogru: g tiretilebilir oldugundan stireklidir. 

(c) Dogru, giinkti g’(1) = f(1) = 0. 

(d) Yanlis, giinkti g”(1) = f’(1) > 0. 

(e) True, since g’(1) = Ove g”(1) = f’(1) > 0. 

(f) Yanlis: g(x) = f’(x) > 0, dolayisiyla g” isaret degistir- 
mez. 

(g) Dogru, giinkii g’(1) = f(1) = Ove g'(x) = f(*)in artan 
bir fonksiyonudur (¢tinkii f’(x) > 0). 


Béliim 5.5, Sayfa 374-376 


1. 
7. 
9. 
11. 
13. 


17. 


—Feos3x + C 3. sec 2t + C 5 =e 2) ee 
= Se eC 

¥ (x? = 1) - Zsin(Qx¥? - 2) +. € 

(a) —} (cot 26) + Cb) ~} (ese? 26) + C 


-7( — 25)? +C 15. 2 (5s +4)? +0C 


-2(1 -P)4+C 19. -4(7 = oy" & C 


21. 


25. 


29. 


33. 


37. 


41. 


45. 


47. 


49. 


51. 


53. 


55. 


57. 
59. 


(-2/(1 + Vx))+ C23. u 


1 
3 


3 
: 
ao 
sec (o+ 


— (cot’y) 
29 
__ sin (1/0) i 


2 


=tan(3x +2)+C 


3 
1 


sin(3z + 4) +C 


4 6 | * 
27. 7 sin (3) +C 


6 
) +C 31. — cos (x3? + lye 


)+e 


4 C 39, —sin (3 = 1) a 


3 
+ 
43, & 


1 


._ 
as 2 cos (2t + 1) 


2s? — 5s + 5)? 
t C 


25 44 
igi +f) cae OF 


1 


2 


24 499/72 ~1p2 4 3 
5 (x T 1) 3 (x T 1) 
6 
a) = TAC. b) - 
w) 2 + tan? x ) 
6 
¢) = iG 
© 2 + tan? x 


esin V3(2r —1P +6+C 


8 =$G? - if =% 


nA 
ll 


nA 
ll 


4t — 2 sin (2 + =) +9 


sin ‘ 


2 


2t — =) + 100¢ + 1 


6m 63. b) 399 Volts 


Béliim 5.6, Sayfa 383-387 


. (a) 14/3 (b) 2/3 
. (a) 1/2 (b) —1/2 
(a) 15/16 (b) 0 
(a) 0 (b) 1/8 
(a) 4 (b) 0 
. (a) 1/6 (b) 1/2 

. (a) 0 (b) 0 


2V3 17. 3/4 19. 35/2 — 
16/3. 27. 2°? = 29, a/2 


. 1 


. 5/6 37. 38/3 39. 49/6 


+ C 
6 


———- + C 
2 + tan?x 


1 21.3 23. 7/3 
31. 128/15 
41. 32/3 43. 48/5 


. 8/3 47.8 49. 5/3 (Ug kesisim noktasi var.) 

. 18 53. 243/8 55. 8/3 57.2 59. 104/15 
4 4 

. 56/15 63.4 65. 3 67. 7/2 69. 2 

. (a) (+Vc, c) (b) c= 42/3 (c) c= 42/3 

. 11/3. 79. 3/4 81. Hicbiri 83. F(6) — F(2) 

. (a) -—3— (b) 3 

.l=a/2 


33. 4/3 


71. 1/2 


Problemler, Sayfa 388-391 


1. (a) yaklasik 680 ft (b) ptt) 


1 1 1 1 t(s 
zs 4 6 zo) 


3. (a) -1/2 (b) 31) =e) 13) (dd) 0 
0 


5 

5. fe -1)"d&=2 7. / cos 5 dx 
1 —T 

9. (a) 4 (b)2) (ce) -2. (d) —27_~—(e) 8/5 


11. 8/3 13.62 15.1 17.1/6 19.18 21. 9/8 


ll 
i) 


Wa 8V2-7 
7 
23. 32 ae > 1 25.4 27. —_ 
29, Min: 4 maks: 0, alan: 27/4 31. 6/5 


35. y= i. (s24) dt—3 37. —4(cosx)/2 + C 
5 


3 
39. 62 +6 + sin(26+1)+C a1. 5 + 


+C 


43. — 5 cos (20/7) +C 45.16 47.2 4% 1 51.8 


53. 273/160 55. 7/2 57. V3. 59. 6V/3. — 2 
61. -1 63.2 65-2 67.1 6% V2-1 
71. (a) b (b) b 


GB. 29F. Te Vapor 79, ; - ; 
x 
83. —V1 + x? 


85. maliyet ~ 10,899 $ alt toplam kullanarak 
87. 600, 18.00$ 89. 300, 6.00$ 


81. Evet 


Ek ve ileri Alistirmalar, Sayfa 391-394 


1. (a) Evet (b) Hayir 
5. (a) 1/4 (b) Wi 


x 3 


7. f(x) = 9 yH=x t2x-4 
x +1 
11. 36/5 
y 
22/3 ri 
2 
1 1 1 >xX 
8 -4 0 3 
y=-4 
1 2 
13. 2 — TT 


>t 


y= sin at 


Boliim 6: Cevaplar 


15. 13/3 


17. 1/2 19. 2/x 
+4 sin4y  siny 23. 1/6 28 fu \d 
: = : . x) dx 
Vy 2Vy 0 


29. (a) 0 (b) -1 () -7 @x=1 
(e) y= 2x +2-—T (x=-l1,x=2 


BOLUM 6 


Boliim 6.1, Sayfa 405-409 
1. (a) A(x) = m(1 — x?) 
(ec) A(x) = 2(1 — x?) 


(b) A(x) = 4(1 — x?) 
(d) A(x) = V3(1 = x?) 


3.16 5. 2 7. (a) 2V3  (b) 8 9 80 
11. (a) s*h)=(b) s*h_— 13. =e 15.4-—7 17. an 


19. 367 21. 7 23. o(S Lge = #) 25. 2m 


C-33 


(g) [—27, 0] 


27.20 29.30 «231. — 20 33. =z 35. ie 
37. a(m —2) 39. “ Al. 8243. 2 
327 87 2247 
45. (a) 8 (b) © 3 @ 45 
167 567r 647 
ig as 
h?(3a — h) 1 
— 7 22}4,-2 
49. V=2a*hr? 51. (a) V= ; () S505 m/sn 
55. V = 3308 cm? 
57. (@yc=2 (b) c=0 
(c) 
a 
Boliim 6.2, Sayfa 414-416 
147 Sar Va 
1. 67 3. 27 5. a Ve 87 9. 6 11. 5 
167 87 4a 
Bae Is vos) Ie ae 


21. u 23. (a) om. (b) an (c) 27 = (d) 2a 


C-34 Baliim 6: Cevaplar 


25. (a) x-ekseni etrafinda: V = “Z. y-ekseni etrafinda: V = 2 cana ve 33. x= a/3,y = b/3 35. 138/6 
37. x =0,y = —- 
, 4 
(b) x-ekseni etrafinda: V = a y-ekseni etrafinda: V = z 
5 4 2 er 
1. OO) Ol @> Baliim 6.5, Sayfa 444-447 
Air 10 24ar 487r 7/4 
29. (a) 15 (b) 30 31. (a) >= (b) ss 1. (a) 2m f tanxV1 + sectxdx (c) 3.84 
0 
om oa 2 
A Tg MP ag 3. (a) 2m f eVI +y4dy (©) ~5.02 
35. Disk: 2 integral, pul: 2 integral, kabuk: 1 integral ; 7 
5. (a) 2m f (3 — VxP?V14+ (1 - 3x? de (©) 63.37 
1 
on ~ 7/3 y 
Bolum 6.3, Sayta 423-424 7. (a) 2a i} ( [ tn rat) secydy (¢) ¥2.08 
1 SMO 3g 5 2h gay 9 3 yy, 123 re 
rr) : i ee 6 a a3 9. 47V5 1b. 3rV5— 13. 9807/81 15. 27 
17. 8—1)/9 19. 35rV5/3 21. 253/20 
13; a 15.2 17. (a) / Vit4aedk (©) ¥6.13 got / 7V5/ my 
7 7 25. 2m f (cosx)V 1 + sin? x dx 
19. (a) i Vi1+cos*ydy (ce) © 3.82 7/2 
27. Her renkten 226.2 litre ismarlayin. 31. 5V2ar 33. 8a 
21. (a) : Vit(yt 1) dy (ce) © 9.29 35. 5277/3 37. 305 41. V = 327,S = 32V 20 
= = __ 2a = __ 4b 
[" 43.47? 45.4 =0,p => 47. ¥= 0,5 = 3- 
23. (a sec x dx c) ~ 0.55 3 
ey ® 49. V2ra(4+3m)/6 51. oa. 


25. Evet, f(x) = +x + C,C herhangi bir reel say1 
27. (a) (1, 1Y'den (4, 2)’ye y = Vx Biliim 6.6, Sayfa 452-455 


(b) Sadece bir. Fonksiyonun tiirevini ve degerini x’in bir dege- 
rinde biliyoruz. 1. 400N-m 3. 4cm, 0.08 J 


29. (a) (b) 7 5. (a) 7238 lb/inc (b) 905 ing-Ib, 2714 ing-lb_ 7. 780 J 
9. 72,900 ft-lb 13. 160 ft-lb 
15. (a) 1,497,600 ft-lb (b) 1sn,40dak (d) 62.26 Ib/ft*te 


Boliim 6.4, Sayfa 434-435 a) 1,494,240 ft-lb b) 1 sn, 40.1 dak 62.59 Ib/ft?"te: 
14f 3. (L/4,L/4) 5. My =8,M=8,5=1 a) 1,502,160 ft-lb b) 1 sn, 40.1 dak 
7. My = 15/2,M = 9/2,% = 5/3 17. 37,306 ft-lb 19. 7,238,229.47 ft-lb 
9. My = 73/6, M = 5,¥ = 73/30 11. Myo = 3,M = 3,%= 1 21. (a) 34,583 ft-lb = (b) 53,483 ft-lb = 23. 15,073,100.75 J 
13. = 0,p = 12/5 15. % = 1,7 = -3/5 27. 85.1 ft-lb 29. 64.6 ft-lb 31. 110.6 ft-lb 
17. x = 16/105,y = 8/15 19. ¥ =0,y= 7/8 33. (a) 325 Sy S 375 ftiginr(y) = 60 50? — (y — 325) 
ee ve 2 (b) AV = m[60 — V2500 — (y — 325)? Ay 
21. x=1,p = —2 23, x%=y= 
ie ai ae eae Te (c) W = 6.3358 107 ft-lb 
25. x = 3/2,y = 1/2 35. 91.32 ing-oz 37. 5.144 x 10!°J 
27. (a) a (b) x= 2,7 =0 
() Biliim 6.7, Sayfa 459-461 


>< 


1. 1684.81lb 3. 2808Ib 5. (a) 1164.81b = (b) 1194.7 Ib 
7. 1309lb 9. 41.61b 11. (a) 93.33 1b = (b) 3 ft 
13. 1035 ft} 15. wb/2 
17. Hayir. Tank tasacaktir, giinkti hareket edebilen ug tank doldugun- 
da sadece 3 7 ft ilerlemis olacaktir. 
mx 19. 4.21b 21. (a) 374.41b  (b) 7.5inc (ce) No 


Problemler, Sayfa 461-464 


Om 2 727 
280 3. 7 5. 35° 


1. 


7. (a) 2m (b) t (©) 12/5 (A) 26n7/5 

9. (a) 8 (b) 10887/15 (ce) 5127/15 

1. 7(3V3 - 7)/3 

13. (a) 167/15 (b) 87/5 (©) 87/3 (Ad) 3207/5 
2807 285 


287 43 10 285 on 
15 Wg 1 210 28 


25. ¥=0,y = 8/5 27. ¥ = 3/2, = 12/5 

29. ¥=9/5,p = 11/10 31. 2872/3 33. 4 
35. 7677/3 37. 4640J 39. 10 ft-lb, 30 ft-lb 

41. 418,208.81 ft-lb 43. 22,5007 ft-lb, 257 sn. 

45. 332.81b 47. 2196.48 1b 49. 216, + 360w» 


Ek ve ileri Alistirmalar, Sayfa 464-465 


1. f(x) = = £ 3. f(x) = VC? — 1x + a, burada C = 1 dir. 


5. ¥= 0,9 = 5-4; (0, 1/2) 


9. (a) ¥ = py = 4a? + ab + b*)/(3a(a + b)) 
(b) (2a/7, 2a/7) 


11. 28/3 13. 15. ~ 2329.6 lb 


17. (a) 2h/3  (b) (6a? + 8ah + 3h7)/(6a + 4h) 


BOLUM 7 
Boliim 7.1, 473-475 


1. Bire-bir 3. Bire-birdegil 5. Bire-bir 
7. D:(0,1] R: [0, ©) 


J 


9. D:[-1, 1] R: [-7/2, 7/2] 


y 


aor 


11. 


13. 
17. 
19. 


21. 


23. 


25. 


27. 


29. 


Boliim 7: Cevaplar C-35 


(a) vy =x dogrusuna gore simetrik 
7 


fil@=Vx-1 15. fl@)= Wet] 
f'@) =Ve-1 

f(x) = We; tanim ktimesi: -CO < x < ©; 
deger kiimesi: —CO < y < 


f \(x) = 5V x — 1; tamm kiimesi: co < x < 00; 
deger ktimesi: -CO < y < 00 
f(x) = = tanim ktimesi: x > 0; deger kiimesi: y > 0 
Vx 
-y) —* _ 3 
@ f@ =%-3 


(b) 


(c) 2, 1/2 
ar Q==)+ 
(b) 2 


Bln 


y=f(x) =—4x4+5 


(c) —4, -1/4 
(b) y 


=oik 


(c) f’nin (1, 1)’deki eSimi: 3; g’nin (1, 1)’deki egimi: 1/3; 
f’nin (-1, —1)’deki e&imi: 3; g’nin (-1, —1)’deki egimi: 1/3 


C-36 Baliim 7: Cevaplar 


(d) y=0, x=Oday =x'e tegettir; x=0, x=O'day = Wyre 65 xVx? + 1 ; x 2 
tegettir, "tel x41 3@4)) 


ah Ril 1 a Lge 2) (1 ae 2x ) 
35. (a) f(x) = x ae x2 41 x x—2 yd 
(b) fin grafisi 1/m egimiyle orijinden gegen dogrudur. 69. (a) Max = Oat x = 0, min In2 atx = 7/3 
37. (a) f- ‘e) = Sx | (b) Max = 1 atx = 1, min = cos(In2) atx = 1/2 and x = 2 
71. Inl6 73. 471In4 = =75. win 16 
77. (a) 6+ 1In2  (b) 8 + In9 
79. (a) x © 144,y © 0.36 
(b) > 


» 


(b) f'(@)=x—b. fin grafisi f’nin grafigine paralel olan bir 
dogrudur. f ve fin grafikleri y = x dogrusunun zit 
taraflarinda bulunurlar ve bu egriden esit uzakliktadirlar. 

(c) Grafikleri birbirlerine paralel olacak ve y = x dogrusunun zit 81. y=x+Inlx| +2 83. (b) 0.00469 
taraflarina, bu egriden esit uzaklikta bulunacaklardur.. 


41. Artan, dolayisiya bire-bir; df~!/dx = gx? ? 


> x 


0 


Béliim 7.3, Sayfa 493-495 


Ss fate aoe I 
43. Azalan, dolayisiyla bire-bir; df-!/dx = — 3% af 1. (a) 72) (b) . (c) 7 
ee a gD 
Béliim 7.2, Sayfa 484-485 =), bh) Oey 
5.2" Te! +40 9 y=2e% +1 
1. (a) a —2In2_ (b) = oe (c) —In2, HW. (@) k=In2— (b) K=(1/10)In2_— (c) k= 1000Ina 
(a) 513 (@) In3 + 5In2  (f) 5 (31n3 — In2) 13. (a) t= —101n3 (by += - 2 (t= 24 
= 2 
a) nS) me 3) WO) 15. 4(Inx)? 17. —5e* 19, —7e-™ 21. xe* 
5. fx 7.2/t 9 —Ife 1. at 13. 3/x 23. x2eX 25. 2e%cos@ 27. 2c * sin(e) 
l-t 0 cos f . 
= 29. 31. I/d +e 33. e 1 — tsint 
15, 2(Int) + (Ine? 17. 8 Inx 19, + t ee! ci! 
t ; ye” cos x 2e* — cos (x + 3y) 
l i 35. (sinx)/x 37. ae 39. 
A. 7 2 8S. 2 con (In) 1 — ye” sinx 3 cos (x + 3y) 
x(1 + Inx) xInx 1 
a 3x +2 2 1 (In 0) 41. 30" —S5e*+C 43.1 45. 82 +C 47.2 
ax(x + 1) #(1 — Int)? ¢ de eC SiemeP eC sie G OC 5B e 
33. au ! 35. 2x In|x| — aie 37. in(3) 57. J ewom +C 591 61. In(1+e)+C 
vet1. 1-2) V2 3 wees 
. ; l 63. y= 1-—cos(e’—2) 65. y= 2(e*4+x)- 1 
39. Injy’— 25] +C 41. In3_ 43. (In2)" 45. in4 67. Maksimum: | at x = 0, minimum: x = In 2’de 2 —2 In 2 
47. Inj6+ 3tant| + C 49. In2 51. In 27 69. x = 1/ Verde alinan 1/(2e) degerinde mutlak maks. 
— x/2 _ 
53. ntl + Va eC Wee a a. 7 , 
75. (a) xix = xX C x*= t+ Inx-—1+0=Inx 
55 (S) vert ps :) Se dx . 
oie ~ +1) 
rere 
57. (5) i “(4 1) - 77. (b) | hata| ~ 0.02140 79. 2.71828183 
2)Nt+ 1 on ah + 13? 
59. V0 + 3(sin (aos 70 43) + cot0 Boliim 7.4, Sayfa 500-502 
; i ‘ 1. (a)7 (b) V2. (75 (2 ©@05 = (f) -1 
61. t(¢ + 1)(t + 2)|> 4 ar + bt 2 
a IF t+ 1 t+ A 3. (a) Vx (b) x2 () sinx 5. (a) ne (b) 3 (c) 2 


63 ae : or 0 ee 
’ @cos8/O04+ 5 po ao 7x=12 9%x=30rx=2 #11. 2*Inx 


13. (2%. \ 15. x7) 17, —\/2.cos6(V2- sing 
2Vs 
19. 7°%(In7)°(sec@tan@) 21. (3 cos 3¢)(2""*) In 2 
1 3 2(Inr) 
— @in2 a5 xIn4 * r(In 2)(In 4) 
-2 
AA eC 7 SCT Tih 
29 Ge Dee 31. sin (log, 6) 7 00s (log7 0) 
1 1 = 1 
33. 75 35. | (loge ae As 
1 x x 1 n t Int I 
39. (x4 me $y + ine 4 ») a vir (8 = 
z x - Inx ee 
43. (sinx)(Insinx + xcotx) 45. (x™*) 
5° 1 1 6 
47. pet C 575 Sle py 53.7.5 55 32760 
(V3+1) Inx)? 
57 ec 59 3V gt, EL (EX) 6 
V3 +1 Inlo\ 2 
‘ am 
63. 2(In2)? 65. ——~ 67. In10_—-69. (In 10) In|Inx| + C 
71. In(Inx),x > 1 on —Inx 75. 21n5 
77. (10°74, 107737] 79. k = 10 
81. (a) 107 (b)7 (ce) 1:1 83. x ~ —0.76666 
85. (a) L(x) = 1 + (In2)x © 0.69x + 1 
87. (a) 1.89279 (b) —0.35621 (ec) 0.94575 (d) —2.80735 
(e) 5.29595 (f) 0.97041 (g) —1.03972 (h) —1.61181 
Boliim 7.5, Sayfa 508-511 
1. (a) —0.00001 (b) 10,536 yil (ce) %82 
3. 54.88 g¢ 5. 59.8ft 7. 2.8147498 x 104 
9. (a) 8yil = (b) 32.02 yil 11. 15.28 yil 
13. (a) Age®? — (b)_:17.33 yil; 27.47 yil 
15. %4.50 17. 0.585 giin 
21. (a) 17.5dak (b) 13.26 dak 
23. —3°C 25. Yaklasik 6658 yil 27. 41 yasinda 


Béliim 7.6, Sayfa 515-517 


1. 


3. 


5. 


(a) yavas (b) yavas (ce) yavas (d) hizh 

(e) yavas (f) yavas (g) aym (h) huzh 

(a) ayn = (b) bizh—s (ce) aym’ —s (d) aym’—s () hizhi 

(f) hizh  (g) yavas  (h) aym 

(a) ayn. =(b) ayn’ = (c) aym—Ss (dd) zh (e) zhi 

(f) aym = (g) yavas = (h) hizh 

d, a,c, b 

(a) yanlis (b) yanlis (c) dogru (d) dogru (e) dogru 
(f) dogru (g) yanlis_ = (h): dogru 


. f’nin derecesi g’nin derecesine esit veya ondan az oldugunda. 


1,1 


© (b) In(e!7%) = 17,000,000 < (e!7%10°)1/10° 


= e!’ = 24, 154, 952.75 
(c) x © 3.4306311 x 10 
(d) They cross at x  3.4306311 x 10! 


23. 
25. 


C-37 


Baliim 7: Cevaplar 


(a) O(n log,n) adim gerektiren algoritma 
Bir sirali arama icin bir milyon, bir ikili arama iginse en fazla 20 
adim gerekebilir. 


Béliim 7.7, Sayfa 530-534 


1. (a) 7/4. (b) —7/3 (©) 77/6 
3. (a) —7/6 (b) 7/4. (ce) — 7/3 
5. (a) 7/3 (b) 37/4 (c) 7/6 
7. (a) 37/4 (b) 7/6 (c) 2707/3 
9. (a) 7/4 (b) —7/3 (©) 77/6 
11. (a) 37/4. (b) 7/6 (c) 27/3 
_ 3 _ _ = 
13. cosa 3° ane 12 sec a 1? ose 5 , cot a 5 
2 1 5 
15. sina = , COS @ ,tana = —2,csca = : 
V5 V5 2 
cota = -5 sens 
17. 1/V2. 19. -1/V3 ry ea 23. 1 
1/3 
AS <2. 
25.-V2 27. 7/6 29. a 31. Voy? = 1 
ae = V9 — 4y? 
33. V1 - x aril Sk as 
x? — 16 
39, ~~ r/2 438. oe /2 45, or /2 
47. 0 as, ae ae. 
M VI- w 
53. 
|2s + 1 +s ae + a + 2x? 
Hl = 1 
Vi-? ° OV + 1) (tan™! x)(1 + x?) 
—e! -1 —2s" 
63. = 65. 67. 0 
Je\V(e')? —1 WVet=1 - 1—s? 
Oiswts Henttae 3a 
7 Aig ve 
1 5x 
75. —=sec'|—=| + C77. 277/379. 77/16 
V2 a 
81. —7/12 83. 5 sin“! 2(r -1+C 
85. V2 ant (S 1) re 87 tect |2= EC 
2 V2 4 a 
89.7 9. n/12 93. Ssin'y? + C 95, sin (x -— 2) + C 
pa (>) 
97. 7 99. tan! (———]} + C101. 277 
2 2 
103. sec! |x + 1)/+C 105. e™'*+C 107. $ (sin G+ 
109. Injtan'y| + C 1. V3-1 113.5 115. 2 
121. y=sin!x 123. y= sec! x oe oe 


a 3X 


C-38 


127. 
133. 


135. 


137. 
139. 


147. 
151. 
153. 


155. 


157. 


Baliim 7: Cevaplar 


6 = cos | (.) = 54,7° 
WA 54.7 
(a) Taniml1; tegeti 2 olan bir agi var. 
(b) Tanimli degil; kosiniisti 2 olan bir agi yok. 
(a) Taniml: degil; higbir agmin sekanti 0 degildir. 
(b) Tanimli degil; higbir aginin sintisti V2 degildir. 
3V5 ft. 
Evet, sin!(x) ve —cos !(x) 7/2 kadar farkeder. 
m/2 149. (a) 77/2 (b) 27 
(a) 0.84107  (b) —0.72973 (ec) 0.46365 
(a) Tanim kiimesi: & bir tamsay1 olmak tizere a + kar seklinde 
olanlar disinda _ biitiin 
—a/2<y< 7/2. 
(b) Tanim kiimesi: -co < x < 00; 
deger ktimesi: -Co < y < 00 
(a) Tanim kiimesi: —co < x < 00; deger kiimesi:0 = y = 7 
(b) Tanim kiimesi: -1 = x = 1; deger ktimesi: -1 = y = 1 
Grafikler aynidir. 


reel sayilar; deger ktimesi: 


Béliim 7.8, Sayfa 542-546 


1. 


3. 


29. 


35. 


43. 


47. 


53. 
61. 
67. 
69. 
71. 


coshx = 5/4, tanhx = —3/5, cothx = —5/3, 

sechx = 4/5, cschx = —4/3 

sinhx = 8/15, tanhx = 8/17, cothx = 17/8, sechx = 15/17, 
eschx = 15/8 


1 x 4x x 
x+y TLe* %e% 13. 2ooshZ 
3 sech? Vt + a 17. cothz 
t 
. (Insech@)(sech@tanh@) 21. tanh?v 23. 2 
1 1 = 
rt . ——— — tanh! 6 
2Vx(1 + x) 1+@ 
a coth Vt 31. —sech!x 33. = 
2Vi a (1)" 
2 
|secx| 41. Hue 


12sinh(3 - in3) +C 45. Minle’? + e%7| + 


tnn(x - 3) +C 49. -2sechVi+C 51. n> 
4 +In2 58e-e! 57.3/4 59. + InV2 
In (2/3) 63. a 65. In3 


(a) sink (V/3) — (b) In(\V3 + 2) 
(a) coth"'(2) — coth 1(5/4) —(b) ;) in(5) 


(a) —sech! 2) + sech ! 5 
1+ V1 (12/13P\ | (1+ V1 4/52) | 
2 n( (12/13) ) | n( (4/5) ) 


-n(3) + In(2) = In(4/3) 


73. 


75. 


(a) 0 (b) 0 


2 2 
6) i) #0) =~ + 0 = fn, it) fe) = 0 + & = por 


mM. 
77. (b) Ve (c) 805 = 178.89 ft/sec 
79. y=sech (x) - V1 —x* 81.27 83. 2 
85. 167 In6 + spon. 
89. (c) a © 0.0417525 = (d) © 47.90 Ib 
Problemler, Sayfa 547-550 
_ 5-5 4x 2sin@cos@ _ 2 
1. —2e 3. xe 5. an aa 2cot@ 7. (ndx 
9. —8“(In8) 11. 18x? 
1 
13. (x + 2)*7(In(@w + 2) +41) 15, -———— 
V1 - uw 
-1 = t 1 
17. 19, tan “(t) + = s- 
V1 — x? cos! x @ 1+ 2 
te eely 93 
an 
Q(x? + 2) 2x 
25. + tan 2x 
Vcos 2x Lx? + 1 
t+ 1\(¢-1)P 
ays ( ) ) i ie cd 1 1 
(¢-2)\(t+3)] [t+1 ¢-1 ¢-2 ¢+3 
29. tga gyva( mY sind + @cot 7 31. —cose* + C 
Vo qe 
Smale Se B.e eC 3 
39. In8 = 41. In (9/25) = 43. —[In|cos (In v)|] + C 
45. —5(Inxy? + C47. ~cot(1 + Inr) + C 
1 52 
49. m3 0 )+C 51.3In7 53. 15/16 + In2 
55.e-1 57.1/6 59. 9/14 
1 3 3 7 3 9 In2 
61. 3 | (in4) — (In2) Jor (In 2) G Scn 
67. 7/V3 69. sec! |2y|+ CTL. w/12 
73. sin’ (x +1) +C 75. 2/2 77. psec! 141) ate 6 
—_ _In2 aan eee _ 1 
79. y= in/2) 81. y=Inx—-In3 83. y fe 
85. In10 87. In2 89.5 91. -co 93.1 95. & 
97. (a) aymioran (b) aynioran§ (c) dogru (d) dogru 
(e) aynioran (f) ayni oran 
99. (a) dogru _ (b) yanlig_ = (c) yanlis = (d) dogru (e) dogru 
(f) dogru 
101. 1/3 
103. x = e/2’de mutlak maksimum = 0, x = 0.5’te mutlak minimum = 0.5 
105. 1 107. 1/em/sn 
109. 1/2 birim = uzunlugu-—s 1/VVe___birim _yiikseklikte, 
A=1/N2e ~ 0.43 birim? 
111. In5x — In3x = In(5/3) 113. 1/2 


115. (a) x=e7de 2 /e degerinde mutlak maksimum 


117. 18,935 yil 


(e8, (8/3)e 4), (e8, (8/3)e*7)'te biikiim noktas1, 
(e8/, 00) ‘da yukari konkay, (0, e*/3)’te agai konkav 


(b) x= 17de 0 degerli mutlak maksimum, (+1/ V2, 1/ Ve) sde 
biikiim noktalan, (—00, —1/°V2) U (1/2, 00) "da yukani 
konkav (—1/ 2,1 / V2)'de asa konkav 


(c) x =0’da 1 degerli mutlak maksimum (1, 2/e)’de biikitim nok- 


tasi, (1, c¢)’da yukart konkav, (—°°, 1)’de asagi kc akav 
119. 20(5 — V/17) m 


Ek ve ileri Alistirmalar, Sayfa 550-552 


La/2 3.1/Ve 5.In2 7. (a1 (b) 7/2 (7 
i il 7 

9 aD Dinv’ 2°! ll. x =2 13. 2/17 

21, x= es y=0 25. (b) 61° 
BOLUM 8 
Boliim 8.1, Sayfa 558-560 

1, 2V8x7+14+C 3. Asinv)??+C 5. Ind 

7. 2in(Vxt+1)+C 9. —F in|sin(3 = 7) | +e 

11. —In|esc (e? + 1) + cot(e® + 1)| +C 

t t 

13. 31n sec 3 + tan 3 3 

15. —In|csc(s — 7) + cot(s—m)| +C 17.1 
tanv Cd av 

19. e tC. 21, iIn3 +€C 23. ao 

25. 3tan!3u+C 27. 7/18 29. sin !s? + C 
31. 6sec'|5xl+C 33. tam'e*+C 35. In(2 + V3) 
37. 27 «=. 33. sin !(t - 2) + C 
41. sec!|x +1|+Ciken|x+1]>1 
43. tanx — 2 In|cscx + cotx| — cotx —-x +C 
45. x+sin2x+C 47.x—Injx+1]/+C 49.74 1n8 
51. 27 — 4+ 2tan"'(5) +C 53 sin'x+ VI-x+C 
55. V2. 57. tanx — secx+ C 59. In|1 + sino| + C 
61. cotxt+xtescx+C 63.4 65. V2 67.2 
69. In| V2 + 1]-In[v2- 1] 71.4 - 5 
73. —In|csc(sin@) + cot (sin@)| + C 
75. In|sinx| + In|cosx| + C77. 12 tan”! (Vy) +C 
79. sec! |~— : +C_ 81. In|sec (tanz)| + C 


83. 


85. 


87. 


91. 


Baliim 8: Cevaplar 


(ay sing’ = + sin’ 6 +C 


2 
3 


(c) [eos eae - [cost atcos 0) do 
7 } (1 — sin? @)* (cos @) dé 
(a) [roa = Stan? 9 = [iodo 


Stan? 9 + In|cos6| + C 


(b) [rs 00 = F tant - ic 6 dé 
(c) [rs oa0 = g tan’ 6 _ ic 6 dé 


(d) / tan*t! 9 do = 5 tan 0 - / tan! 9 do 


2V2 - In(3 + 2V2) 


In(2+ V3) 93. = 0,5 


(b) sin sin’ 0 


Fsin’ 0 tC 


89. 7 


_ I 
In (2V2 + 3) 


Béliim 8.2, Sayfa 568-570 


1. 
. @sint + 2tcost — 2sint+ C 
. ytan'(y) -InVl+y?+C 
. xtanx + In|cosx| + C 

. (x? — 3x? + 6x 
. (x? — Tx + TeX +C 


. u=x",dv = e* dx 


—2x cos (x/2) + 4 sin (x/2) + C 


5. mn4-3 


6)eX + C 


20x? — 60x? 4 


Sa — 3V3 
9 


120x 


120)e + C 


19 


. + (=e cos 4 + e? sind) + C 


e 2x 


13 


(3 sin3x + 2cos3x) + C 


js = (V3s + 9eV849 — eV39) + C 


aV3 r 
3 In(2) 18 
: Si-x cos (Inx) + xsin(Inx)] + C 
- (a7 (b) 30) (ec) Sa (dd) (22 + 1) 
. 2n(1—In2) 35. (a) w(7 — 2) = (b) 2a 


(I —e?7) 39, u =x", dv = cosx dx 


43. xsin x + cos (sin! x) + C 


C-39 


C-40 


Baliim 8: Cevaplar 


45. xsec!x —In|x+ Vx?—1|/+C 47. 


49. (a) xsinh! x — cosh (sinh! x) + C 
(b) xsinh!x — (1+ x7)!? +¢ 


Evet 


Béliim 8.3, Sayfa 579-581 


2. , 3 lL , 3 
Ss a eel” &4 ie 
—2,-1, 2 17 =12 
ee ee a 
9. 5[In|1 + x|- Inj - xl] +C 
11. In| (x 6)*(x — 1] + C 13. (In 15)/2 
15 Soe hein Seine Ae 47 StS 8 
js 6 3 
1, |jx+1 x 
19. —In + C 21. (7 + 21n2)/8 
ae i 2G" =) : uf 
23. tan! y — +C 
ed yt 
25. -(s — 1)?7 + (s — 1)' + tan's + C 
= 2 1 
273 + In(@- + 20+ 2 tan (0+ 1) +C 
6? + 20 + 2 ( ( 
29. e+ nl + GC 
31. 9x + 2In|x|+ 4+ 7m|x—1| +C 
2 
Vv | 1 | 2 | e! 1 
33. 5 In|y| 4 7 in (d yy EC 35 n(S +) +C 
1, |siny — 2 
37. = In ae 4 +C 
(tan! 2x)? 6 
39. ; She 2) oe PC P 
41. x = In|t — 2| — Injt— 1] + In2 43.x=7 571 
45. 3 1In25 47. :1.10 
1000e* . 
49, (a) x = ————__ (b) 1.55 giin 
(a) 499 + e® (*) 
51. (a) — a (b) %0.04 (ce) Alan 0.003’ten kiigiiktiir. 


Béliim 8.4, Sayfa 585-586 


1 8/15 3.4/3 5. 16/35 7.37 % mw 112 

13.1 15.4 17.2 19. 2In(1+ V2) 2 V2 

23. 2V3 + In(2+ V3) 25. 4/3 27. 4/3 

29. 2(1—In2) 31. 3 InV3 33. -6/5 35. 7 
( (ow + 1)3? — 1) 

37. 0 39. a 41. In({1 + V2) 

43. 1°/2 


Boliim 8.5, Sayfa 591-592 
1 In|/Vo+y2+5|4+0 


3. 7/4 5. 77/6 


7, 3 inf 4 iVI5 = 7 | Fa 

ee NS 2 
i aad 

9. nj> + 5 


Vy = 49 Uy x 
11. 7 7 sec “| + C 13. — > 


Sa a ape 
18, 2602 + 4)? -4Ve 4440 17, YE 
19. 43 — 40/3 21, -—+>— + € 
Vx - 1 
ag No i 
23. L( - =) C25, 2tan tax + —** _ + 
5 (4x7 + 1) 


a7, 1 (— 
3 \ /1 = v 
31. 7/6 33. sec !'x +C 035. Vx? -14+0C 


jE a) 


37. 


_ (x 3a 
39. y 5 tan (5) 8 41. 37/4 
2 Me 
. st ; a 
8. iawn te #1 47 
49, Ley |) 4 E= V2 Z 
. n t 
V2 Itan (¢/2) +1 + V2 
1 + tan (0/2 
Ce ae 
1 — tan (0/2) 


Béliim 8.6, Sayfa 600-603 


3. ve (5 caine 4) BC 


Pe (2x = sli a 1) 


iC 


V9 — ax 2 |O=E 3 
V9 — 4x + 3 
ee = 


an 


i peo 2 
6 + asin (52) 


) +C 29, Ind — In(1 + V/10) 


C 


17. 


19. 


21. 


23. 


25. 


27. 


29. 


31. 


33. 


37. 


39. 


41. 


43. 


45. 


47. 
49. 


51. 


53. 


55. 


57. 
61. 


63. 


65. 


67. 


69. 


71. 


75. 


Baliim 8: Cevaplar C-41 


2sin! or 4-r+C 77. x?2* 2) \xa* hg LC : wo 
In2 In2[In2 — ({n2)° Ing (Ina)? 
1,..-i|1 7 i 
3 tan li tan 4 0) | tC 81. 5 [see (e! — 1)tan(e’ — 1) + In|sec (e’ — 1) 
e*! > : + tan(e’ — 1)|]+C 
= + + 
a et eee) Ee 83..V2+In(V24+1) 85. 7/3 
2 
Foc tty) + tent) — ev — x2 toi ee ee f. 
7 60S (x) q sin (x) 4x 1-—-x°+C 87. 120 sinh” 3x cosh 3x 90 sinh* 3x cosh 3x + 45 cosh 3x + C 
2 
5 1 n(St3)ac 89. ~sinh 3x — ~ cosh 3x + 2-sinh 3x + C 
18(9 — 52) 108 |s —3 3 : 9 27 
Vato 2, vate=3 P o1.-SDX 4 C101, 29 V3 + eV2In(V2 + V3) 
t n t 
i 3 1V4x +943 103. ¥ = 4/3,p=InV2 105. 7.62 107. 7/8 111. 7/4 
2V3t — 4 - 4tan! atic 
3 a4 Boliim 8.7, Sayfa 613-619 
—l nl n 2 1 
3 tan xe + EIN +x) +C 1.1: (a) 15,0 (b) 15,0 © %0 
cos 5x  cosx , sin(7t/2) sin (9t/2) . II: (a) 1.5,0 (b) 15,0 (ce) %0 
10 > 7 Cc 7 9 rC 3. I: (a) 2.75,0.08  (b) 2.67,0.08 (ce) 0.0312 = 3% 
6 II: (a) 2.67,0 (b) 2.67,0 (ce) %0 
6 sin (0/12) + 7 sin (70/12) + C 5. I: (a) 6.25,0.5  (b) 6,0.25  (c) 0.0417 = 4% 
I . I II: (a) 6,0 (b) 6,0 (c) 0% 
5) In (x? + 1) 4 ee t 5) tan! x + C 7. 1: (a) 0.509, 0.03125  (b) 0.5,0.009 (ce) 0.018 ~ 2% 
( x’) II: (a) 0.5, 0.002604 (b) 0.5,0.0004 (c) 0% 
(x = 3) gine 4 a ee: ra 6, 9. I: (a) 1.8961,0.161 (b) 2,0.1039 (ce) 0.052 ~ 5% 
2 2 II: (a) 2.0045, 0.0066 (b) 2,0.00454 (c) 0% 


sin! Vx —Vx-x7+C 


2+-— In 


1+ 1 — sin? ¢ 


11. (a) 0.31929 (b) 0.32812 (ce) _ 1/3, 0.01404, 0.00521 
13. (a) 1.95643 (b) 2.00421 — (c) 2, 0.04357, —0.00421 
LC 15. (a) 1 (b) 2 


1 sin 


In |In y + V3 + (Iny)’ | + 
in|3r + V9r? —1| +€ 
xcos! Vx + Sin Vx = 


sin t 17. (a) 116 (b) 2 


19. (a) 283 (b) 2 

21. (a) 71 (b) 10 

23. (a) 76 (b) 12 

25. (a) 82 (b) 8 

1 

aVx— xP +C 27. 15,990 ft? 29. 5166.346 ft ~ 0.9785 mil 31. ~10.63 ft 


Cc 


: ; 33. (a) ~0.00021 (b) ~1.37079 = (ec) 0.015% 
4 2 ‘ 
sin aeons 2 sin “ee 2x ee LC 35. (a) 3.11571 (b) 0.02588 
, (ce) M=3.11 ile|E7| = (7?/1200)(3.11) < 0.081 buluruz. 
cos erat ; 3 SoS emi sin oat L340 39. 1.08943 41. 0.82812 
a ; sy 43. (a) Tio © 1.983523538, Tio © 1.999835504, 
sin’ 29 cos* 20 , Sin 20 C59. 2 san? t +C Ti000 © 1.999998355 
10 15 3 (b) 
tan? 2x — 2 In|sec 2x] + C n |Er| = 2 — T, 
8 L Sol + cott +t G 10 0.016476462 = 1.6476462 x 10°? 
A Nciiied 100 1.64496 x 1074 
sec 7x )(tan 6 
= = a4 1 in|sec arx + tanax| + C 1000 LAS & AD 
2 
sec Sean Ss ; + tan 3x LC (c) |Eton| © 101 £,| 
2 
T 
—escixcotx 3cscxcotx 3 (d) b-a=7,h? 7M = 1 
In|esex + cotx| + C n 
4 8 8 3 
x2 es al %(%) - 7 
4x4(In x)? — 2x4(Inx) + ZtC 7.5 Gx-I+C 12 \n? 12n? 
3 
T 


|Eion| < = 10°? |2,| 


2x3e%? — 12x7e%? + 96e%? 


(3 1) LC 12(10n)2 


C-42 Baliim 8: Cevaplar 


45. (a) f"(x) = 2 cos (x’) — 4x? sin (x”) 77. (a) 


(b) y =—4x? sin(x?) + 2 cos(x?) 
y 


LULA Litt Pitti tT itin id yy ' , 
Sao. a 
(b) ~0.683, ~0.954, ~0.997 
(c) Grafik, —1 =x <1 icin—3 f"(x) < 2 oldugunu gésterir. 81. Iraksar 83. Yakinsar 85. Yakinsar 87. Iraksar 
t= 1) Ax? 
(@) |Er| = —4, 4G) = 
age Ge Problemler, Sayfa 634-638 
(e) |Zr| = —- = 5- < 001 (n= 20 ls ve (2x + 1))2 (2x + 1)3? 
1 (47-977 +C 3. + C 
47. (a) 2.3, 1.6, 1.5, 2.1, 3.2, 4.8, 7.0, 9.3, 10.7, 10.7, 9.3, 6.4, 3.2 12 10 6 
6 V 8x7 + 1 1 
(b) ga (COP ay (@) ~ 34.7 ing? ge gS 
0 
(d) V © 34.79 in. Simpson Kuralindan V ~ 34.79 ing? Simp- 9 di" 9 75/3 5/3 
sae _ 9. +C Ii. (Per +1pP +c 
son Kuralinin tahmini, Yamuk Kuralinin tahmininden daha 8 25 
iyi olmalidir. Simpson Kurali tahminindeki hata _ 1 Pell 
Ax* = 0.0625 ile orantilidir. Oysa, Yamuk Kuralinin tah- i: 2(1 — cos 26) mee te 4 mS recone re 
minindeki hata, Ax = 0.5 ing iken daha biiytik bir say olan Ml aaene Te. e839 x71 
Ax? = 0.25 ile orantilidir. 17. 258 ie a Os 19, Tg 208 (e ) eC 21. In2 +C 
49. (a) ~5.870 — (b) |Er| = 0.0032 23. InfInv|) +C 25. In|2 + tan'x| +C 
51. 21.07ing 53. 144 55. 54.9 1 . 
27. sin '!(2x) + C29. 3 sin () ae OF 
Boliim 8.8, Sayfa 631-633 
y 31. d tan! (5) ic aa, teat 24) 4 
1. a/2 3.2 5.6 77/2 9 In3 11.In4 13.0 3 3 5 4 
—_ = 2 
5. V3 1727 19. in(1 + =) 21.-1 23.1 35. sir ( 252) oC 37, yon (>) +C 
25. -1/4 27. w/2 0 29. 7/331. 6 = 33. In2 + x — sin2x 
35. Iraksar 37. Yakinsar 39. Yakinsar 41. Yakinsar 39. sec™|x— 1] +C 41. 2. 4 =e 
43. Iraksar 45. Yakinsar 47. Yakinsar 49. Iraksar 2 f) f) 
43. cos? 2 cos BG 
51. Yakinsar 53. Yakinsar 55. Iraksar 57. Yakinsar 3 2 2 
59. Iraksar 61. Yakinsar 63. Yakinsar tan2(2r) 4 
65. (a) p < liken yakinsar (b) p > 1 iken yakinsar 45. 4 — 3 In |sec 2t| + C 
67. | 69.27 71. In2 73. (b) ~0.88621 1 
75. (a) 47. —5In |ese (2x) + cot(2x)| + C 49 InV2_ 51. 2 
h 53. 2V2 55. x — 2tan! (5) +C 
18h 
mal 57. x +x? 4+ 2In|2x-— 1] + C 
i(x) = * sin t 1 1 -1[¥ i 
i [ — 59. In(y? + 4) — > tan (5) EC 
0.8 t 
0.6 61. -Va=F + 28i0($) +c 63. x — tanx + secx +C 
0.4 
0.2 1 
1 \ a 65. — 3 In |sec (5 3x) + tan(5 — 3x)| + C 
0 5 10 15 20 25 
(b) 7/2 67. 41n |sin (3)| ae 


69. —2 EG. 


Baliim 8: Cevaplar C-43 


71. i (2V2 t1+Injz+ V2? 4 1|) eC 163 ee ee ee =») EC 
2 : . 2 4 
—-V1 = 2 
73. Inly + V25+y2|+C 75. —~ >—~ + 165. % + 2x + 3In|x — 1| 1 C 
gp SE hy. ogc |e VO q me 167. —cos(2Vx) + C 169. —In|csc (2y) + cot (2y)| + C 
? 4 171. 5 tan?x 4+C 173%.=V4=¢4R2 4 
81. Vw? — 1 — sec '(w) + C V2 
ie e+ 177,22 
83. (x + 1)(In(v¥ + 1))- («+ 1) +C Hg aan?) 
=f 1 L Oy2) 4 V2 — x) 
85. xtan”' (3x) — EIn(1 + 9x7) + C 179. 2(' : a ar x) C181. tay -D+cC 
87. (x + 1)e* — 2(x + lle + 2e° + C I 
X gj x . 183. —In |sec 6°| + C 
89. 2e* sin 2x ; e* cos 2x LC 3 | | 
: ? 1 ‘wilt 1 z 
2. i n = a Hl 
91. 2In|x — 2| — In|x : Cc 185. q In || ete F In (z* + 4) 4 3 tan (3) pa 
see dia) Na hee 187. 49 = 4P + C189. In|sin 6| Sin (1 + sin?@) + C 
1 cos@ — | 
| a 
eae Py Bre | re 191. In|secVy| + C 193. —0 In i ; +C 195. x+C 
COS X 
97. 4 In|x| — Fin (x2 +1) + 4tan!x+C 197. — 5) +C 199% In(i+e))+C 201. 1/4 
1. | — 2) + 2) 203. InjInsinv| + C205. 232 + © 
99. ze In - | ee : 3 1 (oper! 
y 207. —5 tan! cos(5t)+ C 209. 3 aaa ) +C 
101. Stan! 1 We ar! EC 211, 2V/r = 2 + +c 
3 
2 y \ 2 2 \ =I 7m ia 
iis: & iis 2| 2 fale +c 213. In | tG GTC US. 4sec! (> C 
2° 3 3 Va J 
x? 9 3 ; Bl cL oy 
105. 5 — 5 In|x + 3|+ SIn|x t+ 1] +C 217. ——& 219. = — a) + 2 
107. 5 In ati a1 -C 109% Injl—e*|/ 4+ 
Vx +t 1+ 1 Ek ve Ileri Alistirmalar, Sayfa 638-641 
1. -V16-y?+C 113. -+in |4—x7|+C 1. x(sin’! x)? + 2(sin! x)V1 -— x7 — 2x + C 
l ee eee ee: sin (x, *VI = sine, 
115, a eC 117. tin fE #3) + rn q re 
oF , ‘ In |sec 20 + tan26| + 20 — 
119. cos’ x , cos’ x | C 1221. tan? x +C 5; 4 PG. 
5 7 5 ; 
2 te | 
123, 288 _ SSI + 128, 4V1 = cos (1/2) + C 169 (in(¢ I~) ~ sin ‘ =e 
° 2 ae 
127. Enaz16 129. T=7,S= 7 131. 25°F 9, 11 = + 2x 2 bo pee) ete 1 SS 
133. (a) ~2.42 galon (b) ~24.83 mil/galon 16 |x? -2x +2] 8 
135. 7/2 137.6 139. In3. 141. 2-143. 27/6 11.0 13. n(4)— 1 15.1 17. 320/35 19. 27 
145. Iraksar 147. Iraksar 149. Yakinsar 21. (a) 7 (b) w(2e — 5) 
2x3/? 8(In2)? 16(In2) 16 2 Tex 
151. + 2Vx —2In(Vx +1) +C aa 
3 - x n(Vx ) 23. (b) o( 3 9 $) 25. ( a 
2 
x 1 x F 1+ 2 
POT Tear +( =) ¥c 27. Vi + & n(4 Fe +) V2 + In(1 + V2) 
pial a/ 2, 
155. sin (x te 1) AC 157. In| u ae 1l+u | ae Os 29. 6 31. y= Vx, 0O<x=4 33. (b) 1 
159. —2 cotx — In|cscx + cotx| + csex + C 1 In 1 
37.a=<, 39.-<p=l 
161; ie ae ee a = ° 
"12° |/3-v| 6 3 


C-44 


Baliim 9: Cevaplar 


2x 


41. aC sin 3x + 2cos3x) + C 
43. cos x sin 3x — 3 sinx cos 3x -C 


8 
e& 5 
45. aug sin bx — bcos bx) + C 


47. xIn(ax) —x + 


BOLUM 9 
Béliim 9.1, Sayfa 648-650 


9. 2 yi —x'?=C Ihe’ -e=C 


13. -x+2tanVy=C 18. e%+2e%=C 
17. y = sin(x? + C) 


23. 


19. (d) 21. (a) 


¢€ 


—</ 
N 
\ 
\ 
\ 
\ { 
> xX 
-4 4 $321 
\ gas 
\ Li—\' 
EX 
—=V\ 
: aN 
Boliim 9.2, Sayfa 657-659 
x pan 
1 y= 2*© x50 3. y= EX, x > 0 
1 1 GC yy x 
oe aa eae a x>0 7. y =—xe? + Cer? 
9. y = x(Inx)? + Cx 
3 
iW. s=— i 
3(t — 1) (f=-1) (t — 1) 
13. r = (csc O)(In|sec@| + C), 0<0< 7/2 
-~3_1,-1 ie a 
15. y 77 3° 17. y 9 0089 + 55 
is, Goer =. ai peur 
- y car - vy yoe 


23. (b) dogru, fakat (a) degil 
25. (a) 101b/dak (b) (100 +4) galon 


y 
Clee .) Ib/dak 


> xX 


dy i 4y 
De — Too a? WO) = 50, 
y = 2(100 + f£) = ; 
t 
272? 188.6 


(e) 222272227222 7 


EE 2NM 22702 
RIPRIMIN? IMM NPN = 125 


27. (27.8) ~ 14.8 lb, t~ 27.8 dak 29. t= -in2 sn 
i o¥ 


- V =3)\ 09 v ) 
31. (a) i R Re R (l-e°)® 0.95 = amp (b) %86 
a _ 23 
33. y i+ Cex 35. y It Gx 


Boliim 9.3, Sayfa 664-665 

= y1 = —0.25, yo = 0.3, y3 = 0.75 

. y(tam ) = seri), yt = 4.2, yo = 6.216, y3 = 9.697 

. y(tam ) = e* + 1, y) = 2.0, yo = 2.0202, y3 = 2.0618 


x 
1, y(am) = 5 = 

3. y( 

5 

7. y © 2.48832, tam deger e dir 
9 

1 


. y © —0.2272, tam deger /(1 = 2V5) = —0.2880'dir. 


11. 

x z y-yaklasik y-tam Hata 

0 1 3 3 0 

0.2 4.2 4.608 4.658122 0.050122 
0.4 6.81984 7.623475 7.835089 0.211614 
0.6 11.89262 13.56369 14.27646 0.712777 


13. Euler yéntemi y ~ 3.45835 y ~ 3.45835; verir; tam céziim 
y=1+e ~ 3.71828 dir 
15. y ~ 1.5000; tam deger 1.5275’dir. 


1 
17. (2) y = =. 3) = -0.2 
Oy— 2-45 
(b) —0.1851, hata~ 0.0149 = (c) —0.1929, hata ~ 0.0071 
(d) —0.1965, hata ~ 0.0035 
J ; ‘dir, dolayistyla y(3) =—-0.2. 


x? — 2x + 
Yaklasim1 bulmak icin, xy = 2 ve yp =—1/2 baslangig¢ kosullan ile 


19. Tam ¢dziim y = 


Zn — Yn-1 2Yn =1(%n-1 _ 1) dx ve 

Yn = Yn-1 7 n= 1 (Xn-1 _ 1) + Zn (x)? _ 1))dx olsun. 

(a)’dan (d)’ye kadar, belirtildigi gibi, bir hesap makinesi veya BCS 

kullanin. 

(a) —0.2024, hata ~ 0.0024 

(b) —0.2005, hata ~ 0.0005 

(c) —0.2001, hata ~ 0.0001 

(d) Her defasinda adim biiyiikligii ikiye béliiniir, hata, en biytik 
adim bityiikligtiniin yaklasik d6rtte birine indirgenir. 


Béliim 9.4, Sayfa 671-672 


YH Os Dy = 3) 
(a) y=—2 ve kararli olmayan denge degeri y= 3 tiir. 


Baliim 9: Cevaplar C-45 


” ’ d 7 = (y — DY — 2)(y — 3) 
(yy aye 2) ( xo 3) (a) y=1 ve y=3 kararli olmayan denge degerleridir, y= 2 
: bir kararli denge degeridir. 
y'>0 : y<0 ! y'>0 ; (b) y" = (3y? 12y n 11)(y 1)( (y (y 3) = 
4 = 0 2 4 
" 1 bye — 6 — + 
ae eee nS EN (y D(v 5 Yay y=* on), 3) 
05 i ; 
(c) ; ysO 3 y'>0 y'<0 y'>0 
/ {-——__+—_>_+_ =< + >} > 
y"<0 'yt>01 yr! y">0 ) <0! y">0 
6=V3 1a 6+ V3 oose 
3 3 
(c) y 
A 


2.9 = =p = + Dy 1) 
(a) y=-1 vey=1 kararli olmayan denge degerleridir, y=0 
bir kararli denge degeridir. 


(b) y" = By? = Dy! = 3(y + Dy + 1/V3)y(y — 1/3) 


(y=) 
y<0 | y>0 | y'<0 : y>0 9 
a ¢—>! ¢ —_+—_—>"—>’ 
=15 1 -05 0 0.5 15 
y"<0 1y">0 y"<0} y">0 y"<0!1 y">0 
| ak, L 
3 3 p 
(c) y * 
A 
<0, y" dP sis Becks : > 
“gl se 11. ao 2P(P — 3)’tin P = 0'da bir kararli dengesi ve P = 3’te 
kararli olmayan bir dengesi vardir; 
5. y' = Vy,y>0 d’P dP 
(a) Denge degerleri yok. =o, re = 2(2P — 3) a 4P(2P — 3)(P — 3) 
no i 1 1 
(b) | 2 P'>0 P’<0 P'>0 
y'>0 
‘ 
0 1 2 3 4 
y">0 


C-46 


13. 


15. 


17. 


19. 


Baliim 9: Cevaplar 


Felaket’ten 6nce, ntifus logistik bir biiyiime sergiler ve P(A) 
degeri kararli denge Mo’a dogru artar. Felaket’ren sonra, ntifus 
lojistik olarak azalir ve P(t) degeri yeni kararli denge Mj’a 
dogru azalir 


Felaket’ten 6nce 


Felaket’ten sonra 


Trelaket 
Bag F ye, g,k,m > Ove v(t) = 0 
dv _ ko | Mg 
Denge: a em” Vere k 
dv k dv k ky 
Konkavlik: Ee 2( ») dt 25 ») (s m” ) 
(a) #50 wo 
0 d2u + dv ’ 
2220 i —>0 
dr f dt? 
mg 
Veg Vk 
(b) 


t 


(c) je = 178.9729? 22222 D227 
oe 0.005 


F = F, — F,;ma = 50 — 5|v| w = 1 (50 — 5|u|). Maksi- 
mum hiz w = 0 veya v = 10 ft/sn iken ortaya ¢1kar. 
Faz dogrusu: 


anahtar ¢ = 0 da kapatilirsa i(0) = 0 ve gdztimiin grafigi asagidaki 
gibi géziiktir: 


t > co iken i(t) > Ikararh durum = 


aI 


Béliim 9.5, Sayfa 680-681 


1. 
3. 


5. 


11. 


13. 


15. 


(a) 168.5m_ (b) 41.13 sn 

s(t) = 4.9101 — e722:36/39.92)r) 
150 

(a) P(t) = 


toe 

(b) Yaklasik 17.21 hafta; 21.28 hafta 
8 x 107 

(a) y(t) = T+ 47071 

(b) ¢ ~ 1.95253 yil 

(a) y = 2e'- 1 


= y(1) © 2.69671 x 107kg 


400 


bx) = — 
0D) WO = 996-200 


(a) P(t) = ——— _ _ (b) t= 2 ‘da dikey asimptot 
— kPo kPo 


e+y=C 


1. 


In|y — Sy? = bx +C 


y 
A 


Problemler, Sayfa 682-683 


1. 


5. 


7. 


11. 


15. 


21. 


25. 


29. 


31. 
33. 
35. 


2 
y= (1or'(E4)) 3. y? = sin! (2 tanx + C) 


y= in(c (x 2)5/ $ (x 22) 


tany = —xsinx —cosx+C 9 (y + l)e® = —In|x| + C 
pra! = ra x/2 x/2 
y=C-+ 13. y= ae + Ce 
2 = 
se = DN. __e aG 3 _ 
y = Oy 17. y = T+e 19 xy ae y = C 
7 2x? + 3x" 6 
= —2 + In(2-e”* 23. y = > 
y ( ) y 6a + 17 


y=x(l —4e") 22 y=44-4Vx4+1 
y 


e* (3x — 3x?) 


x y 

0 0 

0.1 0.1000 
0.2 0.2095 
0.3 0.3285 
0.4 0.4568 
0.5 0.5946 
0.6 0.7418 
0.7 0.8986 
0.8 1.0649 
0.9 1.2411 
1.0 1.4273 


y(3) ~ 0.9063 


(a) | 


qecsseegtnenengteonecencennensensees 


(0.2, 4.5] by [-2.5, 0.5] 

(b) y’degerleri cok hizli azaldigindan ve hesap makinemiz x =1 
icin hesaplamayi1 kontrol edemediginden ktigtik bir x-deger- 
leri aralig1 sectigimize dikkat edin. (Analitik ¢o6ziim 
y=—2+In(2—e™) oldugundan ve x =— In 2 ~ -0.69'de bir 
asimptotu bulundugundan bu béyledir. Acikcasi, Euler yak- 
lasrmlari, x = —0.7 igin yanlis olurlar. 


[-1, 0.2] by [-10, 2] 


Baliim 10: Cevaplar 


37. y(itam ) = 5x? = x y(2) © 0.4; tam deger Fir. 


39. (tam ) = —e~/?; (2) ~ —3.4192; tam deger 


41. 


—e3/? = 4.4817 dir. 


(a) y=—1 kararli ve y = 1 kararsizdir. 
d’y dy 
b =2 = 2y(y2 1 
(b) a = yg = 0? — I) 
y=- ysl 
dy dy ' dy dy 
a? j ae? aes Wee 
- oP baaies 2 y 
_y ¢ YD 1 ay 1@y 
me i ae pogo aa 
b er ad 
(ec) y 
A 
ly 
25 
—2L 


Ek ve ileri Alistirmalar, Sayfa 683-684 


1. (a) y= ec + (wo — ce FI 
(b) Kararli — durum ¢éziim : yoo = ¢ 
3. %0.179 
BOLUM 10 


Béliim 10.1, Sayfa 693-697 


1 


3. 


. y? = 8x, F(2,0), dogrultman: x = —2 
x? = —6y, F(0, —3/2), dogrultman: y = 3/2 
2 


xy 
5. pth F(£V13,0), (42,0), 
asimptotlar: y = £3 
2 
7. +y?=1, F(41,0), V(4V2,0) 
9. 1. 
x=-3 


C-47 


C-48 Baliim 10: Cevaplar 


13. 15. 29. Asimptotlar: y = +x 


> x 
Be 
12 
dogrultman y = = 
17. 19. 31. Asimptotlar: y = +2x 
y y 
ay A 
x? yr 
4 25° 167" 
as Benin >x 
oo. : x 
33. Asimptotlar: y = +5 y 
21. 23. VIF F, 
y ~ - 
t t Te of 
V3 ge Ne WE et 
V6 coe. pe ce - 
> x 2X Se 
v2 3 > xX “wok iE 
2 2 
2_ 2 = xo 
35. y x 1 37. 9 16 1 
39. (a) Tepe noktasi: (1, —2); odak: (3, —2); doZrultman: x = —1 
z = (b) » 
x y y 
2S tps 
25 A 5) 1 
27. Asimptotlar: y = +x y al (y+2)2=8(x-1) 


41. 


43. 


45. 


47. 


49. 


51. 


53. 


55. 


57. 


61. 


63. 


(a) Odaklar: (4 + V7, 3); Tepe noktalan: (8, 3) ve (0, 3); 
merkez: (4, 3) 
(b) y 


A 


(4)? (y-3)? 
oy 
16 9 


(0, 3) (8, 3) 


Ly 
0 4 8 


(a) Merkez: (2, 0); odaklar: (7, 0) ve(—3, 0); Tepe noktalar1: 
(6, 0) ve (—2, 0); asimptotlar: y = +7 (x — 2) 


(b) 


(y + 3? = 4G + 2), 
dogrultman: x = —3 

(x — 1P = By + 7), 
dogrultman: y = —9 

(x + 2) A aa iy 


1, F(-2,+V3 - 1), 


V(—2,—-3), F(-1, —-3), 


V,-7), FC, —-5), 


6 9 
1 ae es ea a ee ee 
= 2 = 2: 
& a Y a =1, F(3,3)veF(,3), 
V(+V3 + 2,3), C(2, 3) 
= 2 = 2: 
& ~ Y = =1, C(2,2), F(5,2)veF(—1,2), 
V(4, 2) ve V(0, 2); asimptotlar: (y — 2) = mee 2) 


(y+ 1P-(@+1P=1, C(-1,-1), F(-1,V2- 1) 
ve F(-1,-V2 - 1), V(-1, 0) ve (1, —2); 
asimptotlar (y + 1) = +(x + 1) 
C(-2,0), a=4 59 V(—1,1), 


(x + 2) , 
5 ty* =1, C(-2,0), F(0, 0) ve 


F(-4,0), V(V5 — 2,0) ve V(-V5 — 2,0) 


_ 2; 
a = +(y-1% =1, CUD), 


FO0,1), V(V2 +4 1,1) ve V(-V2 + 1,1) 


F(-1,0) 


Elips: 


Elips: F(2, 1) ve 


65. 


67. 


69. 


73. 


C-49 


Baliim 10: Cevaplar 


Hiperbol: (x — 1)? — (y — 2 = 1, C(I, 2), 
F(1 + V2,2) ve F(1 — V2,2), (2,2) ve 
V(0, 2); asimptotlar: (vy — 2) = +(x- 1) 
F (y - ay x? 
Hiperbol: ———— — al 1, C(0,3), F(0, 6) ve 
F(0,0), V(0, V6 + 3) ve V(0,-V6 + 3); 
asimptotlar: y = V2x +3 veya y = —V2x + 3 

y 71. 


and 4x2 + 9y? = 36 


3x? + 3y? — Ix — Ty +4 =0 

. (x + 2)? + (y — 1)? = 13. Nokta gemberin igindedir. 
. (b) 1:1 83. Uzunluk = 2V2, genislik = V2, alan = 4 
. 247 ~— 87. (0, 16/(377)) 


Béliim 10.2, Sayfa 701-702 


l.e= 3/5, F(+3, 0), x= +25/3 
3. e=1/V2, F(0,+1), y= +42 
5. e = 1/V3, F(0,+1), y= +3 : 

_ _ a ae 
7 e = V3/3, F(+V3, 0), x= 43V3 9. 7+ 367} 

° yo V5 xy 
aes dopo Ce Gg ge 

x? B 
15. e= 1/2, G+ 1 
=] 2 —4 2 

9, & ji y4v¥ . =1, F(1,4+ V5), e= V5/3, 

y=4+ (9V5/5) 
21.a=0, b=-4, c=0, e= V3/2 
23. e= V2, F(+V2,0), x= 41/V2 
25. e= V2, F(0,+4), y = +2 
27. e= V5, F(+V10,0), x = +2/V10 
29. e= 1/5. F(O, +V10), y= +2/V/10 

x? y? 

2 Ss a’ a 

SL Sel Bh ae 
42 y2 y2 

35. e275 = =1 32.e=2,r%-~=1 


C-50 


Baliim 10: Cevaplar 


G6 Gol _ 


ie 36 45 : 
Boliim 10.3, Sayfa 707-709 

1. Hiperbol 3. Elips 5. Parabol 7. Parabol 

9. Hiperbol 11. Hiperbol 13. Elips 15. Elipse 


. x? — y? = 4, hyperbola 


. 4x’? + 2p? = 19, elips 


. sina = 1/5, cos a = 2/V5 


19, 4x’? + 16y’ = 0, parabol 
. y? = 1, paralel dogrular 23. 2V 2x"? + 8V2y" = 0, parabol 


. A’ = 0.88, B’ = 0.00, C’ = 3.10, D’ = 0.74, E’ = —1.20, 


F’ = —3, 0.88x’? + 3.10y’? + 0.74x’ — 1.20y’ — 3 = 0, 
ellipse 
31. A’ = 0.00, B’ = 0.00, C’ = 5.00, D’ = 0, E’ = 0, 
F' = —5,5.00y" — 5 = Oory’ = £1.00, paralel dogrular 
33. A’ = 5.05, B’ = 0.00, C’ = —0.05, D’ = —5.07, E’ = —6.18, 
F' = -1,5.05x" — 0.05y” — 5.07x’ — 6.18y’ — 1 = 0, 
hiperbol 
12 n 2 12 
¥ y x 
35. Qo a= (a= 
(c) x" ari y? = a (d) y’ iy 
j 1» 8 
(e) y' = —m~ ae m 
37. (a) x? —y?=2 (b) x?%-—y"=2a 43. (a) Parabol 
45. (a) Hiperbol 
(ce) p= =—2x — 3, PS =e 3 
Boliim 10.4, Sayfa 712-713 
1. 3. 
> x 
A A 2 y 
3 16° 25 
x-+yr=1 
t=7 t=0 ual poe >Xx 
0 i 1 0 “ 
\ 1 7 ; 
, fi \ / 
‘S ae / 
is lel Seale? 


5 7 
y 
A 
¢ 
¢ 
7 
y 
’ 
’ 
/ 
1 
4 >x 
0 nN 
\ 
\ 
N 
N 
N 
\ 
N 
9. 
‘i 
A 
L 4 
7 
y 
L ’ 
y=V4-x? |2 ;=0 ‘i 
+ >x 
L \ 
t=2 \ 
i i 1 1 5 i ly A 
% 
- x 
13. x = (a — b)cos@ + beos(“ ; 0), 
y = (a— b)sind — bsin(4 - 0) 
15. x = asin’ ftant, y =asirt 17. (1,1) 


Boliim 10.5, Sayfa 718-719 
1. a,e;b, g;c,h; df 


3. 
(a) (2.3 + 2nn) ve (-2, ot + (2n + Dr). n bir tamsay1 
(b) (2, 2n7r) ve (—2, (2n + 1)ar), n bir tamsay1 
(c) 2,97 + 2nn) ve (-2.32 + (2n + oO) 
n bir tamsay1 
(d) (2, (2n + 1)a) ve (—2, 2n7r), 1 bir tamsay1 
5. (a) 3,0) (b) (-3,0)  (@ (-1, V3) @ (1, V3) 
() 3.0) (f) (V3) @ (-3.0) @) (-1, V3) 


11. 


19. 


23. 
25. 
27. 
29. 
31. 
33. 
35. 
37. 
39. 
41. 
43. 
45. 


47. 
53. 
57. 
61. 
63. 


y 21. 


a 


x =2, (2, 0)’dan gecen dikey dogru 

y = 0, x-ekseni 

y=4, (0, 4)’ten gegen yatay dogru 

x+y = 1, dogru,m = -1,b= 1 

x? + y? = 1, cember, C(O, 0), yaricap 1 

y — 2x = 5, dogru;m = 2,b = 5 

y* = x, parabol, tepe noktasi (0, 0), saga aculir 
y = e*, dogal eksponansiyel fonksiyonun grafigi 
x+y = +1,-1 egimli iki dogru, y-kesim noktalan b = +1 
(x + 2)? + y? = 4, cember, C(—2, 0), yaricap 2 
x? + (y — 4)? = 16, cember, C(0, 4), yaricap 4 


(x — 1)? + (y — 1)? = 2, cember, C(1, 1), yaricap V2 
V3ytx=4 49 rcos@=7 51.0= 7/4 
r=2orr=—2 55. 4r?cos*6 + 9r? sin’ 0 = 36 
rsin. 6 =4cos@ 59. r= 4sin@ 


r? = 6rcos@ — 2rsin@ — 6 
(0, 0), 0 herhangi bir agi 


Baliim 10: Cevaplar 


Béliim 10.6, Sayfa 725-726 


C-51 


1. x-ekseni 3. y-axis 
y y 
Aa A 
r=1+cosé iowa 
C)) 
x 
xi] =) 
5. y-ekseni 7. x-ekseni 
y b 
a» » 12 
a r=sin (6/2) / 2 
> x 
= 
>x 
2) 2 
=I 


9. x-ekseni, y-ekseni, orijin 


11. y-ekseni, x-ekseni, orijin 


y 
A 
1 


2 F 
r-=—sin 6 


foe 


-l 


15. Orijin 


13. x-ekseni, y-ekseni, orijin 


C-52 


Baliim 10: Cevaplar 


17. (1, 7/2) deki egim —-1, (—1, —7/2)’deki egim 1 dir. 


19. Egim (1, 7/4)’te -1, (—1, —7/4)’te 1, (—1, 377/4)'te 1, 


(1, —32r/4)’te -1 ‘dir. 


ate). og (b) y 


23. (a) » (b) y 


25. 27. 


0=r=2-2cosé 


31. (0, 0), (1, 7/2), (1, 37/2) 
33. (0, 0), (V3, 7/3), (— V3, -7/3) 
35. (V2, +7/6), (V2, 57/6) 


37. (1, 7/12), (1, 57/12), (1, 1327/12), (1, 1777/12) 


43. 


(a) 51. 2y =*2? 


Béliim 10.7, Sayfa 730-731 


1, 187 3.7/8 5.2 ee 9. 57 — 8 

1. 3V3-—7 13. tie 15. 127 — 9V3 

17. (a) ; = a 19. 19/3 21. 8 

23. 3(V2+In(1+ V2)) 25. 3 +3 27. 2a 
29.7V2 31. 27(2- V2) 37. (£40) 

Boliim 10.8, Sayfa 737-739 

1. rcos(6 — 7/6) = 5,y = V3x + 10 

3. rcos (6 — 47/3) = 3,y = -(V3/3)x - 2V3 

5. y=2-x Ty = (V3/3)x+ 2V3 

T\ ; TY) _ 

9: reos (9 - 7) =3 11. reos (0 + =) 5 

13. r=8cos6 15. r=2V2sin@ 17. C(2,0), yaricap = 2 
19. C(1, 7), yaricap=1 21. (x — 6)? + y? = 36,r = 12 cos 0 
23. x? + (y — 5)? = 25,r = 10sin0 

25. (x + 1) + y? = lr = —2 cos 0 

27. x? + (y + 1/2) = 1/4,r = -sin@ 29. r = 2/(1 + cos@) 


31. r= 30/(1 — 5sin@) 33. r= 1/(2 + cos@) 
35. r = 10/(5 — sin@) 
37. ; 39. ‘ 
nN 25 
a ; aS "= 10-5 cos 
“T+ c08 0 
5 : 5.0), 
>x (3.2) 
1 
41. y 43. 
A 
y=50 
50 7 400 
(> aN "~ 164 8sind 


0=rs2cosé 


C-53 


Baliim 10: Cevaplar 


5. e = 3/4 a, 


11. 


13. 


>x 


2 


- &- 2 = -12(v—3), V(2,3), F(2,0); dogrultman: y =6 
(et 3 +57 
9 + 35 1, C(-—3,-5), V(—3,0) ve 
V(-3, -10), F(—3, —1) ve F(—3, —9) 
(y-2V2)?? (2p _ 


1, C(2,2V2), V(2,4V2) ve 


57. (b) ; 
Gezegen Perihelyon Aphelyon 
Merkiir 0.3075 AU 0.4667 AU 
Ventis 0.7184 AU 0.7282 AU 
Diinya 0.9833 AU 1.0167 AU 
Mars 1.3817 AU 1.6663 AU 
Jiipiter 4.9512 AU 5.4548 AU 
Satiirn 9.0210 AU 10.0570 AU 
Uraniis 18.2977 AU 20.0623 AU 
Neptiin 29.8135 AU 30.3065 AU 
Pliito 29.6549 AU 49.2251 AU 

59. (a) x2 + (y - 2% =4,x = V3 

(b) y 


r=4 sin @ 


LN 


(2V3, 7/3) 
(V3, 3) 


61. r = 4/(1 + cos@) 
65. r = 2asin 0 (bir gember) 


Problemler, Sayfa 740-743 


if , 


63. (b) Igneler 2 ing aralikli olmal.. 


67. rcos (0 — a) = p (bir dogru) 


8 
(2,0), F(2, V10 + 2V2) ve F(2, -V/10 + 2V2); 


asimptot: y = 2x — 4 + 2V2 ve y= -2x+4t 2V2 


Gaz 4 
15. Hiperbol: ——j—— -y =1, F(2 + V5, 0), 
V(2+ 2,0), C(2,0); asimptot: y = +) G2) 
17. Parabol: (y — 1)? = —16(x + 3), V(—3, 1), F(-7, 1); 


dogrultman: x = 1 


. ee ay , (v= 2) 
1D. Bigg I, EVI = 3,2), 
= 39), C329) 
21. Cember: (x — 1)? + (y— 1 = 2, C(I, I)yaricap= V2 


23. Elips 25. Hiperbol 
29. Elips, 5x’? + 3y’? = 30 


‘i 
# 4y? 4x? =1 
Te 


t=0 


27. Dogru 
31. Hiperbol, y’? — x’? = 2 
35. 


37. ; 39. (d) 


41. (1) 


43. (k) 


0=r=6cosé 


45. (i) 47. (0,0) 
51. Grafikler gakisir 


49. (0,0), (1, t27/2) 


53. (V2, 7/4) 


C-54 Ekler: Cevaplar 


55. y= (V3/3)x-4 57.x=2 59 y= -3/2 
a a 2 2 

61. x2 + (y+ 2% =4 63. (x- V2) + y? =2 

65. r= —S5sin@ 67. r =3cos0é 

69. “ 71. 


2 


r=——— r=——~ 
1+cos6@ 1-2cos@ 


(0) >x > x 
__ 4 = 
Dt-Geoae 2's eT 
79. 2+ 7/4 81.8 83.07-3 85. (2- V2)0 
87. (a) 247 (b) 167 


Ek ve ileri Alistirmalar, Sayfa 743-745 


1. y 3. 3x7 + 3y? — 8V + 4=0 
A 
| | | J f Cy | 
| | 
5. (0, £1) 
(+3) 
l6t(y+— 
: 16 48 25 75 
11 13. 
y y 
A 
x2 y? 4 
5 tigs! 


x2 +y2-25=0 


15. 


y 
A 
9x? + 4y2 - 36 =0 
3 


4x? + 9y? = 16 


19. x = (a + b)cosé — beos( 4 ; 0), 


y= (a+ B)sino — bsin(4 ; 0) 

21. (a) r= ec” = (b) V5 (ete =) 23 oe 
_ 4 —_ 2 ° 
t= oad (t= oa a Cae 
31. 1X 10’mil 33. e= V2/3 35. Evet, bir parabol 
2a = 8 
37. (a) r= . (b) r = 3 — cos 
1 + cos| @ — re 
7 3 

(a= 1+ 2sin0 

43. 1/2 47. (2, 27),2 51. 7/2 53. 17/4 


EKLER 


EK E.5 


1. (a) (14,8) (b) (1,8) (© (0, -S) 
3. (a) z’yi reel eksene gére yansitarak 
(b) z’yi sanal eksene gore yansitarak 
(c) z’yi reel eksene gére yansitip, vektériin boyunu 1/|z/? ile 
Carparak 
5. (a) x° +)’ =4 cemberinin iizerindeki noktalar 
(b) x? +)” = 4 cemberinin igindeki noktalar 
(c) x? +)° = 4 cemberinin disindaki noktalar 
7. 1 yarigapli, merkezi (—1, 0)’daki bir gemberin tizerindeki noktalar 


9. y =—x dogrusu iizerindeki noktalar 11. 4e?7/? 13, 1e27#/ 
15. cost@ — 6cos?@sin?6 + sint@ 17. L-5 + a 


8.5 A325) Bh V6 4. V2, ve 4. = 
23. 1+ V3i,-14V3i 


INDEKS 


Not: italik sayilar sekilleri “t” ler tablolan; “e” ler 


alistirmalan géstermektedir. 
70 Kurahi, 55le 


Abel, Niels, 299 
Absis, 9 
Agci(lar), e&im agisi, 10, // 
diizlemler arasinda, 887, 887, 888e 
vekt6rler arasinda, 863, 863-865, 870-87 le, 
1063e 
Agi anlasmasi, 50 
Agik aralik, 3 
Acik bélge, 970 
Acisal momentum, 963e 
Adim biiyiikliigii, 603 
Agag diyagrami, Zincir kurali ve, 997-998, 
1000, 1002 
Agirlik-yogunlugu, 456 
Aki, gember iizerinden, 1157-1158, 1159e 
bulunmasi, 7/97, 1197-1198, 1212-1213 
disartya dogru. Bkz. Disariya dogru aki 
dolasim ve, 1159 
diizlem egri tizerinden, 1156-1158, 1/57, 
1225-1226e 
icin ylizey integrali, 1187-1188 
tanim1, 1187 
vekt6r alanlarmin, 1188, 7/88 
Ak integral(i)(leri), 1159e 
hiz alanlari igin, 1155-1156 
Aki, helis boyunca, 1155-1156 
Akim dogrulan, tiinel iginde suyun akim dogru- 
lari, 1150, 1150 
Akis yogunlugu, 1170, 1170-1171, 1171 
Akiskan basinglari, 456-461 
Akiskan kuvvet(i)(leri), 460-46 1e, 463-464e, 
465e 
bulunmasi, 458 
icin integral, 457, 457-458 
sabit-derinlik formiilti, 456, 456 
ve merkezler, 458, 458 
Alan, yaklasim, 325, 325-328, 326 
-a sonlu yaklasimlar, 328t, 328 
limiti, 339-340 
belirli integral hesaplamak igin, 353 
belirli integral egrilerinin altindaki, 349 


Alan, yaklasim(Devami) 
bulmak, 353e, 565, 727, 727-728, 728 
ters tiirev kullanarak, 363, 363, 364, 364 
dogru altinda, 350, 350 
dénel yiizeyin, 436-447, 463e, 730, 730-731 
diizgiin egrinin, 1195 
diizlemde, 725, 725-727, 74le, 879e 
diizleme izdiisiim paralel kenarinin, 
Ek-28, Ek-29 
diizlemde sinirli bélgelerin, /087, 
1081-1083, 1082 
e&ri altindaki, 373, 373 
egriler arasinda, 379, 379-381, 549e 
doéntisiimti, 376-387 
sadelesmesi, 363, 363-364 
elipsin, 590, 590-591, 1047e, 1136e 
kesisen egriler arasinda, 380, 380-381 
pozitif fonksiyonun grafigi altindaki, 
349-351 
toplam, 363, 365e, 388—389e, 384—386e 
liggenin, 876, 879e 
ve uzunluk, kutupsal koordinatlarda, 726-731 
yamugun, 351, 35/ 
Alan(lar), korunmali olmayan, 1166 
sirali, AP-10 
Albert of Saxony, 551—552e 
Alt aralik(lar), 340-342, 341 
Alterne Seri Teoremi, 797 
Alterne seri testi, 787 
Alterne seriler tahmin teoremi, 788, 816, 817 
Anhik hiz, 172 
Anhik surat, 74-75, 139 
Araba hizlandirmak, takip, 216, 216-217 
Ara DeSer Ozelligi, 130-131, 155, 155 
Ara Deger Teoremi, 130-131, 131, AP-10 
Aralik(lar), mutlak deger ve, 6 
agik, 5 
kapali, 249-250, 250, 253e, 342 
tanimi, 3 
tipleri, 4t 
yakinsaklik, kuwvet serilerinin 799, 804e 
yari-acik, tizerinde eksremum degerler, 267 
Arama(lar), sirali ve ikili, 514-515 
Arccosiniis, arcsintis igeren 6zdeslikler, 521, 
521 
Arccotanjant egrisi, (ne) teget dogru, 527 


Archimet formiilii paraboltin hacmi igin, 695e 
Archimet formiilii, paraboller igin, 366e 
Archimet prensibi, 1227e 
Archimet spiralleri, 742e 
Archimet, gemberin ¢evresi ve, 416, 417 
Arcsintis, arccosintis igeren 6zdeslikler, 521, 
521 
ve arccosintis fonksiyonlar, 519-521, 520 
Arctanjant(lar), 828-829 
ve arctanjant fonksiyonlan, 522, 522-524, 
523 
Argand diyagramlan, Ek-16—Ek-17 
Artim Teoremi, iki degiskenler fonksiyonlar 
igin, 993, AP-25—AP-27 
Artimlar, 10-12, 17e 
koordinat, 10, 10 
Asal birim normal vektér N, 940 
Asal birim normal vektér, 938, 938 
Asal birim normal, 940 
Asili képrii kablolar, 695e 
Asili planér ugusu, 911, 911 
Asimptot(lar), 778, 118-120, 19, 120 
dikey, 622-626 
egik, 111, 71 
hiperboliin, 691-692, 692, 697e 
yatay, 109-110, 109 
Astroid, uzunlugu, 419, 419 
Astronomic birim, 698 
a" integrali, 496-497 
a”, 495-497, 500e 
Ay1 niifusu, modellemek, 677-679, 677 
Ayrulabilir denklemler, 645-647, 648-649e 


Baglantililik, 131 
basit, 1161-1162 
Balon, yiikselen, (dan) dtigen paket, 311-312 
patlayan, yarigapi 219 
yiikselen, degisim hizi ve, 2/5, 215-216 
Baraj, insaasi, 456, 456 
Basing-derinlik denklemi, 456 
Basit harmonik hareket, 186, 186, 189e 
Baskin terimler, 120-121 
Baslangig deger problemleri, 315-3 16e, 321e, 
366e, 375—376e, 389e, 391le, 490-491, 
494e, 532e, 580e, 591e, 832e, 84le 
birinci-mertebe, 643 
birinci-mertebe lineer, 653-654, 658e 


i-2 indeks 


Baslangig deger problemleri, (Devami) 
diferansiyel denklemler ve, 310 
kuwvet serisi ¢dziimleri, 824-827 
seri céztimleri, 824-825 
tanimi, 310 
Bataklik, kurutmak, 613, 613 
Belirli integral(ler), uygulamalan, 396—465 
-de déniistim(ler), 376-387 
egri altinda alan, 349 
hesaplanmasi, 383—384e, 915 
alan igin, 353 
igin Ortalama Deger Teoremi, 356, 356-357, 
357, 361 
kismi integrasyon hesabi, 565 
kurallar, geometrik yorumu, 348 
ispati, 348-349 
notasyonu ve varligi, 344-346 
6zellikleri, 346-349 
Sifir Uzunlukta Aralik Kurali, 476 
simirlari bulmak, 349 
tanim1, 344, 368 
tahmin etmek, 827-828 
varligi, 345 
vektér fonksiyonlarin, 915 
Belirsiz form(lar), 292, 296-297, 298e, 832e 
hesaplanmasi, 829-830, 841le 
Belirsiz integral(ler), 312-313, 543e, 553 
bulunmasi, 314—315e, 321e, 914-915 
tanimi, 368 
ve degisken d6niisiimii kurali, 368-376 
vektér fonksiyonlarin, 914—915 
Bernoulli, John, 292 
Beyzbol topu, vurmak, 926-927, 928e, 930e 
Burakilan kargo, 199-200, 200 
Bilesen testi, tamlik igin, 1167 
Bileske(leri), stirekli fonksiyonlarin, 128, 
128-129, 129 
Bilgisayar Cebir Sistemleri (BCS), 593, 
598-600, 739e, 1049e 
Binom Teoremi, 160, Ek-29-Ek-30 
Binom serisi, 823, 831—832e 
kuwvetler ve kékler igin, 822-824 
Bileske fonksiyonlar, 40, 40-41, 45—46e, 133¢e 
tiirevi, 197, 191-193, 192 
Bilgisayarlar(la), grafik gizmek, 59-65, 277e 
tig boyutlu, 970-971, 972 
Bire-bir fonksiyon(lar), 466-467 
icin yatay dogru testi, 467, 467 
tanim ktimesi, 467 
tanim1, 466 
Birim binormal vektér B, 943, 943 
Birim ¢ember, 13 
iizerinde hareket, 935, 935 
Birim fonksiyon, 79, 79, 94, 95 
Birim kare, geometrisi, AP-13 
Birim normal vektér N, 940 
Birim teget vektér T, 933-935 
Birim vekt6r(ler), 858, 858, 862e, 1159e 
diizleme, 876 
ortogonal, 872e 
silindirik koordinatlar ve, 964e 


Birinci ttirev teoremi, 247 
Birinci-mertebe baslangig¢ deger problemi, 643 
Birinci-mertebe diferansiyel denklemler. Bkz. 
Diferansiyel denklem(ler), birinci-mer- 
tebe 
Birinci-mertebe lineer baslangi¢ deger problemi, 
653-654, 658e 
Birinci-mertebe lineer diferansiyel denklemler, 
650-657 
Birlesik faiz, 504-505 
Birlesim, kiimelerin, 3 
Bolge(ler) agik ve kapali, 970, 1099 
Boliim(ler), 39, 45e, AP-18 
carpimlar ve, 163-166 
Boliim kurali, 187-188 
tiirev, 165-166, 167 
Boliiniis [a,b]’nin, 340 
BGliiniis R’nin 1068, 1068 
B6liiniis, normu, 1116 
Bos kiime, 3 
Brachistochrone(lar), 711-712, 712 
BSTK kurali, 50, 51 
Burulma, 943-945, 944, 950e 
bulmak, 948, 949e 
hesaplamasi icin formiiller, 947 
Buz pateni, 674 
Biytik-o notasyonu, 514, 515 
Biiyitime modeli, lojistik, 676, 676 
Biiyiime ve bozulma, iistel, 502-511 
Biiytime, lojistik, 670 
Biiyiime oran(lar1), karsilastirmalan, 512-513 
fonksiyonlarin, 5/7, 511-513, 512, 548-549e 
bagil, 511-517, 675, 675t 


Cadi Egrisi, 212e 
Calculus, Temel Teoremi Bkz Calculusun Temel 
Teoremi 
Calculusun Temel Teoremi, 312, 356-368, 358, 
367e, 478, 915, 919e, 1219-1220 
uygulamalari of, 359-360 
Cauchy Ortalama Deger Teoremi, 294, 294 
Cauchy siklastirma test, 776 
Cauchy-Schwartz esitsizligi, 872e 
Cavalieri prensibi, 398, 399, 406e 
Cebir, Temel, AP-29—AP-30 
Temel teoremi, AP-20—AP-21 
Cebir kurallari, 337, 338, 1012, 1014e 
Cebirin Temel Teoremi, AP-20—AP-21 
Cebirsel fonksiyonlar, 31 
Cebirsel 6zellikler, 1 
Cebirsel Sistemler, bilgisayar (BCS), 593, 
598-600, 741e 
uzayda ytizey canlandirmak, 897 
Clairaut teoremi, 991-992 
Cosines kurali, 54 


Carpumnlar, 39, 45e 
sintis ve cosiniis’tin, 585, 586e 
ve béliimler, 163-166 


Carpim kurah, tiirev, 163-165 
genellestirilmis, 170e, 242e 
integral formda, 561-565 
Carpim, 1’in bir formu ile, 557-558, 559e 
Carpim, skaler, 856 
Carpma kurali, sabit, 161, 161 
Cember(ler), 13, 13, 17e 
alam, 335e, Ek-39 
birim, tizerinde haraket, 935, 935 
capi, alan déniisiimii, 172 
cevre(leri) of, 416, 4/7, 418-419, 732e 
degen, 241e, 939, 939 
parabol icin, 939-940, 940 
diizlemde, 13 
egimi, 206, 206-207 
egriligi, 937 
efrilik, 939, 943e 
diizlemsel egriler igin, 939-940 
etrafinda dolasim, 1156, 1225e 
igi ve digi, 14, 14 
-in kutupsal denklemler, 732, 732-734, 733, 
737e 
merkezi, 14 
parametrik egriler ve, 196, 196 
iizerinde aki, 1157-1158, 1159e 
lizerinde ekstemum degerler, 1044-1045, 
1045 
yaricapi, 14 
Cembersel yaylar, 56 
Cerceve(ler), grafik gizimi, 59-63 
Corba sogutmak, 667-671 
Coziim egrileri, 666-667, 667 


Dagilma Kurali, vektérel garprmlar igin, 
AP-22—AP-23 
Dallanma kurali 282, 282-283, 283 
De Moivre Teoremi, Ek-19 
Dedekind, Richard, 381, Ek-11 
Degen cember, 939 
parabol igin, 939-940, 940 
Deger(ler), 19 
ekstremum. Bkz. Ekstremum degerler 
ortalama. Bkz. Ortalama deger(ler) 
tablosu, fonksiyonlarin, 23, 23 
De&isim, degisimin yoni, 1013 
hassasiyeti, 179, 229-231, 1022, 1022, 
1025-1026e, 1061—1062e 
oran(lar1), 139, 140e, 1065e 
anlik, 171 
tiirev olarak, 171-183 
ve limitler, 73-81, 90e 
tahmini, 1024, 1061—1062e 
iistel, kurali, 502-503, 674-675 
ve iliskili oranlar1, 213—217 
De&isim oranlari, ve limitler, 73-81 
iligkili, 213-217 
De@isken(ler), kisitl, ile kismi tiirevler, 
1049-1054, 1053, 1062—1063e, 1064e 
bagimsiz, 19 
bagh, 19 
cikti, 965 
fonksiyonlarin, 965-975 


DeBisken(ler), kisitl, ile kismi tiirevler, (Devami) 
girdi, 965 
icin Taylor formiilii, 1056-1059 
ikiden fazla, fonksiyonlarin, 981, 989, 1023 
iki, fonksiyon(lar), 966-968, 974e 
grafik gizmek, 968, 968 
igin artim teoremi, 993, 
AP-25—AP-27 
igin Zincir Kurali, 997, 1000, 1003e 
kismi ttirevleri, 984-986, 985, 986 
lineerlestirilmesi, 1018-1019, 1019 
simirlari, 976-977, 978-979 
surekli, 979, 979 
sessiz, 345 
lig, fonksiyonlar, 969-970, 998-999, 
1012-1013, 1025e 
igin Zincir Kurali, 999, 1000, 1003e 
Degisken déntisitim(leri), 529, 530, 1140e 
basitlestirme, 554-555 
belirli integrallerde, 376-377 
iki kath integrallerde, 1128-1132, 7129, 1130 
ile Taylor serisi bulmak, 815, 819e 
integral hesabi igin, 371 
katli integrallerde, 1128-1137 
kullanim1, 372-373 
trigonometrik, 586-592, 591le 
lig kath integrallerde, 7732, 1132-1135, 
1133, 1134 
lig temel, 587, 587-591, 588, 589 
ve egriler arasinda alan, 376-387 
ve 6zdeslikler, 372 
Degisken d6ntistim formiilii, 376-378 
Degisken déniisiim kurah, 370, 371, 553 
belirsiz integraller ve, 368-376 
Defgisken, integrasyon, 312 
Degisken-derinlik formiilii, 457, 457-458 
Degisken-yogunluklu gubuk, 428, 428 
Dekartin folyumu, 206, 208, 208, 212e 
Delta(lar), bulmak, cebirsel, 95, 95-96, 96, 99e 
icin tanim uygulamak, 104, 104 
verilen epsilonlar igin, 94-97 
Deneysel model(leme), 37, 63-65 
Denge degerleri, 665-666 
Denge, 667-671 
Denklemler, geometrik yorumlari, 849, 851, 
852e 
grafikleri, 850, 850 
Deprem, siddeti, 499 
Derece(ler), polinomlarin, 30 
derece ve radyanlar, 190e, 195 
Descartes’in folyosu, 206, 208, 208, 212e 
Desibel dl¢ii, 499 
Determinant(lar), vektérel garpim ve, 875-876 
Jacobiyen, 1129, 1133, 1136—-1137e 
Determinant formiilti, 874-876 
Disa dogru aki, 1179e, 1215-1216 
hesaplanmasi, 1175 
Dis merkezlik (leri), 697-698 
gezegen yortingelerinin, 698, 698t 
elipsin, 697, 698 
hiperboliin, 699, 699-700, 702e 
paraboliin, 700 


Diferansiyel(ler), 222, 225—227, 226, 
1021-1024 
teget diizlemler ve, 1015—1027 
toplam, 1021, 1023 
Diferansiyel denklem(ler), otonom, tanim1, 665 
grafigi, 665-671 
ayrilabilir, egim alanlari ve, 642-650 
birinci-mertebe, 642-644 
uygulamalari, 673-680 
céziimleri, 643 
birinci-mertebe lineer, 650-657 
cgézmek, 825-827 
sir deger problemleri ve, 310 
tanimi, 310 
ve sinir deger problemleri, kuvvet serisi 
géziimleri, 824-827 
Diferansiyel form, 441, 44/ 
yuizey alanlar igin, 44/7, 441-442 
Diferansiyel form(lar), tam, 1166-1167, 1169e 
Diferansiyel formiil, kisa, 422, 422 
Diferansiyel operatérleri, 150 
Diferansiyel yaklasim, (daki) hata, 227, 
227-229 
Dik dogrular, 12—13 
Dikdértgen(ler), tizerinde iki katli integraller, 
1067-1068 
yerlestirmek, 280, 280-281 
Dik Eksen Teoremi, 1086-1087 
Dik-kesit(ler), 890 
cisimlerin, 396, 397 
Dikey dogru hareketi, 200-201 
Dikey dogru testi, 23, 24 
Dikey hareket, 176, 176-177, 288e 
Dikey teget, 140-141e 
Diocles, testere dislisi, 212e 
Direng kuvveti, 669-670, 669 
Direng, hizla orantili, 673-674 
Dirichlet cetvel fonksiyonu, 145 
Disk yontemi, dénel cisim, 399-402, 400, 401, 
402, 406—407e 
Diskriminant f’nin, 1030 
Diskriminant testi, 705-706 
Diverjans(1), 1211, 1219, 1220 
testleri, 627-629 
lig boyutta, 1211 
vekt6r alanlarmin, 7/70, 1170-1171, 1171 
Diverjans Teoremi(ni), 1219, 1220 
bir birlestirme teoresi, 1211-1222 
cesitli bélgeler igin, 1214-1215 
desteklemek, 1212 
6zel bélgeler igin, 1213-1214, /214 
ve Green Teoremi, 1219, 1220 
Dizi(ler), 747-756 
sonsuz. Bkz. Sonsuz dizi(ler) 
Doégal logaritma fonksiyonu, 476 
Doégal logaritmalar. Bkz. Logaritma(lar), dogal 
Doégal sayilar, 2, AP-12 
Doégal tanim ktimesi, 20 
Dofal istel fonksiyonu, 486 
Dogru(lar), altinda alan, 350, 350 
boyunca hareket, 172, 269-270, 276¢e, 288e 
boyunca uzaklik, 933 


indeks i-3 


Dogru(lar), altinda alan, (Devami) 
cemberler, ve paraboller, 9-16 
diiz, 10-12 
egriligi, 937, 937 
diiz, tizerinde hareket, 918 
diizlemde, kesisimleri, 885—886 
igin, kutupsal denklemler, 732, 732, 737e, 
7T4le 
igin, parametrik denklemler, 881 
igin vektérel denklem, 880 
iki dogrudan gegen, 11-12, /2 
kesisimleri, 884-886 
normal, diizleme paralel, 1063 
paralel, 12-13 
parametrelenmesi, 197, 881 
teget. Bkz. Teget dogru(lar) 
ve diizlemler, uzayda, 880, 880-887 
Doégru pargasi, yonlti, 853, 854 
orta noktasi, 18e, 860, 860, 86le 
parametrelenmesi, 88/, 881-882 
Dogru pargasinin orta noktasi, 18e, 860, 860, 
86le 
Do§rultu tiirev(ler)i, 1005-1014, 1008, 1010 
Dolasim, gember etrafinda, 1156 
bulmak, /204, 1204-1205 
hiz alanlari igin, 1155-1156 
Dolasim yogunlugu, saat yOniiniin tersine ve 
saat yontinde, 1172, 1/72, 1179e 
iki-boyutlu alanlarin, 1201, 120/ 
vektor alanlarinin, 1171, 1/71 
D6nel cisim(ler), 551le 
hacimleri, 399-404, 400, 401, 402, 403, 407e, 
589-590, 590 
Donel cisimler igin kabuk formiilti, 412 
Donel yiizey(ler), alanlan, 436-447, 463e, 
729-730, 729 
Do6nme agisi, 704, 704 
Donme, agisi, 704, 704 
Donme, eksen etrafinda, 1171-1172 
D6niim nokta(s1)(lar1), 248, 268-269, 269 
D6niisiim(ler), integrasyon ve, 1130-1132, 
1134-1135 
Jacobiyen determinant, 1133-1134, 1/34 
trigonometrik grafiklerin, 55 
D6niisiim formiilleri, 48 
D6rte-bir bélgeler, 9 
Durak noktalar. Bkz. Denge degerleri 
Diisen cisim, karsi kuvvet ve, 669-670, 669 
Diizlem(ler), -de alan, 725, 725-727, 74le, 879e 
-e birim vektér, 876 
-e dik vekt6r, 875, 875-876 
-de Green teoremi, 1169-1181 
-de noktalar, igin uzaklik formiilii, 13 
dogrularin kesisimi ve, 885—886 
teget. Bkz. Teget diizlem(ler) 
uzayda, 880, 880-887, 888e 
lig noktadan gecen, 884 


e sayisi, ondalik agilimi, 494e, 502 
limit olarak ifadesi, 491-492 
In x’in tersi 486, 486 
tanimi, 477 


i-4 indeks 


Egik asimtotlar, 111, 111 
Egim(ler), 16e, 202e, 211—212e, 237e 
cgemberin, 206, 206-207 
dogrunun, /0, 10-11 
egrinin, 137 
kutupsal egrilerin, 719-721, 725e 
parametrik egrilerin, 197 
teget, 195 
ve teget, 138, 138, 140e, 156e, 169-170e 
ve y-kesim noktas1, 12 
y-dogrultusunda yiizeyin, 98S, 988-989 
Egim, agisi, 10, 11 
Egim alan(lart), 644, 644-645, 645, 649-650e, 
675, 676 
ve diferansiyel denklemler, 642-650 
Egim-kesim denklemi, 12 
Egri(ler), arkkotanjanta teget dogru, 527 
altinda alan, 373, 373 
arasinda alan, 379-381, 379 
bulmak, 310-311, 3/7, 316e, 392e 
cevresinde dolasim, 1155 
diizgiin, 417 
uzunlugu, 931 
diizlem, egrilik ¢emberi, 939-940 
iizerinden aki, 1156-1158, 1157, 
1225-1226e 
egimi, 137 
grafigi, 721, 721 
icin, egrilik ve normal vektérler, 940 
konkavlig1, 267, 267-272 
kontur, 968, 969 
kuadratik, 277e, 322e, 702, 705t 
kutupsal, uzunlugu, 728-729, 731—732e 
egimi, 719-721, 725e 
tiirevlennebilir, arasinda agi, 872—873e 
uzunluk(lar1) of, 416-424, 462e, 732e 
igin parametrik formiiller, 419, 4/9 
parametrik olarak tanimh, 4/7, 417-419 
ve cember cevreleri, 418-419 
iiretmek, silindir icin, 889, 890 
seviye, 968, 969, 973e, 974e 
gradiyentleri ve tegetleri, 1010-1011, /0/1 
sonlu ve sonsuz, 619, 6/9 
sonsuz sayida asimptotlu, 119, 1/9 
parametrik. bkz. Parametrik egri(ler) 
parametrelenmis, 440, 440 
parcal diizgiin, 910, 9/0, 1161-1162 
teget, 135, 135, 1027e, 1064e 
tegete, 134-135, 135, 137, 167, 167 
uzay, boyunca yay uzunlugu, 93/, 931-932 
uizerinde bir kuvvetin yaptigi is, 1152 
uzayda, 906 
igin formiiller, 949 
stirekliligi, 909 
y = f(x), uzunlugu, 419 
yaklasim, 63 
-ye teget dogru, 1014, 106le 
Egrilik, cemberin, 939 
diizlemsel egriler igin, 939-940 
bulmak, 940, 940-941, 948, 960e 
dogrunun (sifir olarak), 937, 937 


Egrilik, cemberin, (Devan) 
diizlem egrinin, 936, 936-939 
hesapla formilleri, 947 
helisin, 940, 940-941, 942e 
igin vektér formiilti, 947 
tanim1, 936 
ve vektorler, egriler igin, 940 
E&risel integral(ler), 7/43, 1143-1149 
eklenmis iki yol igin, 1145 
hesaplanmasi, 1144, 1/44, 1168e, 1223e 
igin Green Teoremi, 1174-1175 
korunmal: alanlarda, 1162—1164 
temel teoremi, 1162 
toplanabilirlik ve, 1145 
Ekonomide tiirevler, 177, 177-178 
Eksen, etrafinda dénme, 1171-1172 
Ekstrem fonksiyon degerleri, ¢ember tizerinde, 
1044-1045, 1045 
Ekstremum(lar), mutlak. Bkz. Mutlak ek- 
stremumlar 
bulunmasi, 247—252, 248 
yerel. Bkz. Yerel ekstremumlar 
bagil, 247 
Ekstremum Deger(ler)(i), 
fonksiyonlarin, 244—252 
iki degiskenli fonksiyonlar ve, 1027, 1027, 
1028 
yerel, 246-247, 247 
aramak, 1031, 1/031 
birinci tiirev teoremi, 247 
bulunmasi, 1029, 7029, 1030 
ikinci tiirev testi, 1031 
maksimum, 1028, /028, 1033, 1034e 
minimum, 1028, 1033, 1034e 
tiirev testleri, 1027-1031, 1028 
Ekstremum Deger Teoremi, 347, AP-10, 247, 
247 
Elektrik akimi1, 654-655 
Elektrik yiikii, yiizeyde dagilmis, 1185, 1185 
Elektrik, ev elektrigi, 374, 374 
Elektriksel direngler, 989, 989-990 
Elektromagnetik Teori, Kanunu, 1216-1217 
Eleman(lar1), kiimenin, 3 
Elemanter olmayan integraller, 597-598, 617e 
hesaplanmasi, 827-828 
Elips(ler), 44, 44-45, 48e, 688-690, 694e, 701e, 
935e 
alan formiilii, 708 
alan 590, 590-591, 1136¢e 
asal ekseni, 44, 689, 689 
denklemleri, 690 
dismerkezligi, 697-698, 698 
dogrultmanlar1, 698, 699 
kutupsal denklemleri, 734-736, 736, 
737-738¢e 
merkez odak uzakligi, 689 
merkezi, 44, 45 
odak ekseni, 688, 688 
odaklari, 688, 698 
parametrik egriler ve, 198-199 
tanim1, 688 


Elips(ler), (Devam1) 
teget dogru, 1011, 10/1 
tepe noktalari, 688, 688, 699 
uzaklik ekstremumlan, 1046, 1046-1047 
yedek ekseni, 44, 689 
yari asal eksen, 689 
yari yedek eksen, 689 
Elipsoid(leri), 693, 693, 891-892, 892, 1109e 
donel yiizey, 892 
En biiyiik tam say1 fonksiyon, 25, 126, 126, 
158e 
En kiigiik tist srmir, AP-10 
Enerji, kiitle korunumu, 230-231 
Epsilonlar, igin deltalar bulmak, 94-97 
Es Alan Kanunu, 953, 953-954 
Esitsizlik(ler), mutlak degerler ve, 6-7 
Cauchy-Schwartz, 872e 
céziimleri, 3-5, 4 
geometrik yorumu, 849, 851, 852e 
igin kurallar, 2 
licgen, 6 
Eslenik(ler), mutlak degeri, Ek-22 
-le kompleks aritmetik, Ek-22 
Euler formiilii, AP-17 
Euler methodu, 659-664, 660, 664e, 677 
gelistirilmis, 663, 663t, 664e 
dogrulugu, 661-662, 661t, 662, 662t 
kullanim1, 660-661 
Euler ézdesligi, 818, 821e 
Euler sabiti, 776-777 
Euler’in gamma fonksiyonu, 660e 
Eyer noktas1, 896-897, 1029, 1029, 1031, 1031, 
1033 


nin diskriminanti 1030 
Faiz, stirekli bilesik, 504-505, 510e 
Faktoriyel notasyonu n!, 754, 759e 
Faraday Kanunu, 1227e 
Fark kurali, 162 
Fark oram, 139 
Farklar, 39, 45e, 159-163 
Faz dogru(lar1), 666, 670, 670, 671e 
Fermat Prensibi, 281, 281-282, 289e 
Fibonacci sayilar, 755 
Fick, Adolf, 220e 
Fisildayan salonlar, 693 
Fonksiyon(lar), 19, 26e, 69e 
arcsintis ve arccosintis, 519-521, 520 
arctanjant ve arccotanjant 522-524, 522, 523 
artan, 262—264 
artan ve azalan, 33, 474e 
aynt oranda biiyiime, 513 
azalan, 262-264 
belirleme, 28-38 
bilesen, 906 
bilesik. Bkz. Bileske fonksiyonlar 
bileskeleri, 40, 70e 
birim adim, 125, /25 
limitleri, 42-44 


Fonksiyon(lar), (Devamt1) 


birlestirilmeleri, 38-45, 40 
biiytime oram, 5/7, 511-513, 5/2, 
548-549e 
cebirsel, 31 
cift, integrali, 379 
cift ve tek, 33, 37-38e, 48e 
icin Taylor serisi, 821e 
céziimti, 643-644 
deger kiimesi, 19, 20, 965, 966, 973e 
degiskenleri, 965-975 
ekstremum degerleri, 244—252 
en biiyiik tam say1, 24, 25, 126, 126 
grafikleri, 6lgekleme ve yansitma, 42-44 
kaydirma, 41-42, 42 
hesaplanmasi, 966 
hiperbolik. Bkz. Hiperbolik fonksiyonlar 
iki degiskenli, 966-968, 974e 
ikiden fazla degiskenli, 981, 989, 1023 
lineerlestirilmesi, 1023-1024 
integrallenebilir, 345, 1068 
ortalama degeri, 1083 
integrallenemeyen, 346 
kapali olarak tanimli, 205—207 
karek6kii, 29, 30e 
kubik, 30, 254e 
kurulmasi, 360 
kuvvet, 29, 29, 30 
kiip kok, 29, 30 
limitleri, 103, 103 
lineer (dogrusal), 28, 28 
ortalama degeri, 331, 33/ 
logaritmik, 31-32, 33 
monoton, 262-264, 263 
mutlak deger, 128 
negatif olmayan, ortalama degeri, 331, 33/ 
ok diyagrami olarak, 20, 20 
ortalama degeri, 331, 331, 352, 352, 354e 
ézdeslik, 79, 79, 94, 95 
parcali-tanimhi, 24, 25, 26—-27e, 70e 
pargali-stirekli, 346 
peryodik, 52 
icin Taylor polinomlan, 82 le 
polinom, 30, 30, 127-128 
potansiyel, 1165-1166, 1168e 
pozitif, grafigi altmdaki alan, 349-351 
quadratik, 30 
rasyonel. Bkz. Rasyonel fonksiyon(lar) 
reel-degerli, 20, 965 
sabit, 28, 28, 79, 79, 94, 95 
tiirevi, 159, 159 
sagdan-stirekli, 125 
salinim, 104-105, /05 
sayisal temsili, 23 
sifir(lar1) (k6kleri), 131, 132 
sik salinan, 6/, 61-62, 62 
simerik, belirli integralleri, 378-379, 378 
skaler, 907 
stirekli. Bkz. Stirekli fonksiyon(lar) 
siirekli ttiretilebilen, 417 
soldan-stirekli, 125 


Fonksiyon(lar), (Devami) 
tablo degerleriyle tanimlanan, 23 


tanim kiime(si)(leri) , 19, 19, 20, 965, 966, 


968, 973e 
tanimak, 33, 37e 
tanimi, 79 
tamsay1 taban, 24, 25 
ters. Bkz. Ters fonksiyon(lar) 


ters trigonometrik. Bkz. Ters trigonometrik 


fonksiyon(lar), ters 
transandant, 32—33, 33, 466-552 
trigonometric. Bkz. Trigonometrik 
fonksiyon(lar) 
tiirevlenebilir. Bkz. Titrevlenebilir 
fonksiyon(lar) 
tiirevi sifir, 258 
tiirevinden bulmak, 157 


tig degiskenli, 969-970, 1012-1013, 1025e 


igin Zincir Kurah, 995, 1000, 1003e 
iistel. Bkz. Ustel fonksiyon(lar) 


vektér (vektér-degerli). Bkz. Vektér fonksiy- 


onlar (vekt6r-degerl1) 


ve grafikleri, 19, 21, 2/, 22, 22, 26e, 69—70e, 


71-72e 


ve tiirevler. Bkz. Tiirev(ler), ve fonksiyonlar 


y’ye gore integrasyon ve, 381-382, 382 

yakin nokta, davranisi, 77-78, 78, 78t 

yiizeyler tizerinde tanimh, 999-1001 
Fonksiyon degerleri, tahmini, 619 


Fonksiyonlar, uzayda, ortalama degerleri, 1105, 


1105 
Fourier serileri, 586e, 833-838, 836, 842e 
Fourier yaklasim fonksiyonlar, 837, 837 
Fourier, Joseph, 833 


Fractal havuzlar, Newton yéntemi ve, 303-305, 


304 
Franklin, Benjamin, vasiyeti, 510e 
Freeth’in Nefroidi, 725e 
Frenet cergevesi, 943-945, 945, 950e 
Fubini Teoremi, 1069, 1069-1071, 1073 
Fubini, Guido, 1070 


Gabriel’in borusu, 632e 

Galileo Kanunu, 74 

Galileo’nun serbest diigme formiilii, 180e 
Gateway Arch, battya, 535 

Gauss Kanunu, 1216-1217 

Gegici ¢dziim, 655 


Gelir, marjinal, 178, 182e, 241e, 282-283, 283 


Genel céziim, 311 
Genel kuvvet fonksiyonu, 496 
Genel lineer denklem, 12 
Genel siniis egrisi, 55, 58e 
Genel siniis fonksiyonu, 55 
Genellestirilmis integral(ler), 553, 619-630 
Genetik data, degisime duyarlilik, 179 
Genisleme, stirekli, 143 
Geometri, 72e, AP-30—AP-31 

grafik ¢izimi ve, AP-21 
Gezegen hareketi, 950-958, 952, 952-953 
Gezegen(ler), giinesten uzaklik, 36t 


indeks i-5 


Gezegen yoriingeleri, 737, 737, 739e, 957, 957t, 
958t 
dismerkezlikleri, 698, 698t 
Global ekstremumlar, 244 
GOriintii penceresi, 59, 60 
Goriintii, 1128 
Goriis gergeve(leri), 59, 60, 66e 
Gradiyent(ler), cebir kurallari, 1012, 1014e 
seviye egrilerine, 1010-1011, 0/1 
Grafik(ler)(i), 9, 69e 
biiytik 6lgekte G6zdes, 121, 12/ 
gizimi, 21-22, 22 
-den limitler, 81-82 
fonksiyonlar ve, 26e, 69—70e, 71—72e 
fonksiyonlarinin, dlgekleme ve yansitma, 
42-44 
kaydirma, 41-42, 42, 46-47e 
iki degiskenli fonksiyonlarin, 968 
kaydirma, 41-42, 46-47e 
rasyonel fonksiyonlarin, 61, 6/ 
yay uzunlugu formiilii, 420 
Grafik gizimi, hesap makinesi ve bilgisayarla, 
59-65 
tiirevlenebilir fonksiyonlarin, 272-273, 273, 
275-276¢e 
tiirevlerin, 150-151, 15/7, 156—-157e 
ve geometri, AP-21 
Gradiyent alan(lar), 1152-1155, 1158e, 1169e 
Gradiyent kurallari, 1012 
Gradiyent vektér, 1008 
Grafik ¢izim penceresi, 59-63 
Gravitasyon sabiti, 952 
Green formiilti, 1222e 
Green Teoremi, 1169-1181, 1218-1219, 1220, 
1225e 
egrisel integralleri hesaplama, 1174-1175 
ve Laplace denklemi, 118le 
ve Stokes Teoremi, 1203, 1203 
Green Teoremi ve, 118le 


Hacim(ler), -de degisim, 1021-1022 

bulmak, 1074, 1101-1102, 7/02 

bulmak igin pul ve kabuk yéntemleri, 
475 

cisim(lerin), 396, 397, 398, 461-462e, 1106e, 
1126-1127e 

dénel cisimlerin, 399-404, 400, 401, 402, 
403, 407e, 589-590, 590 

eksenler etrafinda 6lgekleme ve déndiirme ile, 
396409 

icin Pappus teoremi, 443, 443 

lusit ile, 1032-1033 

kirenin, 400, 400-401 

olarak iki kath integral, 1068-1069, 1069 

silindirin, 218e, 1025 

silindirik kabuklarin, 409, 409-416, 410 

sonsuz cismin, 626, 626 

prizmanin, 1075, 1075 

piramidin, 398 


i-6 indeks 


Hacim(ler), -de degisim, (Devami) 


tanimi, 1099 

takozun, 399, 399 

torusun, 407—408e, 443, 443 
vazonun, 617 


Halley kuyruklu yildizi, 698-699, 699, 739e 
Hareket, dogru boyunca, 172, 269-270, 276e, 


288e 
basit harmonik, 186, 786, 189e 
birim cember tizerinde, 935, 935 
dikey, 176, 176-177, 288¢ 
dikey dogru, 200-201 
dogru iizerinde, 918 
dogrultusu, 173, 173, 910 
gezegen, 950-958, 952, 952-953 
kutupsal koordinatlarda, 951, 95/7, 963e 
mermi. Bkz. Mermi hareketi 
silindirik koordinatlarda, 951, 95/7, 964e 
ters tiirevler ve, 311 
yatay, 174, 174 
Newton Kanun(lar1) of, 669, 673 
uzayda, 906-964 
yay tizerinde, 186, 186 
vektér fonksiyonlarin tiirevleri ve, 909, 
909-911 


Hizli salinan fonksiyon, grafigi, 61, 61-62, 62 
Hidrodinamik, siireklilik denklemi 1217, 


1217-1218 


Hidrojen iyon konsantrasyonu, 499 
Hiyerbol(ler), 690-692, 694e, 701—702e, 708e 


asimptotlari, 691-692, 692, 697e 

dis merkezligi, 699-700, 699, 702e 

igin denklem(ler), 692, 699-701, 701, 
703—704e, 703 

odak ekseni, 691, 69/ 

odaklari, 690, 690, 699 

parametrelenmesi, 709-710, 710 

igin kutupsal denklemler, 734-736, 736, 
737-738¢e 

tepe noktalari, 691, 69/ 


Hiperbolik fonksiyon(lar), 535-536, 535t, 601le 


degerleri ve 6zdeslikleri, 542—543e 
igin integral formiilleri, 537-538, 537t 
tanimlari ve 6zdeslikleri, 535-537, 535t 
tersleri, 538-539, 539 
-a yol agan integraller, 541-542, 542t 
hesaplanmasi, 543—544e 
igin 6zdeslikler, 539t, 539-541 
tiirevleri, 540-542, 540t 
tiirevleri, 537-538, 537t, 543e 


Integral(ler), (Devami) 
hesaplanmasi, 353e, 361-363, 365e, 
374-375e, 531-532e, 580e 
iraksak genellestirilmis, 623-624 
igin Toplanabilirlik Kurali, 360, 1145 
iki kath, 1067-1081, 1140e 


-de degisken déntisiimii, 1128-1132, 1/29, 


1130 
kutupsal formda, 1092-1098 
kath, 1067-1142 
degisken d6niistimleri, 1128-1137 
tanimlari, 1067 
kutupsal koordinatlarda, 1092-1093 
pozittif olmayan fonksiyonlarin, 354 
tan x ve sec x’in kuvvetleri(nin) 583 
tekrarli, 1070 
temel formiillere uydurmak, 558 
ters hiperbolik fonksiyonlara yol agan, 
541-542, 542t 


smh dikdértgensel olmayan bélgeler tizerin- 


de 1072-1075 
secant ve cosecant, 558 
tablolar1, T-1—T-6 
trigonometrik, 581-586 
lig kath, 7098, 1098-1099, 1106e, 1140e 


Hareket eden pargagik, 525-526 
Harita, tizerinde conturlar, 1005—1006, 1006 
Harmonik seri, 772-773 
Hassaslik, degisime, 179, 229-231 

ilaca, 170e, 290e 

minimum maliyet, 284—285 
Hastalik, bulasmak, yayilma, 504, 509e 
Hata(lar), diferansiyel yaklasimda, 227, 


Hiperbolik cosiniis, ters, tiirevleri, 540-541 
Hiperboloid(ler), 894-896, 895, 896 
Hooke kanunu, yaylar igin 449 

Huygens, Christiaan, sarka¢ saati, 710, 710 


Isi iletimi, 507-508 


ic garpim. Bkz. Nokta carpim()(lar1) 
ig nokta(lar), 3, 967, 967, 1031 


degisken d6éniisiimii, 7732, 1132-1135, 
1133, 1134 

kartezyen koordinatlarda, 1098-1109 

silindirik koordinatlarda ve kiiresel koordi- 
natlarda, 1114-1128 

6zellikleri, 1105-1106 


iistel fonksiyonlarmn, 489-491, 495-497 
vektér fonksiyonlarin, 914-916 
yalnis hesaplanmasi, 626 


227-229 
kesme, 815-817 


Hata tahmini, 793e, 811-819, 820e, 1022, 


1025—1026e 


Hata terimi, 318 
Heaviside metodu 576-577 


ile integrasyon, 577-578 


Helikopter, ugusu, 882 
Helis, bilgisayarla tiretilen, 908, 908 


boyunea aki, 1155-1156 
egriligi, 940, 940-941, 942e 
grafigi cizimi, 907, 907 


Hesap makineleri, ile grafik gizmek, 59-65, 


267e 


Hiz(lar), ivmeden, 259-260, 26le 


-a orantili karsi direng, 673-674 
anlik, 172 

iki pargacigin, 242e 

son, 670 

stirat garp1 yon olarak, 859 
ortalama, 172 

ve uzayda ivme, 916-917 

yarig arabasinin, 172 


Hiz alanlar, 1155-1156 
Hiz fonksiyonu, merminin, 329 
Hiz vekt6r(leri), 853, 853, 862e, 910, 1150, 


1150-1152 


-da dikey asimtotlar, 624, 624 
uzay bélgeleri icin, 970, 970 


iki kath integral formiilleri, 54, 57e 
ikinci tiirev testi, 283, 322e, 820e, 1033 


tiiretimi, 1054-1056, 1055 


[lerleme ve yiikselme, 10 
Iliskili oranlar denklemi, 214—217 
Indirgeme formiil(leri), 567-568, 570e, 


595-597, 601e 


indis, 747, 764 
indisi, toplamin, 336, 337 
Integral(ler), 325, 481-483, 493-494e, 622 


aki. Bkz. Aki integral(leri) 

akiskan kuvvetleri igin, 457 

belirli. Bkz. Belirli integral(ler) 

belirsiz. Bkz. Belirsiz integral(ler) 

bilinmeyen, ¢d6zmek, 564-565 

birlestirilmesi, geometri ile, 383, 383 

degisimi, sinir, uydurmak igin degisim, 381, 
381 

dogal logaritmanin, 563 

doéniisiimleri, 373 

Egrisel. Bkz. Egrisel integral(ler) 

elemanter olmayan, 597-598, 617e, 841le 
hesaplanmasi, 827-828 

genellestirilmis, 553, 619-630 

hesaplama igin degisken d6niisiimii, 371 


yoldan bagimsizligi, 1162-1163 
Integral formiilleri, 528-529 
Integral tablolari, 593-595, 600-601e 
Integral teoremleri, 1218-1220 
integral testi, 772-775, 773, 774 
integrandlar, 370, 622-626 
Integrasyon, 325-395, 642-681 

belirsiz, terim-terime, 313-314 

BCS ile, 598-600 

degiskeni, 312, 345 

kath, 1071 

kismi, 561-568, 568e, 569e 

sabiti, 313-314 


simirlari, 1093-1095, 1095, 1100-1105, 7/02, 


1103 
bulunmasi, 1076-1077 
sira(lar1), 1/04, 1104-1105 
degisimi, 1108—-1109e, 1141e 
siranin degisimi, 1077, 1077, 1079e 
silindirik koordinatlar, 1115-1119 
sinirlan, 7/16, 1116-1117 
sayisal, 603-619, 617e 
sonsuz sinirlari, 619, 619-620 
tablolu, 565-567 
teknikleri, 553-633 
terim-terime, 801—802 
vektér uzaylarinda, 1143-1228 
y’ye gore fonksiyonlar ve, 381-382, 382 


Integrasyon garpim1, 651 
integrasyon formiilleri, 528, 553-558, 554t 
integre et komutu, 598 
Integre etmek, iistelleri, 490 
irrasyonel sayilar, 3 
Is, 447-455, 463e, 465e, 868-869, 872¢ 
degisken kuvvetin yaptigi, 448, 452—453e 
uzay egrileri tizerinde, 1154, 1154-1155 
korunmal: alanlarla, 1163 
sabit kuvvet, 447-448, 868, 868, 1169e 
tanim1, 447, 868 
uzayda e&ri tizerinde kuvvetin yaptigi, 1/52, 
1152-1155, 1158 
Is integrali, 1155, 1169 
isaret kurali, AP-29 
Islemler cebiri, vektorler iceren 856, 856-858, 
857 
Ivme, 175 
hiz ve konum formu, 259-260, 26le 
normal bilesenin, 966 
tegetsel ve normal bilesenleri 945—947, 946, 
947, 949e 
uzayda, hiz ve, 916-917 
Ivme vektorleri, 910 
iz, 890 


Jacobi, Carl, 1129 

Jacobiyen determinant(lar), 1129, 1130-1131 
doéniisiimiin, 1133-1134, 1/34 

Joule, 447 

Joule, James Prescott, 447 


Kalan Tahmin Teoremi, 813-814, 815, 816, 817 

Kalan, n. mertebeden 812, 813 

Kalinhik degisimi, 412 

Kan sekeri, konsantrasyonu, 150-151, 150, 151 

Kapali aralik, 3 

Kapali bélge, 970 

Kapali tiiretme, 205, 205—211, 206, 207, 208, 
21 le, 236e, 995e, 1001-1002, 1004e, 
1060e 

Kar sekli egrisi, Helga Von Koch’un, 771le 

Kar, marjinal, 282-283, 283 

Kararli denge, 667-671 

Kararli-konum ¢éziimii, 655 

Kararli-konum degeri, 655 

Kararsiz denge, 667-671 

Karbon-14, 506-507, 5lle 

Kardioid(ler), 720, 720, 725e, 744-745e 

uzunlugu, 729, 729 

Kare cergeve, 60, 60 

Kare matris, AP-24 

Kare, kareye tamamlama, 555, 559e, AP-38 

Karek6k fonksiyonu, tiirevi, 149, 149 

Karek6ék(ler), karekékten kurtulmak, 556, 
559-560e, 583 

Kareye tamamlama, 529-530, AP-30 

Karisik tiirev teoremi, 991-992, AP-23—AP-25 

Karisim problemleri, 655 

Karlasilastirma test(leri), 628, 629, 629, 
777-780 


Kartezyen denklem(ler), ve kutupsal denklem- 
ler, 716, 716-717, 718-719e 
dogrunun kutupsal denklemleri, 733, 733, 
741-742e 
Kartezyen diizlem, 9 
Kartezyen integraller, 1095-1096, 1096 
Kartezyen koordinat sistemi, 848, 848, 874 
Kartezyen koordinat sistemi, 9 
Kartezyen koordinatlar, 9, 9, 848, 1126e, 1139e 
-da) tig kath integraller, 1098-1109, 1139e 
Katar (tren)1, 33, 33, 546e 
Kati cisim(ler), dik-kesitleri, 396,397, 405e 
biikiilmiis, 406 
hacim(leri) of, 396, 397, 398, 461-462e, 
1126-1127e 
eylemsizlik momenti, 1123 
sonsuz, hacmi, 626, 626 
uzayda, kiitle merkezi 1110-1111, //// 
Katlar, 159-163 
tiirevleri, 158 
Katsayi(lar), 30, 571, 578 
Kaydirma formiilleri, 41 
Kaydirma, grafik, 41-42, 46-47e 
Kayma diizeltmesi, 524, 524 
Kepler denklemi, 963e 
Kepler Metodu, paraboller igin, 697e 
Kepler’in birinci kanunu, 953-956 
Kepler’ in hipotezi, 63 
Kepler’in ikinci kanunu, 953, 953-954 
Kepler’in tigtincti kanunu, 35-37, 956, 959e 
Kesim noktalari, 12, 16e 
Kesir(ler), integrasyonu, 573-574 
indirgenmesi, 556-557 
ayrilmasi, 557, 559e 
Kesirli tek kuvvet, grafigi, 62, 62-63 
Kesisim noktalari, gizli, 722-723, 723 
Kesme hatas1, 815-817 
Keyfi sabit, 307 
Kismi tiirev(ler), 965-1066, 1000-1001, 7001 
birinci-mertebe, 994e 
dérdiincii-mertebe, 992 
fonksiyon olarak, 984-986, 987-988, 
1063—1064e 
hesaplanmasi, 987-989, 1060e 
kisith degiskenlerle, 1049-1054, 
1053—1054e, 1062—1063e, 1064e 
ikinci-mertebe, 991-992, 1060e, 994-995e 
ve siireklilik, 990, 990 
yiiksek mertebeden, 992 
Kismi kesir(ler), 570-579 
Kinetik enerji, 1085, 1085-1086 
ig ve, 457-458e 
Kiris dogru(lar), 75 
Kiris, 50, 75 
K6k(ler), 131, 133e, 143e 
dérdiincii derece, AP-20 
kompleks, 306e, AP-22 
kuvvetler ve, AP-21—AP-22 
igin kuvwvet serileri, 822-824 
K6k bulma, 131, 132, 305e, 306e 
K6k testi, 784-785 
Kompleks eslenik, Ek-16 


indeks i-7 


Kompleks say sistemi, Ek-14 
Kompleks sayi(lar), Ek-12—Ek-22 
Koni(ler), 893-894, 1097e 
eliptik, 893, 893-894 
hacmi, 408e, Ek-31 
parametrelenmesi, 1193, 1/93 
ylizey alana, 240e, 1195-1196 
Konik bantlar, yiizey alan ve, 442, 442 
Konik kesit kurali, 953 
Konik kesit(ler), 685, 686, 740—741le, 743e 
dis merkezliye gore smflamak, 697—701 
kutupsal koordinatlarda, 732-736, 741le 
kutupsal denklemleri, 734, 734, 735, 737e 
ve kutupsal koordinatlar, 685—745 
Konik tank, doldurmak, 217, 217 
Konkavlik testi, 268, 268 
Konkavlik, 267, 267-272 
Kontur egrileri, 968, 969 
Konum vektérii, 1064e 
Konum, ivmeden, 260-261, 262e 
Korunmali alan(lar), kapali-déngii 6zelligi, 
1163, 1163-1164, 1164 
icin bilesen testi, 1164 
icin potansiyeller, 1164-1166 
yaptigi is, 1163 
yoldan bagimsizlik ve, 1161 
ve Stokes Teoremi, 1208-1209, 1209 
Koordinat artrmlari, 10, 10 
Koordinat gergevesi, sag-el kuralina gore, 848, 
848 
Koordinat giftleri, 9 
Koordinat déntisiim formiilleri, 1123 
Koordinat diizlem(ler)i, 848-849, 849 
etrafinda birinci moment, 1110 
icinde trigonometrik fonksiyonlar, 52 
Koordinat eksenleri, 9 
déniisiimii, 703, 707—708e 
etrafinda eylemsizlik momenti, 1111, 7/// 
Koordinat sistemleri, tig-boyutlu, 848-851 
Koordinatlar, 69e, 952-953. Bkz. ayrica 
Kartezyen koordinatlar; Silindirik koor- 
dinatlar; kutupsal Koordinatlar 
Kosekant, 50 
Kosiniis(ler), 50, 51t 
hesaplama igin déndiirme, 707, 707 
kurah, 54 
ve siniisler, kuvvetlerinin garpimi, 581-583, 
585—586e 
Kosintis fonksiyonu, ttirevleri, 184-185, 185 
Kotanjant, 50 
Kova, kaldirmak, 450, 450 
Kramer Kurali, 212e 
Kritik nokta(ler), 248, 1033, 1035e, /035e 
mutlak ekstremum deger olmayan, 250, 250 
tanimi, 1029 
Kutu, garpimi, 877, 877-878, 879e 
Kutu, tiretimi, 278, 278, 286—287e 
Kutupsal denklem(ler), 715—716, 718e 
cemberler igin, 732—734, 732, 733, 737e 
dogrular igin, 732, 732, 737e 
Kartezyen formda, 732, 732, 741e 


i-8 indeks 


Kutupsal denklem(ler), (Devami) 
elipsler, paraoller ve hiperboller igin, 
734-736, 736, 737—738e 
Kartezyen denklemler, 7/6, 716-717, 
718-719e 
konikler igin, 734, 734, 736 
Kutupsal egri(ler), 728-729, 73 le 
Kutupsal grafik, -in kesisimleri, 722—723 
simetri ve, 719, 725e 
Kutupsal integraller, 1095-1096, 1096 
Kutupsal koordinatlar, 7/4, 714-718, 718¢, 
1004—1005e, 1138—1139e, 1141e 
-da alan ve uzunluk, 725-730, 1095, 1097e 
-da hareket, 951, 957, 963e 
-da integraller 1092, 1092-1093, 1093 
grafik gizimi, 719-724 
konic kesitler ve, 685-745, 732-736, 74le 
kullanarak integral hesabi, 1096, 1096 
yaniltici, 722 
Kuwvet(ler), 159-163, AP-19 
agilimlari, 555—556 
sintis ve cosintis’tin kuwvetleri, ¢arpmlari, 
581-583, 585—586e 
tan x ve sec x’in 586e 
integralleri, 583 
trigonometrik, 560e 
ve kékler, AP-21—AP-22 
igin binom serisi, 822-824 
Kuwvet(ler), sabit, yaptigi is, 447-448, 868, 868, 
1169e 
akiskan. bkz. Akiskan kuvvet(leri) 
degisken, yaptigi is, 448, 452-453e 
etkili, 855, 855 
uzay araci tizerinde, 870 
Kuwvet fonksiyonlan, 29, 29, 30, 496 
Kuvvet kurali, 168, 369 
genel formu, 492 
integral formda, 368-370 
irrasyonel kuwvetlerle, 493 
pozitif tam sayilar icin, 160 
rasyonel kuwvetler igin, 209-211 
Zincir Kurali ve, 211 
Kuvvet sabiti, 449 
Kuwvet serileri, 794-803, 796, 840-84 le 
carpimi, 803 
kullanarak limitler, 829-830 
problem céziimiinde, 824-827 
uygulamalari, 822-831 
Kuvvet vektorii, 859, 861—862e 
Kuvvet Zincir Kurahi, 194 
Kuyu, derinligi, 227, 229-230 
Kiictik-o notasyonu, 514 
Kiimelerin kesisimi, 3 
Kiire(ler), 892 
hacmi, 400, 400-401, 1140e, AP-31 
merkez ve yaricgaplan, 851, 85/7, 852-853e 
parametrelenmeleri, 1193, 1/94 
uzayda, uzaklik ve, 850-851 
yiizey alam, 1196 


Kiiresel koordinatlar, 1126e, 1139-1140e 
-da hacim bulmak, //22, 1122-1123 
-de tig katli integraller, 1114-1128 
denklemleri, 1119-1121, 7/20, 1121 
tanim1, 1119 
ve integrasyon, //19, 1119-1122, 1/20 
Kitle(ler), dogru boyunca, 424-426, 425 
diizlemsel bélgelerde, 428, 428-429 
enerji korunumu, 230-231 
eylemsizlik momenti ve, //09, 1109-1110 
hesaplanmasi, 1/46, 1146-1147 
merkezi, momentler ve, 424-435, 464e 
ve momentler, hesaplanmasi, 1 145—1147, 
1146, 1146t 
tig boyutta, 1109-1114 


l’Hopital Kurali, 292—293, 295, 297, 298e, 
320e, 752-753 
l’Hopital, Guillaume de, 292 
Lagrange carpanlan, 1038-1049, 1062e 
Lagrange, Joseph-Louis, 257 
Laplace denklemi(leri), 995—996e, 1005e 
Lastik band, germek, 134, 452e 
Leibniz formiilii, 828-829 
Leibniz kurali, 243e, 393e, 1064e 
Leibniz notasyonu, 222, 225, 418 
Leibniz teoremi, 787 
Leibniz, Gottfried Wilhelm, 150, 344, 356 
Lemniscate, 722—723, 722 
Limagon(lar), 725e, 727-728, 727 
Limit(ler), 77, 531e, 532e, 550e 
degisim oranlar ve, 73-81 
fonksiyon degerlerinin, 77-80 
fonksiyonlarin, 103, 103 
iki degiskenli, 976-979 
hesaplanmasi, 79, 84-89, 89—90e, 977-978 
icgin hesap makineleri ve bilgisayarlar, 
80-81, 81t 
iki-tarafli, ispati, AP-7 
integrasyonun, 1093-1095, 1095, 1100-1105, 
1102, 1103 
karsilastirma testi, 628, 629, 629 
kesin tanimlar1, 91-98, 92, 94, 145e 
kuvvet serisi kullanan, 829-830 
olmadigi, iki-yol testi, 980, 980-981 
tek-tarafli, 102-107 
polinomlarin, 86, AP-7 
rasyonel fonksiyonlarin, 113—114e, AP-7 
Riemann toplamlarinin, 343-356 
sagdan, 102, 102, 104, 104 
ispati, AP-6 
sik karsilasilan, AP-7—AP-9 
(sin 0)/0 igeren, 105, 105-107 
soldan 102, 102, 104, 104 
ispati, AP-7 
sonlu, x sonsuza yaklasirken, /07, 107-108, 
113e 
sonlu toplamlarin, 339-340 
sigma notasyonu ve, 335-343 
sonsuz, 115-118, 122e 
integralin, 6/9, 619-620 


Limit(ler), (Devam1) 
sonsuzda, 107—114, 108, /08 
list, toplamlarin, 343 
varligi, 82 
ve stireklilik, 73-141, 142—143e 
vektér degerli fonksiyonlarin, 908 
yiiksek boyutta, 976-984 
Limit béltim kural, ispati, AP-S—AP-6 
Limit ¢arpim kurah, ispati, AP-4—AP-5 
Limit karsilastirma testi, 778-780 
Limit kurallari, 84-89, AP-4 
Limit niifus, 670 
Limit Teoremleri, ispatlar1, AP-4—AP-7 
Lineer garpan(lar), farkli, 572-573 
Heaviside “6rtme” yéntemi i¢gin, 576 
tekrarli, 573, 579e 
Lineer denklem(ler), 12 
céziimti, 651-652 
Lineer fonksiyon, 9/, 91-92 
ortalama degeri, 331, 33/ 
Lineer yaklasim(lar), 223, 231e, 232e, 234e, 
822e 
3-boyutlu uzayda, 1023-1024 
bulunmasi, 1058 
igin hata formiilii, 1056 
standart, 1019, 1020, 1025e 
Lineerlestirme(ler), 221-225, 222, 223, 224, 
23 le, 240e, 494e, 50le 
bulunmasi, 1019-1020, 1025e, 106le 
fonksiyonlar ve, 234e, 1018-1019, /019, 
1023-1024 
ve lineer yaklasimlar, 223, 23 1e, 
234e 
Logaritma(lar), 10 tabaninda, 499-500 
a tabaninda, 497, 497, 498t 
iceren tiirevler ve integraller, 498-499 
dogal, 476-485 
grafik ve degerleri, 480-481, 48/ 
integralleri, 563 
tiirevleri, 478-479, 484e 
6zellikleri, 479-480, 484e 
Logaritmik fonksiyon(lar), 31-32, 33 
farkli tabanlarda, 513 
Logaritmik tiiretme, 483-484, 485e, 500e, 547e 
Logistik biiytime, 670 
Lorentz kisitlamasi, 144e 


Maclaurin serileri, tanimi, 806 
bulunmasi, 820 
seri temsilleri, 806 
Taylor serisi ve, 805-810 
Maksimum(lar), mutlak, 244 
kapali simirl bélgelerde, 1031 
kisitlanmis, 1038-1041 
yerel, 247 
Maks-min testleri, 1033 
Maliyet(ler), giinliik ortalama, 284, 284 
marjinal. Bkz. Marjinal maliyet 
minimize etmek, 284, 284 
minimum, hassasligi, 284-285 


Marjinal gelir, 178, 182e, 241e, 282-283, 283 
Marjinal kar, 282—283, 283 
Marjinal maliyet, 177, 178, 182e, 276e, 
282-283, 283 
Marjinal vergi orani, 178 
Matematiksel indtiksiyon, AP-1—AP-4 
Matematiksel modeller, fonksiyonlar icin, 
28-38, 35 
Maya, 64, 64 
Mendel, Gregor Johann, 179 
Mercek(ler), 207, 208 
Merkez (1), ktitle, yay, 1147, 1147 
bulmak, 7/89, 1189-1190, 1198, 1198 
degisken yogunluklu plakanin, 432-433, 
1084, 1084-1085 
hesaplanmasi, //46, 1146-1147, 1149e 
ince bir plakanin, 429, 429-433, 430, 
1083-1085, 1084 
momentler ve, 424-435, 464e 
sabit yogunluklu plakanin, 43 1-432, 432 
sabit yogunluklu telin, 433, 433 
tanimi, 426 
uzayda bir cismin, 1110-1111, //// 
Merkez(ler), 433, 462—463e, 602e, 1089e, 1111, 
1127e, 1138e, 1141le, 119le 
akiskan kuvveti, ve, 458, 458 
bulmak, 7778, 1118-1119 
geometrik sekillerin, /088, 1088-1089 
yarim daire bélgelerin, 443, 443-444, 444 
Merkez, cemberin, 14 
Mermi hareketi, 180e, 87 le, 960—961le 
ideal, 923, 923 
yiikseklik, ugus zamani ve erim, 922—923, 
927e 
icin vektér ve parametrik denklemler, 
920-922, 921 
ideal y6rtingeleri, 923-924, 930e 
modellemesi, 920-927 
riizgar icinde, 926-928 
Mermi, yiiksekligi, 329 
hiz fonksiyonu, 329 
ideal, atesleme, 921-922, 924-926 
Mertebe ve o-gésterimi, 514, 516e 
Meyve sinekleri (Drosophila), ortalama biiyiime 
oram, 75-76, 76, 157e 
belirli bir giinde biiyiime oram, 76-77, 76 
Minimum(lar), mutlak, 244 
kapali smmirl bélgelerde, 1031 
lasith, 1038-1041, 1041, 1047e 
yerel, 247 
Moment(ler), 1127—1128e, 1138¢e 
birinci, 1086 
koordinat eksenleri etrafinda, 1110 
ikinci, 1086 
kutupsal, 1086-1087, 1138e 
orijin etrafinda sistemlerin, 425 
ve kiitle merkezleri, 424-435, 464e 
ve momentler, ince kabuklarin, 7/89, 
1189-1190, 1189t 
tig boyutta, 1109-1114 
Moment, agisal, 963e 


Moment(ler) eylemsizlik, 7085, 1085-1088, 
1086, 1089-1090e, 1112e, 1140e, 1180e 
hesaplanmasi, 1146-1147, 1149e 
jirasyon yarigapi ve, 1087-1088, 1090e, 
1112e, 1127e, 1138e 
koordinat eksenleri etrafinda, 1111, 7/// 
kiitle ve, 7/09, 1109-1110 
Monoton fonksiyonlar, 262—264, 263 
Motor silindiri, yapim1, 100 
Mobius band, 1187, 1187 
Mutlak deger(ler), 5, 6, 8e, 69e 
Mutlak ekstremum, 244, 244, 245, 246 
bulmak, 250, 7037, 1031-1032, 1034e, 1062e 
kapali aralik tizerinde, 249-250, 251 
ug noktalarda, 249, 249 
Mutlak maksimum, 244, 1031 
Mutlak minimum, 244, 1031 
Mutlak yakinsaklik testi, 789-790 


Napier esitsizligi, 55 le 
Napier, John, 479, 510e 
Negatif tam sayilar, icin kuvvet kurali, 166-168 
Newton (Newton—Raphson) methodu, 299, 
321e, 758e, 760e 
basarisizligi, 303, 303, 304 
fractal havuzlari ve, 303-305, 304 
igin prosediir, 299-300, 300 
uygulamalar1, 300-302, 30/ 
yakinsakligi, 302, 302 
Newton, Sir Isaac, 150, 356 
hareket kanun(lar1), 669, 673, 952, 952 
ikinci, 230 
sogutma kanunu, 507-508, 668, 668 
Newton serpentini, 534e 
Nokta garpim(1)(lar1), 862-870 
bulunmasi, 863, 863-864 
6zellikleri, 866 
tanim1, 863 
liglii, 877, 877-878, 879e 
Nokta garprm kurali, ispati, 912 
Nokta cizimi, 63 
Nokta-egim denklemi, 11, 137 
Niifus artisi, 670, 671-672e 
modellemesi, 674-679 
sinirsiz, 503-504 
Niifus seviyeleri, tahmini, icin egri, 64, 64-65, 
65 
Nifus, sinirlamak, 670 
diinya, 675, 675t, 675, 676t 
maksimum, 676 


Ohm kanunlar1, 654 

Ok diyagram(lar)i, 20, 20, 1052-1053 
Okcu, yanar ok atmak, 924, 924-926, 925, 929e 
Ondaliklar, tekrarli, 765, 770e 
O-notasyonu, 514, 516e 
Optimizasyon, 278-285 

Oran testi, 781-784, 796, 799, 844e 
Oranlar, trigonometrik, 50, 50 
Orantililik, 35, 38e, 391-392e 
Ordinat, 9 

Oresme Teoremi, 844e 


indeks i-9 


Orijin, koordinat sisteminin, 9 
Orta nokta kurali, 327, 327 
Ortak garpan, sadelestirme, 86-87, 87 
yaratmak, 87 
Ortalama deger(ler), integrallenebilir fonksiyon- 
larin, 1083 
lineer fonksiyonlarin, 331, 337 
negatif olmayan fonksiyonlarin, 331, 33/ 
sin x in, 331-332, 332 
Ortalama Deger Teoremi, 257, 257-258, 258, 
260e, 262, 266, 319e, 437, 438, 812, 
AP-26—AP-27 
belirli integraller icin, 356, 356-357, 357, 
361 
sonuclari, 258-259, 259 
Taylor teoremi ve, 820e 
Ortalama degisim hizi, limiti, 90 
ve kiris dogrulan, 75 
Ortalama giinliik maliyet, 284, 284 
Ortalama hiz, 172 
Ortalama hiz(lar), 73-74, 74t 
Ortalama karenin karek6kii, 374 
Ortogonal egriler, 502e 
Ortogonal gradient teoremi, 1042 
Ortogonal vektérler, 865, 869, 869-870 
Ortogonal yértinge(ler), 679, 679-680, 680 
Ortogonallik, 865 
Otomobil, askrya almak, 448 


Olcekleme, yansitma, 43, 43-44 
dikey ve yatay, 47e 

Ongoriintii, 1128 

Ozdeslik(ler), 53-54, 240-24 1e, 1208, AP-32 
arcsintis ve arccosintis igeren, 521, 52/ 
degisken déntisiimii ve, 372 
Euler, 818, 82le 
ters fonksiyon, ters kofonksiyon, 527 
ters hiperbolik fonksiyonlar icin, 539t, 539-540 


Pappus formiilii, 1091e, 1114e 
Pappus teorem(i)(leri), 442-444,443, 444, 447e 
Papyon sekilleri, 204e 
Parabol(ler), 14, 17e, 277e, 685-688, 693-694e 
dis merkezligi, 700 
dogrultmami, 685, 687, 687, 687t, 736-737, 
736 
ekseni, 15, /5 
cizimi igin Kepler methodu, 697e 
grafigi, 15-16, 16 
igin Archimed alan formiilti, 366e 
igin deger gember, 939 
icin kutupsal denklemler, 734-736, 736, 
737-738¢e 
kullanarak yaklasim, 608-613 
odagi, 685, 697e 
odak uzakligi, 686 
parametrelenmesi, 709, 709 
parametrik egriler ve, 197, 197 
teget dogru, 136, 136, 158e 
tepe noktas1, 15, /5, 686, 686 
yansitma 6zellikleri, 692-693, 693, 696—-697e 


i-10 indeks 


Paraboloid(ler), 892-893, 893, 1140e, 114le 
hiperbolik, 896, 896, 898¢e 
Paralel dogrular, 12—13 
Paralel Eksen Teoremi, 1091e, 1113—1114e 
Paralelkenar(lar), 871e, 903e 
alam, 874, 874, AP-31 
diizlemi izdiistim, AP-28—AP-29 
toplama kurali, 856, 856, 863, 863-864 
Paralelkenar kutu, hacmi, 877, 878 
Parametre araligi, 196 
Parametrik egri(ler), 196, 196, 205e 
egimleri, 197 
uzunluk(lar1), 418, 423e 
Parametrik denklemler, 195-197, 196, 203e 
-den kartezyen denklemler, 202—203e 
diizlemde, 741e 
konic kesitlerin, 712—713e 
ve sikloidler, 743e 
Parametrize egriler, 440, 440 
Parametrize yiizey(ler), 975e, 1192-1201, 1224e 
Parcali diizgiin egri(ler), 910, 910, 1162-1163 
Parcali diizgiin, 1186 
Pargali-tanimli fonksiyonlar, 24, 24, 25, 25, 
26-27e, 70e 
Perihelyon, 738—739e, 952, 952-953 
Periyod(lar), trigonometrik fonksiyonlarin, 53, 
52 
Periyodik fonksiyon, 52 
Petrol pompalamak, 250-252, 250 
Petrol rafineri depolama tanki, 655—657, 656, 
664 
pH dlcegi, 499, 501le 
Pi, tahmini, 305e, 306e, 832e, 833e 
Pi/2, hizli tahmini, 845e 
Piramid, hacmi, 398 
Pisa Kulesi, 24le 
Pisagor teoremi, 53, 251, 850, AP-13, 
AP-30 
Pisagor ticliileri, 758—759e 
Plaka(lar), sabit-yogunluklu kiitle merkezi, 
431-432, 432 
degisken-yogunluklu ktitle merkezi, 432-433 
dikey-diiz akiskan basinci, igin integral 457 
ince-diiz kiitle merkezi, 429, 429-430, 430 
igin kiitle ve birinci moment formiilii, 
1084t 
Plan6r, aldigi yol, 931-932, 932 
ucusu, 915-916 
Pluto, yoriingesi, 737, 737 
Poiseuille, Jean, 230 
Polihedral yiizeyler, igin Stokes Teoremi, 1207, 
1207-1208 
Polonium-210, yari-6mrii, 506, 510e 
Polinom(lar), 30, 30 
kompleks kékler, AP-22 
kubic, yatay tegetleri, 256 
limitleri, 86 
Taylor, 807-810, 808, 809, 810, 810e 
trigonometrik, 204—205e 
tiirevleri, 162—163 


Potansiyel fonksiyon(lar1), 1161, 1165-1166, 
1168e 

Potansiyeller, korunmali alanlar icin, 1164-1166 

Prizmalar, AP-31 

p-serileri, 774-775 

Pul y6ntemi, donel cisimler, 403, 403-404, 407e 


Quadratik ¢arpan(lar), paydada, ile integrasyon, 
574-575 

Quadratik denklem(ler), grafikleri, 705 

ve donditirmeler, 702—707 

Quadratik egriler, 702, 705t 

Quadratik formiil, AP-30 

Quadratik yaklasimlar, 234e, 81le, 822e, 
1058-1059e 

Quadratik yiizey(ler), 891-897, 902e 


Raabe testi, 844e 
Radon-222, 513e 
Radyan 6lgii(ler), 48-50, 48, AP-33 
sifir olmayan, 49, 49 
Radyanlar, 190e, 195 
Radyoaktif bozulma, 505 
Radyoaktif element, yar1 6mrii, 506 
Radyoaktivite, 505-507 
Rasyonel fonksiyon(lar), 31, 3/, 61, 61, 
113—114e, 116, 120, 127-128 
integralleri, kismi kesirlerle, 570-579 
limitleri, 86 
Rasyonel kuvvetler, 209-211 
Rasyonel sayilar, 2, AP-13 
Reel dogru, 1 
Reel sayilar, 1-7 
gelistirilmesi, AP-12—AP-13 
6zellikleri, AP-9 
teorisi, AP-9—AP-12 
Reel sayilarin kurulusu, Ek-10—-Ek-11 
Relativistik toplamlar, 904e 
Richter dlgegi, 499 
Riemann, Bernhard, 340 
Riemann toplam(lar1), 340-342, 396, 397, 410, 
438, 1067, 1068, 1069, 1069, 1072, 1078, 
1116, 1121 
icin dikd6rtgenler, 341, 342 
limitleri, 343-356 
yakinsakligi, 345 
RL devre(leri), 654, 654-655, 655 
Rolle Teoremi, 255, 255-257, 256, 262e, 819 
Rot F, bulmak, 1202 
kiictik cark yorumu, 1205-1206, 1206 
Rotasyonel. Bkz. ayrica Dolasim yogunlugu 
-in k-bileseni, 1171-1172 


Sabit acisal hiz, 1206, 1206 

Sabit derinlik formiilii, akiskan kuvvetleri igin, 
456, 456 

Sabit fonksiyon(lar), 94, 95 

Sabit koordinat denklemleri, 1115, 1115 

Sabit kuwvet, (in) yaptig is, 447-448, 868, 868, 
1169e 

Sabit oran, 503 


Sabit yogunluk, 427, 427-428 
Sabit yogunluklu ince kabuk, 1191e 
Sabitle Carpim Kurali, 161, 161, 768 
Sag-el kurali, 873 
Sandwich teoremi, 87—89, 88, 90e, 110-111, 
110e, 983e, AP-6 
sonsuz seriler igin, 751-752 
Sarkag saat, Huygens’in, 710, 710 
Sarmasik Erisi, Diocles’in, 212e 
Sayilari saymak, Ek-12 
Sayisal cdziim, 659 
Sayisal degerler, x’e atanan, 578-579 
-den tiirev, 164-165 
Sayisal integrasyon, 603-619, 617e 
Sayisal yéntem, 659 
Sekizde bir bélgeler, 848 
Serbest diisgme 74, 175, 175 
Seri carpim Teoremi, 803 
Seriler, sonsuz. Bkz. Sonsuz seriler 
Ses, 499, 500 
Seviye egrileri. Bkz. Egri(ler), seviye 
Seviye ytizey(leri), 969-970 
Sicaklik, Alaska’da, 55, 55-56, 56, 58e, 203e 
diinya yiizeyi altinda, 971, 971 
ortalama almak, 605-606 
Sifir (kok) fonksiyonlarin, 131, 132 
Sifir paydalar, cebirsel yoketmeler, 86—87 
Sifir Uzunlukta Aralik Kurali, 476 
Sifir(ar), ile bélme, AP-29 
Sinir degisimi, integral simirlarim degistirmek, 
381, 381 
Smur noktalar, 3, 967, 1031, 1032 
uzay bélgesinin, 970, 970 
Sinirli bélge, 967 
Sintrsiz bélgeler, 967 
Sira 6zellikleri, 2, AP-9 
Sivilar, pompalanmasi, 450, 453—454e 
Sigma notasyonu, 335-343 
Sigma sekli, 671, 671 
Sikloid(ler), 424e, 709-712, 710 
Silindir(ler), 889-891 
eliplik, 890, 89/ 
hacmi, Ek-39 
tahmini, 1025 
hiperbolik, 890-891, 897, 1039, 1039-1040, 
1040, 1041, 1041 
parabolik, 890, 890 
parametrelemek, 1193-1194, 1/194 
tanimlari, 889 
lireteg egrileri, 889, 890 
Silindirik bantlar, konik bantlar, yiizey alani ve, 
442, 442 
Silindirik kabuklar, hacimleri, 409, 409-416, 
410, 1137e 
Silindirik koordinatlar, 1115, 7/16, 1126e, 
1139-1140e 
-da hareket, 951, 957, 964e 
-da integrasyon, 1115-1119 
sinirlan, 7/16, 1116-1117 
-da tig kath integraller, 1114-1128 
Silindirik kutu, tasarlamak, 278-280, 279 


Silindirik tank, bosaltmak, 214-215, 214 
Silkinme, 175, 186 
Simetri(ler), 33-34, 34, 1128e 
kutupsal koordinatlarda, 719, 719 
ve kutupsal grafikler, 719, 725e 
Simetri ekseni, 15 
Simpson kurali, 608, 608-613 
Sintis(ler), 50, 51t, 581-583, 585—S86e 
hesaplama igin dondiirmeler, 707, 707 
Sintis egrileri, genel, 58e, 55 
Sintis fonksiyonu, tiirev(leri), 183-184 
Sintis kurali, 58e 
Sintis-integral fonksiyonu, 616e, 632¢ 
Sintizoid, 55 
Skaler bilesenler, 866-867, 867, 868 
Skaler carpim, 856 
Skaler garpim. Bkz. Nokta garpim(lar1) 
Skaler fonksiyonlar, garpimlari, 919e 
Skylab 4, 958e, 962e 
Snell Kanunu, 282, 282—283, 283 
Son hiz, 670 
Sonlu araliklar, 3 
Sonlu toplam(lar), cebir kurallan, 337, 338 
limitleri, 339-340 
sigma notasyonu ve, 335-343 
tahmin etmek, 325-335, 388e 
Sonsuz araliklar, 3 
Sonsuz dizi(ler), smirli azalmayan, 755-756, 
756 
azalmayan dizi teoremi, 756 
grafik temsilleri, 748, 748 
iraksak, 750 
igin sandwich teoremi, 751—752 
icin stirekli fonksiyon teoremi, 752 
kurulusu, tekrarlamal, 755 
limit(leri), 749, 749, 757—758e, 759e 
hesaplanmasi, 750-752, 760e 
smrliligi, 756 
tanimi, 747-748 
tekrarlamali tanimlari, 755, 760e 
iist sir, 756, 759e 
yakinsakligi ve 1raksakligi, 748-749, 840e, 
843e 
Sonsuz limitler, integrasyonun, 619, 619-620 
Sonsuz seriler, 761-769 
alterne, 787, 793e 
harmonik, 787, 788 
yeniden diizenleme, 791—792 
kismi toplamlari, 788, 788 
p-serileri, 790 
calisilmasi, 802 
harmonik, 772-773 
kosullu yakinsakhk, 789 
logaritmik p-serileri, 776 
mutlak ve kosullu yakinsaklik, 789-790 
sonsuz toplamlar ve, 746 
yakinsakligi veya iraksakligi, 770e, 
715-776e, 781e, 786e 
yeniden diizenleme teoremi ve, 790, 794e 
yeniden diizenlenmesi, 790-791 
Sonsuz yar1-silindir, 1142 
Sosyal difiizyon, 580e, 672e 


Standart denklem, 13-14, 650-651 
Standart konum, 48, 49 
Stirling formulii, 640e 
Stokes denklemi, yarikiire igin, 1203-1204 
Stokes Teoremi, 1201—1209, 1207, 1219 
Siirdiirtilebilir kapasite, 670, 676 
Strat, 174, 910 
ortalama ve anlik, 73-75, 139 
yer, vektérler ve, 857-858, 858, 859 
Stirekli, bir noktada, 125 
Stirekli faiz oram, 505 
Stirekli fonksiyon teoremi, 752 
Siirekli fonksiyon(lar), 127-128, 128, 143e, 
345, 909 
ara deger teoremi, 130-131, 357 
aralikta, 127 
bileske fonksiyonlarin, 981 
bileskeleri, Ek-7 
bélgede, 125, 125 
-in ortalama degeri, 35/7, 351-352 
kapali ve sinirli kiimeler iizerinde, 981 
noktada, 125 
Siirekli genisleme(ler), 129, 129-130, 130, 
133e, 983e, 1060e, 1063e 
Stireklilik, 124-134 
bir noktada, 124, 124 
lasmi tiirevler ve, 990, 990 
limitler ve, 73-141, 142-143e 
stirekli fonksiyonlarin bileskelerinin, /28, 
128-129, 129, 981 
tanim1, limit cinsinden, 979 
tiirevlenebilirlik siirekliligi gerektirir, 994 
ve tiirevlenebilirlik, 154-155, 157—158e 
Stireklilik denklemi, hidrodinamigin, 1217, 
1217-1218 
Stireksizlik(ler), dy/dx’te, 421, 421 
kaldirilabilir, 126, 134e 
noktasi, 125 
salinan, 126, 126 
sigrama, 125, 1/25, 126, 126 
sonsuz, 126, 126 
tek nokta, 979-980 


T ve N, 938-939 
Taban noktas1, 931 
Tahliye borusu, 451, 451-452, 452 
Takoz, hacmi, 399, 399 
Tamlik 6zelligi, 2, Ek-9, Ek-10 
Tamlik, bilesen testi, 1167 
Tamsayilar, 2, AP-12 
igin kuvvet kurali, 160, 166-168 
ilk n, toplami, 338 
Tank, konik, -den petrol pompalamak, 450, 
450-451 
bosaltmak, 183e, 239e, 454e, 647, 647 
doldurmak, 658e 
silindirik, pompalamak, 463e 
Tasarruf hesabi, bilesik faiz ve, 505 
Taylor formiilii, 812, 843e 
iki degisken igin, 1056-1059 
Taylor polinomlar1, 807-810, 808, 809, 810, 
810e 


indeks i-11 


Taylor serileri, 821e, 830, 841e, 843e 
birlestirmek, 817 
bulmak, 807, 810-81 1e, 815, 819e 
seriler ve temsiller, 805-806 
sik kullanilan, 831t 
tanimi, 806 
ve Maclaurin serileri, 805-810 
yakinsakhg1, 811-819 
Taylor Teoremi, 811-813, 814 
ispati, 818-819 
ve Ortalama Deger Teoremi, 820e 
Teget(ler), 50, 51t, 202e, 204e, 211—212e, 237 
dikey, 140-14le 
efrilere, 134-135, 135, 137, 167, 167 
ve gradientler, seviye egrilerine, 1010-1011, 
1011 
ve tirevler, 134-139 
paralel, 212e, 262e 
parametrik egrilere, 203e, 237e 
yatay, kubik polinomlarin, 256 
bulunmasi, 163, 1/63, 169e 
Teget dogru(lar), 137, 188—-189e, 910 
arccotanjant egrisine, 527 
efri(lere), 1014, 1061le, 1017, 1017, 1024e 
elipse, 1011, /01/ 
parabole, 136, /36, 158e 
Teget diizlem(ler), tanimi, 1015, 10/5 
ve diferansiyeller, 1015—1027 
ve normal dogrular, 1015-1017, /016, 1024e, 
1063e 
Teget egimler, 195 
Teget vektdrler, 910, 1159 
Tekrarlamali formiiller, 755 
Tel(ler), sabit-yogunluklu, ktitle merkezi, 433, 
433 
ve ince cubuklar, 426-428 
Teleskop, yansitma, 693, 693 
Teneke zehirlenmesi, 289e 
Tepe noktas1, paraboliin, 15, 15 
Tepe voltaj, 374 
Terim-terime integrasyon 801-802 
Terim-terime tiiretme, 799-800, 839e 
Ters denklemler, 487, 498 
Ters fonksiyon(lar), 467-472, 538-539, 539 
bire-bir, 466-467, 467 
icin formiiller, 473-474 
integrasyonlari, 570 
tiirevlerin, 474e, 524, 524, 525, 526, 526, 
527-530 
Ters fonksiyon—ters kofonksiyon 6zdeslikleri, 
527 
Ters ttirev(ler), 307-314 
formiilleri, 308t, 309 
kullanarak alan bulma, 363, 363, 364, 364 
ve hareket, 311 
Ters tiirev alma, 307 
Ters tiirev lineerlik kurallari, 309-310, 309t 
Ters(ler), 517-519, 521-524 
Tikanmis damarlart agmak, 230 
TNB cercevesi, 943-945, 945, 950e 
Top, ziplayan, 764, 764-765 


i-12 indeks 


Toplam(lar), 39, 45e, 159-163 
alt, 326-327, 326, 345 
relativistik, 904e 
sonlu. Bkz. Sonlu toplam(lar) 
sonsuz, sonsuz seriler ve, 746 
list, 326, 327, 345 
iist smirlari, 343 
Toplam Kanunu, paralel kenar 856, 856, 863, 
863-864 
Toplam kurali, 162—163, 168 
Toplama formiilleri, 53, 57e 
Toplama, indisi, 336, 337 
Toplanabilirlik Kurallari, integraller igin, 360, 
1145 
Toplanabilirlik Ozellizi, 1072, 1072 
Tork sistem, 425 
Tork, 425, 876, 876-877, 902e 
Torricelli Kanunu, 647-648 
Torus, hacmi, 407—408e, 443, 443 
Totokron(lar), 711-712, 712 
Transandant fonksiyonlar, 32—33, 33, 466-552 
Transandant sayilar, 487 
Trigonometri formiilleri, AP-3 1—-AP-32 
Trigonometrik degisken d6niisiim(leri), 
586-592, 59le 
Trigonometrik fonksiyon(lar), 31, 32, 48-51, 
56—-57e, AP-33 
periyodiklik ve grafikleri, 52-53 
tanim kiimesi kisitlamalari ve, 517-519 
tersleri, 517-534, 528t 
tiirevleri, 183-188 
Trigonometrik grafikler, 55 
Trigonometrik integraller, 581-586 
Trigonometrik 6zdeslik(ler), 555-556, 559e 
Trigonometrik polinomlar, 204—205e 
Trokoid(ler), 712—713e 
Tiiretebilirlik, 993-994 
stirekliligi gerektirir, 994 
ve siireklilik, 154-155, 157—158e 


Tiiretilebilir fonksiyon(lar), 148, 154-155, 242e, 


746, 993 
grafikleri, 272-273, 273, 275—276e 
rasyonel kuvvetlerin, 209-211 
tersleri, tiirevleri, 470-472 
Tiiretilebilir, 148, 152, 152-153, 153 
Ttiretme, 147-243, 547e, 578 
kapali, 205, 205-211, 206, 207, 208, 211e, 
236e, 995e, 1001-1002, 1004e, 1060e 
logaritmik, 483-484, 485e, 500e, 547e 
mertebesi, segimi, 992 
kismi, BCS hesaplama, 987 
kapali, 988 
kurallari, 159-168 
terim-terime, 799-800, 839e 
Tiiretmeler, ve ispatlar, 71—72e 
Tutiretme kurallan, 911-913 
vektér fonksiyonlari icin, 912 
Tiirev(ler), uygulamalani, 244-324 
ara deger 6zelligi, 155, 155 
cosintis fonksiyonunun, 184-185, 185 
degisim orani olarak, 171-183 


Tiirev(ler), uygulamalan, (Devami) 
dogal logaritmanin, 478-479, 487e 
dogrultu. Bkz. Dogrultu tiirev(ler)i 
ekonomide, 177, 177-178 
hesaplama(lar1), 169e 
tanimdan, /48, 148-150 
hiperbolik fonksiyonlarin, 537-538, 537t, 
543e 
igin Newton Nokta Kurali, 947 
igin semboller, 168 
ikinci, 168 
ikinci ve daha yiiksek mertebeden, 168 
kismi. Bkz Kismi tiirev(ler) 
noktada, 139, 153-154 
sabit fonksiyonun, 159, /59 
sagdan, 152 
sayisal degerlerden, 164-165 
sifir tiirey, tiirevi sifir fonksiyonlar, 258 
sinus fonksiyonunun, 183—184 
soldan-tiirev, 152 
tegetler ve, 134-139 
tek-tarafli, 752, 152-153, 153, 157e 
ters, degeri, 472, 472 
ters fonksiyonlarin, 474e, 524, 524, 525, 526, 
526, 527-530 
ters hiperbolik kosiniistin, 540—541 
ters hiperbolik fonksiyonlarm, 540-542, 540t 
tiirevlenebilir fonksiyonlarin terslerinin, 
470-472 
polinomun, 162—163 
liciincii mertebe, 168 
iistel fonksiyonlarin, 489-491, 495-497 
ve fonksiyonlar, 147-155, 155—156e, 
235—236e, 26le, 273-274 
vektér fonksiyonlarin, ve hareket, 909, 
909-911 
yiiksek mertebe, 168 
yiiksek mertebelerin, 209 
Tiirev b6liim kurali, 165-166 
Tiirev carpim kurali, 163-165 
Tiirev formiilii, uygulamalari, 525 
Tiirev toplam kurali, 161—163 


US. Posta pulu, fiyati, 63, 63t, 64 
Uydu(lar), 950-958 
yortingeleri, 742—743e, 957, 957-958 
Uzakhk Formiilii, diizlemdeki noktalar igin 13 
Uzaklik, hesaplanmasi, 13 
extremumlar, elit tizerinde, 1046, 1046-1047 
iki nokta arasinda, 850, 850, 852e 
katedilen, yer degistirme, 330 
noktadan dogruya, 883, 888e 
noktadan diizleme, 886, 886-887 
ve diizlemde ¢emberler, 13 
ve uzayda kiireler, 850-851 
Uzay araci, tizerinde kuvvet, 870 
Uzay bélgeleri, igin noktalar, 970 
Uzay, gemotrisi, vektérler ve, 848-905 


U: 


Cc: 


Creerene ere: Gic cheie: 


zunluk, yay, 48 

astroid, 419, 4/9 

cardioid, 729, 729 

kutupsal egrilerin, 728-729, 73 1—732e 
parametrik egrilerin, 418, 423e 

sabit, vekt6r fonksiyonlarin of, 9/3, 913-914 
ve alan, kutupsal koordinatlarda, 726-731 
vekt6rlerin, 855 


¢gen(ler), AP-30 

alam, 876, 879e, 1224e 
¢gen esitsizligi, 72e 
cli skaler garpim(lar), 877, 877-878, 879e 
cli vekt6r garpimlari, 904e 
retim, marjinal maliyet, 177, 177 

s sinir, AP-10 

sler kurali, 488-489, 494e, AP-29 
ssler, kurallar, 488-489, 494e, AP-29 
stel biiytime ve bozulma, 502-511 

stel degisim, 502-503 

stel degisim kurali, 502-503, 674-675 
stel fonksiyon(lar), 31, 32, 486-495 
cift ve tek kisimlar, 535 

farkli tabanlarda, 513 


Vektdr(ler), ivme, 910 


arasinda aci, 863, 863-865, 870-87 le, 1063e 

asal birim normlari, 938, 938 

bilesenleri, 854-855, 858 

binormal, 949e 

birim. Bkz. Birim vektdr(ler) 

birim binormal B, 943, 943 

birim normal N, 940 

birim teget, 934, 935e 

birim teget T, 933-935 

biiytikliik (uzunluk), 855 

cebirsel islemler, 856, 856-858, 857 

diizleme dik, 875, 875-876 

diizlemde, compleks sayilar ve, AP-22 

gradiyent, 1008 

hiz, 853, 853, 862e, 910 

izdiistimler, 866, 866-868 

konum, bilgisayarla-tiretilmis uzay egrileri ve, 
906, 907 

kuvwvet, 859, 861—-862e 

ortogonal (dik), 865 
toplam olarak vektér, 869, 869-870 

ortogonal vektérlerin toplami olarak, 869, 
869-870 

paralel, 873 

skaler bilesenleri, 866-867, 867, 868 

standart konumda, 854, 854 

sonug, 856 

tanimi, 853 

teget, 910 

toplama, 856, 856 

ve egrilik, egriler igin, 940 

ve uzayin geometrisi, 848-905 

vektérel garpim(lar), 873, 873-874, 879e 
icin Dagilma Kuralhi, AP-22—AP-23 

yer hizi ve dogrultu ve, 857-858, 858 

yonlti dogru pargasi olarak, 854, 854, 862¢ 


Vekt6r alan(lar1), 1149-1152, 7750, 1152, 
1158e 
aki yogunlugu, 7/70, 1170-1171, 1171 
-da integrasyon, 1143-1228 
diverjansi, 7/70, 1170-1171, 1171 
dolasim yogunlugu, 1171, 1171 
Vekt6r fonksiyonlar (vektér-degerli), 906-916 
belirsiz integrallerin, 914—915 
integralleri, 914-916, 917e 
ters tiirevleri, 914, 919e 
tiirev igin tiirev kurallari, 912 
tiirevleri ve hareket, 909, 909-911 
sinirlari, 908 
ve uzayda hareket, sinirlari, 906-964 
Vekt6r islemleri, 877, 877 
Vektér toplama, 856, 856 
Vektérel garpim kurali, ispati, 912-913 
Vektérel garprm(lar), 873-878, 874 
Vergi oram, marjinal, 178 
Viking I, yoriingesi, 958e 
Volkanik lav piisktirtme, 183e 
Voltaj, ev elektrigi, 374, 374 
Weierstrass’ in hicbir yerde tiirevlenemeyen 
fonksiyonu, 158¢e 
Wilson lot dl¢ti formiilii, 290e, 994e, 1026e 


x-ekseni, etrafinda donel silindirik kabuklar, 
413, 413, 415e 
etrafinda dénme, 438 


y-ekseni, etrafinda dénel silindirik kabuklar, 
412, 412-413, 414 -415e 
etrafinda dénme, 419, 4/9 
Yakinsaklik, tanimi, 622 
Fourier serilerinin, 838 
kuvwvet serileri ve, 795-798 
kuvvet serilerini yakinsaklik igin test etmek, 
799 
oran testini kullanarak test etmek, 796, 847e 
testleri, 627-629, 631e 
Yakinsaklik teoremi, kuvvet serileri igin, 
797-798 
Yaklasim (lar), alanlara, 325, 325-328, 326, 
328t 
alanlara sonlu, 339-340 
dogrusal. Bkz. Lineer yaklasim(lar) 
parabol kullanarak, 608-613 
yamuk yaklasim, 603-606 
Yaklasim analizi, 63, 65, 66—67e, 66t, 67t 
Yaklasim dogru(lar1), 63-64, 63t, 64 
Yaklasim eSrisi, 63 


Yaklasim formiilii, 830 
Yamuk, alani, 351, 351, AP-31 
Yamuk kurali, 603-604, 604, 605,605 
dogruluk icin adim, 608, 608 
igin hata tahmini, 606-607 
yaklasimlar, 611-612, 612t 
Yamuk yaklasim(lar1), 603-606 
Yansitma 6zellikleri, parabollerin, 692-693, 
693, 696—-697e 
Yansitmalar, ve 6lceklemeler, 43-44, 43 
Yari cember bélge, merkezi, 443, 443-444, 444 
Yari gember, ic¢in sinirlar, 103, 103 
Yar1 kiire, igin Stokes denklemi, 1203-1204 
Yari-ac¢ik aralik, 3 
Yaricgap, jirasyon, hesaplanmasi, 1146-1147, 
1149e 
eylemsizlik momenti ve, 1087—1088, 1090e, 
1112e, 1127e 
tanimi, 1087 
Yarigap, gemberin, 14 
Yarigap, yakinsaklik, 798-799 
Yarim-agi formiilleri, 54 
Yari-6miir, radyoaktif bir maddenin, 506 
Yatay asimptot(lar), 109, 109-110 
Yatay hareket, 174, 174 
Yatay teget(ler), bulunmasi, 163, 163 
Yay(lar), sikigtirmak, 449, 449 
germek, 449, 449-450, 452e, 463e 
igin Hooke Kanunu, 449 
iizerinde hareket, 186, 186 
Yay, (in) kiitle merkezi, 1147, 1147, 1225e 
Yay sabiti, 449, 452e 
Yay uzunlugu, 48, 534e, 545e, 602e, 931-933, 
935e 
grafikler igin, 420 
Yer degistirme, 172, 172 
ve kat edilen mesafe, 330 
Yerel ekstremumlar, 247 
Yerel eksremumlar, icin birinci tiirev testi, 264, 
264-266, 266, 271 
igin ikinci tiirev testi, 270 
Yerel maksimum, 247 
Yerel minimum, 247 
Yogunluk, sabit, gubugun, 427, 427-428 
tanim1, 427 
Yol, uzayda, 906, 909 
Yoldan bagimsizlik, 1161, 1162-1163 
Yo6n, vektdr ve, 857-859, 858 
YOnlii alan(lar), 644-645, 644, 645, 649-650e 
Yonlii alan, AP-10 
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KIsA Bik INTEGRAL TABLOSU 


1 [ude = ww fv 2. fa du = a#il, a>0O 
ind 


3. [cosudu=sinu + ¢ 4, fates 
(ax + b)"*} = 1 
5. | (ax + b)" dx = —————_ +C, n#-1 6. | (ax +b) dx =7Zln|jax+ b|+C 
a(n + 1) a 
a (ax + b)"*! Tay + b b 
1. [ax + 6 dx = - ere re +C, n#-—1,-2 
8. [Hort bride = %— > nar + 5} +C 
1 b dx cae x 
9. [art 6? a=4/in jax + b] +7 ote w. [a pin wal te 
n+2 
n ax + \/ 
nf (Var +6) ax = 3 2 a +C, n#-2 2, [Yer? ae dx =2Vax +b b+ pf &— 
ue Vax + b 

B @ | dx ae tan7! jax biG - dx 2 ig Met? ~ Vb +C 

xVax — b Vb b xVax + b a Vax +b+ Vb 
4, [YS a Var +b, +$/—4 ie x Vax + b =| 1C¢ 

? aan Nace 2) Ves 

dx i Goren be: dx x 1 |x 
16. =—t cise OF 17. = + t + C 

lace qin a Ym 2a*(a2 + x7) 2a? ana 

dx 1 xta dx x 1 xta 

18. Ja®er a y=Sq\ re 19, | @t@ecmdce te = a 


dx 
20. | = sinh! +C=Infx+ Va +2x7)4+C 
Var + x? ( ) 
2 
a. | Vet ea = Va + 5 nls + a+x)+C 


4 
22. [eve + x? dx = § (2? + 2x7)Va? + x? - les a’ + x) +'C 


T-1 


T-2 


23. 


24, 


25. 


26. 


28. 


30. 


31. 


33. 


35. 


37. 


38. 


39. 


40. 


41. 


42. 


43. 


44. 


45. 


Kisa Bir Integral Tablosu 


2 2 2 
Var + + + 
i w dx = Va? + x? In |4 = Z|.3. 
2 2 2 2 
+ + 
/ S ~ dx = In (x + Va? + i) _ _ a C 
2 2 2 2 
+ 
a de=—F1 (x + a? +x?) + 3 = ae IG, 
a’ + x? 
dx = iF a+ Va?+x +¢C 7 dx = Veta 
2 2 x 2, / 2 2 2 
xVa°o+x x ajw+x ax 
o = sin! +C 29 [ve x? dx = 2V + 
ax 
4 
x?Va — x? de= Sain *G axVa? x? (a 2x7) + C 
[““e- 2 x2 at ee +c 3, [Yee sf Xx a—x 
ns al sin G 7 
: a 1 Lf 2 dx 
dx = ~> sin a xVa x +C 34 lin 
a’ — x* xVa? — x? 
dx a? — x? / dx 4 
= ei = cosh +C 
2 
e202 = 92 ax 4p? 


n+2 
2_ a’) 


+C, n#-2 


[eve oe ie <0 a’)V x? — a? — in fe + V x? -a|+c 


[~ = a 
x dx 


—1|xX 
= Vx? — a* — asec 1) +. 


Rf oo 9 
i dx = In|x + Vx? a?| z B 
x 


2 
dx = FIn|x + Vx? a’| +52 @v@t+c 


k= 
x? — @ 


dx 
= — a’ 


1 sec!|3| +C= 1 eos |4 +C 


= In|x + Vx? - a7] + 


46. / 
<2 


a fl 
mo C 


dx ee (: = *) 
47. / = sin + C 
VV 2ax — x? a 


Kisa Bir integral Tablosu 


= 2 a 
48. | V2a0 x? de = = EN 2ax e+ srt (4) 40 
7 (x — a) V2ax — x2)" 2 aa 
49, [ (Me) dx = ( ) - 4 [ (ae) are 
nt+ 1 n+ 1 
2- 
s0. | dx _ = a)(V2ax - x?) awl dx 
(V/2ax — x?)” (n — 2)a? (n — 2)a? ( 2ax — x7)" 
+ a)(2x — 3a)V2ax — x? g3 - 
51. [v2 x? fos aes a) Ss an (4) +e 
\/ arr _ 
s2. | zs dk = V2ax — x* + asin! (*F4) +c 


2a—-x 
x 


2 


"i VV 2ax — x? 
‘ 5 dx 
x 


sin | (: — *) +C 


= asin! (: = 4) — V2ax -— x2 +C 


x dx 


; V2ax — x? 


a 


dx 1 /2a—-x 
ss. | = ae) eC 
xV 2ax — x? . . 


56. [simarax = ~feosax + € 57. [rosacdr = fsinax + C 
58. f sin?axdr = 5 ~ B24 99. f costardr = 5 + B24 ¢ 
- nl = 
60. [se ax dx = —50 a 42 7 / sin” * ax dx 
n—-1 : _ 
61. [cos ax dx = © — ee oe 7 if cos” * ax dx 
: cos(a + b)x — cos(a — b)x 5 ‘ 
. a + 
62. (a) | sinaxcos bn dx a + b) Haw) C, a #b 
. . _ sin(a— b)x — sin(a + b)x 
(b) [sine sin bx dx ab) Ma +b) +C, a #b 
sin(a — b)x — sin(a + b)x : 5 
= + 
(c) Joos ax cos bx dx a= B) a + b) C, a #bD 
sont 
63. | sinaxcos ax dx = a +C 64. sin” ax cos ax dx = “* —@ + GC; 
4a (n+ l)a 
atl 
65, | SS gy = 1 in |sinax| + C 66. | costarsinax dx = -SS _®@ 40 
sin ax (n + l)a 
67. [Bee = —1in |cosax| + C 


n#-—\l 


n#-—l 


Tg 


T-4 


68. 


69. 


70. 


71. 


72. 


74. 


13s 


76. 


78. 


80. 


82. 


84. 


86. 


88. 


90. 


92. 


93. 


94. 


Site Ses ee ee, ee, Se, ee ee ee, ee, Sy, ee, ee ee, ee ee, ee, Se, 


sin” ax cos” ax dx 


Kisa Bir Integral Tablosu 


sin” !axcos"*!ax  n—-1 


/ sin” * ax cos” ax dx, n#—m_ (sin” ax indirgenir) 


a(m + n) mtn 
- ntl m-\ 
. sin" ' "ax cos ax , m— 1 : ie ae . 
sin” ax cos” ax dx = (nan a / sin” ax cos” * ax dx, m # —n (cos” ax indirgenir) 
alm +n 


dx —2 = b-c T ax 2 2 
b+ csinax 4 Zz. 2° ee Etan( 3 e\)ec ee 


c+ bsinax + Vc? — b* cosax 


dx —1 


2 2 
7 = 5 ol 
b+ csinax a Tape b + csinax +O, 6 . 
dx 1 T ax dx 1 7 ax 
: = t + s : = 
1 + sin ax 7 an(3 ) C ws J; — sin ax Ltan( + 2 7 
ae = z tan | = tan | + C, b?>c? 
b + ccosax d= 2 bt+e 2 
aVb Cc 
dx l c + bcosax + Vc? — b? sin ax 2 2 
= In BC pe ee 
b+ccosax g a ie b + ccosax ° 
dx 1 ax dx 1 ax 
= Ft + , = a 
1 + cos ax oo 2 S a / 1 — cos ax geet 2 c 
F ls x 1 x. 
x sinax dx = —> sinax — Gcosax + C 79. x cos ax dx = —;cosax + Gsinax + C 
a a 
: aa n x” n 
x" sin ax dx = — cos ax + ae cos ax dx 81. Es cos ax dx = “= sinax — ea sin ax dx 
= ol 1 
tan ax dx = Gln |secax| + C 83. | cotaxdx = Gln |sinax| + C 
1 
tan? ax dx = Gtanax —x + C 85. J cot acax =~ feotar ~ x + C 
t n-1 _ n-1 - 
tan" ax dx = “* @& — | tan"? ax dx, n#il 87. cot” ax dx = ee cot” 2axdx, n#1 
a(n — 1) a(n — 1) 
1 
sec ax dx = 7 In |sec ax + tanax| + C 89. eseaedr =~ Jin eseax + cota +E 
2 = 1 2 1 
sec’ ax dx = qtanax + C 91. esc’ ax dx = — gcotax + C 
n—-2 
t _ = 
sec” ax dx = ein ie + - = a sec” 7 ax dx, n#1 
n-2 ~ 
esc” ax dx = —& = i con ‘ / ese” Zax dx, n#1 
a(n — = 
n n 
sec” ax tan ax dx = <—_ +C, n#0 95. Joe’ ax cot ax dx = eee +C, n#0 


96. 


98. 


99. 


100. 


101. 


102. 


104. 


106. 


108. 


110. 


111. 


113. 


115. 


117. 


118. 


119. 


121. 


123. 


sin! ax dx = x sin! ax + dy, l-ax’+C 


tan! ax dx = xtan! ax — m1 +ax*)+C 


Kisa Bir integral Tablosu 


97. [cos ax dx = xcos! ax — 4 l-ax*+C 


n#-—l 


ny ntl a, a ntl dx 
x" sin“ ax dx = sin ax : 
n+ 1 nt+1 Vi — ase 
nt+1 n+1 
= x = a KO ax 
x" cos ax dx = cos ax + , nF 
n+ n+1 Si =a 
nt+1 
_ x = a x” dx 
x" tan! ax dx = ———tan! ax oe 
n n+ 1 1+ ax 


e“dx =FZe*+C 


xe“ dx = (ax = 14k € 
a 


x"b™ on 


alnb alnb 


ee 


Ge, ee et ee ee, ee ee, 
+73 


e* cos bx dx = —<—. (accos bx + bsin bx) + C 
a+b 


n#-—l 


=] 


103. fowae= 38+ C. b= Ope 


Inb 


105. [ve dx = Tynes _ epee dx 


[ee dx, b>0,b #1 107. je sin bx dx = 2 sin bx — bcos bx) + C 
a 


109. [inava =xInax-x+C 


n+l 1 m 
few ax)" dx = ae mn few ax)" !dx, n#-1 


n+1 n+ 1 
7 (In ax)""! 
1 m = = 
iE (In ax)” dx mal +C, m#-1 


[sin axa = 1 cosh ax +C 


ah aed = Oe eg 
4a 2 


112. 


i 


dx 


x In ax 


= In |Inax| + C 


114. [oosnax dx = 1 sinh ax +C 


4a 2 


116. [ cost ax ar = sinh 2ax | a Cc 


‘onl _ 
[sow ax dx = oh 7 sinh” * ax dx, n #0 


na n 


n—-1 E _ 
[cost ax dx = ss ae sini +o = Hy cosh” * ax dx, n#0 


[ssinnaxa = = cosh ax _ L sinh ax SG 
a 


n 
: x n = 
fe sinh ax dx = =| coshax — ae ' cosh ax dx 


[rane dx = 1 in (cosh ax) +C 


120. 


122. 


124. 


Be Te 


x. 1 
x cosh ax dx = | sinh ax — — cosh ax + C 
a 


n 
Re i n siz 
x" cosh ax dx = = sinh ax — af x ' sinh ax dx 


coth ax dx = 4 1n |sinhax| + C 


T-5 


T-6 


125. 


127. 


128. 


129. 


131. 


133. 


134. 


135. 


137. 


138. 


139. 


141. 


Kisa Bir Integral Tablosu 


tanh? ax dx = x — 1 tanh ax + C 


n-1 
tanh” ax dx = — tanh” ax 


(n- a 


_ coth"!a 


126. J cot? axdx =x —- 1 oth ax + C 


+ fant axdx, n#l 


coth” ax dx = — + f cotnt™ axdx, n#l 


a 


sech ax dx = din "(tanh ax) + C 


sech? ax dx = = T tanh ax + C 


sech” ax dx = 


(n — l)a i= 


csch”~? ax coth ax 


csch” ax dx a= Da 


se ax 


sech” ax tanh ax dx = ———~— + C, 


e bx e —bx 


a+b a-b 


* sinh bx dx = = "| 


+ 


e™ cosh bx dx = a ah 


eo e bx e —bx 
2 


Co 


+C 


130. / esch ax dx = Fin tanh 


132. [cst ax dx = — 4 oth ax + C 


tf sect? ax, n#1 


- — $f cent ax dx, n#1 

n#0 136. [cst ax coth ax dx = Sa 
| +C, @#b? 
| +C, a@#b? 


"le dy =T(n) =(n—1)!, n>0 


0 


— 


/ 
| 
| 
| 
/ 
/ sech” ?axtanhax | n= 
/ 
| 
Je 
Pe 
if 


140. [ e® dy = 7 [= a>0 


ar/2 
i sin” x dx = i cos” x dx = 
0 0 2° 


(n = 2 bir cift tamsay1 ise 


: (n = 3 bir tek tamsay1 ise 


+ C, 


n#0 


>< 


Trigonometri Formiilleri — tand + tanB 
q . tan (A + B) 1 — tan A tan B’ 
1. Tanimlar ve Temel Ozdeslikler _ 
miss tanA — tanB 
: ; y 1 1 + tan A tanB 
Sine: snéd=F= 
csc 0 . 7 7 : 
sin( 4 _ =) = —cos A, cos (4 _ 7) = sind 
Cosine: cos@ = a 
sec 0 . T 7 : 
sin( 4 + =) = cos A, cos(4 + =) = —sinAdA 
Tangent: tan@ = a 
x  coté 


sin A sinB = : cos (A — B) : cos (A + B) 


2. Ozdeslik cos A cos B = Fos (A — B) + Fos (4 + B) 

sin(—0) = —sin@, cos(—0) = cosé 1 1 
in A B= in(4 — B) + in(4 +B 
sin’ @ + cos?@ = 1, sec?@= 1+ tan’6, csc?9= 1+ cot’A neers 2 sunt ) 2 mt ) 
sin2@ = 2sin@cos@, cos 20 = cos*@ — sin’ 6 sind + sinB = 2sin5 (4 + B) cos5(4 — B) 
29 — 1+ cos 20 - 2, _ | — cos20 

oe 2 ; ee 2 sinA — sinB = 20s 5 (4 + B) sin5 (A — B) 
sin(A + B) = sinAcosB + cosA sinB 1 1 
sin (A — B) = sinAcosB — cosAsinB cosA + cosB = 2 cos 5 (A + B) cos 5 (A — B) 


cos (4 + B) = cosAcosB — sinA sinB 


cosA — cosB = 2sin 5 (A + B) sin5 (A — B) 
cos (A — B) = cosAcosB + sinA sin B 


y = sinx 
q ayn 
* : ~ T 
Trigonometrik Fonksiyonlar 2 a 
] ] 
Radyan Oleii Tanim Kiimesi: (—20, «) Tanim Kiimesi: (—s0, «) 
Deger Kiimesi: [-1, 1] Deger Kiimesi: [-1, 1] 
Derece Radyan 
y 
y =tanx *  y=secx 
és \) 
V2 1 V2 1 
>X ! ! >X 
fe! = 0 7 3 3am _@ OL ow slag 
re 6 4 {\ (\ 
1 1 
Tanim Kiimesi: 77/2’nin tek tamsayi kati Tanim Kiimesi: x #+ oe cas 37 see 
' ; disindaki biitiin reel sayilar Deger Kiimesi: (20, I] U[1, 2) 
> ei Deger Kiimesi: (—2, °¢) 
J aricaph ge 
30 y 
y=csex y =cotx 
2 V3 2 V3 J 
1 1 
L ! L 
60 90 7) wO| 37 me —T) 7 T 3m rae 
Ss O_ i gy Se I 1 2 2 7) 2 2 2 
ry y rEg iki tiggenin derece ve radyan 
cinsinden acilari Tamm Kiimesi: x # 0, +7, +27... Tamim Kiimesi: x # 0, +7, £27,... 


180° = 7 radyan Deger Kiimesi: (2, -1] Uf, ») Deger Kiimesi: (—-, °°) 


SERILER 


Taylor Serileri 
peal txt tr taht = Dar, |x| <1 
7 n=0 
eg a a ee : |x| <1 
x" _ yh 
Fedtat be te = DE, |x| < co 
3 2n+1 Ss ( 1)"x2"41 
Xx x Xx 
sinx =x — 3, + 5 (=1) Qn+D! p> Qn +)!’ |x | 
2 4 2n —1)"x 2n 
x x x 
1 + soe + (-1)" = < OO 
— 27 4! Gar = Gor Gm? =O 
2 3 n ee) —1jt-1yn 
Ce eee a a ee ee 
l+x _ Ee ee a x 2nd 2 oe) gontt 
In |; = 2 tanh ra2(et+E4 +>, * = 2 on FT? |x| <1 
3 5 ont oo (—1)"x2"*1 
vl x x eee _ n a a — 
tan xax-Bt% + ( iat 2. tnt 1”? |x| = 1 
Binom Seriler 
— 1)x? — 1)(m — 2)x? — 1\(m- 2 —k+ 1)x* 
(xy a1 + me + ME Me Mil “m a fe iss 4. mm )(m ‘(m x + 


oldugundan 


_. {m m m(m — 1) m m(m — 1)°::(m— k + 1) 
k= icin (1) = & a (7) - i 


LIMITLER 


Genel Kurallar 


L, M, c ve k reel sayilar ve 
lim f(x) = L ve lim g(x) =M 
xX-FC x=*C 


ise asagidakiler gegerlidir. 


Toplam Kuralt: lim (f(x) + g(x)) =L+M 
XC. 

Fark Kuralt: lim (f(x) — g(x)) =L—-M 
Be os 

Carpim Kuralt: lim (f(x) + g(x)) = L+-M 
XC. 


Sabitle Carpim Kuralt: lim (kK: f(x)) = ke L 
XC. 


f(x) _L 


Boltim Kural: ae = Ww 


Sand6vic Teoremi 
c’yi igeren bir agik aralikta g(x) = f(x) = h(x), x = c harig ola- 


bilir, ise ve 


lim g(x) = lim A(x) = L 


XC. xc 


ise lim,_,, f(x) = L’dir. 


Esitsizlikler 
c’yi igeren bir acik aralikta f(x) = f(x), x = c harig olabilir, ise 
ve her iki limit mevcut ise 

lim f(x) = lim g(x) 

XC xX-ACe 


dir. 


Stireklilik 


g fonksiyonu L’de stirekli ise ve lim,_,.. f(x) = L ise 


lim g(f@)) = gL) 
dir. 


Ozel Formiiller 


P(x) = dyx" + dy—\x"! + +++ + a, ise 


lim P(x) = P(c) = ane” + a,_ye™ 1 + +--+ +a 
xX=*C 


dir. 


P(x) ve Q(x) iki polinom ve O(c) # 0 ise 


im PO). — Plo) 
rec Q(x) Ole) 


dir. 


f(x) fonksiyonu x = c’de stirekli ise 


lim f(x) = fle) 


dir. 
. sinx . 1 —cosx 
2 
L’HOpital Kurali 


a noktasini igeren bir / agik araliginda f(a) = g(a) = 0 ise ve 
hem f’ ve hem g’ mevcut ise, ayrica / tizerinde iken g'(x) # 0 
ise sag taraftaki limitin var olmasi kosuluyla 


f(x) |. f') 
m 


dir. 


INTEGRAL KURALLARI 


Genel Formiiller 
Sifir: f(x) dx = 0 
a b 
Integrasyon Stras1: f(x) dx = —] f(x) dx 
b a 
b b 
Sabitle Carpim Kural: I kf(x) dx =k] f(x) dx — (kKherhangi bir say1) 
b b 
| —fx)de=—] fx)de (k= 1) 
b b b 
Toplamlar ve Farklar: | (f(x) + g(x)) dx = [ f(x) dx + v g(x) dx 
b c c 
Toplanabilirlik: f(x) dx + | f(x) dx = | f(x) dx 
a b a 


Max-Min Esitsizligi: f fonkstyonunun ‘a, b] araligi izerindeki maksimum ve minimum degerler max f ve min f ise 


b 
min f-(b a) = ff f(x)ér = max f:(b — a) “dir. 


b b 
Baskinhk: [a, b] tizerinde f(x) = g(x) ise f(x) dx = | g(x) dx’dir. 


b 
[a, b] iizerinde f(x) = 0 ise [ f(x) dx = O’dir. 


Analizin Temel Teoremi 
Kisim 1 f fonksiyonu [a, b] tizerinde siirekli ise, F(x) = f is f(t) dt fonksiyonu 


[a, b] tizerinde stireklidir, (a, b)’de tiirevlenebilirdir ve tiirevi f(x)’dir; 


F(x) = & ‘l f(t) dt = fl). 


Kisim 2 f fonksiyonu [a, 5] araliginin her noktasinda stirekli ve F’de f’nin 
[a, 6] araligindaki herhangi bir ters tiirevi ise 


b 
/ f(x) dx = F(b) — Fla), 


olur. 


Belirli integrallerde Degisken Déniisiimii Kismi integrasyon 


b ; g(b) b b 
} f(g(x))-g"(x) dx = [ THe i flx)g'(x) dx = flx)g(x) |? - | f'(x) g(x) dx 


>< 


Trigonometri Formiilleri — tand + tanB 
q . tan (A + B) 1 — tan A tan B’ 
1. Tanimlar ve Temel Ozdeslikler _ 
miss tanA — tanB 
: ; y 1 1 + tan A tanB 
Sine: snéd=F= 
csc 0 . 7 7 : 
sin( 4 _ =) = —cos A, cos (4 _ 7) = sind 
Cosine: cos@ = a 
sec 0 . T 7 : 
sin( 4 + =) = cos A, cos(4 + =) = —sinAdA 
Tangent: tan@ = a 
x  coté 


sin A sinB = : cos (A — B) : cos (A + B) 


2. Ozdeslik cos A cos B = Fos (A — B) + Fos (4 + B) 

sin(—0) = —sin@, cos(—0) = cosé 1 1 
in A B= in(4 — B) + in(4 +B 
sin’ @ + cos?@ = 1, sec?@= 1+ tan’6, csc?9= 1+ cot’A neers 2 sunt ) 2 mt ) 
sin2@ = 2sin@cos@, cos 20 = cos*@ — sin’ 6 sind + sinB = 2sin5 (4 + B) cos5(4 — B) 
29 — 1+ cos 20 - 2, _ | — cos20 

oe 2 ; ee 2 sinA — sinB = 20s 5 (4 + B) sin5 (A — B) 
sin(A + B) = sinAcosB + cosA sinB 1 1 
sin (A — B) = sinAcosB — cosAsinB cosA + cosB = 2 cos 5 (A + B) cos 5 (A — B) 


cos (4 + B) = cosAcosB — sinA sinB 


cosA — cosB = 2sin 5 (A + B) sin5 (A — B) 
cos (A — B) = cosAcosB + sinA sin B 


y = sinx 
q ayn 
* : ~ T 
Trigonometrik Fonksiyonlar 2 a 
] ] 
Radyan Oleii Tanim Kiimesi: (—20, «) Tanim Kiimesi: (—s0, «) 
Deger Kiimesi: [-1, 1] Deger Kiimesi: [-1, 1] 
Derece Radyan 
y 
y =tanx *  y=secx 
és \) 
V2 1 V2 1 
>X ! ! >X 
fe! = 0 7 3 3am _@ OL ow slag 
re 6 4 {\ (\ 
1 1 
Tanim Kiimesi: 77/2’nin tek tamsayi kati Tanim Kiimesi: x #+ oe cas 37 see 
' ; disindaki biitiin reel sayilar Deger Kiimesi: (20, I] U[1, 2) 
> ei Deger Kiimesi: (—2, °¢) 
J aricaph ge 
30 y 
y=csex y =cotx 
2 V3 2 V3 J 
1 1 
L ! L 
60 90 7) wO| 37 me —T) 7 T 3m rae 
Ss O_ i gy Se I 1 2 2 7) 2 2 2 
ry y rEg iki tiggenin derece ve radyan 
cinsinden acilari Tamm Kiimesi: x # 0, +7, +27... Tamim Kiimesi: x # 0, +7, £27,... 


180° = 7 radyan Deger Kiimesi: (2, -1] Uf, ») Deger Kiimesi: (—-, °°) 


SERILER 


Taylor Serileri 
peal txt tr taht = Dar, |x| <1 
7 n=0 
eg a a ee : |x| <1 
x" _ yh 
Fedtat be te = DE, |x| < co 
3 2n+1 Ss ( 1)"x2"41 
Xx x Xx 
sinx =x — 3, + 5 (=1) Qn+D! p> Qn +)!’ |x | 
2 4 2n —1)"x 2n 
x x x 
1 + soe + (-1)" = < OO 
— 27 4! Gar = Gor Gm? =O 
2 3 n ee) —1jt-1yn 
Ce eee a a ee ee 
l+x _ Ee ee a x 2nd 2 oe) gontt 
In |; = 2 tanh ra2(et+E4 +>, * = 2 on FT? |x| <1 
3 5 ont oo (—1)"x2"*1 
vl x x eee _ n a a — 
tan xax-Bt% + ( iat 2. tnt 1”? |x| = 1 
Binom Seriler 
— 1)x? — 1)(m — 2)x? — 1\(m- 2 —k+ 1)x* 
(xy a1 + me + ME Me Mil “m a fe iss 4. mm )(m ‘(m x + 


oldugundan 


_. {m m m(m — 1) m m(m — 1)°::(m— k + 1) 
k= icin (1) = & a (7) - i 


LIMITLER 


Genel Kurallar 


L, M, c ve k reel sayilar ve 
lim f(x) = L ve lim g(x) =M 
xX-FC x=*C 


ise asagidakiler gegerlidir. 


Toplam Kuralt: lim (f(x) + g(x)) =L+M 
XC. 

Fark Kuralt: lim (f(x) — g(x)) =L—-M 
Be os 

Carpim Kuralt: lim (f(x) + g(x)) = L+-M 
XC. 


Sabitle Carpim Kuralt: lim (kK: f(x)) = ke L 
XC. 


f(x) _L 


Boltim Kural: ae = Ww 


Sand6vic Teoremi 
c’yi igeren bir agik aralikta g(x) = f(x) = h(x), x = c harig ola- 


bilir, ise ve 


lim g(x) = lim A(x) = L 


XC. xc 


ise lim,_,, f(x) = L’dir. 


Esitsizlikler 
c’yi igeren bir acik aralikta f(x) = f(x), x = c harig olabilir, ise 
ve her iki limit mevcut ise 

lim f(x) = lim g(x) 

XC xX-ACe 


dir. 


Stireklilik 


g fonksiyonu L’de stirekli ise ve lim,_,.. f(x) = L ise 


lim g(f@)) = gL) 
dir. 


Ozel Formiiller 


P(x) = dyx" + dy—\x"! + +++ + a, ise 


lim P(x) = P(c) = ane” + a,_ye™ 1 + +--+ +a 
xX=*C 


dir. 


P(x) ve Q(x) iki polinom ve O(c) # 0 ise 


im PO). — Plo) 
rec Q(x) Ole) 


dir. 


f(x) fonksiyonu x = c’de stirekli ise 


lim f(x) = fle) 


dir. 
. sinx . 1 —cosx 
2 
L’HOpital Kurali 


a noktasini igeren bir / agik araliginda f(a) = g(a) = 0 ise ve 
hem f’ ve hem g’ mevcut ise, ayrica / tizerinde iken g'(x) # 0 
ise sag taraftaki limitin var olmasi kosuluyla 


f(x) |. f') 
m 


dir. 


INTEGRAL KURALLARI 


Genel Formiiller 
Sifir: f(x) dx = 0 
a b 
Integrasyon Stras1: f(x) dx = —] f(x) dx 
b a 
b b 
Sabitle Carpim Kural: I kf(x) dx =k] f(x) dx — (kKherhangi bir say1) 
b b 
| —fx)de=—] fx)de (k= 1) 
b b b 
Toplamlar ve Farklar: | (f(x) + g(x)) dx = [ f(x) dx + v g(x) dx 
b c c 
Toplanabilirlik: f(x) dx + | f(x) dx = | f(x) dx 
a b a 


Max-Min Esitsizligi: f fonkstyonunun ‘a, b] araligi izerindeki maksimum ve minimum degerler max f ve min f ise 


b 
min f-(b a) = ff f(x)ér = max f:(b — a) “dir. 


b b 
Baskinhk: [a, b] tizerinde f(x) = g(x) ise f(x) dx = | g(x) dx’dir. 


b 
[a, b] iizerinde f(x) = 0 ise [ f(x) dx = O’dir. 


Analizin Temel Teoremi 
Kisim 1 f fonksiyonu [a, b] tizerinde siirekli ise, F(x) = f is f(t) dt fonksiyonu 


[a, b] tizerinde stireklidir, (a, b)’de tiirevlenebilirdir ve tiirevi f(x)’dir; 


F(x) = & ‘l f(t) dt = fl). 


Kisim 2 f fonksiyonu [a, 5] araliginin her noktasinda stirekli ve F’de f’nin 
[a, 6] araligindaki herhangi bir ters tiirevi ise 


b 
/ f(x) dx = F(b) — Fla), 


olur. 


Belirli integrallerde Degisken Déniisiimii Kismi integrasyon 


b ; g(b) b b 
} f(g(x))-g"(x) dx = [ THe i flx)g'(x) dx = flx)g(x) |? - | f'(x) g(x) dx 


